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1. Prawdopodobieristwo

1 Prawdopodobienstwo

1.1 Oznaczenia i pojecia

) - przestrzen zdarzen elementarnych.

Prawdopodobienistwo bedzimy liczy¢ tylko dla niektérych podzbioréw 2. Rodzine tych podzbioréw ozna-
czamy przez JF. Zbiory z tej rodziny spelniaja:

1. Ae F= A € F (jezeli zbior nalezy do rodziny, to jego dopelnienie takze)

oo
2. A, Ay,...E F=> U A; € F o (jezeli iles elementow nalezy do rodziny to ich suma takze)
i=1

Uwaga 1. Jezeli Q jest zbiorem przeliczalnym, to dobrym kandydatem na F jest 2.

Prawdopodobienstwo - funkcja P: F — [0, 1]

(Q,F, P) - przestrzen probabilistyczna.
Funkcja P spelnia:

1. P(A) €10,1]

2. P(Q)=1

3. jesli Ay, As, ... € F isg parami rozlaczne to P (U AZ-> = Z P(A;)
i=1 i=1

Fakt 1. Niech dana bedzie przestrzeri probabilistyczna (Q, F, P) oraz A, B, Ay, As, ..., A, € F. Wtedy:

1. P@)=0

2. jesli AiNA; =0 dlai,je{1,2,....,n},i#jto P (U Ai> = P(A)

i=1

3. P(A") =1— P(A)

4. AC B= P(B\ A) = P(B) — P(A)

5. AC B= P(A) < P(B)

6. P(A) <1

7. PLAUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
Dowdd. ad 7.

AUB=(A\(ANB))U(B\(ANB))U(ANB)
P(AUB)=P(A\(ANB))+P(B\ (ANB))+ P(ANB)
=P(A)-P(ANB)+ P(B) - P(ANB)+ P(ANB) = P(A) + P(B) - P(AN B)
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1.2 Zasada wlaczeni i wylaczen 1. Prawdopodobieristwo

1.2 Zasada wlaczen i wylaczen

Zasada wlaczen i wylaczen przydaje sie, kiedy tatwiej niz sume zdarzen jest policzy¢ ich przekroj.
P(A1UAU...UA,) =) P(A)

1<i<j<n

+ > PAiNA;NA)
1<i<j<k<n

+(-1)"TP(A;NAN...NA,)

1.3 Podstawe schematy kombinatoryczne

Przyktad 2. Sie¢ komputerowa sktada sie z n réznych komputerdéw potlaczonych szeregowo. Na ile sposobdw
mozemy ustawi¢ komputery?

Rozwigzanie 3. n(n—1)(n—2)---2-1=n! [ PERMUTACJA |

Przyktad 4. Zalozmy, ze k z powyzszych komputeréw stoi w naszym pokoju, Na ile sposobéw mozemy skonfi-
gurowac sie¢, gdy interesuje nas tylko nasz pokoj?

Rozwigzanie 5. n(n —1)(n—2)---(n—k+1) = (n%'k),

Przyktad 6. Stowo maszynowe sklada sie z 32 bitow. Ile réznych stéw mozna z tego uzyskacé?

Rozwigzanie 7. 2-2- --- -2 =2% | WARIACJA Z POWTORZENIAMI |
Przyktad 8. W jednym cyklu obliczen program na wyjsciu podaje zbioér k réznych liczb z zakresu 1,2,...,n.

Ile jest r6znych wynikéw?
Rozwigzanie 9.

n!

kolejnosé liczb ma znaczenie — ————
— (n—k)!

kolejnos¢ liczb nie ma znaczenia — ————— =

Hn—k)!  \k

| KOMBINACJA |

1.4 Prawdopodobienstwo geometryczne

Kiedy trzeba policzy¢ prawdopodobieristwo dla nieskoriczonego zbioru A lub Q (gdzie oczywiscie A C Q),
wtedy za miare uznajemy pole powierzchni, bedace geometryczng reprezentacja zdarzen A oraz ).

Przyktad 10. Jas i Malgosia uméwili sie pomiedzy 12:00 i 13:00. Osoba, ktora przyjdzie wczesniej czeka na
druga 20 minut. Jaka jest szansa spotkania sie¢ naszych bohateréw?

Rozwigzanie 11.

0 = [12,13] x [12, 13]
A — spotkanie Jasia i Malgosi
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1.4 Prawdopodobieiistwo geometryczne 1. Prawdopodobieristwo

Rysunek 1

13.00 4

12.40 ¥

12.20 4

12.00
12.20 12.40 13.00

Zakreskowana czesé oznacza, ze bohaterowie sie spotkaja.

P(A) = pole zakreskowanej figury  2(3-1-1-5-3-3) 5
~ pole kwadratu o boku 1 1-1 9

Przyktad 12. Rzucamy dwiema ko$ciami do gry. Mamy kilka mozliwosci zdefiniowania przestrzeni zdarzen ().

1. jesli interesuje nas co wypadto na ktorej kostce to

Q={(,j):i,j€{1,2,...,6}}
Q] =6-6=236

2. jezeli interesuje nas co wypadlo na obu kosciach (bez rozrézniania) to

Q={{i,j}:i,j€{1,2,...,6}}
Q=6+5+4+3+2+1=21

3. jezeli interesuje nas co wypadto na ktérej kostce, ale chcemy mieé¢ wasy to musimy oznakowaé wartosci na
kazdej z kostek

Q={{i,j}:ie{1,2,...,6}, {12, . ..,6"}}
I =6-6=236

Przyjmijmy Q z punktu 1. Nazwijmy nasze kostki zielona i czerwona Jaka jest szansa, ze na zielonej wypadta
przysta liczba oczek a na czerwonej liczba oczek wieksza niz 47 (naturalne jest zalozenie o niezaleznosci kostek).

A={(2,5),(2,6),(4,5),(4,6),(6,5),(6,6)}
|Al =6
A, — na pierwszej kostce wypadta liczba parzysta

Ay — na drugiej kostce wypadla liczba wieksza niz 4

|[A:| 3 [Ao| 2
PA) =120 2 pgyy = 22l 2
Al 6 3 2
PA) =2 -2 2 2 pa). pA

A=A1NAs, P(A;NAs) = P(A;) - P(As)

Definicja 1. Zdarzenia A, As, ..., A, nazywamy niezaleznymi, gdy
P (ﬂ Ai> = [[ P(Ai) dla kazdego T € {1,2,...,5} (2)
i€l iel

Fakt 13. Jezeli zdarzenia A, B sq niezalezne oraz roztgczne, to

P(A) =0 lub P(B) =0
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1.5 Prawdopodobienistwo warunkowe 1. Prawdopodobieristwo

Dowdad.
P(ANnB)=P(A)-P(B) ale ANB =0 wiec P(ANB) = P(0) =0

O

Uwaga 2. (nie wystarczy do niezaleznodci analizowac tylko pary). W urni sa 4 kulki: czerwona, niebieska, zotta,
czerwono-niebiesko-zo6tta.

A — wyciagnieto kule z kolorem czerwonym
B — wyciagnieto kule z kolorem niebieskim

C — wyciagnieto kule z kolorem z6ttym

P(A) = P(B) = P(C) = %

1
P(ANB) = 1= P(A)-P(B)=P(ANC)=P(BNC(C)
1
P(ANBNC) = 1 #+ P(A)-P(B) - P(C)
Fakt 14. Jesli zdarzenia Ay, Ao, ..., A, sq niezaleine to niezaleine sq tez zdarzenia Bi,Bs,..., By, gdzie

B; = A; lub B; = A,

1.5 Prawdopodobieristwo warunkowe

Przyktad 15. Sie¢ sktada sie z dwdch rozroznialnych komputeréw. W danej chwili komputer moze wykonywac
obliczenia/pracowac albo czekaé¢ (z prawdopodobieristwem %) Jaka jest szansa tego, ze komputer 1 jest w stanie
uspienia, gdy wiemy, ze sie¢ pracuje?

Rozwigzanie 16.

= {<07 0)7 (07 1)’ (L 0)7 <1a 1)}
A — pierwszy komputer jest w stanie uspienia

A= {(Ov 1)v (070)}

Al 1
1. bez dodatkowej wiedzy: P(A) = ||Q|| =3
2. z dodatkowa wiedza

ANB={(0,1)}
B — sieé¢ pracuje B ={(0,1),(1,0),(1,1)} |B|=3
A
P~ L ANBI_ “ar  P(ANB)
3 |B] % ~ P(B)

Definicja 2. Prawdopodobieristo warunkowe zajscia zdarzenia A pod warunkiem zajscia zdarzenia B zapisu-

jemy
P(AN B)

gy FB)#0 3)

P(A|B) =

Fakt 17. Jesli P(A1NAsN...NA,) >0 to
P(A1NnAyn...NA,) =P(A)) - P(As|Ay) - P(A3]A1 N Ag)-...- P(A,]A1NAsN...NA,).

Dowoad.

P(A1NA) P(AiNANA;)  PAiNAN---NA)
P(Ay) P(A; N Ay) T PAINAN ... NAL)
=PAiNAyN...NA,)

prawa strona: P(A7) -
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1.6 Prawdopodobienstwo catkowite 1. Prawdopodobieristwo

1.6 Prawdopodobienstwo catkowite

Przyktad 18. W urnie mamy b kul biatych i ¢ kul czarnych. Wyciaggamy 1 kule i (nie podgladajac) wyrzucamy
ja. Jaka jest szansa, ze w nastepnym ciggnieciu wylosujemy kule biatg?

Rozwigzanie 19.

By, — wyciagnieto bialg kule w pierwszym losowaniu
By, — wyciagnieto biatg kule w drugim losowaniu
P(By) = P(By N By) + P(B2 N By) = P(B|B1) - P(By) + P(Be| BY) - P(BY)
o b—1 b n b c b
Cb+c—1 b+c btc—1 b+c c+b

Definicja 3. Rozbiciem przestrzeni zdarzen elementarnych nazywamy rodzine zdarzen {H;};er, ktore sa one

wzajemnie rozlaczne oraz U H,; = Q.

i€l
Twierdzenie 20. (WZOR NA PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE) Jesli {By, Ba, ..., B,} jest rozbiciem §2
oraz P(B;) > 0, to dla dowolnego zdarzenia A zachodzi

n

P(A) = P(AIB:) - P(B) (4)

Dowdd.

PA)=P|An OBi :P(O(AﬁBQ):i:P(AmBi)zzn:P(A|Bi)~P(Bi)

——
Q

Przyktad 21. Algorytm daje odpowiedZ poprawng z prawdopodobieristwem p, myli sie z prawdopodobieristwem
q oraz zawiesza sie z prawdopodobienistwem r (wtedy ponownie uruchamiamy komputer). Jaka jest szansa, ze
ostatecznie uzyskamy poprawng odpowiedz?

Rozwigzanie 22.

W — uzyskano poprawna odpowiedz
P(W)=P(W|A)-P(A)+ P(W|B) - P(B)+ P(W|C) - P(C)

1-p 0 P(W)-r

wiemy jeszcze, ze p+q+1r =1

zatem P(W) = L
p+q

1.7 Prawdopodobienistwo przyczyny

Przyktad 23. Zaobserwowane objawy awarii nowego komputera moga by¢ wynikiem uszkodzenia ptyty gtoéwnej
lub moga by¢ spowodowane innym czynnikiem (nie objetym gwarancja). Wiadomo, ze awaria plyty gtownej
zdarza sie raz na 1000 komputeréw oraz powoduje zaobserwowane usterki z prawdopodobieristwem %. Z innych

powodow wystepuja one przecietnie raz na 100 komputeréw. Jaka jest szansa, ze awarii ulegla ptyta gléwna?
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2. Zmienne losowe

Rozwigzanie 24.

A — awarii ulegla ptyta gltéwna
B — zaobserwowano objawy awarii
999

P(4) =t = P(A) = 00
P(B|A) = %
P(B|A) = ﬁ
P(AB) =7
pp) - PANBE) _ P(BIA)PM) PB4 P(4)

P(B) P( (BNA)YU(BNA") ) PBNA)+PBNA)

sktadniki sa roztaczne
P(BJA) - P(A)

= P(BJA)- P(A) + P(BIA") - P(A)) 0.074

Twierdzenie 25. (WzOR BAYESA)! Jesli {H;}ics jest przeliczalnym rozbiciem Q takim, ze P(H;) >0, i € I
oraz dane jest zdarzenie A takie, ze P(A) > 0, to

P(A|Hj) - P(Hj) 54y P(AH;) - P(Hj)

S P(AH;) - P(H)) Pla)

P(H,|4) = (5)

2 Zmienne losowe

Definicja 4. Jesli Q jest przeliczalny to dowolng funkcje okreslong na € i o wartosciach w R nazywamy zmienna
losowa.

Definicja 5. Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna (2, F, P). Funkcje X : Q — R nazywamy zmienna
losows, jesli dla kazdego a € R {w: X(w) < a} € F.

Definicja 6. Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (2, F, P). Funkcje Fx: R — [0,1], ze Fx(z) =
P({w: X(w) < x}) nazywamy dystrybuanta zmiennej losowej X .

Definicja 7. Zmienne losowe oznaczamy ostatnimi literami z alfabetu (X, Y, Z) oraz przyjmujemy zapis, ze

P{w: X(w) <z})=P(X < x).

Wtlasnosci dystrybuanty
1. jest funkcja niemalejaca
2. prawostronnie ciagla

3. lim Fx(z)=0, lim Fx(z)=1

r——00 T—+00

Przyktad 26. Gramy w koSci na pieniadze. Zasady sa nastepujace:
e jesli wyrzucimy 1 lub 2 to przegrywamy 18.
e jesli wyrzucimy 3, 4 lub 5 to nikt nikomu nie placi.

e jesli wyrzucimy 6 to wygrywamy 28$.

1 Ciekawy przyktad mozna znalezé na Wikipedii
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2.1 Niezaleznos¢ zmiennych losowych 2. Zmienne losowe

Zapiszmy to matematycznie:

Q=11,2,...,6}
7 — zysk z jednej kolejki
Z:Q— {-1,0,2}

-1 we{1,2}
Zw)=140 we{3,4,5}
2 w=~6
0 z<-1
2
2 ze[-1,0)
Fz(z)={6 ’
z(@) 5 z€0,2)
1 z€[2,00)
Rysunek 2 Rysunek 3
Z(U.)) Fz(x)
A A
2T 1
1= ] 5 —
1 2 3 4 5 6 w 2
05
1—— L] L]
2 1 0 1 2 3 X
Wykres zmiennej losowej Z Wyres dystrybuanty zmiennej losowej Z

Uwaga 3. Jesli znamy Fx (x) to mozemy liczy¢ takze prawdopodobienstwo inne niz P(X < x). Np.

P(X € (a,b)) = P(X <bA (X <a)) = P(X <b) — P(X < a)
=P(X<b)+P(X>a)—1,boP(X>a)=1-P(X <a)

2.1 Niezalezno$¢ zmiennych losowych

Przyktad 27. Losujemy punkt z kwadratu [0, 1]2.

pole(A)
0 =10,12 P(A) = = pole(A
0.11%, P(a) =PI = pole(4)
W szczegolnosci mozemy mysleé o zmiennych losowych.
Niech
X — zmienna losowa moéwiaca jaka jest warto$¢ pierwszej wspolrzednej
Y — zmienna losowa moéwiaca jaka jest wartosé drugiej wspoélrzednej
wtedy

Fx(z)=P{weQ: X(w) <z})=Pwe[0,z] x[0,1]) =2, gdy x € [0,1]

Fr(y) = P({w € Q: Y(w) <)) = Plw € [0.1] x [0,4]) =y, gdy y € [0.1]
Zauwazmy, ze

PX<zANY <y)=P{weQ:wel0,z]x[0,y]}) ==y, z,y €[0,1]
_ P(X <2) P(Y <)
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2.2 Zmienne losowe dyskretne 2. Zmienne losowe

Definicja 8. Niech X;, Xo,..., X, beda zmiennymi losowymi okre§lonymi we wspoélnej przestrzeni probabili-
stycznej (2, F, P). Jesli dla dowolnych k& < n oraz dowolnych x1, xs, ..., x, zachodzi

k
P(Xj1 <z1,Xj0 <xa,..., X i < xp) :HP(in < ;)

i=1

to zmienne te nazywamy wzajemnie niezaleznymi.

2.2 Zmienne losowe dyskretne
Definicja 9. Zmienng losowa X : Q — {x; :=1,2,...} nazywamy dyskretng zmienna losowa.

Definicja 10. Rozkladem zmiennej losowej dyskretnej X : Q — {z; := 1,2,...} nazywamy ciag par (x;,p;)i=12,...
gdzie p; = P(X = ;).

Przyktad 28. (kontynuacja przyktadu 26)

Z — zysk na rzucie 1 koscig do gry.
Z:{1,2,3,4,5,6} — {—1,0,2}

Mamy:
2 1
dla z; = —1 —»P(Z:fl):ézgzzpl
3 1
dlax2:0 —>P(Z:0):6:§:p2
1
dla z3 =2 —>P(Z:1):6:p3

Otrzymalismy nastepujacy rozktad: (—1, %), (0,3);(2; %)
Uwaga 4.

2.2.1 Zmienna losowa 0-1 (Bernoulli’ego)

Definicja 11. Jesli P(X = 1) =1—- P(X = 0) = p, dla p € (0,1) to zmienng losowa nazywamy 0-1 lub
Bernoulli’ego. W skrocie pisa¢ bedziemy

X ~ B(1,p) czyt.: zmienna losowa X ma rozktad Bernoulli’ego.

Zastosowanie 1. Zalézmy, ze interesuje nas zdarzenie A C 2 o prawdopodobieristwie P(A) = p. Chcemy
wiedzieé¢ czy A zaszlo. Zdefiniujmy funkcje

1 wed

X(w) :=14(w) {O v A

Zauwazmy, ze

PX=1)=PH{weQ:weA})=PA)=p

2.2.2 Zmienna losowa o rozkladzie dwumianowym

Przyktad 29. Interesuje nas ilo$¢ zajsé zdarzenia A w n niezaleznych doswiadczeniach.

Xi(w) =14, (w) gdzie Ay, As, ..., A, — zdarzenia niezalezne, P(4;) = P(A2) =...=P(A,) =p
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2.2 Zmienne losowe dyskretne 2. Zmienne losowe

Zbadajmy rozktad S,,:

P(S, = k) :P(in(w) :k) = Y P(Xu =L Xp =1 X =L Xuysees Xpy = 0)

n1,mn2,...,Nk

= > pa-p= <Z)pk(1 —p)" "

ni,n2,...,Ng

Definicja 12. Zmienna losowa S, ma rozklad dwumianowy z parametrami n oraz p jesli P(S, = k) =
(Z)pk(l —p)»kdlak =0,1,...,n. Prawdopodobiefistwo to nazywamy tez prawdopodobiefistwem w n prébach
Bernoulli’ego. Oznaczamy ten rozktad S, ~ B(n,p).

Uwaga 5. Musi zachodzi¢ wlasnosé:

> () -pre=n

2.2.3 Zmienne losowe o rozkladzie geometrycznym

Przyktad 30. Mamy do przestania plik za pomocy sieci. Jak to w zyciu bywa, sie¢ czasem ulega awarii. Jesli
nastapi awaria, to musimy zacza¢ transfer od poczatku. Interesuje nas ile razy wysytaliSmy plik az do momentu,
gdy transfer sie udal.

Rozwigzanie 31. Zalozmy, ze kolejne proby sa niezalezne od pozostalych oraz P(X; = 1) =pdlai=1,2,....
Niech

)1 transfer si¢ powiod}
’ 0 transfer sie nie powiodt

Y — ilos¢ transferow
Zauwazmy, ze Y moze przyjmowaé wartosci 1,2, .... Ponadto
Y = min{n € N: X,, =1}
Rozktad Y: niech k£ € N,
PY=k=P(X1=0,X2=0,...,X,-1=0,X;, =1)
=P(X;=0)-P(Xo=0)-...- P(Xp_1=0)- P(Xx, =1)
=(1-p)" 'p=m

o= pl-pF =1
k=1 k=1

Definicja 13. Zmienna losowa X ma rozklad geometryczny z parametrem p € (0,1), gdy P(X = k) =
p(1—pf-tdlak=12,...

Oznaczenie: X ~ G(p) - zwiazane z czasem czekania na pierwszy sukces.

Twierdzenie 32. (WLASNOSC BRAKU PAMIECI) Zatézmy, ze X ma rozktad geometryczny G(p). Wtedy P(X >
ng + k| X >ng) =P(X > k)

Uwaga 6. Te wlasno$é maja tylko dwa rodzaje rozkladéw: geometryczny (2.2.3) i wykladniczy (2.3.2).

Dowdd. Rozpisujac lewg strone otrzymujemy

. P(XZTL0+I€/\X>77/0) . P(XZTL()"‘F/ﬂ) .

B P(X > ng) B P(X>n0+1) N

Z;}ino+k P(X =1) . Zz n0+kp( p) *
(1

Zzﬁno-ﬁ-l P(X = Z) a Zz no+1P p)

(1 —p)rotht k-1
= gt =009
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2.3 C(iagle zmienne losowe 2. Zmienne losowe

gdzie w (*) skorzystaliSmy z tego, ze
> op—p)t=p-p)' > (i-p=01-p""
i=l i=0

Ale patrzac z prawej strony, mamy

P=P(X>k)= iP(X =)= ip(l —p) Tt =01-p!
i=k i=k
O
2.2.4 Zmienne losowe o rozkladzie Poissona
Definicja 14. Zmienna losowa X ma rozktad Poissona® z parametrem \ > 0 jesli P(X = k) = k—’:e_’\ dla

k=0,1,....
Uwaga 7. Faktycznie uzyskujemy rozktad, bo:

>~

k
'e_)‘zl

o]
k=0

o

2.3 Ciagle zmienne losowe

Bedziemy zajmowac sie tylko pewna podklasa ciaglych zmiennych losowych, mianowicie zmiennymi loso-
wymi z gestoscia®.
Przyktad 33. Mamy odcinek [0, 1], rzucamy na niego punkt w sposéb catkowicie losowy. Niech X - wspolrzedna
trafienia. Chcemy znaé jej rozktad. Poniewaz punktéw jest nieskoriczenie wiele, to dla kazdego punktu praw-
dopodobieristwo trafienia w niego jest rowne 0. Mozemy jednak policzy¢ inne prawdopodobienistwo. Zbadajmy
Fx(t) = P(X <t) czyli dystrybuante. Zastosujmy chwyt z prawdopodobieristwem geometrycznym. Wtedy

0 t<0
Fx(t)=P(X <t)=4t te€][0,1]
1 t>1

Zauwazmy, ze
t
Fx(t)= [ 1oy(s (©)
—00
W praktyce okazuje sie, ze wiele dystrybuant mozemy zapisa¢ za pomoca catki.

Definicja 15. Niech X bedzie zmienng losowa o dystrybuancie Fx. Jesli istnieje nieujemna funkcja fx taka,
ze Fx(t) = ffoo fx(s)ds dla kazdego t € R, to fx nazywamy gestoscia rozkladu zmiennej losowej X.

Uwaga 8. Od tej pory bedziemy zaktadac, ze fx istnieje.

Uwaga 9.
F(t) = fx(t) (tak jest prawie zawsze)

To, ze zachodzi (6) nie oznacza, ze Fx jest w kazdym punkcie rézniczkowalna. Prawda jest jednak, ze jest
skoniczenie wiele punktéw, w ktorych nie jest rézniczkowalna.

Gdyby$my znali gestos¢ naszego rozktadu, to znaliby$my prawdopodobienstwo zajscia wielu zdarzen, ktére
moglyby nas interesowac, np.

b a b
Pla<z<b)=P(X <b)—P(X <a)= [ fx(s)ds 7/7 fx(s)ds = / fx(s)ds
Ogoélnie
P(XeA)= /AfX(s)ds

2czyt. plasona
3istnieje pochodna dystrybuanty
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2.3 C(iagle zmienne losowe 2. Zmienne losowe

Wilasnosci
1. ~
=P (X € (—00,)) :/_ fx(s)ds )

2. P(X =1t) = 0, czyli szansa trafienia w konkretny punkt wynosi 0. Probabilisci mowia, ze nie mamy
atoméw?.

2.3.1 Rozklad jednostajny U|a,b]
Definicja 16. Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny® na odcinku [a,b], gdy jej funkcja gestosci wynosi

t<a
t>b (8)
% t € [a,b] (wynika z (7) oraz poprzedunich przypadkow)

—a

0
fx#®) =<0

t —
P(X <1) / Fx(t)dt = / IO - (9)
Uwaga 10. Wazny przypadek: U[0, 1].
Rysunek 4 Rysunek 5
Lo[
03 1 . °
I b-a | v M
osf | |
04f | |
02 E E
0ol . : o >
a b a b
Dystrybuanta, Flx (t) Gestosé, fx(t)
2.3.2 Rozklad wykladniczy E()\)
Definicja 17. Zmienna losowa ma rozklad wykladniczy, gdy jej funkcja gestosci wynosi
0 t<0
t) = 10
fxclt) {AS_M ' (10)
P(X <t)= / fx(t)dt = / fxt)dt =1 —e (11)
skad
P(X >t) = / e Mds = ™M (12)
t

4Ciekawe co na to chemicy. . ..
5Rozklad jednostajny znany jest tez jako jednorodny, réwnomierny, prostokatny oraz plaski.
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2.3 C(iagle zmienne losowe 2. Zmienne losowe

Twierdzenie 34. (WEASNOSC BRAKU PAMIECT)

P(X >t+s|X >s)=P(X >t) (13)

Dowdd. (Przez rozpisanie)

PX>t+sANX>s) PX>t+3s) a9 ﬂ

—\t
= = =PX >t
P(X >s) P(X > s) e=As ¢ (X >1)

O

Uwaga 11. To, ze czekamy na przystanku juz s czasu nie oznacza, ze autobus przyjedzie szybciej. Jest tak
dlatego, ze osoba, ktéra dopiero co przyszla na przystanek dopiero zaczyna czekanie.

2.3.3 Rozklad gamma I'(n, \)

Definicja 18. Funkcja gestosci jest postaci

0 t<0
t) = n 14
fX( ) { (n,\_l)!tn_le_)\t ¢ Z 0 ( )

2.3.4 Rozklad normalny (Gaussa) N (m,o?)

N(m,0?), meR,0>>0 (15)

Definicja 19. Zmienna losowa X ma rozktad NV(m,o?) jedli jej funkcja gestosci jest postaci

~§-exp (_(t—m)2>) teR (16)

202
Rysunek 6 Rysunek 7
1.0 ‘ T ‘ T T T T T T 1.0 T T T T T ‘ ‘
. — S .
[ |p=0 02=0.2——- y / / - i L u=0, 02=0.2——-
p=0, o*<1.0—| / Ji 1 / \Y p=0, o0?=1.0—
08| y=0 a2=5.0 - 7 i ] 0.8 AN w=0, 07=5.0 -]
[ n=-2 02=0.5-—| / 1/ ] L ',' ! n=-2, 07=0.5 ||
1 \
~ 06 / I/ ~ 0.6 A
) ; V- 1 1% A T
Tl ) 11 % t ALY .
S 04 / 1 o4 £ L ,‘ -
B / AT/ 1 L i ' ]
/ ] v v/ 1
/o] / 1 i i \ 1
0.2 — : 0.2 . e .
i / ] L Il TN ;
A // P e \ \ el
0.0 |z "';/ ./ 0.0 mammm==] - s ~ A e s e
| 1 | | 1 1 | | 1 1 1 | | 1 1 | | 1 | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X X
Dystrybuanta, F'x (t) Gestosé, fx(t)

Uwaga 12. Okazuje sie, ze nie ma wzoru na dystrybuante! ®. Nie mozna jej wyliczyé explicite.

¢ 1 x—m)?
FX(L‘):/_OO 27ranp (—(202)> dx

Ludzko$¢ zdawszy sobie sprawe z powagi sytuacji doszta do wniosku, ze rozklad Gaussa mozemy zastapic¢
przez rozklad standardowy — N(0,1) < to jest stablicowane.

O(t)=PWN <t), N ~N(0,1)

Definicja 20. N rezerwujemy na oznaczenie zmiennej losowej o rozktadzie standardowym.

6Koniec $wiata jest bliski...
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2.4 Wektory losowe 2. Zmienne losowe

Fakt 35. (STANDARYZACJA) Jesli zmienna losowa X ~ N(m,o0?) (ma rozktad normalny z parametrami), to

X —
v.=2"" U N(,1) (17)
Dowdd.
. _dP(Y <t) dP(32<t) dP(X <ot+r) 1

Przyktad 36. Mamy dane, ze X ~ N(2,4). Chcemy zbadac ile wynosi P(X < 3). Korzystamy z (17)

P(X§3):P(¥g¥):P(N§

)

N =

Regula trzech sigm

W rozktadzie normalnym trzeba zwréci¢ uwage na istotny szczegél. Mianowicie dla dowolnej liczby rze-
czywistej gestosé jest niezerowa. Regula trzech sigm mowi, ze ~ 99, 7% przypadkéw znajduje sie w odlegtosci
mniejszej niz 30 od wartosci oczekiwane;j.

Zobacz http://pl.wikipedia.org/wiki/Reguta_trzech_sigm#Dla_rozk.C5.82adu_normalnego

Lemat 2.1. Zaldzmy, ze h jest funkcjq $cisle rosngeg. Wiedy dla Y = h(X)
Fy(t) = Fx(h™'(t)) (18)

Dowdad.

2.4 Wektory losowe

Przyktad 37. Rzucamy igla w kwadrat [0, 1]2. Rzut jest losowy. Interesuje nas potozenie trafionego punktu.

X — wspélrzedna z-owa

Y — wspétrzedna y-owa

P(X € A;Y € B)=?
Uwaga 13. W przypadku l-wymiarowym wystarczy zna¢ P(X < z). Jezeli mamy gesto$¢ to wystarczy ja
scatkowac po zbiorze, do ktérego chcemy, zeby nalezata igla.

W przypadku wiekszej liczby wymiaréw analogonem dystrybuanty 1-wymiarowej jest iloczyn dystrybuant.
W szczegolnosci Fx yy(t1,t2) := P(X <t1;Y <ty).

Wtedy na przyktad dla 0 < a,b,¢,d < 1 mamy

P(X S (a,b],Y S (C7 dD = F(X’y)(b, d) — F(va)(a,d) — F(va)(b7C) +F(X7y)(a7c)
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2.4 Wektory losowe 2. Zmienne losowe

Rysunek 8 Rysunek 9

N

il

L
\ ]

F(X,Y)(tl,tQ) = P(X § tl;Y S tQ) P(X S (a,b],Y € (C, dD

2.4.1 Rozklad. Przypadek dyskretny

Jesli p;; = P(X = x;;Y = y;) dla kazdego z;, y; to znamy rozklad.

2.4.2 Przypadek ciagly (z gestoscia)
Uwaga 14. Dla jednego wymiaru byto:

Fx(t) = /_ fX(s)ds

Gestos¢ 2-wymiarowa to taka nieujemna funkcja fix y)(s,t), ze

t1 pta
F(X7y)(t1,t2) = / / f(X7y)(S,t) ds dt (].9)
X\Y 1 2
1 0.1 0.25 ] 0.35
Przyktad 38. Zalozmy, ze wektor losowy (X,Y) ma nastepujacy rozklad: 5 0.1 0.15 | 0.25
7 0.4 0| 04
06 04 1

Pytanie: Jaka jest szansa, ze Y =17 Y =27

PY=1)=PY=13X=1)+PY=1LX=5)+4PY=1X=17)
=01401404=0.6 zsumowali§my pierwsza kolumne
PY=2)=04

Definicja 21. Rozklady X, Y liczone oddzielnie nazywamy rozktadami brzegowymi wektora (X,Y).

Uwaga 15. Rozklad (X,Y) wyznacza jednoznacznie rozktady brzegowe, ale rozklady brzegowe nie wyznaczaja
rozktadu tacznego.

2.4.3 Sumy niezaleznych zmiennych losowych

Przyktad 39.

Rysunek 10
Y Y

A B C

Sposob transmisji pliku przez siec.
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3. Wartos¢ oczekiwana

Przesytamy plik (rysunek) z prawdopodobienistwem sukcesu p w 1 probie. Jezeli udalo sie przestaé plik z A
do B to przesytamy dalej, czyli z B do C. Miedzy fragmentami sieci oraz kolejnymi transmisjami pliku zachodzi
niezalezno$¢. Interesuje nas taczna ilo§¢ prob az do skutecznego dostarczenia pliku od C.

T=X+4+Y
X —ilos¢ préob dokonanych na A ~ B
Y —ilosé¢ prob dokonanych na B ~ C

Zauwazmy, ze X jest niezalezne od Y. Pytamy
k-1 k—1
P(T=k) =Y P(X=0LY=k-1)=) P(X=0)PY =k-1I
=1 =1

=Y (1=p)lpl—p)Frp=p*Yy (1-p)*?
=1

Ponadto zauwazmy, ze

>
|

PX=1)-PY=k—1) (20)

P(T = k)

~

M

PX=1)-PY=k—-1) (dal>kP(Y =k—1)=0)

1

Wniosek 1. Jesli X, Y - dyskretne zmienne losowe, niezalezne oraz Ix-zbiér wartosci X, to

P(X+Y=s)=> P(X=uz;Y=s—z)=» P(X=u)-PY=s—u)

xelx xelx

Jesli X, Y maja rozklad z gestoscia odpowiednio fx, fy, wtedy gestosé¢ rozkladu X + Y jest nastepujaca

Feov® = [ ) dyte-s) ds

Whniosek 2. Je§li X ~ N(my,02),Y ~ N(my,0%) oraz X i Y sa niezalezne to

X +Y ~ N(mx +my,o0% +0%)
Ponadto dla danych a, b zachodzi aX + b ~ N(amx + b,a%0%).

Dowdod. Trzeba skorzysta¢ z lematu 2.1. O

3 Wartos$é oczekiwana

Przyktad 40. (przytoczona wczesniej gra)

{1,2} — -1
{3,4,5} — 0
{6} — 2

W «— wygrana w 1 rundzie. Czy ta gra jest sprawiedliwa, czyli czy przy dlugim graniu kazdy z graczy srednio
nic nie traci i nie zarabia? Zalézmy, ze mamy 6n rozgrywek. Spodziewamy sie, ze —1 trafi sie 2n razy,
0 - 3n a2 — n razy. Sredni zysk na rozgrywke wynosi (_1)'2”2:# = 0 (zatem gra jest sprawiedliwa)
=(-1)-2240-3242. 2 = (=1)-P(W =—=1)+0- P(W = 0)+ 2P - (W = 2) = E(W) — wartos¢ oczekiwana
zmiennej losowej W.
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3. Wartos¢ oczekiwana

Definicja 22. Niech X bedzie dyskretng zmienna losowa o rozkladzie {(z;,p;) : : = 1,2,...}. Jesli Z |z |- pi <

1
oo to istnieje warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X i wynosi E(X) = le P(X =ux;) = Zmz “pie W
i i

parktyce rzadko bedziemy obserwowaé, ze to zalozenie nie jest spelnione.

o0
Definicja 23. Niech X bedzie zmienng losowg z gestoscia fx 7. Jesli / |z|- fx(2) de < oo, to istnieje wartosé
oo

oczekiwana F(X) = / x - fx(z) dz.

— 00

Uwaga 16. Warto$é oczekiwana = wartos¢ srednia = wartosé przecietna = pierwszy moment zmiennej losowej.

Fakt 41. Zalézmy, ze istniejg EX, EY . Wtedy
1. E(aX +b) =aE(X)+ b« liniowosé
2. EX+Y)=EX+EY
3. jesli X, Y - niezalezne, to E(XY)=EX - -EY

Dowdd.
(ad 1)
E(ax+b) = Z(azk +b0)P(X =xp) = aszP(X =) + bZP(X = zy)
k k k
(ad 3)

:leP(X =) Zyjp(y =yj)

Przyktad 42.
T - dtugosé¢ pliku
PT>t)~C-17%  amx1T7

Zalozmy, ze P(T < t) =1 — %2, dla t > 1. Jaka jest $rednia dtugos¢ pliku, ktory przesytamy, E(T) =7.
Wida¢, ze mamy model ciagly, wiec skorzystamy ze wzoru EX = fR xfx(z)dz. Gestos¢ to nic innego jak
pochodna, wiec ja wyliczmy i bedzie fajnie ;)

2

— x>1
fr(z) = Fp(z) =< a3 =~

0 r<l1

Zatem
2 |00

<2
ET:/xfT(:c)dm:/ r—odr=——| =2
R 1 X il
Przyktlady, dla ktorych nie istnieje warto$é oczekiwana

Podamy teraz kilka przyktadow, dla ktérych nie istnieje warto$é oczekiwana.

1. przypadek ciagly: zmienna losowa o rozkladzie Cauchy’ego. Jej gesto$¢ wyraza sie jako fx (t) = m,
t e R.

"gesto$¢ wyznacza nam tes rozktad
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4. Ryzyko i jego pomiar

2. przypadek dyskretny: niech X ma rozktad P(X =n?) = -$,n=1,2,.... Wtedy EX =) n?-$ = oc.

Co zatem nalezy robié, zeby wyliczy¢ wartos¢ oczekiwana g(X), g-skomplikowana funkcja? Formalnie:
1. przypadek dyskretny: Eg(X) =9/ Y, g(z) - P(X = xy,).

2. przypadek ciagly: Eg(X) = ng(:r)fX(x)dx.

Twierdzenie 43. (NIEROWNOSC JENSENA) Niech f bedzie funkcjg wypukte dwukrotnie rézniczkowalng. Wtedy
E(f(X)) = f(EX).

Dowdd. Niech m = F(X). Rozwijamy funkcje f w szereg Taylora w punkcie m:

(x —m)®

1) 2 fm) + (o = m)f(m)

fla) = f(m) + (x —m)f'(m) +
Zatem

E(f(X)) = E(f(m) + (X —m)f'(m)) =E(f(m)) + E[(X —m)f'(m)]
)

=f(BE(X)) + f'(m)[E(X) —m] = f(E(X))
O
Uwaga 17. Jesli X-nieujemna zmienna losowa o warto$ciach w N, to
EX) = iP(X > i)

i=1
PX>1)=P(X=1)+ P(X=2+P(X =3)+...
P(X > P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)+..
P(X ) PX=3)+P(X=4)+P(X=5)+

=P(X =1)+2P(X =2)+3P(X =3)+4P(X =4)+... = E(X)

4 Ryzyko i jego pomiar
Przyktad 44.

I) Powraca niesmiertelny przyktad 26. E(X) = 0, wiec gra jest sprawiedliwa. X € {—1,0,2}

IT) Zmodyfikujmy gre tak, ze ptacimy nie jednego $, ale 10*$ gdy wypadnie 1 lub 2; nic sie nie dzieje, gdy
wypadnie 3,4 lub 5; dostajemy 2 - 104$, gdy wypadnie 6 oczek.

Y- wygrywamy w 1 rozgrywce
E(Y)=-10*-$+0-1+2-10*- { =0.
Aby mierzy¢ ryzyko odchylenia warto$¢ §redniej mozemy postapi¢ nastepujaco:
Var(X) := B(X — E(X))? «— wariancja zmiennej losowej X (21)
Ryzyko bedziemy mierzy¢ liczac
ox :=+/Var(X) « odchylenie standardowe. (22)
Uwaga 18. Odchylenie standardowe nazywane jest takze dyspersja. Oznacza sie, ze
D(X) = Var(x) = B(X?) — (B(X))? (23)
D*(z) = B(X — E(X))?=E(X? -2X - E(X) + (E(X))?) = E(X?) - 2(EX)* + E(X)* = B(X?) — (B(X))?
Przyktad 45. (kontynuacja przyktadu 44.)
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4.1 Kowariancja, Cov(X,Y) 4. Ryzyko i jego pomiar

I) B(X?)=1-£+0-%+4. )
Var(X)=1-0>=1,0x =V/1=1

II) E(Y?)=10*-140- %+ (2-10%)2 -} =108

5=

Var(Y) =10% — 0% = 108, oy = V108 = 10*
Uwaga 19.

e E(X?) - drugi moment zmiennej losowej

o Var(X)=o0%

Wilasnosci wariancji
1. Var(aX) = a? - Var(X)
2. Var(X +b) =Var(X)
3. jesli X, Y sa niezalezne, to Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y)
4. Var(X £Y)=Var(X)+Var(Y)+2-Cov(X,Y) (przypadek ogolny)

Uwaga 20. Var(X)>0!!

Dowdd.

(2) b) =1/ B(X +b— E(X +b))2 = E(X +b— EX — b)? =4 Var(X)

ar(X
EX? - (EX)?+ EY? — (BEY)? =) Var(X) + Var(Y)

4.1 Kowariancja, Cov(X,Y)

Definicja 24. Do mierzenia niezaleznoééi zmiennych losowych X, Y uzywamy kowariancji.

Cov(X,Y)=E(X-Y)— EX-EY

e jezeli Cov(X,Y) # 0 to zmienne s3 zalezne
e jezeli Cov(X,Y) = 0 to nie ma pewnosci, ze sa niezalezne!

Fakt 46.
Cov(aX,bY) = abCov(X,Y) a,beR

4.2 Wspoélczynnik korelacji

Definicja 25. Wspotcezynnik korelacji p zmiennych losowych X, Y definiujemy jako

Cov(X,Y)

pXY)= VVar(X)y/Var(Y)

Fakt 47. p(aX,bY) = p(X,Y) a,b>0

Dowdd.
ab-Cov(X,Y)

plaX,b) = ay/Var(X) - by/Var(Y)

=p(X,Y)

(1) Var(a- X) =%/ E(aX — E(aX))? = Ea*(X — BE(X))? =a?- E(X — E(X))? =?Y a2 . Var(X)
+

1%
(3) Var(X+Y) =) B(X£Y)>—(BE(X £Y))? = EX>+EQ2XY)+EY?— ((EX)? £ 2(EX)(EY) + (EY)?)
(

(|
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4.2  Wspoélczynnik korelacji 4. Ryzyko i jego pomiar

Wiasnosci korelacji
1. jesli zmienne losowe X,Y sa niezalezne, to p(X,Y) =0
2. odwrotna implikacja nie zachodzi (chyba, ze zmienne X, Y maja rozklady normalne)
3. jesli p(X,Y) #0 to X 1Y sa wzajemnie zalezne

X\Y|-1]1

1 |04[01]05
Prayktad 48. — 10705

05105 | 1

Cov(X,Y) = B(XY) — EX - EY,

EX =0=EY,
B(XY)=(-1)%-04+(-1)-1-014+1-(~1)-01+12.0.4 = 0.6
Var(X)=1=Var(Y) « trzeba sprawdzic!

p(X,Y) = 0.6

X\Y|-1]1

-1 [ 01]04]05
Prazyklad 49. — 04101105

05105 | 1
Var(X) =Var(Y) =1 « trzeba sprawdzié!
EX =0=EY,
Cou(X,Y) = E(XY)~0-0=—0.6
p(X,Y) = —0.6
Uwaga 21.

e jesli p(X,Y) > 0, to duza warto$¢ jednej zmiennej implikuje duza warto$é drugiej zmiennej
e jesli p(X,Y) <0, to duza warto$¢ jednej zmiennej implikuje mata wartosé¢ drugiej zmiennej

Fakt 50.
-1<p(X,Y) <1

e im blizej jedynki tym zmienne sq bardziej skorelowane/zalezne - zachowujq sie podobnie.
e dlap(X,)Y)=1jestY =aX+ba>0

o dla p(X,Y)=—-1jestY =aX +ba<0

e dla p(X,Y) — 0 nie mozemy stwierdzié czy zmienne sq zalezne

Zastosowanie 2.

Var(X,Y)=E[X+Y -EX+Y)’=E[X —EX)+ (Y —EY)]?
=FE[(X-EX)*+ (Y +EY)’+2- (X — EX)(Y — EY)]
=Var(X)+Var(Y)+2E[(X — EX)(Y — EY)]
=) Var(X) + Var(Y) 4+ 2Cov(X,Y)

gdzie
(x) =E(X —EX)(Y —EY)=F[XY - XEY - YEX + EX - EY]
=FE(XY)-2EX -EY + EX -EY =Cov(X,Y)
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5. Warunkowa wartos¢ oczekiwana,

5 Warunkowa wartos$é oczekiwana

Bedziemy zajmowali sie wylacznie dyskretnymi zmiennymi losowymi.

Przyktad 51. Zalozmy, ze mamy program, ktory zawiera 1 wywotanie prosedury S. Kazde wywotanie S wywotuje
nowe kopie procedury S z rozkltadem B(n,p) - maksymalnie n wywolan, kazde 7z prawdopodobienstwem p.
Zakladamy, ze zmienne losowe sa niezalezne dla kazdego wywolania S. Jaka jest spodziewana ($rednia) liczba
wywotan procedury S?

Na to pytanie jeszcze nie umiemy odpowiedzie¢, rozwigzanie bedzie niedtugo. . ..

Przyktad 52. Przesytamy plik przez sieé.

Rysunek 11
serwer 1 T serwer 2 T
Sposéb transmisji pliku przez sieé.

Interesuje nas catkowity czas przesytu pliku, gdy na pierwszym serwerze plik moze by¢ przetwarzany w losowym
czasie rownym T3 € {1,2,3,4,6} z jednakowym prawdopodobieristwem. Na drugim serwerze tak samo.

T=T+1T
E(T)=E(T, +T) =2-35="T

Pytamy: jak dtugo $rednio bedzie trwal transfer, gdy wiemy, ze na pierwszym serwerze trwal on 27

Korzystamy ze wzory na warto$¢ oczekiwana (jednoczesnie definiujemy warunkowa warto$¢ oczekiwana)

T,+6 8 1 33
E(T|Ty=2)= > « P(T=2x|T zz)zzx-gzgzas
x=T1+1 =3

Definicja 26. Niech X,Y beda dyskretnymi zmiennymi losowymi (okreslonymi na przestrzeni probablistycz-
nej). Wtedy dla kazdego y takiego, ze P(Y = y) > 0 mamy

E(X|Y =y) =) z-P(X =z|Y =y) (26)

Wiasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej

Lemat 5.1. E(X) =Y P(Y =y) E(X|Y =y)

Dowdd. (przez rozpisanie)
prawa strona = ZP(Y =y)- ZP(X =zlY =y) = ZZP(Y =y)-z-P(X =z|Y =y)
x z Yy

Y
:ZZP(X:;B/\Y:y):Z:E-P(X:x):Eleewastrona
r oy T

Fakt 53. E(X; + Xo|Y =y) = E(X1|Y =y) + E(Xz|Y =y)

Dowdd. dowdd analogicznie jak dla zwyklej wartosci oczekiwanej O
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5. Warunkowa wartos¢ oczekiwana,

Ty=1— E(T|Ty=1)=45, Ty =2— E(T|Ty =2)=5.5,
T,=3— E(T|T,=3)=65 Ty=4— E(T|Ty =4) =15,
T,=5— E(T|T, =5)=85, T\=6— E(T|T, =6)=09.5

Mozemy mysleé¢ o zmiennej losowej E (T|T1) o rozkladzie

P(E(T|Ty)=45)=—-, P(E(T|TY)=55)=—-, P(BE(T|T\)=65)=

)

[N
[ e
D~ O~

P(E(T|Ty)=175)=—-, P(E(T|T\)=85)= P (E(T|Ty) =9.5) =

Definicja 27. E(X|Y) jest zmienna losowa, ktora przyjmuje wartosci E(X|Y = y) z prawdopodobieristwem
P(Y =vy).

Policzmy E(T|Ty)

T1+46 1 7
E(T|T) = > = s=Ti+5
rx=T1+1
7
EE(T|T)] = E(T1 + 5) =7=ET
To nie przypadek! Tak wychodzi zawsze.
Twierdzenie 54.
E(E(X]Y)) = E(X) (27)

Rozwigzanie 55. (do przyktadu 51)
Proces nalezy do generacji ¢ jesli zostal wywolany przez proces z generacji z ¢ — 1.
Y; - ilo$¢ proceséw S w i-tej generacji
Yo=1
EY1)=n-p

Na moment zalozymy, ze wiemy ile byto procesow w (i — 1)-szej generacji (oznaczmy ja Y;—1 = y;_1) i policzymy
ile bylo w i-tej. Niech Zj oznacza ilo$¢ kopii procesu S, ktore zostaly wywolane przez k-ty proces (i — 1)-szej
generacji (k =1,2,...,y;-1).
Pytamy jaki rozklad ma Zj. Otéz ma ono zawsze taki sam rozklad, Z ~ B(n,p).

Wyliczmy warunkows wartosé oczekiwang przy znajomosci y;—1

Yi-1
ZZk|Y 1= Yie 1]

Poniewaz warunek nie daje nam zadnej informacji, wiec mozemy sie go pozby¢. Otrzymujemy

[Y|Y 1= Yi— 1

Yi—1 Yi—1 Yi—1
N ZYia=via|=E|> Z|=> EZx=yi1-n-p
k=1 k=1 k=1

Stad wynika, ze E[Y;|Y;—1] = Y;—1 - n - p. Jest to klucz do rozwigzania naszego zadania. Korzystajac ze wzoru
(27) mamy:

E(Y:) =E[EYiYia]] = E(Yio1-n-p)=n-p-E(Y;)

Zatem

Jesli Y =calkowita ilo§¢ wywotan procesu S, to

1
ZY ) __szereggeom _ 1—np np < 1
= 1 o0 np > 1
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6. Nieréwnosci

6 Nieroéwnosci

6.1 Nierownos¢é Markowa

Twierdzenie 56. (MARKOW) Zatdzmy, ze X jest nieujemng zmienng losowq oraz EX istnieje. Wtedy praw-
dziwa jest nastepujgcea nierownosé

P(X >a) < (28)

|3

Uwaga 22. Zauwazmy, ze wzor (28) ma sens tylko, gdy % < 1. Inaczej uzyskana informacja nic nam nie méwi.

Uwaga 23. Poniewaz zalozenia nie sg bardzo mocne, wiec oszacowanie tez nie jest bardzo dobre. Choé¢ w rze-
czywisto$§éi mozna podaé duzo lepsze oszacowania, o czym przekonamy sie juz niedtugo, to nieréwnos¢ Markowa
jest przydatna chociazby dlatego, ze mozna ja szybko wyliczy¢.

1 z€A

indykator: 14(z) = {0 ¢ A
T

X — zmienna losowa
E(14(X))=0-P(X¢A)+1-P(Xe€A)=P(XeA

a
P(X >a)< Y
O
6.2 Nieréwnosé Czebyszewa
Twierdzenie 57. Jesli istnieje Var(X), to dla dowolnego a > 0
P(|X7EX|>a)<V%§X) (29)
co jest rownowazne
(X~ BX|<a)>1- V02 (30)

Uwaga 24. Poniewaz zakladamy wiecej niz w przypadku nieréwnosci Markowa, dostajemy lepsze oszacowanie.

Dowdd. Zauwazmy, 7e
P(X -EX|>a)=P (\X ~EX]> a2)

Wiemy, ze Var(X) istnieje. Przypomnijmy, ze Var(X) = E(X — EX)?. Zatem z twierdzenia 28 mamy

E(X - EX)* _ Var(X)

P(X — EX|>a) < :

a? a

Uwaga 25. Jesli istnieje E'| X — EX\k, to

E (X — EX|)"

P(X —EX|>a)< .
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6.3 Funkcje tworzace momenty 6. Nieréwnosci

‘Whnioski
o P (|X _EX|>t- «/Var(X)) < L. W szezegolnosci dla t = 3 jest P (|X ~BX|> 3«/Var(X)) <1

Przyktad 58. (nie$miertelny przyktad raz jeszcze) Przeprowadzamy 1000 rozgrywek. Pytamy jaka jest szansa,
ze po nich bedziemy co najmniej 100 do przodu. Niech

X; — wynik i-tej rundy

W — wygrana
1000
W=>" X,
i=1
P(W > 100) =7

EW =1000- EX; =0 bo gra jest sprawiedliwa
Var(W) =1000- Var(X;) = 1000 -1

P(W > 100) = P(W — EW > 100 — EW) = P(W — EW > 100) < P(|W — EW| > 100)
<(30) VQT(W) _ 1000

= =10
- 1002 10000 %

6.3 Funkcje tworzace momenty

Definicja 28. Funkcje Mx(t) = F [etX] nazywamy funkcjg tworzaca momenty zmiennej losowej X.

Prazyktad 59. Niech X ~ G(p). Wtedy

Mx(t) = E(e"™) = ZetkP(X =k)= Zetkp(l —p)*t = -, Zetk(l -p)t= T—p Z [e"(1-
k=1 k=1 k=1 k=1

p pe’

:1—p{1—6t21—p)_1} S I-(-pe

Twierdzenie 60. Niech X bedzie zmienng losowg o funkcji tworzacej momenty Mx (t). Jesli istnieje Mx w
otoczeniu 0, to

dla t < —log(l —p)

E(X") = M)(?)(O) (n-te pochodne)
Dowad.
MY (1) = (Be)™ =% B([eX]™) = B(X™ - ')
Zachodzi przemiennos$¢ (wynika z definicji pochodnej). Zatem
M) = B(X™.1) = B(X™)

Zastosujmy to dla rozktadu G(p). Mamy

M () = p(1 — (1 - p)e!) 2!

()=MM)—%

M) = 2p(1 = p)(1 — (1 = p)et) "% + p(1 — (1 — p)et) ¢!
BOX?) = M (0) =

O

Twierdzenie 61. Niech X, Y - zmienne losowe o funkcjach tworzqcych momenty odpowiednio Mx (t), My (t).
Jesli Mx (t) = My (t) dlat € (—0,0), to X i Y majq takie same rozktady.
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6.4 Nier6éwnosé¢ Chernoffa 6. Nieréwnosci

Twierdzenie 62. Niech X, Y bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi o funkcjach tworzgcych momenty Mx (t)
i My (t). Wiedy X +Y ma funkcje tworzgcqg momenty Mx v (t) dang w postaci

Mx 1y (t) = Mx(t) - My (1) (31)

Dowdad.
Mx,y(t) = E[e!XT)] = EletX . Y] = Ele!X] - E[e!Y] = Mx(t) - My (t)

Zbadamy teraz odpowiednios$é funkcji tworzacych i rozkladéw. Istnieja na to wzory®. Ogolnie:

1. liczymy momenty tworzace X,Y
2. mnozymy te momenty; dostajemy Mx y

3. odgadujemy jaki stoi za tym rozktad

Tabela funkcji tworzacych momenty

X M (t)
pe’

Geometryczny G(p - dlat < —log(1 —p)

1—(1-p)e
Poisson()\) | e}~V dlateR

)

) A
Wykladniczy E()) P dlat < A

)

—t

2 mtﬁ
e™e 2 dlateR

Normalny N(m,o
Przyktad 63.

X ~ N(m, %)

Y ~ N(m,o%)

X,Y — niezalezne

X+Y~ 7

Mt a?xtz vt a%,t? (m +m )t (a§(+d%/)t2
Mxiy(t) = Mx(t) - My (t) =e™X'e™ 2 ™V'le 2 = MXTM)le™ 2

Przyktad 64.

Pytamy o rozktad zmiennej losowej Y

Liczymy

6.4 Niero6wno$¢ Chernoffa

Twierdzenie 65. Zalézmy, zZe istnieje Mx (t) dla zmiennej losowej X i jest ona dobrze okreslona dlat € (—0,0)
dla pewnego 6 > 0.
Wtedy dla t € (0,6) mamy

E tX
P(X > a) = P(tX > ta) = P(e'* > ') =2< C  _ petX .

- eta
Poniewaz t byto dowolne, to

P(X >a) < min Mx(t) -e
( a)_tg(%g) x(t)-e

8Wzory na odwrocenie, odpowiednie catkowanie pozwala odzyskaé to co trzeba
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7. Prawo wielkich liczb

Przyktad 66. X-ilo§¢ ortow w n rzutach idealng moneta. Korzystajac z nieréwnosci Chernoffa mozna pokazag,
7€

1 2
P <’X g’ > 2\/nlogn) < —
n

7 Prawo wielkich liczb

Znane w XVII wieku, kiedy ludzie prawdopodobienistwo postrzegali wylacznie intuicyjnie. Matematyk
Bernoulli zaczal zastanawia¢ sie jak to z tym wszystkim jest i doszedl do prawa wielkich liczb.

Twierdzenie 67. (PRAWO WIELKICH LICZB BERNOULLIEGO) Jesli S, jest liczbg sukceséw w n prébach Ber-
noulli’ego z prawdopodobienstwem sukcesu p, to

Sh
Veso P (’ —p‘ > e) —"T0
n

Dowdd. Zauwazmy, ze

Var(S,) =np(l —p) «— z listy zadan. Stad

vor (52 = Lopi - 202

n

Korzystamy z nieréwnosci Czebyszewa dla zmiennej losowej .S,

P =r (- ()] o) < P =

- =
Podamy teraz ogoélniejsze twierdzenie

€2 €

Twierdzenie 68. (PRAWO WIELKICH LICZB) Jesli X1, Xo, ... sqg niezaleznymi zmiennymi losowymi o takim
samym rozktadzie oraz istnieje warto$é oczekiwana (E|X;| < 00), to

P anan — BE(X))

> ) g
Co sie dzieje, kiedy nie mozemy dobrze okresli¢ funkcji tworzacej momenty? Oto przyktad takiego rozktadu
Przyktad 69.

1
t>0

P(X>t):—1+t >

Mozna sprawdzié¢, ze warto$¢ oczekiwana jest nieskoniczona (catka bardzo szybko rosnie do oo)

(o)
Ee'X :/ e X fx (t)dt
0

Na takie niesforne przypadki mamy funkcje charakterystyczne

7.1 Funkcja charakterystyczna

Definicja 29. Funkcje ¢ : R — C = {a + bi : a,b € R} nazywamy funkcja charakterystyczna zmiennej losowej
X jesli

¢x(t) = E (e"*) = E (cos(tX) + isin(tX)) (32)
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7.2 Rozklady a ich funkcje charakterystyczne 8. Twierdzenia graniczne

Uwaga 26.

1. Funkcja charakterystyczna ma wszystkie wlasnosci jak funkcja tworzaca momenty.

2. Jest dobrze okreslona dla wszystkich zmiennych losowych, dla kazdego ¢t € R, bo |6”X| =1.

Fakt 70. Jesli istnieje E(X?), to
1 /
EX = Z¢X (0)

EX? = 20%(0) = ~0%(0)

Fakt 71. Jesli X, Y-niezalezne, to ¢pxi+v () = ¢px(t) - py (2).

7.2 Rozklady a ich funkcje charakterystyczne

Rozktad X Funkcja charakterystyczna ¢x (t)
geometryczny P -
1— qe-zt .

Bernoulli’ego B(n, p) (q+pe™)

Poissona P(\) e D)

2
normalny N(0,1) ez
jednostajny U[0, 1] (e —1)/iat
A
wykladniczy F(\) P

Fakt 72. Dia danej funkcji charakterystycznej istnieje doktadnie jeden rozktad probabilistyczny, ktéry ma takq
funckje charakterystyczng.

Fakt 73. Jesli mamy cigg zmiennych losowych X1, Xo, ... o dystrybuantach Fy(t), F»(t),... oraz odpowiadajg-
cych im funkcjach charakterystycznych ¢x, (t)dx,(t),..., kidre spetniajg

Vidx (t) s o(t) « f.charakterystyczna pewnej zmiennej losowej X
to wtedy
Fi(t) iy F(t) « dystrybuanta zmiennej losowej X

w punktach ciggtosci F(t).

8 Twierdzenia graniczne

Kiedy wszystko inne zawiedzie...

8.1 Centralne twierdzenie graniczne

Chcemy przesta¢ info z Wroctawia do Nowego Jorku. Korzystamy z sieci, ktéry ma strukture tandemu
(idziemy od oczka do oczka). Zakladamy, ze mamy na drodze 100 wezlow. Zakladamy, ze na kazdym wezle
moze zdarzy¢ sie pewne opéznienie, ktére na kazdym wezle jest losowe oraz niezalezne pomiedzy weztami
oraz jednakowo roziozone (takie samy rozklady). Wiadomo, ze opoOZnienie X; na i-tym wezle jest takie, ze
E(X;) = 10, Var(X;) = 4. Jaka jest szansa, ze nasza informacja dotrze do Nowego Jorku przed uplywem
okreslonego czasu (= 1050)7

Przygladajac sie z dystansu, zauwazamy, ze to co nas interesuje to zjawisko, ktére opisa¢ mozemy jako
sume duzej liczby podzjawisk (kazde z nich jest latwiejsze w analizie niz cala sie¢ jednoczesnie), ktére maja
jednorodna nature i sa wzajemnie niezalezne.

Uwaga 27. Jedli X1, X5, ... sa wzajemnie niezalezne oraz maja takie same rozklady, to piszemy, ze X1, X, ...
sg i.i.d. (independent identically distributed).

Wersja z dnia 4 lutego 2009 — 28 —



8.1 Centralne twierdzenie graniczne 8. Twierdzenia graniczne

Niech X; - op6znienia. Interesuje nas ile wynosi

100
P (Z X; < 1050) ~

i=1
Twierdzenie 74. (CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE) Niech X1, Xo,... bedg i.i.d. oraz E(X;) = m,
Var(X;) = 0? > 0. Wtedy dla kazdego x € R mamy
e Xi—n-m ) oo .
pPpl==l"" __ <) S PN<z gdzie N~ N(0,1 33
(== W <a), 0.1 (3
Dowdd. Niech
X —-m
X; =
k o
Wtedy
Y Xi—n-m _ ii:X: =R
vn-o? Vn =
Niech ¢g(t) bedzie funkcja charakterystyczna R. Zauwazmy, ze
n(t) = BV 2N < (Ee ﬁxl) = ¢x; (\/ﬁ) (34)

Korzystajac z rozwiniecia Taylora dla funkcji e! w punkcie t = 0 mamy

Wstawiajac momenty
E(X7)=0
B(X{)?=1
otrzymujemy
tQ
——(1
(14 o(1))

zatem nasze ¢, (t) z (34) dazy do (1 — %) — e‘é, czyli funkcja charakterystyczna ma rozklad N(0,1). O
Uwaga 28. Jesli P(X; =1) =1— P(X; =0) = p, to wtedy

P (E?—l Xi —np

np(l —p)

IA

x) P (N <) gdzie N~ N(0,1)

Uwaga 29. Oznaczenie

U(x) = PN > 1), N ~ N(0,1)
®(x) = PN < z)

Wréémy teraz do problemu podanego na poczatku rozdzialu. Mamy juz odpowiednie narzedzia, aby je
rozwigzaé¢. Zauwazmy, ze m = EX; = 10, 0? = 4, n = 100.

P (ix < 1050) _ ( X, — 100 - 10 < 1050 — 100 - 10)

i=1
_ (ZX — 1000 < 1050—1000) RﬁP(N< 50)
100 100 - 4

~ 0.9938
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8.2 'Twierdzenie Poissona 9. Zagadnienia estymacji

8.2 Twierdzenie Poissona

Prawdopodobienistwo awarii danego komputera wynosi p = ﬁ. Komputery psuja sie niezaleznie. Zakta-
damy, ze w sieci jest 100 komputerow.

1. jaka jest szansa, ze wszystkie komputery pracuja?
2. jaka jest szansa, ze co najmniej 2 komputery sa uszkodzone?

3. jak duza powinna by¢ sie¢, aby z prawdopodobienistwem 95% w sieci znalaz! si¢ co najmniej 1 uszkodzony

odpowiedzi
100
1. (155)
100 99
2.1- (i) — (") 10 (350)

99 \" 95

Twierdzenie 75. (PoISSON) Niech B,, ~ B(n,p,). Jeslin-p, "—= X >0, to

— e _

P(B, = k) -

(35)
Dowdd. Niech ¢, (t) bedzie funkcja charakterystyczng rozkladu B(n,p,). Korzystajac z tabelki na stronie 27

¢n(t) = (pneit + (1 *pn))n = (1 *pn(l - 6it))n - (1 - pnn(lni eit)) = 6)‘(176“)

co odpowiada rozktadowi Poissona. O
A wracajac do przyktadu...

1. P(Bjgo=0) ~e* =e"1x0.368
2. 1= P(Byoo=0)—P(Bipo=1)~1—e"! —e 1 ~0.264

3. 1—P(B, =0)~1—e "m0 > 0.95 = n > 300.

9 Zagadnienia estymacji

Czyli skad biora sie EX oraz VarX. Bedziemy od tej pory zaktadaé¢ model, w ktérym

1. mozemy wielokrotnie obserwowaé¢ dane zjawisko
2. wyniki obserwacji sa niezalezne

3. warunki, w ktérych przeprowadzamy eksperymenty sa niezmienne

Formalnie obserwujemy X7, Xs,..., X, - ii.d. (sa wzajemnie niezalezne oraz maja takie same rozklady). Po
dokonaniu obserwacji zjawiska mamy:

X1 :.’El,XQZl‘Q,...7Xn:£L'n

9.1 Srednia
Przyblizenia prawdziwej EX; bedziemy liczy¢ na podstawie tzw. Sredniej probkowej

X = Z:'L:I Xi
n

Z prawa, wielkich liczb wynika, ze dla odpowiednio duzych n jest X — EX;.
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9.2 Wariancja 9. Zagadnienia estymacji

9.2 Wariancja

Przypomnijmy, ze
Var(X) = E(X?) — (EX)?> = E(X — EX)?

Z wielkoscia E(X?) postepujemy analogicznie jak z estymacja FX. Jesli mamy dana probe obserwacyjna
Xl,XQ,...,Xn, to
EX2 ~ Zi:l X12
n

Ostatecznie estymatorem wariancji jest wariancja probkowa

noX?2 "X\ 1 & _ _ "X
S? = ZZ:; L (2;1 > == (Xi=X)?, gdaie X = Ll:nl (36)
i=1

9.3 Przyklady

Przyktad 76. W kolejnych 10 dniach obserwowany byt czas potrzebny na potaczenie z internetem poprzez modem
(9d momentu wlgczenia komputera). Otrzymane wyniki: 1,5,4,4,2,1,3,2,1,2 [s]. Wtedy $rednia probkowa
X = W = 2.5, wariancja probkowa S? = W —2.52 =1.85.

Pytanie: jak duzy popeliamy blad biorac za wartosé oczekiwang EX $rednig probkows X ?

Oznaczenia:

m - prawdziwa wartoS¢ oczekiwana, EX
X - drednia probkowa (jest losowa) z proby (X1, Xo, ..., X,)

Cel: oszacowaé¢ P (|X, —m| >a) = ?. (na chwile zalozymy, ze znamy prawdziwe odchylenie standardowe o
zmiennej losowej X).

Rozwigzanie:

P(|Xn—m|>a)=P<‘W‘>a>

(B )y Y

a\/Nn

:2—2P(N<a;/ﬁ>

Np. jesli n =50, a =0.02, 0 =1, to P (|X,, — m| > a) ~ 0.888

Przyktad 77. Znajdzmy liczbe doswiadczen, ktore nalezy wykona¢ aby blad oszacowania nieznanej wartosci
oczekiwanej m przez warto$é sredniej probkowej X,, byl nie wiekszy niz 10% odchylenia standardowego o z
prawdopodobienstwem 99%.

Rozwigzanie:
P (|X,, —m| <0.10) > 0.99

Ile wynosi n?

_ n X; —
P(|X,—m|<010) =P (W < 0.1\/ﬁ> ~ P (IN| < 0.1v/n)

dla jakiego n zachodzi
P(IN]<0.1y/n) =099 ?
Policzymy korzystajac ze zdarzenia przeciwnego
P (JN]>0.1y/n) = 0.01

2 —2P (N <0.1y/n) =0.01
P (N <0.1y/n) = 0.995
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Z tablic rozkladu normalnego
P (N < 2.58) 2~ 0.995
Zatem

0.1y/n ~ 2.58 <= n ~ 665.6
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10. Tablica dystrybuanty rozkladu normalnego

10 Tablica dystrybuanty rozkladu normalnego

Tablica dla ®(u) := P(N < u), gdzie N' ~ N(0,1). Warto pamietac, ze ®(u) + ®(—u) = 1.

u

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0.50000
0.53983
0.57926
0.61791
0.65542
0.69146
0.72575
0.75804
0.78814
0.81594

0.50399
0.54380
0.58317
0.62172
0.65910
0.69497
0.72907
0.76115
0.79103
0.81859

0.50798
0.54776
0.58706
0.62552
0.66276
0.69847
0.73237
0.76424
0.79389
0.82121

0.51197
0.55172
0.59095
0.62930
0.66640
0.70194
0.73565
0.76730
0.79673
0.82381

0.51595
0.55567
0.59483
0.63307
0.67003
0.70540
0.73891
0.77035
0.79955
0.82639

0.51994
0.55962
0.59871
0.63683
0.67364
0.70884
0.74215
0.77337
0.80234
0.82894

0.52392
0.56356
0.60257
0.64058
0.67724
0.71226
0.74537
0.77637
0.80511
0.83147

0.52790
0.56749
0.60642
0.64431
0.68082
0.71566
0.74857
0.77935
0.80785
0.83398

0.53188
0.57142
0.61026
0.64803
0.68439
0.71904
0.75175
0.78230
0.81057
0.83646

0.53586
0.57535
0.61409
0.65173
0.68793
0.72240
0.75490
0.78524
0.81327
0.83891

1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

0.84134
0.86433
0.88493
0.90320
0.91924
0.93319
0.94520
0.95543
0.96407
0.97128

0.84375
0.86650
0.88686
0.90490
0.92073
0.93448
0.94630
0.95637
0.96485
0.97193

0.84614
0.86864
0.88877
0.90658
0.92220
0.93574
0.94738
0.95728
0.96562
0.97257

0.84849
0.87076
0.89065
0.90824
0.92364
0.93699
0.94845
0.95818
0.96638
0.97320

0.85083
0.87286
0.89251
0.90988
0.92507
0.93822
0.94950
0.95907
0.96712
0.97381

0.85314
0.87493
0.89435
0.91149
0.92647
0.93943
0.95053
0.95994
0.96784
0.97441

0.85543
0.87698
0.89617
0.91308
0.92785
0.94062
0.95154
0.96080
0.96856
0.97500

0.85769
0.87900
0.89796
0.91466
0.92922
0.94179
0.95254
0.96164
0.96926
0.97558

0.85993
0.88100
0.89973
0.91621
0.93056
0.94295
0.95352
0.96246
0.96995
0.97615

0.86214
0.88298
0.90147
0.91774
0.93189
0.94408
0.95449
0.96327
0.97062
0.97670

2.0
2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

0.97725
0.98214
0.98610
0.98928
0.99180
0.99379
0.99534
0.99653
0.99744
0.99813

0.97778
0.98257
0.98645
0.98956
0.99202
0.99396
0.99547
0.99664
0.99752
0.99819

0.97831
0.98300
0.98679
0.98983
0.99224
0.99413
0.99560
0.99674
0.99760
0.99825

0.97882
0.98341
0.98713
0.99010
0.99245
0.99430
0.99573
0.99683
0.99767
0.99831

0.97932
0.98382
0.98745
0.99036
0.99266
0.99446
0.99585
0.99693
0.99774
0.99836

0.97982
0.98422
0.98778
0.99061
0.99286
0.99461
0.99598
0.99702
0.99781
0.99841

0.98030
0.98461
0.98809
0.99086
0.99305
0.99477
0.99609
0.99711
0.99788
0.99846

0.98077
0.98500
0.98840
0.99111
0.99324
0.99492
0.99621
0.99720
0.99795
0.99851

0.98124
0.98537
0.98870
0.99134
0.99343
0.99506
0.99632
0.99728
0.99801
0.99856

0.98169
0.98574
0.98899
0.99158
0.99361
0.99520
0.99643
0.99736
0.99807
0.99861

3.0
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

0.99865
0.99903
0.99931
0.99952
0.99966
0.99977
0.99984
0.99989
0.99993
0.99995

0.99869
0.99906
0.99934
0.99953
0.99968
0.99978
0.99985
0.99990
0.99993
0.99995

0.99874
0.99910
0.99936
0.99955
0.99969
0.99978
0.99985
0.99990
0.99993
0.99996

0.99878
0.99913
0.99938
0.99957
0.99970
0.99979
0.99986
0.99990
0.99994
0.99996

0.99882
0.99916
0.99940
0.99958
0.99971
0.99980
0.99986
0.99991
0.99994
0.99996

0.99886
0.99918
0.99942
0.99960
0.99972
0.99981
0.99987
0.99991
0.99994
0.99996

0.99889
0.99921
0.99944
0.99961
0.99973
0.99981
0.99987
0.99992
0.99994
0.99996

0.99893
0.99924
0.99946
0.99962
0.99974
0.99982
0.99988
0.99992
0.99995
0.99996

0.99896
0.99926
0.99948
0.99964
0.99975
0.99983
0.99988
0.99992
0.99995
0.99997

0.99900
0.99929
0.99950
0.99965
0.99976
0.99983
0.99989
0.99992
0.99995
0.99997

4.0
4.1

0.99997
0.99998

0.99997
0.99998

0.99997
0.99998

0.99997
0.99998

0.99997
0.99998

0.99997
0.99998

0.99998
0.99998

0.99998
0.99998

0.99998
0.99999

0.99998
0.99999

0.00

0.01

0.02

zrodlo:

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

http://www.mimuw.edu.pl/~aweber/zadania/geo/normalny.html
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