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Rachunek prawdopodobienstwa dla informatykéw

Kolokwium ostatniej szansy (20.01.2010)

1. Fakt: Jedli X i X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym N (my, 0?) i
N (may, 02) odpowiednio, to X; + X, ma rozktad normalny N (my + mo, 0% + o3).

Niech X7, Xs,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie nor-
malnym N (0, 1). Korzystajac z podanego faktu oraz tablic, wyznaczy¢ n takie, ze

1 n
P(‘E;Xi

< 0.4) ~ 0.95.

Z podanego faktu wynika, ze jesli X, Xs, ..., X,, sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jedna-
kowym rozkladzie normalnym N (m, 0?), to X = 31" | X; ma rozklad normalny N (nm, no?) (prosze

n

to pamietac), zatem 2 ma rozklad normalny N (m, %) (bo Var (1X) = LVarX). W naszym
przypadku 2 ma rozklad normalny N(0,1/n). Dalej:

P(|X/n|<04) = P(-04< X/n<04) = (%) — P (#) = 20 (0.4y/n) — 1.

Zatem 0.4/n to punkt, w ktérym dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego przyjmuje
wartos¢ &SH = 0.975. Ostatecznie:

04yn ~ 196 = Vn~49 = n=x24.
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2. Dwie osoby rzucaja niezaleznie po n razy symetryczng moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze kazda z nich otrzyma te sama liczbe ortéw? Zinterpretowaé¢ wynik.

Wskazowka: Jesli X 1Y sa dyskretnymi zmiennymi losowymi, to

P(X=Y) = P(U{X_Y_k}) .

W zadaniu tym nalezy policzy¢ P(X =Y), gdzie X 1 Y sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie Bernoulliego B(n, 1/2).

Rozwigzanie 1: Mozna zauwazy¢, ze rozktad zmiennej losowej Y jest taki sam jak rozktad zmiennej

losowej n — Y (bo moneta jest symetryczna — rozktad ilodci ortéw jest taki sam jak rozklad ilosci
reszek), zatem

P(X=Y) =P(X=n-Y) = P(X+Y =n) = (2”) !

n ) 22n’

poniewaz X + Y ma rozktad Bernoulliego B(2n,1/2).

Rozwigzanie 2:

P(X=Y) = P(O{X:Y:k}) = iP(X:k,Y:k) YN P(X =kP(Y = k)

_nnlnl_lzn:nQ_in
B k)2n\k)2n — 22 k) \nj22’
k=0 k=0
a to jest prawdopodobienstwo, ze w 2n proébach Bernoulliego otrzymamy doktadnie n sukceséw, czyli

P(X+Y =n).
W (%) skorzystalismy z zalozenia, ze zmienne losowe X 1Y sa niezalezne o jednakowym rozktadzie.






Imie i nazwisko: ......... ... ... ... ..

3. Znalez¢ funkcje tworzaca momenty dla zmiennej losowej X o rozktadzie Poissona Poi(A), tzn.
)\k
P(X =k) = e > dla k=0,1,....

Korzystajac z otrzymanej postaci, udowodni¢, ze jesli X; i X5 sg niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi o rozkltadzie Poissona Poi(A;) i Poi()A2) odpowiednio, to X; + X, ma réwniez rozktad
Poissona i poda¢ jego parametry.

Wskazowka: -
Z z— = ¢* dlakazdego z€R.
k=0

Liczymy funkcje tworzaca momenty dla zmiennej losowej o rozkladzie Poissona Poi(\):

tX S th S - — (Ae)
M) = B = SROr=p = S < 30
k=0 k= ! k=0 ’
= e exp(Ae') = exp(A(e' = 1)) .

Nastepnie policzymy funkcje tworzaca momenty dla zmiennej losowej X7 + Xo:
MX1+X2 (t) — Eet(X1+X2) — EetXl etXQ (*:) EetXl EetX2
= exp (M (e = 1)) -exp (Mo (e = 1)) = exp (M + o) (' = 1)) ,

co jest funkcja tworzaca momenty dla zmiennej losowej o rozkltadzie Poissona Poi(A; + Ag).
W (%) skorzystalismy z niezaleznosci zmiennych losowych X; i Xo.
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4. a) (4 punkty) Niech X 1Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie z dystrybu-

anta Fx i Fy odpowiednio. Znalez¢ dystrybuante zmiennej losowej max(X,Y) .

b) (6 punktéow) Niech X7, X, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie wykladniczym Ez(\) (tzn. Fy,(t) = 1 — e dla kazdego i € {1,2,...,n}).

Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej min(Xy, Xo, ..., X,), tzn.
P(min(Xl, XQ, R 7Xn) < t) =1- P(min(Xl,XQ, R ;Xn) > t) .

Co to za rozktad?

Pmax(X,Y)<t) = P(X <t,Y <t) 2 P(X <t)-P(Y <t) = Fx(t) Fy(t).

W (%) skorzystaliémy z niezaleznosci zmiennych losowych X i Y.
b)
P(min(Xy, Xo,...,X,) <t) = 1 — P(min(Xy, Xo,..., X,,) > 1)
= 1 -PX;>tXy>1t,...,X,>1)
= 1 -PXi>t)-P(Xo>t)-...-P(X, > 1)
= 1-PX;>t)" =1 (") =1—¢",

co jest dystrybuanta zmiennej losowej o rozktadzie wyktadniczym Exz(n)).

W (%) skorzystali$émy z zalozenia, ze zmienne losowe X1, Xo, ..., X,, sa niezalezne o jednakowym

rozkladzie.






