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Rachunek prawdopodobienstwa dla informatykéw

Kolokwium 3 (14.01.2010)

1. Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie normalnym N (m, 0?), przy czym EX? = 5 oraz
P(X > 1) = 1/2. Wyznaczy¢ parametry m i o, a nastepnie (korzystajac z tablic) obliczy¢
P(|X]| <1).

Zmienng losowa X zapisujemy jako X = o N +m, gdzie N jest zmienng losowa o standardowym
rozktadzie normalnym AN(0, 1). Rozktad normalny jest symetryczny wzgledem $redniej, tzn. P(X >
m) = P(X < m) = 1/2, zatem m = 1, a stad ¢ = VarX = EX? — (EX)? =5 — m? = 4, czyli
o = 2. Nastepnie:

P(X|<1) = P(-1<X<1) =P(-2<0oN<0) =P(-1<N<0)

= PO<N<1) = &(1)—®(0) ~ 08413 —1/2 = 0.3413 .
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2. Funkcja tworzaca momenty dla zmiennej losowej X o rozkladzie normalnym N'(m,o?) ma
postac:

t2
Mx(t) = exp (tm+§a2) :

Korzystajac z tego faktu, udowodnic¢, ze jesli X; i X5 sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadzie normalnym N(mq,o?) i N(mag,03) odpowiednio, to X; + Xy ma réwniez rozklad
normalny i poda¢ jego parametry.

Policzymy funkcje tworzaca momenty dla zmiennej losowej X; + X5:

My, 1x,(t) = BetXe) — Tget& gt W EetXi g etXe
t t . 5
= OXp | lmy+ oy Jexp | imy + 505 | = exp t(my +mg) + 5( 1+03) ]

co jest funkcja tworzaca momenty dla zmiennej losowej o rozktadzie normalnym N (my +may, 0% +03).
W (%) skorzystalismy z niezaleznosci zmiennych losowych X; i Xo.
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3. Niech Xy, X1, ..., X7 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie dwu-
mianowym b(1,p) (tzn. p=P(X; =1) =1 - P(X; = 0) dla kazdego i € {0,1,...,7}).
(Xo, X1,...,X7) traktujemy jako cyfry w zapisie binarnym liczby ze zbioru {0,1,...,255},
bedacej wartoscig zmiennej losowej X, tzn.

Obliczy¢:
a) (6 punktéw) EX oraz VarX ;

Wskazowka: >1 2’ = 22221 dla kazdego = € R\{1} .

1

b) (4 punkty) P(X € {1,2,4,8,16,32,64,128}) .

a) Mamy EX; = p oraz VarX; = p(1 — p) dla kazdego i € {0,1,...,7}. Obliczamy:
7 7 7
EX = E (sz) =Y EQ'X;) = > 2EX,
=0 =0 =0
7
= EXo) 2" = (2°—1)p = 255p;
=0

7 7
VarX = Var (ZQX) YN War2 x,) = Y (2 VarX,
i=0 1=0 ]

o o pl-p)(P 1) p(l—p)(2'° 1)
\/aIrXOZZL = 11 5 .

i=0
W (%) skorzystaliémy z niezaleznosci zmiennych losowych Xo, X7,..., X7.
b) X € {1,2,4,8,16,32,64,128} oznacza, ze w zapisie binarnym liczby X wystepuje tylko jedna

cyfra 1, a pozostate siedem cyfr to 0. Zatem P(X € {1,2,4,8,16,32,64, 128}) to prawdopodo-
bienstwo zajscia jednego sukcesu sposréd osmiu préb Bernoulliego, czyli

P(X €{1,2,4,8,16,32,64,128}) = <§>p1(1 —p)¥t = 8p(1—p)".
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4*.  a) (3 punkty) Znalez¢ funkcje tworzaca momenty dla zmiennej losowej X o rozkladzie jed-
nostajnym U[0, o] z gestoscia postaci

fx(e) = = Tpa().

b) (2 punkty) Znalezé¢ funkcje tworzaca momenty dla zmiennej losowej Y o rozkladzie dwu-
mianowym b(1,p) (tzn. p=P(Y =1)=1-P(Y =0)).

¢) (5 punktéw) Niech zmienna losowa X; ma rozklad jednostajny U[0,1]. Korzystajac z
podpunktéow a) i b), znalezé rozktad zmiennej losowej Z niezaleznej od X takiej, ze
Xy = Z + X, ma rozktad jednostajny [0, 2].

Mxlt) = B = [ epan = [ e = S < S
= e = e xr)ar = — € xr = — = .
X oo X 0 « at |, ot

b)
My(t) = Ee? = P =0) + " P(Y =1) = pe! +1—-p.

¢) Zmienne losowe Z i X; sa niezalezne, zatem My, (t) = Mz x,(t) = Mz(t) Mx,(t) , a stad

My, (t) e R T I |
/\/i t = 2 = 2t = = —
z(1) My, (t) B 2 2

co jest funkcja tworzaca momenty dla zmiennej losowej o rozktadzie dwumianowym b(1,1/2).






