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Rachunek prawdopodobienstwa dla informatykéw

Kolokwium 2 (3.12.2009)

1. Rozkltad wektora losowego (X,Y') przedstawia tabela:

Rozktad zmiennej losowej Y jest réwnomierny na {—1,0,1}, tzn. P(Y = 9)

X\Y | -1 [ 0o | 1 |
0 0 3/18 | ¢
1 5/18 b | 5/18
2 a 3/18 | 0

kazdego i,j € {—1,0,1}.

Wyznaczyé liczby a, bi ¢ oraz rozktady brzegowe. Obliczy¢ EX, EY, VarX, VarY, Cov(X,Y)

oraz Var(X +Y). Czy zmienne losowe X 1Y sa niezalezne?

Skoro rozklad zmiennej losowej Y jest réwnomierny na {—1,0,1}, zatem P(Y = —1) = 5/184a =
PY=0)=6/18+b=PY =1) =5/18+ ¢ =1/3,stad a = ¢ = 1/18 oraz b = 0. Rozktad
brzegowy zmiennej losowej X ma postaé: P(X =0) =3/184+c¢=4/18 =3/18 4 a = P(X = 2) oraz

P(X =1)=10/18 + b = 10/18. Nastepnie:

EX

EY

VarX
VarY
Cov(X,Y)

Var(X +Y)

1-10+2-4_1'
18 o

0 (bo rozktad zmiennej losowej Y jest symetryczny wzgledem 0) ;

,_1:10+422-4 8

EX* — (EX) =
18 18
1 1 12
EY?—(EY)?=-4+-—-0=—":
(EY) 573 0 18’
1-5—1-5—-2-1 2
E(XY) — (EX)(EY) = _0=_"=.
(XY) — (EX)(EY) . 0 5
8 12 4 16
Var(X) +Var(Y) +2-Cov(X,Y) = — + — — —

18 18 18 18~

Zmienne losowe X 1Y nie sa niezalezne chociazby dlatego, ze Cov(X,Y’) # 0.

P(Y = j) dla
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2. Niech X bedzie zmienng losowg z rozktadu o gestosci postaci

1
fx(t) = e 1(1,00)(1)-

Wyznaczy¢ rozktad (dystrybuante lub gestosé) zmiennej losowej Y = % Co to za rozktad?

Znalez¢ EY = E (%) i poréwnaé z == (o ile to mozliwe).

Zmienna losowa X przyjmuje wartosci z przedziatu (1, 00), zatem Y = 1/X przyjmuje wartosci
z przedziatu (0,1). Dystrybuanty zmiennych losowych X i Y maja postaé:

T x T 1
P(X <z) = / fx(t)dt :/ t2dt=—t"" =1-— dla z¢€(1,00);
—00 1

1 T

PY <z = P(l/ng):P(XZU:L‘):l—P(XSl/x):l—<1—1/%):x dla z € (0,1).

Rozktadem zmiennej losowej YV jest wiec rozktad jednostajny na odcinku (0,1), zatem EY = 1/2.
Mozna tez inaczej policzy¢ EY = E (1/X) korzystajac z nastepujacego wzoru dla funkcji g(z) = 1/x :

MQX»:[fMQjﬂmﬁ:/mlthi[nﬁﬁ:—%qu%.

0 .t ot

Natomiast

oo o0 1 00
IEX:/ t-fX(t)dt:/ ;dtzlnt‘ — .
—00 1 1

W szczegdlnosci jest to przyktad na to, ze E (1/X) # 1/EX.
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3. W urnie znajduje sie 10 kul biatych i 10 kul czarnych. Losujemy bez zwracania 10 kul. Niech:

X bedzie zmienng losowa opisujaca liczbe wylosowanych kul biatych;

Y bedzie zmienng losowa opisujaca liczbe wylosowanych kul czarnych.

Wyznaczy¢ rozktad (P(X = k) dla k € {0,1,...,10}) zmiennej losowej X. Jaki jest rozklad
zmiennej losowej Y w porownaniu do X7 Obliczy¢ EX.

Wskazéwka: W celu znalezienia EX mozna np. rozwazy¢ sume X + Y i skorzystaé ze wzoru
E(X+Y)=EX+EY.

Szukamy P(X = k) dla k € {0,1,...,10}, czyli prawdopodobienstwa, ze wéréd 10 wylosowanych
kul z 20 bedzie k£ kul danego koloru. Losujemy bez zwracania 10 kul sposrod 20, zatem przestrzenia
zdarzen elementarnych jest zbior wszystkich podzbioréw 10 elementowych ze zbioru 20 elementowego,

a wiec |Q] = (fg) Podzbioréow wérod ktorych jest k& kul danego koloru i 10 — k innego koloru jest
(lko) . (1(}%). Zatem rozktad zmiennej losowej X 1Y jest taki sam i wynosi:

P(X =k =P =k) = () (o) _ G) dla ke {0,1,...,10} .

20 20

(i0) (i0)
W celu wyznaczenia EX mozna zauwazy¢, ze rozktad zmiennej losowej X jest symetryczny wzgledem
5, a wiec EX = 5. Alternatywnie korzystajac ze wskazdéwki mamy, ze

0=X+Y=EX+Y)=EX+EY=2-EX,

a stad rowniez EX = 5.

Uwaga: Z tego zadania wychodzi tadny kombinatoryczny dowod faktu, ze

S e £0-C)

k=0 \n k=0







