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Zadanie 1.

Co jest bardziej prawdopodobne: otrzymanie sumy oczek 11 przy rzucie czterema kostkami
(sze$cioSciennymi), czy co najmniej raz sumy oczek 11 przy dwéch niezaleznych rzutach dwo-
ma kostkami?

W rozwiazaniu nalezy opisa¢ odpowiednie przestrzenie probabilistyczne i zdarzenia.

Rozwiazanie.

Oznaczmy jako D = {1,2,3,4,5,6} zbior oznaczajacy wyniki rzutu koscia. Niech Q, = D4, a
wiec pojedyncze zdarzenie odpowiada rzutowi czterema kostkami. Wydarzeniu ,suma oczek
przy rzucie czterema kostkami wynosi 11”7 odpowiada zbior

A={(a,b,c,d) eD*|a+b+c+d=11}.
Zauwazmy, ze liczba zdarzen spetniajacych A jest taka sama jak liczba zdarzen spetniajacych
Z={(a,b,c,d) €{0,1,2,3,4,5}* |a+b+c+d=T}.

Interpretacja | Z| jest taka, ze jest to ilo$¢é sposobéw na jakie mozna rodzieli¢ trzema kreska-
mi 7 kropek (a wiec odpowiada wyborowi tréjelementowych podzbioréw z 10-elelemntowego
zbioru), pomniejszona o niepoprawne podzialy. Niepoprawne podzialy to takie w ktérych
jeden ze zbioréw ma liczno$¢ réwng co najmniej sze$¢. Takich podziatéw jest k, gdzie

k=4-3+4=16,

poniewaz mozemy na 4 sposoby wybraé zbiér wielkosci sze$¢, a potem na 3 sposoby gdzie
wstawié¢ pozostale oczko, lub tez wybraé z czterech zbioréw ten, ktory bedzie mial wielkosé
siedem.

Mozemy teraz obliczy¢ wielkosé zbioru Z:

1
1Z| = <3O>—k:120—16:104

Skoro zbiory A i Z sg réwnoliczne, mozemy powiedzieé, ze

|2 104 13
%] 64 162

P(A)

Czas na czeéé drugg. Niech €, = D?, za$ pojedyncze zdarzenie oznacza wynik rzutu dwiema
kostkami. Wtedy wydarzeniu ,na dwdch kostach wypadto w sumie 11 oczek” odpowiada zbior

C={(a,b) €D?|a+b=11}.



Mozna zauwazy¢, ze C = {(5,6), (6,5)}. W takim razie mamy
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Wypadniecie co najmniej raz sumy oczek 11 przy dwoch niezaleznych rzutach dwoma kost-
kami, odpowiada natomiast wydarzeniu

B={(a,bc,d) eD*|a+b=11Vc+d=11}.

Tak wiec
P(B) = 2P(C)(1 — P(C)) + P(C)%.

Znajac juz prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia C, mozemy obliczy¢ P(B).
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Pozostato poréwnaé oba wyliczone prawdopodobienstwa. Mamy
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Tak wiec szansa, ze uda sie co najmniej raz wyrzuci¢ 11 rzucajac dwa razy dwoma kostkami,
jest wieksza.

Zadanie 2.

Owad sklada k (k > 0) jajeczek z prawdopodobiefistwem %e*)‘, A > 0. Potomek wylega

sie z jaja z prawdopodobienstwem p, niezaleznie od innych. Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze
liczba potomkéw bedzie réwna [ (I > 0).

Wskazéwka: Y 72 %If = ¢” dla kazdego x € R.

Rozwigzanie.

Niech Q = N2, wtedy semantyka pojedynczego zdarzenia w = (a, b) jest taka, ze owad zlozyt
a jajeczek i wyklulo sie z nich b potomkéw.
Wtedy

A={(a,b) eN? | b=1}

bedzie wydarzeniem z tresci zadania ktérego prawdopodobienstwo mamy wyliczy¢.
Niech
By = {(a,b) eN? | a = k}.

Poniewaz mamy Vi, j € N. B;NB; =01 Y ;o Bi = , rodzina zdarzen {B;};cn jest rozbiciem
przestrzeni (). Oznacza to, ze, zgodnie ze wzorem na prawdopodobienstwa catkowite:

o
P(A) = > P(A| By)P(By).
k=0
Z treéci zadania wiemy, ze P(By) = ),‘C—Te_)‘.
Natomiast wystapienie zdarzenia A pod warunkiem zdarzenia Bj, to nic innego jak szansa



na uzyskanie [ sukceséw sposrod k prob, przy czym prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p.
Zgodnie ze schematem Bernoulliego, wyliczamy wiec, ze

P(A|By) = (llf)pl(l - )t

Podstawiajac do wzoru na prawdopodobienstwo A otrzymujemy
XN [k _
P(A) =3 e A(l)pl(l -
k=0 """

Uproscimy teraz to wyrazenie korzystajac miedzy innymi ze wskazéwki.
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Zadanie 3.

Z odcinka [—1, 1] wybrano losowo punkty a i b. Niech funkcja f: R — R bedzie zadana wzorem
f(2) = (a+1)x? + 2bx + 1.

Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze

a) f(z) > a dla kazdego = € R;

b) suma rozwiazan réwnania f(z) = 0 jest dodatnia, jesli wiadomo, ze réwnanie to ma
dwa rézne rozwiazania.

Rozwigzanie.

Niech Q = [1,1]2, za$ zbiér
A={(a,b) € Q|Vzr eR. f(x) —a >0}

odpowiada wydarzeniu opisanemu w pierwszym podpunkcie.
Poniewaz wspoélczynnik przy wyrazie 22 jest nieujemny, prawdopodobiefistwo wydarzenia A
odpowiada sytuacji w ktorej wyréznik funkcji f(z) — a jest mniejszy od zera.

Aoy = (20)* —4(1 —a)(a + 1) = 4b* 4 4a® — 4

4 +4a>—4<0eb?+ad’ <1

Tak wiec geometryczna interpretacja wydarzenia A to koto o promieniu 1 i sSrodku w punkcie
(0,0). Wnioskujemy z tego, ze



Wydarzeniu opisanemu w drugim podpunkcie zadania niech odpowiada
B={(a,b) € [-1,1)% | 3x1,x2. 21 # 22 A f(x1) = 0= f(x2) Ay + 22 > 0}.

Najpierw obliczymy kiedy funkcja f ma dwa pierwiastki, a wiec kiedy jej wyrdznik jest wiekszy
od zera.
Ay = (20)? —4(a + 1) = 4b* — 4a — 4
4 —da—4>0eb>a+1s b >Vatl

Zgodnie ze wzorem Viete’a suma pierwiastéw funkcji f wyraza sie nastepujaco:

2b

I +.f[f2 = _r—i-l

Zauwazmy, ze powyzsze wyrazenie przyjmuje wartos¢ dodatnia jedynie gdy b jest ujemne, a
wiec w polowie przypadkéw spelniajacych nieréwnosé A, > 0. Wnioskiem z tej obserwacji
jest



