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Cudakowi

There are so many programming languages in existence that it is
a hopeless task to attempt to learn them all.

Christopher Strachey,
The Varietes of Programming Language
1973
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Rozdziat 1

Wstep

Do uzupetnienia: Znaczenie teorii jezykéw programowania w informatyce.






Rozdziat 2

Podstawy programowania w
jezyku Standard ML '97

Jezyk ML zostat opracowany w latach 80-tych XX wieku w Edynburgu przez Robina Mil-
nera i jego wspoétpracownikéw. Poczatkowo byt projektowany jako metajezyk systemu do-
wodzenia twierdze LCF (ang. MetaLanguagestad nazwa ML). Wkrotce jednak stat sie
jezykiem programowania og6lnego przeznaczenia. Robin Milner, Mads Tofte i Robert Har
per opublikowali w 1990 pierwszy standard jezyka [116, 117], zwanedo od tej pory Stan-
dard ML-em, lub kr6cej SML-em. Twdrcy innych dialektéw, ktérzy nie podporzadkowali sie
standardowi, zaczeli na bazie ML-a rozvijatasne jezyki (spgréd nich najbardziej znany
jest Objective Caml). Aktualna definicja jezyka [118], opracowana wspélnie przez wspo-
mnianych autoréw i Davida MacQueena, pochodzi z roku 1997. Jezeli zachodzi potrzeb
rozréznienia obu standardow, méwi sie 0 SML-u 90 i SML-u '97.

Standard ML zawiera wiele konstrukcji spotykanych w nowoczesnych jezykach progra-
mowania, ktérych brakuje w popularnych jezykach, takich jak PascakciSty statyczny
system typOw zapewniajacy petne bezpidstero w sensie ochrony pamigci i innych bie-
déw czasu wykonania, automatyczne zarzadzanie pamigcia, kontrole i rekonstrukcje typoy
polimorfizm parametryczny, zaréwno trwate jak i ulotne struktury danych, w szczegino
algebraiczne typy danyamtatype i mechanizm wzorcéw do ich przetwarzania, wyjatki,
typy abstrakcyjne, jeden z najbardziej rozbudowanych systemdéw modularyzacji i specyfika
cji programow (zawierajacy moduty z parametrami), itd. Ma jednsoizewygodne mecha-
nizmy wspierajace programowanie funkcjonalne i programowanie wspétbiezne. Jako jedyn
uzywany w praktyce jezyk programowania ma catkowicie formalna definicje matematyczna
Posiada réwniez kilka efektywnych i stabilnych implementaciji.

Biezacy rozdziat, majacy charakter zwigztego podrecznika programisty, j@stgmmny
przedstawieniu podstawowych konstrukcji SML-a. Wigcej informacji mozna zoalgio-
pularnych podrecznikach [135, 179, 50, 68, 31, 112, 23, 157, 154 ,1144].

1Aktualna hipertekstowa bibliografie SML-a (wraz z tekstami dostepnymi w wersji elektronicznej) mozna zna-



4 2.1. Praca z kompilatorem jezyka Standard ML

2.1. Praca z kompilatorem jezyka Standard ML

Najpopularniejszym kompilatorem jezyka Standard ML j8sindard ML of New Jersey

(w skrécie SML/NJ) opracowany oryginalnie w Bell Laboratories i Princeton University, a
obecnie rozwijany w ramach wspdlnego projektu Bell Laboratories (Lucent Technologies)
Princeton University, Yale University i AT&T Research. Kompilator jest dostepny za darmo
pod adreserttp://cm.bell-labs.com/cm/cs/what/smlnj/.

2.1.1. Uwagi dla uzytkownikow kompilatora SML/NJ

Kompilator SML/NJ, uruchamiany przewaznie poleceniem, pracuje w trybie interak-
cyjnym. System wypisuje znak zachet) { czeka na wprowadzenie poldce klawiatury.
Programista moze wprowadz#ekst w wielu wierszach, na poczatku kazdego nastepnego
wiersza system drukuje znak kontynuaej).¢ Koniec tekstu wprowadzonego z klawiatury
programista zaznac&sednikiem:

_1+
:1;
val it = 2 : int

Podczas wprowadzania kolejnych wierszy kompilator analizuje tekst sktadniowo i sy-
gnalizuje ewentualne biedy. Po zd@kzeniu wprowadzania tekstu poprawnego sktadniowo
kompilator dokonuje kontroli typow, ttumaczy i optymalizuje program, a nastepnie go wy-
konuje. Kontrola typéw moze zakozyt sie komunikatem o btedzie. Réwniez w czasie
wykonania programu obliczenie moze zast@erwane. Jai jednak wszystko przebiegnie
zgodnie z planem, kompilator wypisuje wynik obliczenia i kolejny znak zachety.

Krotkie, jednolinijkowe programy (w szczegolee pojedyncze wyrazenia, ktore sa naj-
prostszymi programami) mozna wprowadzaprost z klawiatury w opisany wyzej sposoéb.
Dluzsze lepiej przygotowaw pliku (np. myprog.sml). Do wczytania programu z pliku
stuzy funkcjause, ktérej jako parametr podajemy nazwe pliku ujeta w cudzystowy:

- use "myprog.sml";
[opening myprog.sml]

val it = () : unit

W programie mozna umieszdzomentarzeignorowane przez kompilator. Podobnie
jak w Pascalu ogranicznikami komentarzy ®ai *) (nie mozna jednak uzywaPascalo-
wych komentarzy{ i }). Komentarze mozna zagniezdza

Przerwanie wykonania oblicagnp. gdy nasz program sie zapetlif) i powr6t do gtéwnej
petli interpretera osiaga sie nagieciem klawiszatr1-C. Klawiszctrl-Z stuzy, jak wsze-
dzie pod Unix-em, do chwilowego zatrzymania pracy systemu i powrotu do powtoki syste-
mowej. Unix-owe poleceni€g pozwala powrdéd@ do zatrzymanego systemu. Ostatniego

lezt pod adreserhttp://cm.bell-labs.com/cm/cs/what/smlnj/doc/literature.html.
2Mozna oczywscie skonfigurowasystem tak, by drukowat dowolne inne napisy.
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polecenia mozna uzywarzy pracy na terminalu tekstowym, gdy na przemian chcemy edy-
towat plik i go kompilowa&. Duzo wygodniej mozna pracowa edytorememacs, ktory
po zatadowaniu odpowiednich makrodefinicji pozwala na kompilowanie edytowanego pro.
gramu za pomoca ndtiiecia pojedynczego klawisza. Najwygodniej jednak pracowa
kilku oknach i otworz¢ osobne dla edytora i osobne dla systemu SML-a. Sesje zamyka sig
naciskajac klawisztrl-D.

Odpowiedzi systemu podczas sesji interakcyjnej sad@kpniczne. Aby nie Zamiec&
ekranu system ukrywa niektore informacje, wypisujac w ich miejscu zn&#pisanie dwu
tajemniczych wierszy:

Compiler.Control.Print.printDepth := 10000;
Compiler.Control.Print.printLength := 10000;

... nie, nie spowoduje sformatowania twardego dysku, tylko sprawi, ze system bedzie wyp
sywat znacznie wigcej informaciji.

2.2. Predefiniowane typy danych

2.2.1. Liczby catkowite i rzeczywiste

W jezyku Standard ML '97 do reprezentowania liczb catkowitych przewidziano dwa typy
danych:int (liczby catkowite ze znakiem)iord (liczby catkowite bez znakuLiteraty3
catkowitoliczboweto niepuste ciagi cyfr dziesietnych, dogigie oznaczajace liczby typu
int w zapisie dziesietnym. Mozna je poprzetpizedrostkiendw (na oznaczenie warsgi

typu word), Ox (na oznaczenie zapisu szesnastkowego)ohib (na oznaczenie warkgi

typu word w zapisie szesnastkowym). Literaty tygmt (zaréwno w zapisie dziesietnym
jak i szesnastkowym) mozna poprzetdznakiem™ oznaczajacym liczbe ujemnawaga:w
wielu jezykach uzywa sie do tego celu znaku W zapisie szesnastkowym mozna uzgwa
zaréwno malych, jak i wielkich litea = £ na oznaczenie cyftO— 15. Dla przykfadu:

literat oznacza liczbe
13 13typuint
0x13 19typuint
~0x13 —19typuint
O0w13 13typuword
Owx13 19typuword
~“0wl3 jest btedny
“0wx13 jest bledny
OxFF 255typuint
owx3fffffff | 232 — 1typuword

3Ci:;1gi znakdéw programu reprezentujace state. O literatach méwimy wiecej w rozdziale 3.
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Literaly zmiennopozycyjngipu real skladaja sie z nastepujacych éee opcjonalnie
znaku~ (oznaczajacego, podobnie jak w literatach catkowitoliczbowych, veamgemna),
niepustego ciagu cyfr oznaczajacego&zeatkowita, kropki po ktérej nastepuje niepusty
ciag cyfr (cz&t utamkowa) i znakiwe lub E, po ktdrym nastepuje niepusty ciag cyfr (wy-
ktadnik) poprzedzony opcjonalnie znakiem Cze&t utamkowa lub wyktadnik moga lay
pominiete, jednak nie obie jedno&ee. Dla przyktadu literatami zmiennopozycyjnymi sa
1.2,71.2,71e"1i ~0.1. Dwa ostatnie oznaczaja te sama liczbe. Napinie jest literatem
Zmiennopozycyjnym, poniewaz nie zawiera aniscg@itamkowej, ani wykfadnika.

W odroznieniu od wielu jezykdw programowania, w jezyku Standard ML nie mozna
w jednym wyrazeniu uzywawartdsci roznych typoéw numerycznych, np. wyrazenie
i 2.5+4.7 sa poprawne (i pierwsze jest typgmt, drugie z& typureal), zeé wyrazenie
1+2.3 nie jest poprawne, poniewdzjest literalem catkowitoliczbowym a nie zmiennopo-
zycyjnym (to zagadnienie jest oméwione doktadniej w podrozdziale 2). Ostatnie wyrazenie
nalezy zapisaw postaci1 . 0+2.3. Do jawnej zamiany reprezentacji liczb typut na typ
real stuzy funkcjareal, do zamiany w przeciwna strong — funkdjeunc (odrzucajaca
czest utamkowa),f1loor (zwracajaca najwigksza liczbe catkowita nie wigksza od podanej
liczby zmiennopozycyjnejxeil (zwracajaca najmniejsza liczbe catkowita nie mniejsza od
podanej liczby zmiennopozycyjnejybund (zwracajaca ,najblizsza” liczbe catkowita). Do-
stepne operatory numeryczne, ich priorytety i taczBtfmpisano w tablicy 2.1 na sasiedniej
stronie. Operacjéiv i mod maja nastepujace znaczensedivb = q i amodb = r, jesli
a=bx*xq+r oraz

O0<r<b gdy b>0
b<r<0 gdy b<0

Zatem np7 mod ~3 = ~2.Zauwazmy, ze (zgodnie ze standardem IEEE) dla liczb zmien-
nopozycyjnych nie zdefiniowano relacji rowsm?

Co prawda oba argumenty operatora takiegoqjakusza bg tego samego typu, jednak
moze on dziala na danych réznych typéwift, word, real). O takich operatorach méwi
sie, ze s@rzecigzondo przeciazaniu operatoréw jest mowa w podrozdziale 9.3.2). Z kaz-
dym operatorem jest zwiazany doghyy typ jego argumentéw, wybierany wéwczas, gdy
z kontekstu uzycia operatora nie wynika, jakiego sa one typu. Dla operatimenysinym
typem jego argumentow jesht.

4lm wyzszy priorytet, tym operator wiaziiniej, dzieki temu mozna, podobnie jak w matematyce, opusgzcza
nawiasy: poniewaz operaterwiaze silniej (ma wyzszy priorytet) nig, to wyrazenied+2*3 oznaczai+(2+3) a
nie (4+2) x3. Laczliwcst operatora pozwala opusz€zsawiasy w wyrazeniach takich j@e3+4. Poniewaz opera-
tor + taczy w lewo, ostatnie wyrazenie oznadza3) +4. Gdyby taczyt w prawo, oznaczatolay (3+4) . Operatory
prefiksowepisze sie przed ich argumentem. Wiaza one silniej niz jakiekolwiek operaftkgowe(pisane pomie-
dzy argumentami), npx+y oznacza “x) +y, a nie(“x+y). O operatorach, ich priorytetach i faczlis@ méwimy
wiecej w podrozdziatach 3.2.23.9.1.

5Bledy zaokragla powoduja, ze poréwnywanie jest czesto bezsensowne, np. w starej implemsmadjiJ,
version 0.93 w ktoérej byto dostepne poréwnywanie liczb rzeczywistych, system z uporem zaprzeczat, jakoby
1.2-1.0=0.2.
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operacja operator | priorytet | faczliwost dostepne dla typu
‘ int | word | real
zmiana znaku - prefiksowy . .
wartcst bezwzgledna abs prefiksowy . .
mnozenie * 7 w lewo ° ° °
dzielenie catkowite div 7 w lewo . °
reszta z dzielenia mod 7 w lewo . °
dzielenie / 7 w lewo °
dodawanie + 6 w lewo ° ° °
odejmowanie - 6 w lewo . ° .
relacje porzadku <, <=,>,>= 4 w lewo . ° .
relacje réowngci =, <> 4 w lewo . .

Tablica 2.1. Operacje na danych numerycznych w SML-u

2.2.2. Wartosci logiczne

Typbool ma dwie wart&ci reprezentowane przéteraty logicznetrue i false. Wyrazenie
warunkowe(podobnie jak?: w C)

if b then X else Yy

ma nastepujace znaczenie: najpierw jest obliczane wyrabgaieastepnie, w zalezgoi od
jego wart&ci — jedno z wyraze x badzy. Wyrazenia

b1 andalso by = if b; then by else false
by orelse bp = if by then true else by

to koniunkcja i alternatywa wyrakeboolowskich, przy czym zawsze jako pierwsze obli-
czane jest wyrazenis, ab, jedynie wéwczas, gdy warkd by nie przesadza wyniku. Funk-
Cjanot oblicza negacje swojego argumentu.

2.2.3. Krotki i rekordy

Krotki (ang.tuple) zapisuje sie oddzielajac ich elementy przecinkami i ujmujac&ato
nawiasy okragte, np.

(1,true)

jest para ztozona z liczby catkowitgji wartosci boolowskiejtrue. Krotki sa szczeg6lnym
przypadkienrekordow W rekordzie pola posiadaja etykiety, np.

{dzien=22,miesiac=1,rok=1969}
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jest rekordem o trzech polach typnt o etykietachdzien, miesiac i rok. Etykietami pol
moga by identyfikatory lub liczby naturalne. Krotka jest rekordem o polach nazywanych
kolejnymi liczbami naturalnymi. Do selekcji pél rekordu stuzy specjalna konstrukcja postaci
#1r, gdziel jest etykieta, a — rekordem, np. wyrazenie

#miesiac {dzien=22,miesiac=1,rok=1969}

ma wartGt 1. Poniewaz wygodniej jest korzy$ta dopasowania wzorcg ktérym moéwimy
w podrozdziatach 2.7 i 2.9), konstrukdfd r jest uzywana dogyrzadko.

2.2.4. Typ unit

Typ unit ma podobne zastosowanie jak typid w C — wartdsC tego typu zwracaja w
wyniku funkcje, ktore faktycznie nie dostarczaja zadnej waitgpowoduja tylko skutki
uboczne). Ten typ posiada doktadnie jeden element, ktéry mozna zapiS&IL-u na dwa
sposoby:() lub {}. Te dziwne oznaczenia biora sie stad, ze na elementiypt mozna
patrze& jak na zeroelementowy rekofd lub zeroelementowa krotkg) . Istotnie, produkt
zera egzemplarzy jakiegokolwiek zbioru jest zbiorem doktadnie jednoelementowym!

2.2.5. Listy

Listy to kolekcje elementéw tego samego typu, ale zmiennej &icigdisty zapisuje sie
oddzielajac ich elementy przecinkami i ujmujac &ater nawiasy kwadratowe, np.

[1,2,3]

Konstruktorem listy (operatorem ,budujacym” liste, por. podrozdziat 2.7) jest taczacy w
prawo operator : o priorytecie 5 dofaczania gtowy do listy i konstruktor listy pustel.
Napis z uzyciem nawiasow jest jedynie wygodnym skrétem notacyjnyinjest rowno-
waznenil, z& lista[1,2,3], to tak na prawdd : : (2::(3::nil)). Na listach jest zde-
finiowany operator spinania ligt (faczacy w prawo, o priorytecie 5) oraz funkcjssv od-
wracajaca listenull sprawdzajaca, czy lista jest pustangth ujawniajaca diugst (liczbe
elementow) listy, oraad i t1 ujawniajace odpowiednio gtowe (pierwszy element) i ogon
(liste wszystkich poza pierwszym elementem) listy. Poniewaz w SML-u powszechnie uzyws
sie dopasowania wzorca (0 ktérym méwimy w podrozdziatach 2.7 i 2.9), dwie ostatnie funk-
cje sa wykorzystywane bardzo rzadko, a ich uzycie bez uzasadnionej potrzeby jest uwaza
za wyjatkowo nieeleganckie. Standardowo dostepne sa takze funkcje:

map f [X1,...,%] = [fxe,..., X

app f [X1,....%a] = (fxi5...5fx0;0)
foldl f c[Xg,..., %] = fXn,..., f(Xo, f(X1,0))...)
foldr f c[Xg,...,Xn] = f(Xg, f(Xo,... f(Xp,C)...))

(o operatorze ztozenia sekwencyjnegavystepujacym w opisie funkcjapp jest mowa
w podrozdziale 2). Funkcjaap tworzy liste wynikéw aplikacji funkcjif do elementow
X1, ..., Xn, NP. wart&cia wyrazenia
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\a alarm (BEL)

\b cofanie (BS)

\f nowa strona (FF)

\n nowy wiersz (LF)

\r powrdt karetki (CR)

\t tabulacja pozioma (HT)
\uhhhh znak o kodziehhhh gdziehhhhjest ciagiem czterech cyfr szesnast-

kowych

\v tabulacja pionowa (VT)

A\ znak odwrdconego ulemika (\)

\" znak cudzystowu")

\ddd znak o kodzieddd, gdzieddd jest ciagiem trzech cyfr dziesietnych
reprezentujacym liczbe z przedzid@u- 255
\biate—znaKi  biate—znaki(spacje, znaki tabulacji, nowego wiersza, nowej strony
itp.) wraz z otaczajacymi je odwroéconymi udwkami sa ignorowane;
pozwala to wprowadzinapis dtuzszy niz jeden wiersz
\"c znak sterujacy o kodzigkod znakuc) — 64

Tablica 2.2. Specjalne sekwencje znakéw

map abs [1, "2, "3, 2]

jest lista[1,2,3,2]. Efekt obliczeniaapp f | polega na wywotaniu skutkdw ubocznych
aplikaciji funkcji f do kolejnych elementow listly, np.

app print ["Cudak"," ","jest"," ","wielki","!","\n"]
powoduje wypisanie na ekranie tekstu
Cudak jest wielki!
Funkcjefoldl i foldr ,zwijaja” liste, odpowiednio od lewej i od prawej (przyktady ich

uzycia znajduja sie w podrozdziale 2.8).

2.2.6. Dane znakowe

Do reprezentowania znakow stuza elementy tyhar. Literaly znakowenaja posta #"c",
gdziec jest albo pojedynczym znakiem, albo sekwencja specjalna opisana w tablicy 2.2
Funkcjachr tworzy znak o podanym kodzie (w postaci liczby typnt z przedziahD+255),
funkcjaord ujawnia kod podanego znaku. Operacje poréwnania znakdyw<=, >=, =i <>
(taczace w lewo, o priorytecie 4) poréwnuja ich kody.
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2.2.7. tahcuchy (dane napisowe)

Literat tahcuchowyto dowolny ciag znakéw (ré6znych og, " i znaku nowego wiersza)
oraz sekwencji specjalnych opisanych w tablicy 2.2 na poprzedniej stronie. Do przetwa
rzania tacuchéw stuzy operator spinanfai funkcje explode i implode zamieniajace
tahcuch na liste znakéw i odwrotnie;jize ujawniajaca diugst tahcucha,str zamienia-

jaca znak na jednoznakowyfteuch,concat spinajaca liste facuchéw w jeden facuch i
substring (S, i, N) wyznaczajaca fragmentfiauchas od pozycjii (liczac od zera) i dlugo-
§cin znakéw. Na tacuchach zdefiniowano operacje leksykograficznego poréwnania kodéw
ich znakows, >, <=, >=, = | <> (laczace w lewo, o priorytecie 4). Funkgaint wypisuje
tahcuch do standardowego strumienia $gjpwego.

2.2.8. Biblioteka funkcji standardowych

Wszystkie opisane wyzej waloi i dziatajace na nich funkcje sa dostepne w t&mdo-
wisku pierwotnym, tj. sa rozpoznawane w programie przez kompilator natychmiast po uru
chomieniu systemu, bez dodatkowych zabiegéw. Ponadto w systemie SML-a jest dostepi
spora biblioteka funkcji standardowych, umieszczonych w &vwkturach(odpowiedni-
kachmodutowlub pakietoww innych jezykach, por. rozdziat 15), tz8tandard ML Basis
Library. Do tych funkcji nalezy sie odwotyviapoprzedzajac ich nazwe nazwa odpowiedniej
struktury, np.Math.sin jest nazwa funkcjisin umieszczonej w strukturzgath, zatem
Math.sin 5.0 jestpoprawnym wyrazeniem, podczas gdy wyrazedie 5.0 spowoduje

btad kompilacji z komunikatem ,nieznany identyfikatein”. Kompletny hipertekstowy
opis biblioteki standardowej jest dostepny pod adresetp://cm.bell-labs.com/cm/
cs/what/smlnj/doc/basis/index.html.

2.3. Funkcje jako wartosci

Opisane w podrozdziale 2.2 wastm ré6znych typow i operatory standardowe pozwalaja bu-
dowat najprostszevyrazenia Bardziej skomplikowane wyrazenia moga zawiefankcje,

nie tylko standardowe, lecz réwniez definiowane przez uzytkownika. W SML-u funkcje sa
traktowane tak samo, jak inne wasti: moga b¢ elementami krotek i list, mozna je prze-
kazywe jako parametry innym funkcjom i moga byprzez takie funkcje zwracane w wy-
niku. Do operowania na funkcjach stuza w SML-u dwie podstawowe konstrudegtrakcja
funkcyjnawykorzystywana do budowania nowych funkcgplikacja funkcji do argumentu
pozwalajaca uZydanej funkgcii.

2.3.1. Abstrakcja funkcyjna

Czesto w matematyce pisze sie ,funksfa+ 1”. Zwréemy uwage, ze jest to niepoprawne:
podnost do kwadratu umiemy liczby, zaterjest liczba (doktadniej: zmienna, ktéra moze
przyjmowe wartdsci liczbowe), kwadrat jakigjliczby jest liczba, gdy dodamy do niej je-
dynke dalej bedzie liczba. Zater? + 1 jest liczba (doktadniej: wyrazeniem przyjmuja-
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cym wartdsci liczbowe) a nie funkcji.Bye moze kilka linijek wczéniej napisano ,niech

x bedzie réwne 5”. Wowczas? + 1 jest po prostu réwne 26. Puyi pisza wiec ,funkcja

X —> X2+ 1". Wéwczas wystapienig-a pod kwadratem jegwiazandego wystapieniem
przed strzatka, a caly napis oznacza ,odwzorowanie, ktére dowolmeomi przyporzadko-
wuje wartdt x2 4+ 1”. Podobny spos6éb pisania przyjeto w SML-USlieE jest wyrazeniem,

ax — zmienna (b moze wystepujaca w tym wyrazeniu), to nastepujace wyrazenie, zwane
abstrakcja funkcyjna

fn x => E

oznacza funkcje, ktéra argumentowprzyporzadkowuje wart E. Np. wyrazenie opisu-
jace funkcje z ostatniego przyktadu zapiszemy w SML-u jako

fn x => xxx + 1

W odroznieniu od Pascala i C mozemy zatem w SML-u definfuakcje anonimowe
tj. wyrazenia, ktdrych wartciami sa funkcje, bez konieczm nadawania nazwy definio-
wanym funkcjom. Zwr@my uwage, ze nic nie stoi na przeszkodzie by ndpisa

fn x => fn y => xxy + 1

Ostatnie wyrazenie oznacza funkcje, ktéra argumentopizyporzadkowuje warft be-
daca funkcja, ktéra argumentowiprzyporzadkowuje war&f xxy + 1.

Pojeciezmiennej wolnej zwiazanejw SML-owym wyrazeniu ma taki sam sens jak w
matematyce. Tu ,kwantyfikatorem” wiazacym zmienne (podobnievjald w logice, czy
zapis [ - - - dx w analizie) jest stowo kluczowen. Zmienna (identyfikatork jestzwiazana
w wyrazeniufn x => E, jeSli natomiast wystepuje poza zasiegiem konstrukex =>, wow-
czas jestvolna W wyrazeniufn x => x+y zmiennax jest zwiazana, Zy — wolna. W
wyrazeniux (fn x => x) pierwsze wystapienie zmiennejestwolne drugiewiazacea
trzeciezwiazaneProgram przedstawiony do kompilacji nie moze zawgemaiennych wol-
nych (w przeciwnym przypadku pojawia sie komunikat ,niezadeklarowany identyfikator”).

2.3.2. Aplikacja funkcji do argumentu

Jesli napiszemy dwa wyrazenia (przy czym wat@ pierwszego musi Byfunkcja) jedno
po drugim, to otrzymamy wyrazenie zwaaplikacja funkcji do argumentunp.

rev [1,2]
jest aplikacja funkcjirev do argumentu1,2] i ma wart&e [2,1], a

(fn x => x*x + 1) (1+43)

6Dokonalismy tutajrekonstrukcji typéwo ktdrej méwimy wiecej w podrozdziale 9.2.
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jest aplikacja funkcjifn x => x*x + 1, do argumentu+3 i ma wart&t 17. Aplikacja
wiaze w lewo i silniej niz abstrakcja oraz wszelkie operatory infiksowe, zatem

fn X => E1 E> ... Ej

0znacza

fn X => (...(E1 E2) ... Ep)
anp.

f rev [1,2] @ rev [3,4]
OozZznacza

((f rev) [1,2]) @ (rev [3,4])

Dowolne wyrazenie ujete w nawiasy dalej jest wyrazeniem o tej samej§ecaridawia-
sOw nalezy jednak uzyveaz umiarem. W innych jezykach programowania przyzwyczaili-
Smy sie otacz@anawiasami argument funkcji. Nic nie stoi na przeszkodzie, by i w SML-u
napis&

rev ([1,2])
W SML-u mozemy ponadto napisa
rev [1,2] lub (rev) [1,2]

i wszystkie trzy wyrazenia maja takie samo znaczenie.

2.4. Nadanie nazwy

Pisanie programu w postaci jednego, wielkiego wyrazenia bytoby wyjatkowo niepraktyczne
SML pozwala nadadowolnemu wyrazeniu nazwe i postugidvsie nia w dalszych oblicze-
niach. Skladnia deklaragjiadania nazwyang.value binding jest nastepujaca:

val X = E

gdziex jest identyfikatorem, & — nazywanym wyrazeniem. Méwi sig, ze nazwa (identy-
fikator) x zostajezwiazana (bound} wartdscia wyrazenieE (ktére najpierw zostaje obli-
czone). Dla przyktadu mozemy odby komputerem nastepujaca rozmowe:

-val f = fn x => x*x + 1;
val £ = fn : int -> int

Kompilator odpowiada, ze funkcjgn x => x*x + 1 (ktOra, jak sprytnie wykombinowat,
bierze argument typtint i dostarcza wartsci typuint) nazwanof. Od tej chwili, az do
zakdhczenia sesfi mozemy uzywa identyfikatoraf w wyrazeniach i ich znaczenie jest
dokfadnie takie samo, jak gdybmy wstawili w miejscef wyrazeniefn x => x*x + 1,
np.

7Istnieja metody zachowania stanu ses;ji i odtworzenia go pozniej.
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- £ 12;
val it = 145 : int

W dowolnej chwili mozemy powtérnie ukytego samego identyfikatora do nazwania
innej wartaci. Poprzednia warfs staje sie wowczas niedostepnalde innych miejscach
programu odwotywano sie do identyfikatora przed przedefiniowaniem go, to te odwotaniz
dotycza ,starej” wartsci z nim zwiazanej:

-val x =7;

val x = 7 : int

- fun f y = x+y+5;

val £ = fn : int -> int
- f 3;

val it = 15 : int

- val x = 12;

val x = 12 : int

- f 3;

val it = 15 : int

-val f = fn y => x+y+5;
val £ = fn : int -> int
- f 3;

val it = 20 : int

W chwili zadeklarowania funkcjt identyfikatorx jest zwiazany z liczb&, zatem
(fn y => x+y+5) 3 = 15

Jesli wykorzystamyx ponownie, tym razem do nazwania liczlbg, to wartdst zwiazana z
£ nie ulegnie zmianie. Ten rodzaj wiazania nazwy z w&gig, to tzw.wiazanie statyczne
Zatem nadanie nazwy w SML-nie jest przypisaniem wartosci zmienneachowuje sie
raczej jak deklaracjaonst w Pascalu.

Program w SML-u mozna traktowgako ciag deklaracji. W gtéwnej petli interpretera po
symbolu zachety mozemy wpisavyrazenie. System odpowiada jednak tak, jakby to byto
nadanie wartsci tego wyrazenia nazwit:

- 5,

val it = 5 : int

Istotnie, z nazwyi t mozemy korzystaw dalszych obliczeniach:
- 2%it;
val it
- 2%it;
val it = 20 : int

10 : int

Nazwyit lepiej nie przedefiniowywasamemu (moze to skonfudo@vaaréwno programiste
jak i kompilator).
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2.5. Deklaracje funkcji i rekursja

Identyfikator wystepujacy po stowigal nie jest dostepny w wyrazeniu, ktérego wattona
nazwa, dlatego np. préba zdefiniowania funkcji silnia w ponizszy sposo6b nie powiedzie sig:

- val silnia = fn n =>

= if n <=0

= then 1

= else n * silnia (n-1);

Error: unbound variable or constructor: silnia

Aby dat zn& kompilatorowi, ze definiujemy funkcje rekurencyjna, nalezy po stoweie
umiescic specjalne stowo kluczowssc:

- val rec silnia = fn n =>
= if n <= 0
= then 1
= else n * silnia (n-1);
val silnia = fn : int -> int
- silnia 5;
val it = 120 : int

Poniewaz funkcje definiuje sie bardzo czesto, wprowadzono skrécona forme deklarac
funkcji w postaci:

fun fx = E

deklarujaca funkcjef , ktéra argumentowk przyporzadkowuje warfg E. Jest to skrécona

forma deklaraciji:
val rec f = fn X => E

Na przyktad funkcjesilnia mozemy zdefiniow@jako

fun silnia n =
if n <= 0
then 1
else n * silnia (n-1)

Ogolniej, zamiast
val rec f = fn Xy => fn Xop => ... fn Xy => E
mozna napisakrocej
fun f Xy X2 ... Xp = E
np. obie ponizsze deklaracje sa réwnowazne:

val rec f = fn n => fn m =>
ifn=20
then m
else f (n-1) (2%m)
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oraz

fun f nm =
ifn=20
then m
else f (n-1) (2*m)

2.6. Konteksty lokalne

Czesto wygodnie jest zdefiniowgewne wartsci jedynie lokalnie, na uzytek jednego wy-
razenia lub kilku innych deklaracji (podobnie jak np. w blokach w C), tak by ich nazwy
nie byly widoczne globalnie w calym programie. Do tego celu stuza w SML-u specjalne
konstrukcje sktadniowe, zwar@ntekstami lokalnymivyrazenielet i deklaracjalocal.
Wyrazenielet ma posta:

let deklaracje in E end

gdzieE jest wyrazeniem, deklaracjeto m.in. nadanie nazwy, np.

- let

= val x = 5

= in

= 27 * x

= end;

val it = 135 : int
- x;

Error: unbound variable or constructor: x

Identyfikatorx jest zwiazany z liczb@ jedynie od miejsca wystapienia jego deklaracji do
stowaend zamykajacego wyrazenie.

Wyrazenialet uzywa sie czesto, gdy zachodzi potrzeba wyliczenia pewnych $arto
w tresci funkcji, np. zamiast

fun £ x y = (x+y)*(x+y)

lepiej napisé
fun f x y =
let
val z = x+y
in
z*Z
end

Jesli chcemy, bydeklaracje-lokalnebyty lokalne dla zestawuleklaracji-globalnych
wowczas postugujemy sigeklaracjalocal postaci
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local
deklaracje-lokalne

in
deklaracje-globalne

end

Na przyktad

- local

= val x = 5

= in

= val y = x*x

= end;

val y = 25 : int

- v

val it = 25 : int

- x;

Error: unbound variable or constructor: x

Tutaj podobnie, zwiazano nazwe wartdscias i y z wartdscia2s. Widocznaét identyfika-
torax jest ograniczona jedynie do stowad zamykajacego deklaracje lokalna.

2.7. Wzorce

Niektére napisy (przewaznie identyfikatory i literaty), zwaastruktoramistuza do ,.kon-
struowania” wart8ci. Dla typow catkowitoliczbowych sa to literaly catkowite ze znakiem
(np. 123, ~23, 0wb) dla typuchar to literaty znakowe (np#"A"), dla typustring to lite-
raly tahcuchowe (np'Ala"), dla typuunit to () oraz{}, dla typubool to state logiczne
true i false, dla krotek — konstrukcja z nawiasami okragtymi i przecinkami, dla rekordéw
— konstrukcja z nawiasami klamrowymi i przecinkami, dla list wreszcieixi :: oraz
konstrukcja z nawiasami kwadratowymi i przecinkami. Bgal nie posiada konstruktoréw
(poniewaz nie zdefiniowano dla niego relacji rov8op por. takze podrozdziat 9.3.3).
Wzorzec w SML-(ang.pattern) to wyrazenie ztozone jedynie z konstruktoréw i zmien-
nych, np.(1,x) jest wzorcem zawierajacym zmienga Zmiennymi moga b§ dowolne
identyfikatory. Zwr@&my uwage, ze kontekst rozstrzyga o tym, czy dany identyfikator jest
konstruktorem, czy zmienrfaZmienne moga byjedynie argumentami, nie mogadbfunk-
cjami we wzorcu. Np. jgli £ nie jest konstruktorem (a zatem jest zmienna), to wyrazenie
f nil nie jest poprawnym wzorcem. Wzorcem nie jest tezx®@y, poniewaz standardowa
funkcjae taczenia list nie jest konstruktorem Slikonstruktor nazwiemy w deklaracjal,
nowa nazwa nie jest konstruktorem, np.:

8Jest to dosy niebezpieczna i krytykowana cecha SML-a. Sytuacje komplikuje fakt, ze programista moze wpro-
wadz& nowe typy i nowe konstruktory. Latwo zapamigtaenil jest konstruktorem, ale dla konstruktoréw zde-
finiowanych w programie jest to czasem ktopotliwe.
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val Nil = nil
val Cons = op::

(stowo kluczoweop jest opisane w podrozdziale 3.9.1). Identyfikatol jest konstruktorem
listy pustej, wart8ciaNil jest rowniez lista pusta, ala 1 nie jest konstruktorem, we wzorcu
wystapi wiec jako zmienna. Podobnie jest konstruktorem, ZCons zwyklym identyfi-
katorem i wzorzecons (x,y) jest btedny. Wyrazeni€ons (x,y) moze by oczywkcie
uzyte w programie, jednak nie jako wzorzec. Bycie konstruktorem jest zatem \8tagno
syntaktyczna, przystugujaca niektérym identyfikatorom, nig wéasnécia semantyczna,
przystugujaca wart&ciom.

W?zorzecp dopasowuije siglo wartGcio, jesli za zmienne we wzorcu mozna podstawi
takie wyrazenia, by warziap po podstawieniu byto. Np2

wzorzec | wartcst dopasowuje sig?
(x,1) (true,1) | tak, podstawienigx/true]
[1,x,3] | [1,13,3] | tak, podstawienidx/13]
X::1XS [1,2,3] | tak, podstawienigx/1,xs/[2,3]]
X::XS nil nie
[x] [1,2,3] | nie

W SML-u argumentem formalnym funkcji moze bwie tylko pojedyncza zmienna, ale
takze wzorzec. Podczas wywotania takiej funkcji najpierw argument faktyczny (ktéry jest
wartcscia) jest dopasowywany do wzorca, zmienne we wzorcu zostaja zwiazane z odpc
wiednimi wartcéciami i nastepnie obliczana jest watdunkcji. Dla przyktadu:

fun f (x,y) =x+y + 1

Podczas aplikacijf do argumentu (ktéry musi leypara, zeby kontrola typéw sie powiodta),
pierwszy element pary jest wiazany z nazwaa drugi — zy. Nastepnie obliczana jest
wartcst funkcji. Zatem w SML-u nie ma funkcji wielu zmiennych — kazda funkcja ma
jeden argument, ktéry moze bkrotka. Funkcja

fun fxy=x+y+1

tez jest funkcja jednej zmiennej — jej parametrem jestV wyniku dostarcza ona funk-
cje (jednej zmiennej), ktérej parametrem jgstktéra w wyniku dostarcza sume wasi
zmiennychx i y.

Niestety nie zawsze argument dopasowuje sie do wzorca. Dlatego zamiast jednej definic
mozemy mig€ ich szereg, oddzielonych znakaini

fun nazwa-funkcji wzorzec= wyrazenig
| nazwa-funkcji wzorzec= wyrazenie

| nazwa-funkcji wzorzgc= wyrazenig

9Napis[x/e] oznaczgodstawieniavyrazeniae w miejsce zmienney.
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Dla przykfadu:

fun len (x::xs) =1 + len xs
| len nil = 0

jest niezbyt efektywna, ale prosta funkcja wyznaczajaca &tugisty. Podczas obliczania
wyniku aplikaciji funkcji zdefiniowanej z uzyciem wielu wzorcéw do argumentu, system pré-
buje dopasowywaargument faktyczny do wzorcéw w kolef od pierwszego do ostat-
niego, wybiera pierwszy pasujacy i oblicza wybrana gataz definicji funkcji. Jezeli zaden
wzorzec nie dopasuje sie do argumentu, zostanie zgtoszona sytuacja wyjatkBvea-
menty definicji funkcji oddzielone znakanminazywa sie niekiediglauzulami(ang.clausg.

Funkcje nalezy definiowatak, by dla kazdej mozliwej warsgi istniat w definicji funkc;ji
co najmniej jeden wzorzec, do ktérego sie ta wartdopasuje. Méwimy wowczas, ze w
takiej definicji wzorce savyczerpujac€ang.exhaustive

Przestrzenie danych, ktére dopasowuja sie do r6znych wzorcow w jednej definicji mog:
czgsciowo na siebie ,zachod?, chct jest najbardziej elegancko, gdy wzorcergataczne
(ang.exclusivé. Nie powinno jednak by wzorcéw, ktore nigdy nie beda mialy szansy do-
pasowa sie do zadnej warfi, jak np. w ponizszym przyktadzie:

- fun f x = x

= | £0=1;
Warning: match redundant
X => ...
-—=> 0= ...

val £ = fn : int -> int

Pierwszy wzorzee dopasowuije sie do kazdej wastd (poniewaz jest pojedyncza zmienna),
zatem drugi wzorzec nigdy nie bedzie wykorzystany. O takim wzorcu méwimy, zegelst
miarowy(ang.redundant. Kompilator ostrzega przed takimi sytuacjami. Gdy wzorce nie sa
roztaczne, to ich kolejr&® moze b wazna (por. ostatni przykiad).

Wzorzec jestliniowy (ang.linear), jesli kazda zmienna wystgpuje w nim nie wiecej
niz raz. Wszystkie wzorce w SML-u muszatlniowe, dlatego np. ponizszy program jest
niepoprawny:

- fun f (x,x) = x
Error: duplicate variable in pattern(s): x

Jezeli pewnej zmiennej we wzorcu nie wykorzystujemy w ciele funkcji, zamiast identy-
fikatora mozna napigaznak podkrélenia_, tj. zmienna anonimowdang.wildcard), np. w
definicji funkcji
fun fst (x,_) = x

drugi element pary jest nieistotny (wiec go nawet nie nazwano) i nie jest wykorzystywany w
obliczeniach.

1cow naszym przypadku jest rwnoznaczne z przerwaniem dziatania programu. W rozdziale 6.4 opisujemy ja
reagowa& na takie sytuacje.
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2.8. Kilka prostych przyktadow

Uzywajac rekursji i dopasowania wzorca mozna w Standard ML-u bardzo fatwo progra-:
mowet funkcje przetwarzajace listy. Przyjrzyjmy sie kilku przyktadom. Funksjace po-

dwaja wart&t kazdego elementu listy (ktory jest liczba catkowita)tijice [X1, ..., Xn] =
[2%X1, ..., 2%Xp]:
fun twice (x::xs) = 2%x :: twice xs

| twice nil = nil

Mozemy ja zdefiniowa jeszcze zwigzlej uzywajac standardowej funkeip (opisanej na
stronie 8):

val twice = map (fn x => 2%*x)
Aby moc oblicz& sume wszystkich elementéw listy, wystarczy zdefiniofeakcje

fun sum (x::xs) = x + sum xs
| sum nil = O

Istotnie,sum[X1, ..., Xn] = X1+...+X,. Korzystajac ze standardowej funkefldl mozna
ja tez zdefiniowa nastepujaco:

val sum = foldl (fn (x,y) => x+y) O
a nawet jeszcze krocej:
val sum = foldl op+ O

(o stowie kluczowynop i operatorach w SML-u jest mowa w podrozdziale 3.9.1). Aby méc
sprawdza, czy dana lista ma parzysta diggowystarczy napi<a

fun evenlength (_::_::xs) = evenLength xs
| evenLength [_] = false
| evenLength [] = true

Rzeczywscie, lista pusta ma parzysta dhégplista jednoelementowa — nie, dtuzsza lista
ma parzysta diudit, jesli lista krétsza od niej o dwa elementy ma parzysta dégo

Czas na bardziej skomplikowany przyktad. Chcemy policaplot” dwu list, tj. liste na
przemian elementéw jednej i drugiej z podanych list:

splice[X1, ..., Xn][Y1, ..., Ym] =
[le yla X2: y27"‘axn9 Yn, Yn+l,~~-aym]a gdyn S m
[X17 yl; X23 y25-">Xn7 Yan+1,--~aXn]a gdyn >m

Odpowiedni program w SML-u ma posta

fun splice (x::xs) (y::ys) =x :: y :: splice xs ys
| splice nil ys = ys
| splice xs nil = xs



20 2.9. Wiecej informacji o wzorcach

Funkcje moga by parametrami innych funkcji. Dla przykladu standardowa funkcjp
mozna by zdefiniow@nastepujaco:

fun map f (x::xs) = f x :: map f xs
| map _ nil = nil

Na koniec zaprogramujemy algoryt@uicksortC.A.R. Hoare’a (zob. [6], str. 124—-131)
sortowania list liczb catkowitych (por. tez podrozdziat 18, w ktérym przedstawiono ogol-
niejsza i bardziej efektywna implementacje tego algorytmu w SML-u). Idea algorytmu jest
nastepujaca: wybieramy jeden element listy (np. jej gtowe) i nazywammediana Po-
zostate elementy listy dzielimy na dwie podlisty elementéw mniejszych i nie mniejszych
od mediany. Te dwie listy sortujemy rekurencyjnie i na koniec spinamy razem, wstawiajac
pomiedzy nie mediane:

fun gsort (x::xs) : int list =

let
fun split (small,big) (y::ys) =
if y<x
then split (y::small,big) ys
else split (small,y::big) ys
| split (small,big) nil = gsort small @ [x] @ gsort big
in

split (nil,nil) xs
end
| gsort nil = nil

2.9. Wiecej informacji o wzorcach

Szczegolnie ciekawe sa wzorce zawierajace rekordy, np. funkcja
fun f {re=x,im=y} = x

bierze jako argument dwupolowy rekord, dopasowuje go do wzfireax , im=y} zawiera-
jacego zmienne orazy, na skutek czego zmienmazostaje zwiazana z waioia polare
rekordu fe nie jest zmienna — jest etykieta pola rekordu, a wiecscikonstruktora), a
y — z wartdcia polaim i na koniec zostaje obliczona wastofunkcji. Poniewaz etykiety
pol rekordéw i zmienne naleza do roztacznych klas, mozna do ich nazywania &ikyeta
samych identyfikatoréw:

fun f {re=re,im=im} = re

jest réwniez poprawna wersja funkcji z poprzedniego przyktadu. Wzorce takiej postaci moz
na skraca, opuszczajac znak rowga i zmienne. Wowczas etykiety rekordu sa jednocze-
§nie nazwami zmiennych:

fun f {re,im} = re
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Jezeli w danej gatezi nie korzystamy z watopewnych pél rekordu, mozemy je pomina
piszac. . ., np.
fun f {re=0.0,im} = im

| £ {re,...} = re

Wzorzec zawierajacy wielokropek, to tzelastyczny wzorzec rekorddompilator musi
miec jednak mozliw&t ustalenia typu wzorca, dlatego ponizsza deklaracja jest niepoprawna

- fun f {re,...} = re;
Error: unresolved flex record in let pattern
type: {re:’Y, ’...Z}

Mozna temu zaradzinp. jawnie podajac typ argumentu (o typach méwimy w podroz-
dziale 9.1):

- fun f ({re,...} : {re:real,im:real}) = re;
val f = fn : {im:real, re:real} -> real

Jezeli wart6¢t M dopasowuje sie do wzorcR, wéwczas za zmienne w tym wzorcu
sa podstawiane odpowiednie ,fragmenty” wédoM. J&li wzorzecP nie jest pojedyncza
zmienna, wéwczas hie ma zmiennej, z ktéra zwiazana bylaby cataavavtoJesli jednak
np. w tresci funkcji potrzebujemy war&ei catlego argumentu, musimy go ,,odbud@iva
czgsci, np.:

fun f (x::xs8) = x + length (x::xs)
| £ nil =0

Zmuszamy w ten sposéb komputer do wykonania niepotrzebnej pracy. Dlatego w SML-L
dowolny wzorzed® mozemy zastapiwzorcem postaci as P, gdziex jest zmienna. Wow-
czas po dopasowaniu wasiti M do wzorcaP, zostanie ona zwiazana z identyfikatorem

z ktérego mozna nastepnie korzyistap.

fun £ (1 as x::_) = x + length 1
| £ nil =0

Wzorce ze stowemas mozna dowolnie zagtehbiaw innych wzorcach. Ich uzyteczso
najlepiej pokaza na kilku przyktadach:

1 as _::_ znaczy niemal to samo, co pojedyncza zmiehyae dopa-
suje sie jedynie do listy niepustej;
x1::(xs as x2::_) | dopasowuje sie do listy co najmniej dwuelementows;,
— do pierwszego elementu2 — do drugiego, &s — do
ogona calej listy (zawierajacega jako gtowe);

p as (x,y) p dopasuje sie do cafej pary,— do pierwszego jej ele
mentu,y — do drugiego;
1 as nil mato uzyteczny, dopasuje sie tylko do listy pustej i wéwczas

1 zostanie zwiazany z lista pusta.
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Wzorce moga pojawiasie takze w abstrakcji funkcyjnej, np.
fn (0,0) => 1 | (_,y) =>y
w nadaniu nazwy (tu moze bytylko jeden wzorzec i nie moze byvielu gatezi), np.

val (x,_)

= (1,2)
val (y::ys) =

[1,2,3]

gdziex i y otrzymuja wart&t 1, ays jest zwiazany z listd2, 3], oraz w specjalnym wyra-
zeniu, zwanynwyrazenientase 0 nastepujacej sktadni:

case wartosct of
wzorzeg => wyrazenig |
wzorzeg => wyrazenie |

wzorzeg =-> wyrazenig
np.
fn x => (case x of nil => true | _ => false)
Ostatnie wyrazenie jest rGwnowazne
fn nil => true | _ => false

Poniewaz wyrazeniease nie kahczy sie (niestety!) stowem kluczowyand, w grama-
tyce SML-a przyjeto, zease ma wyzszy priorytet nixn, zatem np.:

fn x => case xt1 of 0 => 1 | y =>y

znaczy

fn x => (case x+1 of 0 => 1 | y => y)

Inny rozbiér gramatyczny mozna wymasiawiasami:
fn x => (case x+t1 of 0 => 1) | y =>y

(zwrécmy uwage, ze jest to inna funkcja). Opuszczenie nawias6w w ponizszym przyktadzie
spowoduje btad sktadniowy, poniewaz kompilator ,$hY; ze druga linijka jest kontynuacja
wyrazeniacase:

fun f (y::_) = (case yof 0 =>1 |y =>y)
| £ nil =0

Mozna je op§cic, gdy zmienimy kolejngt wzorcéw:

fun f nil = 0
| £ (y::) =caseyof 0=>11]y=>y
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2.10. Podsumowanie

1. Predefiniowane typy proste, tat, word, real, unit, char i string.

2. Operatorem zmiany znaku jest nie-.

3. Scista typizacjavyklucza mozliw@ mieszania wari réznych typéw w jednym

10.

wyrazeniu. Nalezy uzywajawnych funkcji konwersji nawet miedzy danymi typow
int i real.

. Podstawowe operatory, takie jaknoga by uzywane do danych r6znych typéw (sa

przeciazone).

. Rekordyi krotkito kolekcje ustalonej liczby elementow dowolnychglgoze réznych

typow. Listy to kolekcje dowolnej liczby elementéw tego samego typu.

. Funkcje standardowe sa dostepne w bibliotekach, odwotujemy sie do nich podaja

nazwe struktury, w ktérej sa zdefiniowane, Mpth.sin.

. Funkcje sa takimi samymi wa&ciami, jak wart&ci typow prostych. Mozemy two-

rzy¢ nowe funkcje uzywajac abstrakcji funkcyjrgj - - - =>- - ..

. Wartgsci mozna nazywauzywajac deklaracjiral i odwotywat sie do nich przez

podanie ich nazwy.

. Zasieg deklaracji pomocniczych nalezy ogranicaaywajac deklaracjiocal i wy-

razenialet.

W SML-u do analizowania danych powszechnie uzywa sig wzorcow. Najlepiej, gdy
wzorce wzajemnie sie wykluczaja i razem wyczerpuja wszystkie moativo

2.11. Zadania

Zadanie 2.1. Ponizej opisano nieformalnie kilka funkcji przetwarzajacych listy. Zaprogra-
muj je w SML-u. Warté&ci niektérych z nich nie sa olgne dla wszystkich mozliwych
danych. W SML-u do obstugi takich sytuacji uzywa sigjatkéw(por. rozdziat 6.4). Jdi

nie umiesz sie jeszcze postugivayjatkami, zdefiniuj podane funkcje uzywajac wzorcow,
ktére nie sa wyczerpujace. Wowczas system SML-a sam zerwie obliczeslide jinkcje
zostana zaaplikowane do danych, dla ktérych nie zostaly zdefiniowane.

1. hd[X1,..., Xn] = X1;
2. t1[X1, ..., %] =[X2, ..., Xnl;
3. null, dostarczajaca wardci true, gdy jej argument jest lista pustgalse w prze-

ciwnym razie;

4. last[X1,...,Xn] = Xn;

5. member X [Xi, ..., Xn], dostarczajaca wargci true gdy istniejei = 1,...,n, takie

zex = X; i false w przeciwnym przypadku;
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6. exists p [Xq,..., Xn], dostarczajaca warkci true, gdy istniejei = 1, ..., n, takie
ze p X, ma wart®t true i false W przeciwnym razie;
7. forall p [Xi,..., Xn], dostarczajaca warkgi true, gdy p X ma wart& true dla
kazdegd = 1,...,ni false w przeciwnym razie;
8. find p [X1, ..., Xn] = X, gdziei jest najmniejszym indeksem, dla ktéregos ma
wartcst true;
9. removeOne P [X1,...,%Xn] = [X1, ..., Xiy, Xi+1, - - -» Xn], 9dziei jest najmniejszym
indeksem, dla ktéregp X ma wart&t true;
10. prefix p [X1,...,Xn] = [X1, ..., Xi—1], gdziei jest najmniejszym indeksem, dla
ktéregop x ma wart®t true;
11. suffix p [X1,...,Xn] = [Xi+1, ..., %Xn], gdziei jest najmniejszym indeksem, dla
ktéregop x ma wart&t true;
12. filter p[X,..., Xn], dostarczajaca listy tych elementéwspdbsrédxs, . .., Xn, dla
ktérych p x; ma wart&e true;
13. remove p [X1, ..., Xn], dostarczajaca listy tych elementéywspdsrodxy, . . ., Xn, dla
ktorych p x, ma wart&e false;
14. max[X1, ..., Xn] = X;, jeSli x; jest najwiekszym elementem né&die (liczb catkowi-
tych) [Xq, ..., Xn];
15 le ([X].’ B Xn], [YL R Yn]) = [(Xla y1)> ) (Xn, YH)]-
16. unzip [(X1, Y1), ..., (Xn, Yn)] = ([X1, ..., Xn], [Y1, - -, YnD);
17. take K [X1, ..., Xn] = [X1, ..., Xi], gdziei = min(max(k, 0), n);
18. drop K [X1, ..., Xn] = [Xi+1, - - -, Xn], gdziei = min(max(k, 0), n);
19. flatten[X1,..., Xn] = X10@...@Xp;
20. fromTo(m,n) =[m,m+1,...,n];
21. genlist fn=[f1,f2,..., fnl;
22. nthi [X1,..., Xn] = X;;
23. nthTaili [X1,..., Xn] = [Xi+1, - - -5 Xn]);
24, spliti [X1, ..., Xn] = (X1, -+ s Xil, Xie1, - -+ > Xn]);
25. rmDupl usuwajaca z listy duplikaty, tj. wszystkie wystapienia kazdego elementu poza

26.

jego pierwszyn wystapieniem;
prod wyznaczajaca produkt dwu list, j. liste wszystkich par elementéw obu list:

prod ([X1, ..., Xml, [Y1,.--»¥n]) = [ (X1, Y1), ..., (X1, ¥n),
(X29 yl)a ceey (X2: Yn),

(Xma yl)a . s (Xma Yn) ]
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Zadanie 2.2. Zaprogramuj funkcjegorall, filter, remove | flatten z zadania 2.1 uzy-
wajac standardowych funkcfio1ldl i foldr i nie uzywajac jawnie rekursji i dopasowania
wzorca. Innymi stowy, wyraz podane funkcje za pomoca funkejidl i foldr. Z powo-
dow, ktore sa wyjanione w podrozdziale 11 funkcfa1d1l jest bardziej efektywna niz funk-
cjafoldr. Tam, gdzie to mozliwe, staraj sie wiec uzyamMankcji foldl.

Zadanie 2.3. Podlistalisty | = [Xq, ..., Xn] nazywamy listgx 11, ..., Xj]Jdla0 <i < j <
n. Podciagiemlisty | nazywamy listgxi,, ..., X ], gdziel < iy < ... <ix < n, k > 0.
Permutacjdisty | nazywamy listgx; (1), ..., X;(m], gdzies : {1,...,n} = {1,...,n} jest
dowolna bijekcja. Napisz funkcjeublist, subseq i perm wyznaczajace listy wszystkich
podlist, podciagéw i permutacji swoich argumentéw. Kol&mnpodlist (podciagéw, permu-
tacji) na liscie wynikowej jest nieistotna.

Zadanie 2.4. Aby méc przetwarzaliczby wigksze niz najwieksza z liczb typmt (zwykle
231_1) nieujemne liczby catkowite reprezentujemy jako listy liczb catkowitych z przedziatu
0+ 9, poczynajac od najmniej znaczacej, np. liczbe 146578934578343 reprezentujemy jak

(3,4,3,8,7,5,4,3,9,8,7,5,6,4,1]

Zaprogramuj algorytmy dodawania i mnozenia liczb w tej reprezentacji. Zaprogramuj funk-
cje palindrom, ktéra dla zadanej liczby (w tej reprezentacji) wykonuje nastepujaca czyn-
nost: dodaje do niej liczbe otrzymana przez wypisanie cyfr w odwrotnej kosejndo-

poty, dopdki wynik nie jest palindromem (przeczytany wprost i wspak daje te sama liczbe)
np. dla liczby59 mamy:59 + 95 = 154, 154+ 451 = 605 605+ 506 = 1111, zatem
palindrom 59 = 1111. Jaka jest najwieksza wadbfunkcji palindrom dla dwucyfro-
wego argumentu? Jaka jest watopalindrom 196 (obliczenia mozna przengaklawi-
szemctrl-C). Zaprogramuj funkcje, ktéra wypisze do standardowego strumieniscioy|
wego tadnie sformatowana tabelke w&kbfunkcji palindrom dla liczb z podanego prze-
dzialu.

Zadanie 2.5. Rozwiaz poprzednie zadanie w Pascalu lub C.

Zadanie 2.6. Zaprogramuj funkcjesearch p s obliczajaca, ile razy napip wystepuje
(wystapienia moga sie cgeiowo naktada) w napisies, np.

search "aba" "baabaababa" = 3






Rozdziat 3

Skiadnia jezykow programowania

3.1. Elementy teorii jezykéw formalnych

3.1.1. Symbole, stowa i jezyki

Skahczony niepusty zbi6E nazywamyalfabetema jego elementiiteramilub symbolami
Alfabet jestunarny, jesli zawiera tylko jedna litergginarny, jesli zawiera dwie litery. Skiv-
czony ciag liter (alfabet®) nazywamystowem(nad alfabetenk). Zapisuw oznacza stowo
(zwanekonkatenacjastéw u i w) powstate przez wypisanie wszystkich liter stowaa na-
stepnie wszystkich liter stowa. Ciag dtug&ci 0 nazywamystowem pustymoznaczamy:.
Formalnie zbi6rz* stéw nad alfabetenz definiujemy indukcyjnie:

20 = {e)
sk = (walwe =K aex)
o0
DL Uzk
k=0
o0
o= Y=k
k=1

Zbiér =T zawiera wszystkismiepustestowa. Jezykiem(nad alfabetemz) nazywamy do-
wolny podzbidr zbioruz *.

3.1.2. Gramatyki formalne

Gramatyki formalne wprowadzili Noam Chomsky i John Backus w latach 1956-58.
Gramatyka formalndgramatyka generacyjdanazywamy czworké& = (X, V, S, P),

gdzieX i V sa dwoma roztacznymi alfabetan® (Y V = #), X jest zwany alfabeterter-

minalnym V z& — nieterminalnym S jest wyr6znionym symbolem nieterminalnym, zwa-
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nym symbolem startowynzas P jest skaiczonym zbiorenprodukciji tj. par stéwu, w €
(X UV)* zapisywanych w postaci — w, gdzie stowau zawiera co najmniej jeden symbol
nieterminalny. Stowo nad alfabetem terminalnimazywamystowem terminalnymrSym-
bole nieterminalne bywaja tez nazywasyanbolami pomocniczyrhib kategoriami grama-
tycznymi

Na zbiorze stéw nad alfabetemU V wprowadzamy binarna relacje g, zwana relacja
wyprowadzenia w jednym krolalbo relacja bezposredniego wyprowadzezagramatyki
G):

UXw =g Uyw e X—>Yy)eP; uw,Xx,ye(ZUV)*

Relacjawyprowadzenia> g jest zwrotnym i przechodnim domknieciem relacji bezeai-
niego wyprowadzenia, tj. jest najmniejsza zwrotna i przechodnia relacja binarna na stowac
ze zbioru(X U V)* zawierajaca relacjesg.

Wyprowadzeniem stowa ze stowau w gramatyces nazywamy ciag stdwiy, ..., U, €
(X UV)*, taki zeugp = u, up = w, orazuj_1 =¢ U dlai = 1,..., n. Wyprowadzeniem
stowaw z gramatykiG nazywamy jego wyprowadzenie z symbolu startow&dej grama-
tyki.

Jezykgenerowany przez gramatyf& oznaczanmg(G), jest zbiorem stéw terminalnych
wyprowadzalnych z symbolu startowe§o

£G) = {weZ*|SSgw)

3.1.3. Hierarchia Chomsky’ego

W5rdd gramatyk formalnych Chomsky wyrdznit pewne klasy naktadajac naqpostdukcji
gramatyki dodatkowe warunki:

Gramatyki struktur frazowych (typu 0): nie nakfada sie zadnych warunkéw na posta
gramatyki. Jéli dla danego jezyka istnieje gramatyka struktur frazowych, ktéra go gene-
ruje, jezyk ten nazywa sigekurencyjnie przeliczalnynWszystkich jezykéw (wszystkich
podzbioréw £*) jest kontinuum, gramatyk &aprzeliczalnie wiele. Istnieja zatem jezyki,
ktore nie sa rekurencyjnie przeliczalne.

Gramatyki kontekstowe (typu 1): kazda produkcja ma posta
UAw — uxw, gdzieu,x,w e (ZUV)*, AeV,orazx £¢

Zauwazmy, ze zaden jezyk generowany przez taka gramatyke nie zawieratby stowa pustec
Dlatego dopuszczamy dodatkowo jeden wyjatek: gramatyka moze zavpierdukcije

S—> ¢
ale wowczasS nie moze wystai po prawej stronie zadnej produkcji tej gramatykislde

dla danego jezyka istnieje gramatyka kontekstowa, ktéra go generuje, jezyk ten nazywa s
jezykiem kontekstowym
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Gramatyki bezkontekstowe (typu 2): kazda produkcja gramatyki ma posta
A— X, gdzieAeV,z&dxe (ZUV)*

Jesli dla danego jezyka istnieje gramatyka bezkontekstowa, ktéra go generuje, jezyk te
nazywa sigezykiem bezkontekstowym

Gramatyki regularne (typu 3): kazda produkcja gramatyki ma posta
A— xBlub A— x, gdzieA,BeV,z&dxel*

Jesli dla danego jezyka istnieje gramatyka regularna, ktéra go generuje, jezyk ten nazyw
sigjezykiem regularnym

Okazuije sig, ze hierarchia powyzsza jssile zstepujaca, tzn. kazdy jezyk typu 1
jesttez jezykiem typu. Dla kazdego istnieja jednak jezyki, ktére sa typulecz nie sa typu
i + 1. Przykiady takich jezykdw zawieraja zadania 3.3 i 3.4. Dowody wspomnianych wyzej
faktow wykraczaja jednak poza ramy naszych rozwiaxiliecej o jezykach i gramatykach
mozna przeczytaw ksiazce [73].

3.1.4. Gramatyki bezkontekstowe

Produkcjau Aw — uxw gramatyki kontekstowej méwi, ze symbol nieterminakiynozna
przepis& do stowax, ale pod warunkiem, zA wystepuje w odpowiednim kontégie, tj. jest
otoczone stowamu i w. W gramatykach bezkontekstowych kazda produkcja ma posta
A — x. Zatem produkcje gramatyki bezkontekstowej nie uwzgledniaja kontekstu (stad na
zwa). Jest to, jak powiedziéliny wyzej, istotne ograniczenie: istnieja jezyki kontekstowe,
ktére nie sa bezkontekstowe. Wiek&zgezykodw, zarbwno komputerowych, jak i natural-
nych, nie jest bezkontekstowa.

Przyktad 3.1. Jezyk C nie jest bezkontekstowy. Istotnie, w jezyku C wymaga sig, by w tym
samym zasiegu hazw nie wystepowaty dwie deklaracje tej samej zmiennej z réznymi typam
np. program

void main (void) {
int x;
char x;
return 0O;

}
jest btedny. Powyzsza wiassonie jest wyrazalna w gramatyce bezkontekstowej.

Podejmowano préby stosowania gramatyk uwzgledniajacych kontekst do opisu jezykéw
programowania. Np. van Wijngaarden opracowat tzw. gramatyki dwupoziomowe (zob. [39])
ktore uzyto do opisu jezyka Algol 68, jednak opis ten byt catkowicie nieczytelny (zob. [98]).
Ponadto zbyt ogolne gramatyki, np. gramatyki struktur frazowych bez naktadania na nit
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Rysunek 3.1. Dwa przyktadowe drzewa wyprowadzenia stbvger0-1 z gramatykiG opi-
sanej rownaniem 3.1

dodatkowych warunkéw lub gramatyki dwupoziomowe sa niepraktyczne réwniez z tego po
wodu, ze nie istnieje dla nich algorytm sprawdzajacy, czy podane stowo nalezy do jezyk
opisanego gramatyka, czy tez nie (ten problem méstozstrzygalny Jezeli stowo istotnie
nalezy do jezyka, to mozna jedynie to potwiedZilie sposob jednak wyszukiwdotedow
sktadniowych, tj. bada czy dane stowmie nalezydo jezyka. Dlatego do opisu jezykow
programowania wybrano rozwiazaniegpoednie: buduje sie gramatyke bezkontekstowa opi-
sujaca jezyk bedacy nadzbiorem opisywanego jezyka programowania, a nastepnie formuh
sie dodatkowe warunki, jakie musi speltistowo, by do opisywanego jezyka naléze

3.1.5. Drzewa wyprowadzenia

Drzewem wyprowadzeni@ozbioru) stowau € X* w gramatyce bezkontekstow§ =
(%,V, S, P)nazywamy drzewo o wierzchotkach wewnetrznych etykietowanych symbolami
nieterminalnymi i Isciach etykietowanych symbolami terminalnymi lub symbolerité-

rego korzé& ma etykieteS, w ktorym dla kazdego wierzchotka wewnetrzneglijX jest

jego etykieta, zaay, ..., ax € X UV — etykietami jego potomkéw w kolejrszi od lewego

do prawego, to istnieje W? produkcjaX — aj - - - ak, oraz takie, ze etykietydci wypisane

od lewej do prawej tworza stowe.

Dwa przyktadowe drzewa wyprowadzenia stowa®-0-1 z gramatyki

G = ({o,1,-},{E},E,{E—> E-E,E—> 0,E — 1}) (3.1)

sa przedstawione na rysunku 3.1.

3.1.6. Jednoznaczn&t gramatyk

Gramatyka bezkontekstowa jgstinoznaczngjesli dla kazdego stowa z jezyka przez nia
generowanedo istnieje doktadnie jedno drzewo wyprowadzenia tego stowa. W przeciwnyr
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Rysunek 3.2. Abstrakcyjne drzewa rozbioru wyrazg-0)-(0-1), 1-(0-(0-1)) oraz
3% (12+x) +y

razie gramatyka jestiejednoznaczna

Gramatyka opisana réwnaniem 3.1 jest niejednoznaczna. Poniewaz znaczenie stow ¢
finiuje sie w oparciu o ich sktadnig, niejednoznacangramatyki moze prowadzido nie-
mozndci ustalenia sensu podanego stowaliJe ostatnim przyktadzi® i 1 bedziemy in-
terpretow& jako liczby naturalne, Z- jako odejmowanie, to wyrazenie z ostatniego przy-
ktadu zinterpretowane zgodnie z podanymi drzewami rozbioru ma $zaaibo 2 albo 0.
Dla niejednoznacznych gramatyk nalezy ustaktére z drzew rozbioru ma byuzyte do
zdefiniowania znaczenia danego stowa.

Uwagi. Istnieja jezyki bezkontekstowe, ktérych nie da sie opigginoznaczna gramatyka bezkontekstowa. Taki
problem wystepuje rowniez w przypadku jezykéw naturalnych, ktére sa niejednoznaczne w podobnym sensit
Zdanie ,Jean fait manger les enfaritf7] ma dwa znaczenia, zaleznie od tego, ¢zy enfantgest dopetnieniem
blizszym, czy dalszym (tj. czy dzieci jadly, czy byly jedzone). Tekst z tabliczki umieszczanej we wroctawskich
tramwajach o tréci ,Motorniczy prowadzi sprzedaz biletéw w dni wolne od pracy za odliczona gdtdm&keo
najmniej trzy r6zne drzewa rozbioru, ktérym odpowiadaja trzy r6zne znaczenia (w dni powszednie wydaje reszts
czy nie sprzedaje biletéw w ogdle, a moze ma fiziIny za odliczona gotéwke?) Autor skryptu zastanawia sie
tez, jakie umiejetnsci mozna zdohy podczas Kursu nurkowania w mitej atmosferzeeklamowanego na jednym

z wroctawskich basenéw ptywackich.

3.2. Operatory i wyrazenia

Podstawowa konstrukcja sktadniowa wigkszigezyk6w programowania seyrazenia Sta-
te i zmiennesawyrazeniami atomowymbDo budowania bardziej skomplikowanych wyraze
stuzaoperatory Z kazdym operatorem jest zwiazana jegmos¢ tj. liczba argumentow.
Operatory jednoargumentowe nazywamarnymj dwuargumentowe &binarnymi Wy-
razeniemjest:

e Wyrazenie atomowe,

e para ztozona z operatoraio arnégcin > 0 i ciagun wyrazeh, zwanych jeg@argu-
mentamj operatorf nazywamyoperatorem gtéwnym tym wyrazeniu.
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Abstrakcyjne drzewo rozbiomyrazenia, to drzewo o wierzchotkach wewnetrznych etykie-
towanych operatorami idciach etykietowanych wyrazeniami atomowymi, przy czym wierz-
chotek etykietowany operatorem o agwon man potomkoéw. Rysunek 3.2 na poprzedniej
stronie przedstawia abstrakcyjne drzewa rozbioru trzech przyktadowych vyraze

3.2.1. Sktadnia wyrazeé

Wyrazenia zapisuje sie zwykle w nastepujacy sposdb. Do reprezentowania statych uzywa ¢
literatéw, tj. specjalnych napiséw reprezentujacych state. Niekiedy wiele literatéw oznacza
ta sama stala, np. SML-owe lieratp, 010 i Oxa 0znaczaja ta sama stata catkowita Do
reprezentowania zmiennych uzywa elentyfikatoréwUstalone napisy reprezentuja opera-
tory. Wyrazenie ztozone z operatora o &oin i ciagun wyrazeéh mozna zapisaw notacji:

prefiksowej (przedrostkowej): wypisujac najpierw operator, nastepnie wszystkie jego ar-
gumenty. Mozna (lecz nie jest to konieczne) odddiedegumenty przecinkami i ujmowa

je w nawiasy (zapewnia to jednoznacgoav sytuaciji, gdy operator moze ngiemienna
liczbe argumentow). Wyrazenie z rysunku 3.2 na poprzedniej stronie zapiszemy w postal
prefiksowej jako:

+*x 3+ 12 xy
Z dodanymi przecinkami i nawiasami wyglada ciut czytelniej:
+(x(3,+(12,x)),y)

Notacji prefiksowej uzywa sie powszechnie w jezykach programowania np. przy wywoty-
waniu funkcji. Notacja ta bywa nazywanatacja polskgponiewaz wymslit ja polski logik

Jan tukasiewicz. Jej zaleta jest mozlsemieuzywania nawiaséw przy zachowaniu jedno-
znaczn@ci wyrazenia, dlatego bywa tez nazywanwacja beznawiasowa

postfiksowej (przyrostkowej): podobnej do prefiksowej, przy czym operator wypisuje sie
po, a nie przed argumentami. Wyrazenie z rysunku 3.2 na poprzedniej stronie zapiszemy
postaci postfiksowej jako

312 x + xy +

Notacja ta bywa nazywanadwrotna notacja polskavia te same zalety, co notacja prefik-
sowa, ponadto istnieje prosty algorytm obliczania westavyrazé zapisanych w tej notacji.
Zauwazmy ze wyrazenie w notacji postfiksowég jest wyrazeniem w notacji prefiksowej
zapisanym od tytu.

infiksowej (wrostkowej): (dotyczy jedynie operatoréw binarnych) w ktérej operator zapi-
suje sie pomiedzy jego argumentami. Przyktadem jest wyrazanie2+x)+y. Wada tej
notacji jest niejednoznacz&o(np. czy7-5-4 0znacza(7-5) -4 i ma wéwczas wartst -2,

czy tez7-(5-4) i ma wéwczas wartst 6) i zwiazana z tym konieczrgd uzywania nawia-
SOw.
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miksfiksowej (mieszanej): nazwa operatora jest podzielona na kilkaszzgiego argumen-
ty sa wypisywane pomiedzy nimi. Przyktadem jeperator warunkowyv jezyku C postaci
b?x:yiSML-upostaciif b then X elsey.

Nalezy odrézrit wyrazenia (reprezentowane przez ich abstrakcyjne drzewa rozbioru) oc
ich zapisu. To samo wyrazenie mozetlaapisane w postaci np. postfiksowej lub infiksowej.
W postaci infiksowej moze tez byapisane na wiele sposobow, np. z uzyciem wiekszej lub
mniejszej liczby nawiaséw. W praktyce uzywa sie czesto kilku konwencji zapisu jednocze:
Snie, np. operatory, * itp. sa zapisywane infiksowo, inne operatory (w tym definiowane
przez uzytkownika) — prefiksowo.

3.2.2. Operatory infiksowe

Wyrazenie posta@ ® e ®e3, gdzied i ® sa operatorami binarnymi zapisanymi infiksowo,
nie jest jednoznaczne, tj. nie wiadomo, czy oznaEgab €) ® €3, czy teze; & (&2 ® €3).

Aby nad& sens takim wyrazeniom wprowadza sie dodatkowe reguty ich rozbioru. Z kazdym
operatorem zwiazujemy liczbe naturalna, zwana jggorytetem oraz ustalamy jegtaczli-
wosc(kierunek wiazanip tj. ustalamy, czyaczy w lewow prawg czy mozenie jest taczny

w ogéle. Mowimy, ze operator wyzszyn{wiekszym) prioryteciaviaze silniej Algorytm
L2odtwarzania” nawiasOw w wyrazeniu jest nastepujacy: zaczynamy od operatoréw o naj
wyzszym priorytecie, jgli wiaza w lewo, to od lewej strony wyrazeniasjiew prawo, to od
prawej. Znajdujemy najmniejsze poprawnie zbudowane wyrazenie zawierajace dany oper
tor i ujmujemy je w nawiasy (,wiazemy” jego argumenty). Nastepnie powtarzamy c&nno
dla operatoréw o coraz nizszych priorytetach. Nglijeperator® ma priorytet 3 i faczy w
prawo, z& ® ma priorytet 17 i taczy w lewo, to w wyrazenlgh 26348 5@6 zaczynamy od
operatorag od lewej strony1$ 26 (304) @566, nastepnid®29 ((304)®5)®6, potem dla
operatorap od strony prawejl®2® (((3®4) ®5)®6), na kaculd (28 (((394)R5)®6)).
Powyzsze reguly nie gwarantuja jednozna&me przypadku, gdy w wyrazeng) Ge>Qe3
operatory® i ® maja ten sam priorytet, przy czym wiaze w lewo, z& ® w prawo (lub
odwrotnie). Mozna temu zaradzalbo zabraniajac nadawania tego samego priorytetu ope-
ratorom wiazacym w r6znych kierunkach (np. zadajac, by priorytety operatorow wiazacyct
w lewo byly nieparzyste, Zawiazacych w prawo — parzyste), lub zaktadajac, ze w takim
przypadku wszystkie operatory wiaza np. w lewo. Dla niektorych operatoréw mozemy przy-
jat, ze w ogole nie sa taczne. Wowczas dwa takie operatory nie moga viystagdnym
wyrazeniu nie rozdzielone jawnie napisanymi nawiasami.

3.2.3. Opis wyrazé za pomoca gramatyki bezkontekstowej

Niech A bedzie symbolem nieterminalnym opisujacym (pewne) wyrazenia atomo&e, za
{®1, ..., ®n} zbiorem operatoréw binarnych o ustalonych priorytetach i kierunkach tacz-
nosci. Chcemy opigaza pomoca gramatyki bezkontekstowej jezyk wyrazbudowanych

z wyrazéh atomowych, wymienionych operatoréw binarnych i nawiaséw. Nastgpujace pro-
dukcje dla symbolu nieterminalnei® (wyrazenia) tworza najprostsza gramatyke opisujaca
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taki zbior wyrazaé:
w —» A wyrazenie atomowe jest wyrazeniem

W - (W) wyrazenie ujete w nawiasy jest wyrazeniem

W - WeolW

: dwa wyrazenia rozdzielone operatorem binarnym sa wyrazeniem

W - W Dn W

Taka gramatyka jest niejednoznaczna. Chcidliby na podstawie drzewa wyprowadzenia
danego wyrazenia méc zbudavieego abstrakcyjne drzewo rozbioru. Dla przyktadu chcie-
libysmy, aby drzewom wyprowadzenia z rysunku 3.1 na stronie 30 odpowiadaty dwa pierw
sze abstrakcyjne drzewa rozbioru przedstawione na rysunku 3.2 na stronie 31. Aby zapewr
jednoznaczngt, gramatyke musimy nieco skompliko@vaNiech priorytety operatoréw beda
liczbami z przedziaid, ..., k. Zamiast jednego symbolu nieterminalnego bedzie ich teraz
k+ 1. SymbolW; bedzie symbolem startowym naszej gramatyMi, 1 zas bedzie opisywat
jezyk ztozony z wyraze atomowych i wyraze ujetych w nawiasy:

Wk — A
Wik = (W)
Jezyk wyprowadzony z symboly; bedzie zawierat wyrazenia atomowe, dowolne wyraze-
nia ujete w nawiasy i te sjo0d wyrazé ztozonych, w ktorych operator gtéwny ma priorytet
co najmnieji. Dodajemy wiec dla kazdego operat@apriorytetu j po jednej produkcii:
Wi — W @i Wjy1, 0dy®i wiaze w lewo lub
Wi — W16 W, gdy®; wiaze w prawo
nadtok produkcji postaci
Wi = W, daj=1,...,k
Powyzszy zbiér produkcji zadaje jednoznaczna (z wyjatkiem przypadku, gdy istnieja dwe

operatory o tym samym priorytecie i roznych kierunkach taézrjaggramatyke z symbolem
startowymW; opisujaca wyrazenia (por. zadanie 3.9).

Przyktad 3.2. Wyrazenia ztozone z czterech podstawowych daialytmetycznych, w kto-
rych priorytety i faczné&t operatoréw sa takie, jak przyjeto w matematyce, opisujemy naste-
pujacym zbiorem produkcji

W3 - A

Wz — (W)

W2 4 W3

W2 4 Wz X W3
W — Wo / Wz
W, -»> W

Wi - Wi +W,
W]_ e Wl — W2
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3.3. Notacje uzywane do opisu jezykdéw programowania

3.3.1. Notacja BNF

Notacja matematyczna nie jest wygodna do zapisu gramatyk jezykow programowania. Dl
tego okoto roku 1958 John Backus wprowadzit specjalna notacje, zmodyfikowana rok p6z
niej przez Petera Naura (redaktora definicji jezyka Algol 60 [124], w ktorej ta notacja zo-
stala po raz pierwszy uzyta). Od nazwisk autoréw notacja nazywa sie BNF (Backus-Nau
Form). Symbole nieterminalne zapisujemy w niej uzywajac nawiaséw katowy¢hpo-
miedzy ktorymi mozemy wpig€adowolny ciag znakéw réznych od nawiaséw katowych.
Co prawda uzywanie pojedynczych liter na oznaczenie symboli nieterminalnych w notacj
matematycznej jest bardziej zwiezte, jednak w gramatyce opisujacej jezyk programowani
wystepuje kilkadziesiat symboli nieterminalnych. Diuzsze nazwy utatwiaja zrozumienie gra-
matyki. Symbole terminalne zapisujemy w takiej postaci, w jakiej wystepuja w opisywanym
jezyku. Zamiast symboles piszemy::= (w latach 60-tych uzywano powszechnie maszyn
do pisania i nie mozna byto fatwo wydrukotvatrzatki). Dodatkowym udogodnieniem no-
tacji BNF w stosunku do notacji matematycznej jest mozdviaczenia wielu produkcji,
zawierajacych po lewej stronie ten sam symbol nieterminalny za pomoca synjhdhla,
przykfadu gramatyke z rysunku 3.1 na stronie 30 zapiszemy w notacji BNF nastepujaco:

(wyrazenie¢ = 0] 1| (wyrazeni¢ - (wyrazeni¢

z&6 liczby z opcjonalna kropka dziesietna opiszemy tak:

(cyfra) == 0]1]2]3|4|5|6]7]|8]9
(ciag cyfny = (cyfra) | (ciag cyfn(cyfra)
(znak = +|-| (puste
(puste =
(liczba) ::= (znak(ciag cyfn | (znak(ciag cyft . (ciag cyfn

3.3.2. Notacja z opisu jezyka C

Rozszerza i wariantéw notacji BNF jest bardzo wiele. Praktycznie kazdy autor opisu jezyka
programowania uzywa wiasnej notacji, mniej lub bardziej zblizonej do oryginalnej BNF. Na
przyktad autorzy definicji jezyka C uzyli w ksiazkach [82, 83] nastepujacej notacji. Sym-
bole nieterminalne zapisuje sieirsywa Jeli skltadaja sie z kilku stoéw, pisze sie miedzy
nimi tacznik. Symbole terminalne pisze gi¢smem maszynowym (Iub pismem bezszeryfo-
wym). Zamiast ;=" pisze sig ,;". Wariantéw nie oddziela sig kreska pionowa, tylko pisze
w kolejnych wierszach. & warianty sa pojedynczymi symbolami lub krétkimi napisami,
po dwukropku pisze sie ,jeden z:", a wszystkie warianty umieszcza w nastepnym wierszu
Napisopc po symbolu oznacza, ze jest on opcjonalny (nie musi wys}apiczby z opcjo-
nalna kropka dziesietna opiszemy w tej notacji nastepujaco:
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cyfra: jeden z:
01234567829
ciag-cyfr:
cyfra
ciag-cyfr cyfra
znak: jeden z:
+ -
liczba:
znalkgp cigg-cyfr
znakypc ciag-cyfr . ciag-cyfr

3.3.3. Notacja EBNF

Notacja EBNF Extended BNJzawiera kilka rozszerZeutatwiajacych zwiezly zapis gra-
matyki. Symbole nieterminalne sa w niej zawsze jednowyrazovéé (jazwa symbolu nie-
terminalnego skfada sig z kilku wyrazéw, piszemy miedzy nimi tacznik) i nie ujmujemy ich
w nawiasy katowe i ). Symbole terminalne piszemy wyraznie odmiennym krojem pisma
(np.maszynowym), lub ujmujemy w cudzystowy. Zamiast symbate= uzywamy zwyktego
znaku réwn@&ci. Dodatkowo wprowadzamy trzy rodzaje nawiaséw: okraghe ktore stuza,

tak jak w matematyce, do grupowania wyrazkwadratowg i |, ktdre oznaczaja, ze ujety w
nie napis jest opcjonalny, tj. moze dpominigty przy wyprowadzaniu stowa i klamrowe

1, ktére oznaczaja dowolna liczbe (jedno lub wiecej) powtdrdanego ciagu. Zatem ujecie
pewnego ciagu symboli w nawia$y}] odpowiada powtdrzeniu zero lub wiecej razy. Dla
przyktadu liczby z opcjonalna kropka dziesietna mozna zwiezlej ogisamatyka EBNF
nastepujaco:

Cyfra 11011 | ” 1” | n 2” | ”3” | 114” I ”5” | ”6” | 11711 | )18” | n 9”
liczba = ["+"|"-"]{cyfra}["."” {cyfra}]

Nawiasy w EBNF sa jedynie wygodnym skrétem notacyjnym. Istotnie, mozemy je wy-
eliminowet z gramatyki kosztem zwigkszenia liczby produkcji i symboli nieterminalnych.
Jezelia jest ciagiem symboli terminalnych i nieterminalnychXa Y — symbolami nieter-
minalnymi nie wystepujacymi w gramatyce, to:

e W miejsce napisya] wstawiamy we wszystkich produkcjach symbli dodajemy
produkcjeX =€ | a;

e W miejsce napisya} wstawiamy we wszystkich produkcjach symb%li dodajemy
produkcjeY = aorazX =Y | XY;

e W miejsce napisya) wstawiamy we wszystkich produkcjach symb6li dodajemy
produkcjeX = a.

Powyzsze czynr&zi powtarzamy az do usuniecia wszystkich nawiaséw z produkcji grama-
tyki (por. zadanie 3.15).
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cyfra

20d9500500

liczba ( )
< f[ > cyfra

\j

A
—

cyfra

Rysunek 3.3. Diagram syntaktyczny

Wada EBNF jest pewna trud&ow &cistym zdefiniowaniu pofedrzewa wyprowadze-
nia i jednoznaczrixi gramatyki. Przez drzewo wyprowadzenia stowa z gramatyki EBNF
bedziemy zatem rozunmBedrzewo wyprowadzenia tego stowa z gramatyki powstalej przez
usuniecie nawiasOw zgodnie z podanym wyzej schematem.

3.3.4. Diagramy syntaktyczne

Méwiac o opisie jezykéw programowania nie sposob nie wspoomiew.diagramach syn-
taktycznychSa one mniej formalne od BNF, lecz bardziej czytelne. Dlatego pojawiaja sie
czgsciej w podrecznikach programowania, rzadziej w formalnych definicjach jezykéw. Przy-
ktad diagramu syntaktycznego dla liczb z opcjonalna kropka dziesietna jest przedstawion
na rysunku 3.3.

3.3.5. Przykfad opisu sktadni: wyrazenia arytmetyczne

Dla nabrania wprawy w postugiwaniu sie gramatykami bezkontekstowymi, zbudujemy gra:
matyke opisujaca wyrazenia ztozone z liczb i czterech podstawowych ilzafémetycz-
nych, ktérych priorytety i kierunki taczrézi sa takie, jak przyjete w matematyce (por. przy-
ktad 3.2 na stronie 34).

Notacja BNF. Produkcje sa wierna kopia gramatyki z przyktadu 3.2. Zamiast symboli nie-
terminalnychWy, W, W3 i A wprowadzamy czytelniejsze nazwwyrazenié, (skladnik,
(czynnik i (liczba):

(cyfray == 0]1]|2]3]4|5|6]|7]8]9

(liczba) = (cyfra) | (liczba) (cyfra)
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(czynnik (liczba) | ((wyrazenie)
(sktadnik = (czynnik
|  (skladnik (operator multiplikatywny(czynnik
(wyrazeni¢ = (skfadnik
|  (wyrazenié (operator multiplikatywny (sktadnik
(operator multiplikatywny = |/
(operator addytywny = +|-

Wersja gramatyki z opisu jezyka C. Rd&znice w stosunku do BNF polegaja gtéwnie na
innym sposobie zapisu.

cyfra: jeden z:
0123456789
liczba:
cyfra
liczba cyfra
czynnik:
liczba
( wyrazenie)
sktadnik:
czynnik
sktadnik operator-multiplikatywny czynnik
wyrazenie:
sktadnik
wyrazenie operator-addytywny sktadnik
operator-multiplikatywny: jeden z:
* /
operator-addytywny: jeden z:
;-

Notacja EBNF. Uzycie nawiaséw pozwala znacznie ski®eapis w stosunku do BNF.
Zauwazmy, ze mozemy uzynawiasow{}] dzieki temu, ze wszystkie operatory tacza w
lewo. Gdyby faczyly w prawo, musieliyny, zgodnie z przyjeta przez nas definicja drzewa
wyprowadzenia z gramatyki EBNF, jawnie wzsekursiji.

liczba = {"0”|”1"|"2" |"3" |"4" |"5"|"6" |"7" |"8" |"9"}
czynnik liczba| " (" wyrazenie')”
sktadnik czynnik[{("*" | "/") czynniK]
wyrazenie = skladnik[{("+" | "-") skfadniK}
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r-»@ﬁ . liczba
czynnik
: \/\ wyrazenie
% sktadnik
> czynnik >
% wyrazenie
> sktadnik >
liczba

%

Rysunek 3.4. Diagramy syntaktyczne opisujace wyrazenia

Diagramy syntaktyczne. Odpowiednie diagramy syntaktyczne sa przedstawione na ry-
sunku 3.4. Zastrzezenia na temat jednoznagaimozbioru stdw zgodnie z gramatyka EBNF
dotycza takze diagramoéw syntaktycznych.

3.4. Parser

Program sprawdzajacy, czy podany napis nalezy do jezyka opisanego ustalona gramaty
bezkontekstowa nazywananalizatorem sktadniowyinb parseremZwykle parser nie tyl-

ko sprawdza poprawi$o sktadniowa podanego tekstu, lecz w razie psimggo zakaczenia
analizy sktadniowej podejmuje rowniez pewalecje semantycznap. oblicza wartét prze-
czytanego wyrazenia, generuje kod wynikowy itp.

Program analizy sktadniowej mozna wyprowadaiprost z gramatyki opisujacej jezyk,
zapisanej np. w notacji EBNF. Do implementacji algorytmu uzyjemy jezyka C. Przyjmijmy,
ze analizowany tekst jest przechowywany w pamieci w standardowej postaci, tj. w tablicy
znakéw i jest zakbczony znakiem o kodzie. Dla kazdego symbolu nieterminalnego
zaprogramujemy funkcje o takiej samej nazwie:

bool X (char **napis, ...);
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ktéra w wyniku dostarczy odpowiedzi na pytanie, czy na poczatkipis-ul znajduje sie
konstrukcja sktadniow.2 Ponadto jéli odpowiedz bedzie pozytywna, funkcjgpowinna
zmodyfikow& wart&E *napis tak, by wskazywata na pierwszy znak po konstrukcji skta-
dniowej X. W razie negatywnej odpowiedzi funkcjanie powinna modyfikowa wartdsci
*napis. J&li naszym celem bedzie nie tylko analiza sktadniowa, ale takze wykonanie pew-
nych czynn@&ci (np. obliczenie warkxi wyrazenia, wygenerowanie kodu wynikowego itp.)
funkcjaX bedzie posiadadodatkowe parametry. Napisanie funkejilla produkcji

X = a
gdziea jest pojedynczym znakiem jest bardzo tatwe:

bool X (char **napis) {
if (*#napis == ’a’ ) {
*napis++;
return TRUE;
} else return FALSE;
}

Dla produkcji postaci
X =Y
gdzieY jest innym symbolem nieterminalnym, program bedzie wygladat nastepujaco:

bool X (char **napis) {
return Y(napis);

}

Zatem j&li po prawej stronie produkcji jest symbol terminalny, nalezy spragydzy wyste-
puje on w napisie. 3 jest symbol nieterminalny, nalezy wywatadpowiednia funkcje dla
tego symbolu. Ciagowi symboli (terminalnych i nieterminalnych) bedzie odpowiaita
zenie instrukcji w tréci funkcji. Niestety nasz schemat nie bedzie dziatat np. dla produkcji
postaci

X = Xs

gdzies jest dowolnym ciagiem symboli, tj. dla produkcji w ktérych wystepuje m@mkursja
lewostronnalstotnie, wéwczas funkcja miataby posta

bool X (char **napis) {
if (X(napis))

INapisy sa wskaznikami do znakéw, sa wiec typiar *. Wskaznik do napisu jest zatem typhiar .

2Pomewa2vvClﬂernatypuIogmznego,naezygozdeﬁnmmﬁypedef enum {FALSE, TRUE} bool; Tak
jest czytelniej. Co prawda typool jest tozsamy z typenint, jednak informacja, ze dana wastgest traktowana
jako wartdt logiczna pomaga czytelnikowi zrozurbiprogram. A komputerowi jest wszystko jedno.
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i préba jej wywotania zakioczytaby sie natychmiast zapetleniem programu i przepetnieniem
stosu. Na szcAgie gramatyke (szczegdlnie EBNF) mozna zwykle tatwo przekszteti
postaci nie zawierajacej lewostronnej rekursji. Rekursji w gramatyce bedzie odpowiada
rekurencyjne wywotywanie funkcji. Warto wiec w ogoéle przebudoweamatyke usuwajac
rekursje (nie tylko lewostronna) tam, gdzie nie jest niezbedna (sa w tym bardzo pomocn
nawiasy{ } i [{}], dzieki ktérym rekursje mozna zastapieracja).

tatwo obmyslic schemat przektadu bardziej skomplikowanych produkcji. Alternatywie
bedzie odpowiadainstrukcja wyboru lub instrukcja warunkowa, nawiasom kwadratowym
[] — instrukcja warunkowa, nawiasom klamrowyrh— instrukcjado (powtGrzenie jeden
lub wiecej razy), nawiasorf{ }] — instrukcjawhile (powtdrzenie zero lub wiecej razy).

Nie bedziemy tutaj szczegotowo omawianetod budowy takich parseréw, odsytajac
Czytelnika do ksiazki Wirtha [190] lub dowolnego podrecznika teorii translacji, np. [180, 5].
W zamian podamy przyktad parsera wyraze

Rozwazmy gramatyke EBNF opisujaca wyrazenia przedstawiona na stronie 38. Podcz:
analizy sktadniowej pragniemy dodatkowo obliczyartdst wyrazenia, jéli jest ono po-
prawne (tj. zamierzamy zaprogramawarosty kalkulator). Dlatego wszystkie funkcje beda
mialy dodatkowy parametint *wynik. Oto kompletny program:

/* kalkulator.c: parser wyrazei obliczajacy ich wartosé */

#include<stdio.h>
#include<ctype.h>

typedef enum {FALSE, TRUE} bool;
bool wyrazenie (char **napis, int *wynik);

bool liczba (char *#*napis, int *wynik) {
char *pom = *napis;

if ('isdigit(*pom)) return FALSE;
*wynik = 0;
do {
*wynik = 10 * *wynik + *pom++ - ’0’;
} while (isdigit(*pom));
*napis = pom;
return TRUE;
¥

bool czynnik (char *#*napis, int *wynik) {
char *pom = *napis;

if (xpom == () {
pom++;
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if (!wyrazenie(&pom,wynik)) return FALSE;
if (kpom != ’)’) return FALSE;
pom++;

} else if (!liczba(&pom,wynik)) return FALSE;
*napis = pom;
return TRUE;

bool skladnik (char **napis, int *wynik) {

char *pom = *napis, c;
int n;

if ('czynnik(&pom,wynik)) return FALSE;
while (*pom == ’*’ || *pom == ’/’) {
C = *pomt+;
if (!czynnik(&pom,&n)) return FALSE;
if (c == ’%?)
*wynik *= n;
else *wynik /= n;
}
*napis = pom;
return TRUE;

bool wyrazenie (char *#*napis, int *wynik) {

char *pom = *napis, c;
int n;

if (!skladnik(&pom,wynik)) return FALSE;
while (*¥pom == ’+’ || *pom == ’-’) {
C = *pomt+;
if (!skladnik(&pom,&n)) return FALSE;
if (c == ’+7)
*wynik += n;
else *wynik -= n;
}
*napis = pom;
return TRUE;

bool oblicz (char *napis, int *wynik) {

if (!wyrazenie(&napis,wynik)) return FALSE;
if (*napis) return FALSE;
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return TRUE;
}

#define DLUGOSC_WIERSZA 80

int main (void) {
char wiersz [DLUGOSC_WIERSZA];
int wynik;

printf ("kalk> ");
while (gets(wiersz) != NULL)
if (oblicz(wiersz,&wynik))
printf ("%d\nkalk> ", wynik);
else printf ("Blad\nkalk> ");
return O;

}

Funkcjawyrazenie sprawdza, czynapis wskazuje na poprawne wyrazenie §lietak,
sprawia zexnapis wskazuje na pierwszy znak po przeczytanym wyrazeniyyaik za-
wiera obliczona wart&€ wyrazenia. Pozostaje sprawtlzczy za wyrazeniem nie znajduja
sie jaki&s ,Smieci”, tj. czy*napis wskazuje na znak o kodzie(koniec napisu). Dokonuje
tego funkcjaoblicz.

3.5. Lekser

Nasz kalkulator z poprzedniego podrozdziatu ma powazna wade: pomiedzy wprowadzanyn
znakami nie mozna umieszézapacji. Nic dziwnego: nie uwzgledrslny bowiem spacji

w gramatyce. Niestety gramatyka (a wiec i program z niej wyprowadzony) znacznie sie
skomplikuje, j&li mielibysmy dod& produkcije

spacie = [{_]]

gdzie_, oznacza spacje, i wstavtiaymbol nieterminalngpacjewszedzie tam, gdzie moga
pojawic sie spacje. Jest duzo wygodniej zmodyfikovpaocedure wczytywania znakow i
napis& funkcje, ktéra bedzie pomijaspacije przy kopiowaniu znakéw ze strumienia wej-
Sciowego do tablicy. Mozemy przy tym wykohaieco wiecej czynr&ci, np. zamienia
ciagi cyfr na reprezentowane przez nie liczby, rozpozitae@eratory zapisywane za po-
moca wigecej niz jednej litery (npliv, mod itp.) Wéwczas alfabetem terminalnym gramatyki
bezkontekstowej nie beda pojedyncze znaki, lecz pewne abstrakcyjne obieRt¥CjzHa,
OPERATOR_MNOZENIA itp., niezalezne od ich znakowej reprezentacji. Takie obiekty nazy-
wamy jednostkami leksykalnymeksemamiub tokenami Proces wczytywania tekstu roz-
pada sie wéwczas na dwie &g proces przeksztatcania znakéw w tokeny, zwangliza
leksykalna gramatyczny rozbidr ciagu tokendw, zwaawaliza sktadniowaProgram do-
konujacy analizy leksykalnej nazywa dakseremub analizatorem leksykalnynprogram
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znaki ASCII lekser tokeny parser

rogram
w FI)(or? waln . generowanie
ykonywainy kod wynikowy przekfadu

Rysunek 3.5. Budowa kompilatora

analizy sktadniowej Zaparseremub analizatorem sktadniowynTak jest zbudowany prak-
tycznie kazdy kompilator (por. rysunek 3.5) i og6lniej, kazdy program przetwarzajacy teksty
opisane nietrywialna gramatyka. Podziat na analize leksykalna i sktadniowa ma rownie
swoje odzwierciedlenie w opisie jezykow. Zwykle osobno opisuje sie budowg tokenow je-
zyka, z& w gramatyce uzywa sie specjalnych symboli na ich oznaczenie. Z poziomu lek:
sykalnego patrzymy na jezyk jako na (dowolny) ciag tokendw (bez wnikania w nastepstwc
tokendw po sobie) i interesuje nas opis, z czego zbudowane sa tokeny jako ciagi znakd
Skfadnia jezyka narzuca dalsze ograniczenia na pgst@arawnych programow, tj. méowi
jakie ciagi tokenow (bez wnikania w ich budowg znakowa) tworza poprawne programy. Se
mantyka jezyka, oki&ajac znaczenie programoOw, narzuca ostateczne warunki uznawani
programoéw za poprawnie zbudowane (mowi np. ze kazdy identyfikator przed uzyciem mus
byt zadeklarowany; gramatyka jezyka moéwi tylko, ze identyfikatory mozna deklargaia

sie to robi).

Przyktad 3.3. Tokenami pewnego jezyka wyrdzsa:liczba, (, ), +, -, *, div i mod, przy
czym liczba jest niepustym ciagiem cyfo — 9. Umawiamy sie, ze pomigdzy dowolnymi
dwoma tokenami (ale nie w ich wnetrzu) moze pojasie dowolna liczb&iatych znakow
tj. spacji, znakow tabulacji, zmiany wiersza itp. Biate znaki nie wplywaja na znaczenie wy-
razenia, dlatego mowimy o nich tylko na poziomie leksykalnym. Na tym poziomie powinny
byt pominiete® Ponadto dowolny ciag znakéw réznych bdtoczony znakami i } traktu-
jemy jak biaty znak (tj. pozwalamy na wstawiatkiementarzy:

Pojedynczymi symbolami terminalnymi gramatyki bezkontekstowej sa teraz takeny
), +, -, *,div, mod i liczba i na poziomie sktadni juz ich nie opisujemy. Gramatyka wyfaze

3Dla bardziej skomplikowanych jezykéw, aby uniknaiejednoznaczrszi trzeba by dodatkowo zatozyze
tokenydiv i mod, gdyby wystepowaly obok siebie (bynoze gramatyka to wykluczy, nas to jednak w tym miejscu
nie interesuje) musiatyby ltyrozdzielone co najmniej jedna spacja (gdyby np. w naszym jezyku wystepowaty
identyfikatory, chcielibgmy umie identyfikatordivmod odréznt od pary operatoréMiv mod).
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wyglada teraz nastepujaco:

czynnik = liczba | ( wyrazenie)
skladnik = czynnik[{(* | div | mod) czynnik]
wyrazenie = skladnik[{(+ | -) skladnik]

Tokenliczba zapisalsmy innym krojem pisma, by odrézngo od symboli nieterminalnych
gramatyki.

Lekser dla tak prostego jezyka mozna tatwo napisd hoc(dla bardziej skompliko-
wanych jezykéw lekser trzeba budodvaystematycznie wedtug pewnych metod, o ktérych
jeszcze powiemy, podobnie jak to uczysitiy budujac parser wyraze Napiszemy go dla
przyktadu w jezyku C. Parser mozemy wyprowadwi taki sam sposoéb, jak poprzednio,
teraz jednak zamiast analizy kolejnych znakdwdacha lub wczytywania pojedynczych
znakow za pomoca funkc@ietchar, napiszemy specjalna funkcgettoken, w pewnym
sensie odpowiednik funkcgetchar z poziomu znakow, ktéra bedzie dostarcialejne
tokeny do analizy sktadniowej. Wpierw jednak musimy zdefiniowakeny:

typedef enum {LICZBA,
LEWY_NAWIAS, PRAWY_NAWIAS,
PLUS, MINUS, RAZY, DIV, MOD,
KONIEC} rodzaj_tokenu;

Poniewaz poza faktem, ze przeczytany ciag znakow jest liczba, potrzebujemy [iajejieta
wartcst, typ token bedzie zatem struktura:

typedef struct {
rodzaj_tokenu rodzaj;
int wartosc;

} token;

Jezelirodzaj = LICZBA, to polewartosc zawiera te liczbe. Umawiamy sie, ze nie
bedziemy wykorzystywapolawartosc dla tokenéw innych niZ.ICZBA. Wartdst KONIEC
ma pomocnicze znaczenie: funkgjattoken zwrdci KONIEC, jeSli napotka koniec stru-
mienia wegciowego. Wynikiem dziatania funkagiet token bedzie wartét logiczna zdania
,wczytywanie nastepnego tokenu zdkayto sie niepom§inie” (moze zakbczyt sie niepo-
myslnie, jésli napotkany ciag znakéw nie jest zadnym poprawnym tokerfedip analizator
leksykalny:

bool gettoken (token *tok) {
int c;

4pewnie bardziej intuicyjne bytoby ,n&jenie pozytywne”, tj. przyjecie, ze wafcia funkcji jestTRUE, jesli
analiza kolejnego leksemu przebiegta p&inye, jednak typowy kontekst uzycia funkgjgttoken to:
if (gettoken(&tok)) blad();
i wowczas zawsze trzeba by uzy@vaegacji. Typbool definiujemy tak jak w przypisie na stronie 40:
typedef enum {FALSE, TRUE} bool;
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Zmiennac bedzie przechowywawczytywane znaki. Na poczatku pomijamy biate znaki i
komentarze. Szcagwie wsréd standardowych plikéw nagtéwkowych w C mamy do dys-
pozycji ctype.h, a w nim funkcjeisspace, ktéra sprawdza, czy jej argument jest biatym
znakiem. Jezeli napotkamy znak poczatku komentéragnorujemy wszystkie znaki az do
napotkania znak. Wéwczas proces opuszczania spacji i kolejnych komentarzy zaczyna
sie od nowa:

while (isspace(c=getchar()));
while (c=="{’) {
while ((c=getchar()) '= ’}’);
while (isspace(c=getchar()));
}

Obecnie zmienna zawiera pierwszy znak leksemu. Nalezy wiec spra@dzzym on jest:

switch (c) {
case EOF: tok->rodzaj=KONIEC; return FALSE;
case ’+’: tok->rodzaj=PLUS; return FALSE;
case ’-’: tok->rodzaj=MINUS; return FALSE;
case ’*’: tok->rodzaj=RAZY; return FALSE;
case ’d’: if (getchar()==’i’ && getchar()==’v’) {
tok->rodzaj=DIV; return FALSE;
} else return TRUE;
case 'm’: if (getchar()==’0’ && getchar()==’d’) {
tok->rodzaj=M0OD; return FALSE;
} else return TRUE;
default : if (isdigit(c)) {
tok->rodzaj=LICZBA;
tok->wartosc = 0;
do {
tok->wartosc = 10*tok->wartosc + ¢ - ’07;
} while (isdigit(c=getchar()));
ungetc(c,stdin);
return FALSE;
} else return TRUE;

}

Poniewaz mamy tylko dwa wieloznakowe operatory, fragment programu, ktéry je rozpoznaje
ograniczylsmy do minimum. Dla bardziej skomplikowanych jezykéw trzeba by zaprogra-
mowet bardziej wyszukana procedure, prawdopodobnie przy uzyciu biblioteki opisanej w
pliku nagtébwkowymstrings.h.

Ciag cyfr (napis) jest przeksztalcany na liczbe nastepujaco. Jezeli zmienna znakowa
zawiera cyfre, tovartos&c) = ¢ - ’0’ jest jest liczbowa warfia tej cyfry (znaki w C
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sa utozsamiane z ich kodami; definicja jezyka przewiduje, ze w zestawie znakow cyfry zaj
muja spoéjny obszar i sa uporzadkowane rosnaco; zatem np. kod 2jesto8 wiekszy od

kodu znakw). Rozwazmy napis; . . . CkCk+1, gdziec; sa cyframi. Jgli przeczytakmy juz
c1...Ck i obliczylismy, ze ten ciag reprezentuje liczbgto ciagc; . . . ckCks1 reprezentuje
liczbe 10 x n + wartos&(ck+1). Zauwazmy, ze wczytywanie liczby kozymy na pierw-
szym znaku nie nalezacym juz do liczby, nalezy go wiec na powrét ,@ddia strumienia
wejsciowego.

3.6. Notacja postfiksowa

3.6.1. Stos

StosS jest struktura danych przechowujaca (teoretycznie) dowolna liczbe elementdw uste
lonego typuE. Na stos mozna wstawdaelementy i mozna je z niego zdejmawaV kazdej
chwili mamy bezpéredni dostep jedynie do elementu wstawionego jako ostatni. O takiej
strukturze mowi sig, ze jest struktura o dostepie sekwencyjnym typu LESDIK, first ou).
Elementy wstawione wcaaiej sa niedostepne do momentu usunigcia ze stosu elementov
wstawionych pdzniej. StaS elementéw typlE jest zatem abstrakcyjnym typem danych, na
ktorym mozna wykonywa nastepujace operacje:

init : S— void zainicjowanie stosu (sprawia, ze stos jest pusty)
push: Sx E — void wstawienie elementu na wierzchotek stosu
top: S—> E ujawnienie wierzchotka stosu
pop: S— E ujawnienie wierzchotka stosu i usuniecie go ze stosu
rem: S — void usunigcie wierzchotka stosu
empty: S — bool sprawdzenie, czy stos jest pusty

Préba wykonania operadpp, poplub remna pustym stosie Kezy sie bledem.

Uzycie stosu pozwala uwolniwiele algorytmow od niepotrzebnych detali technicznych
zwiazanych z przechowywaniem pewnych kolekcji elementow i osiagnegszy poziom
abstrakcji utatwiajacy projektowanie i implementacje takich algorytmoéw. Szczegdty tech-
niczne zwiazane z implementacja funkcji obstugujacych stos sa ukryte w osobnym module

3.6.2. Implementacja stosu liczb catkowitych w jezyku C

W jezyku C specyfikacje modutdw bibliotecznych umieszczamglikach nagtowkowych
Napiszemy zatem pliktack.h, w ktérym umiecimy definicje typustack i prototypy
funkcji na nim dziatajacych. Z punktu widzenia programisty wystarczytaby jedynie dekla-
racja, ze w implementacji stosu znajdzie sie odpowiednia definicja ¢ypuk, podobnie

jak w specyfikacji sa umieszczone jedynie deklaracje, ze w implementacji stosu znajda s|
odpowiednie definicje funkcji (tj. sa umieszczane jedynie ich prototypy a nie petne definicje
funkciji). Z zewnatrz chcemy sige odwotywalo danych typwstack jedynie poprzez zestaw
tych funkgciji i nie interesuje nas, jaka konkretna implementacje ®pack przyjmiemy.
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/* stack.h: specyfikacja stosu liczb catkowitych */
#define STACK_SIZE 200

typedef struct {

int top;

int tbl [STACK_SIZE];
} stack;

void init (stack *s);

int top (stack *s, int *x);
int push (stack *s, int x);
int pop (stack *s, int *x);
int rem (stack *s);

int empty (stack *s);

Tablica 3.1. Specyfikacja stosu w jezyku C

Niestety w jezyku C musimy w specyfikacji ujavenilefinicje typustack. Umawiamy sig
jednak, ze jest to informacja jedynie dla kompilatora.

Liczby odktadane na stos bedziemy przechowgwakolejnych elementach tablicy o
pewnym, z goéry ustalonym rozmiar8TACK_SIZE. Musimy dodatkowo pamieta gdzie
znajduje sig wierzchotek stosu. Najpoiej przechowywaindeks pierwszego wolnego ele-
mentu tablicy. Stos bedzie zatem struktura:

typedef struct {

int top; /* indeks pierwszego wolnego elementu w tablicy */

int tbl [STACK_SIZE]; /* tablica przechowujaca elementy stosu */
} stack;

Wywotanie funkcji top, pop i rem moze sie niekiedy zakwzyc niepowodzeniem (nie
mozna bowiem ujawgi i/lub usung@ wierzchotka stosu, ktory jest pusty). Dodatkowo w
przyjetej przez nas implementacji istnieje niebezpiasago, ze wszystkie elementy tablicy
zostana zajete i wowczas nie powiedzie sie wykonanie funkgih (to jest btad innego
rodzaju: nie jest zwiazany z nieprawidtowym uzyciem stosu przez algorytm korzystajacy :
naszej implementacji, lecz wynika z technicznych ograrfide¢ implementacji, ktérych w
idealnej sytuacji nie powinno lgywcale). Przyjmujemy zatem, ze powyzsze cztery funkcje
jako swdj wynik zwracaja informacje, czy podczas wywotania funkcji wystapit bfad (t;.
jesli wywotanie zakaczyto sie pomglnie i 1 w przeciwnym razie), Z&afunkcjetop i pop
zamiast zwradawierzchotek stosu jako wynik, otrzymuja jako dodatkowy parametr wskaz-
nik do zmiennej catkowitej, ktérej warso maja zmodyfikowa Funkcjainit powinna za-
inicjowat poletop strukturystack. Plik nagtéwkowystack.h przedstawia tablica 3.1, a
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/* stack.c: implementacja stosu liczb catkowitych */
#include"stack.h"

void init (stack *s) {
s->top=0;

int top (stack *s, int *x) {
if (s->top==0)
return 1;
*x = s->tbl[s->top-1];
return 0;

}

int push (stack *s, int x) {
if (s->top>=STACK_SIZE)
return 1;
s->tbl[s->top] = x;
s—>topt+t;
return O;

}

int pop (stack *s, int *x) {
if (s->top==0)
return 1;
*x = s—>tbl[--(s->top)];
return O;

int rem (stack *s) {
if (s->top==0)
return 1;
s->top--;
return O;

}

int empty (stack *s) {
return s->top==0;

}

Tablica 3.2. Implementacja stosu w jezyku C
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1: init(S)
2: while = koniec wyrazeniao
3. t « wczytaj-nastepny-token
4. if t jestliczbathen
5: push(S, t)
6: else
7 k <« arnost operatora
8: if na stosiesS jest mniej nizk elementéwthen
9: btad: przerwij dziatanie!
10: end if
11: zdejmij ze stosik liczb i zaaplikuj do nich operatdr
12: pusHS, wynik poprzedniego kroku
13:  endif
14: end while
15: if liczba elementéw na stosg+# 1 then
16:  btad: przerwij dziatanie!
17: else
18:  wynik « pop(S)
19: end if

Tablica 3.3. Obliczanie wyrazenia w notacji postfiksowej

implementacje stosu tablica 3.2.

3.6.3. Obliczanie wyrazé w notacji postfiksowej

Wyrazenia w zapisie postfiksowym sa przydatne nie tylko dlatego, ze nie wymagaja uzy
wania nawiasow, lecz takze dlatego, ze tatwo wyznadel wart&t korzystajac ze stosu.
Pragniemy zbudowaalgorytm, ktéry wczyta wyrazenie w notacji postfiksowej zbudowane z
liczb i operatoréw o podanej aréoi i pozostawi na stosie jego wasto Jezeli wyrazenie jest
pojedyncza liczba, to wystarczy ja wstéwia stos. Rozwazmy wyrazeree. .. e f, gdzie

f jest operatorem o ar8oik, zas saey, . . ., & wyrazeniami postfiksowymi. Aby obliczy
wartcst wyrazeniee; . . . & f mozemy uruchonginasz algorytnk-krotnie w celu obliczenia
wyrazeh ey, ..., &. Dla kazdegag algorytm pozostawi na stosie jego watoWystarczy
zatem zdja ze stosk liczb, zaaplikowa do nichk-argumentowa funkcje reprezentowana
przez operatof i odtozyt wynik na stos. Algorytm jest zatem nastepujacy: czytamy kolejne
tokeny (liczby i operatory) zapisu postfiksowego. Liczby odktadamy na stos. Po napotkanil
operatora o arr8zik zdejmujemyk liczb ze stosu (jezeli jest tam mniej rkiticzb, to znaczy,

ze wyrazenie jest niepoprawne) i aplikujemy do nich podana operacje. Jej wynik odktadam
na stos. Po zaKwzeniu obliczé na stosie powinna znajdowaie doktadnie jedna liczba,

tj. wynik obliczeh. Odpowiedni algorytm jest zamieszczony w tablicy 3.3.
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Implementacja kalkulatora obliczajacego wyrazenia postfiksowe. Napiszemy program

w jezyku C obliczajacy wyrazenia zapisane w notacji postfiksowej. Dla uproszczenia za
implementujemy jedynie cztery podstawowe dziatania arytmetyczne. Wszystkie operator
wystepujace w wyrazeniu beda zatem binarne. Do wczytywania wiyrazgemy leksera
podobnego do opisanego w podrozdziale 3.5. Kompletny program jest zamieszczony por
zej.

/* konp.c: kalkulator posfiksowy */

#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<ctype.h>
#include"stack.h"

void blad (const char *komunikat) {
printf ("Awaria programu: %s\n", komunikat);
exit(1);

}

typedef enum {FALSE, TRUE} bool;

typedef enum {LICZBA,
PLUS, MINUS, RAZY, PODZIEL, POTEGA,
KONIEC} rodzaj_tokenu;

typedef struct {
rodzaj_tokenu rodzaj;
int wartosc;

} token;

bool gettoken (token *tok) {
int c;

while ((c=getchar()) ==’ ’);

switch (c) {
case ’\n’: tok->rodzaj=KONIEC;

ungetc(’\n’,stdin) ;
return FALSE;

case ’+’: tok->rodzaj=PLUS; return FALSE;
case ’-’: tok->rodzaj=MINUS; return FALSE;
case ’*’: tok->rodzaj=RAZY; return FALSE;
case ’/’: tok->rodzaj=PODZIEL; return FALSE;
case ’7’: tok->rodzaj=POTEGA; return FALSE;
default : if (isdigit(c)) {
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tok->rodzaj=LICZBA;
tok->wartosc = 0;
do {
tok->wartosc = 10*tok->wartosc + ¢ - ’07;
} while (isdigit(c=getchar()));
ungetc(c,stdin) ;
return FALSE;
} else return TRUE;

}

int potega (int podstawa, int wykladnik) {
int wynik = 1;

if (wykladnik<O)
return 0;

while (wykladnik-->0)
wynik *= podstawa;

return wynik;

}

bool oblicz (int *wynik) {
static stack st;
token tok;
int n, m;

init(&st);
if (gettoken(&tok)) return TRUE;
while (tok.rodzaj != KONIEC) {
if (tok.rodzaj == LICZBA) {
if (push (&st, tok.wartosc)) blad ("przepelnienie stosu");
} else {
if (pop (&st,&n)) return TRUE;
if (pop (&st,&m)) return TRUE;
switch (tok.rodzaj) {

case PLUS: push(&st, m+n); break;
case MINUS: push(&st, m-n); break;
case RAZY: push(&st, m#*n); break;

case PODZIEL: push(&st, m/n); break;
case POTEGA: push(&st, potega(m,n)); break;
default: blad ("niemozliwa sekwencja instrukcji");
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if (gettoken(&tok)) return TRUE;
}
return pop(&st,wynik) || !empty(&st);
}

int main (void) {
int wynik, c;

printf ("konp> ");
while ((c=getchar()) != EOF) {
ungetc (c,stdin);
if (oblicz(&wynik))
printf ("Blad\nkonp> ");
else printf ("%d\nkonp> ", wynik);
while (getchar()!=’\n’);
}
printf ("\n");
return O;

3.6.4. Test na poprawn&t wyrazenia w notacji postfiksowej

Zauwazmy, ze wyrazenie w notacji postfiksowej jest poprawne wtedy i tylko wtedy, gdy al-
gorytm z tablicy 3.3 zakiaczy sie pom§glnie. Btad moze wystapiwdwczas, gdy na stosie
nie ma dostatecznej liczby argumentdw, albo gdy po przeczytaniu catego wyrazenia wysc
koSt stosu jest rozna ofl. Mozemy zatem bez obliczania wyrazenia sprawdery jest

ono poprawne, wyliczajac wyso&D stosu po przeczytaniu kazdego tokenu. Wystarczy w
tym celu dysponow@pojedyncza zmiennhilans poczatkowo réwna zero (poniewaz stos
poczatkowo jest pusty). Po przeczytaniu liczby zwigkszdnitgns o jeden, po przeczyta-

niu operatora o arrizi k zmniejszamybilans o k — 1 (bo zdejmujemy ze stoski liczb i
wstawiamy jedna). Wyrazenie jest poprawne, jezeli w trakcie jego czybélaias jest stale
dodatni i po przeczytaniu catlego wyrazenia ma w&irto

3.6.5. Przektad wyraz@é z notacji infiksowej na postfiksowa

Zamierzamy zaprojektovgaalgorytm dokonujacy przektadu wyrdeetozonych z liczb, ope-
ratoréw i nawiaséw z notacji infiksowej na notacje postfiksowa. Dla uproszczenia przyj-
mijmy, ze wszystkie operatory sa binarne. Dla przyktadu rozwazmy trzy grupy operatorow:

operator| priorytet | kierunek taczngci
+, - najnizszy w lewo
*, / Sredni w lewo
- najwyzszy W prawo
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Program przektadu nie wnika w semantyke wyrazale dla ustalenia uwagi mozemy my-
Slec, ze operatory, -, * i / reprezentuja cztery podstawowe dziatania arytmetyczris; za
potegowanie. Wéwczas tak ustalone priorytety i kierunki taéenpgadzaja sie z powszech-
nie przyjetymi umowamy. Operator potegowania powinien faézy prawo, poniewaz napis
i1* 0znacza 1), a nie(i )%, zatemi - j ~k oznaczd ~(j k).

Rozwazmy najpierw wyrazenia bez nawiasOw i operatora potegowania. Zatem wszystki
operatory tacza w lewo. Jezeli wyrazenie jest pojedyncza liczba, to wystarczy ja ptzepisa
na wyjscie. Dla bardziej skomplikowanych wyrdzazyjemy stosu do przechowywania juz
wczytanych tokenéw, ktére maja byvypisane pdzniej. Kiedy zorientujemy sie, ze przeczy-
taliSmy juz cate wyrazenie, te tokeny zostana przepisane ricigyjRozwazmy wyrazenie
e1 ® e, gdziee; i & sa pewnymi wyrazeniami. Przettumaczenie go na notacje postfiksowa
polega na przettumaczeniu wyrazemia hastepnies; i na koniec wypisaniu operator.
Uzyjemy zatem stosu do przechowania operatpirza czas wypisania wyrazerga. Zgod-
nie z regutami pierwsZestwa operatorOw wyrazene moze zawiera jedynie operatory o
nie mniejszynpriorytecie, z& e; 0 wyzszynpriorytecie niz priorytet operatora (bo wiaze
on w lewo). Zatézmy, ze nasz algorytm uporat sie juz z wczytaniem wyrasznida sto-
sie moze znajdowasie jeszcze kilka tokenéw oczekujacych na koniec wyrazeinf{abyc
moze rowniez tokeny oczekujace na zakpenie wigkszego wyrazenia, ktérego&g jest
e1 P ey, NP. operatow, jesli ma nizszy priorytet niz, a analizujemy wyrazenig ® €1 G e;
operatorg zejdzie ze stosu dopiero po przettumaczeniu wyrazeniZauwazmy, ze sygna-
tem kahca wyrazenia&; jest przeczytanie operatora o priorytecie nie wiekszym niz priorytet
wszystkich operatoréw wystepujacychey. Zatem ze stosu musimy przepisaa wygcie
wszystkie operatory o nie mniejszym priorytecie. Nastepnie wstawiamy opgataistos i
rozpoczynamy wypisywanie wyrazerga Poniewaz zawiera ono jedynie operatory o wyz-
szym priorytecie niz priorytet operatoa, ten operator nie bedzie usuniety ze stosu az do
kohca wyrazeniay. Mozemy juz naszkicow@anasz algorytm:

1: while — koniec-wyrazenia-infiksowegto

2:  przeczytagoken-wejsciowy

3. if token-wejsciowyest liczbathen

4: wypisz(token-wejsciowy

5. else

6 przepisz ze stosu wszystkie tokeny o nie mniejszym priorytecie
niz priorytettokenu-wejsciowego

7 wstawtoken-wejsciowya stos

8 endif

9: end while

10: przepisz wszystkie symbole ze stosu nasgig

Zauwazmy, ze nie musimy traktowdiczb w wyjatkowy sposob, @i przyjmiemy, ze maja
priorytet wyzszy niz wszystkie operatory: mozemy je wéwczas wstawiastos, gdyz na-
stepny operator natychmiast je ze stosu usunie. Natomiast one same majac wyzszy priory

5pla operatora potegowania wyb&iny znak", poniewaz przypoming, a zapisn T m ,udaje” n™, jesli nie
mozna uzywé gornych indeksow.
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nie spowoduja wypisania zadnych operatoréw. Zatem nasz algorytm mozr&ciapjesli
rozszerzymy pojecie priorytetu na wszystkie tokeny, nie tylko operatory:

1: while — koniec-wyrazenia-infiksowegto

2:  przeczytagoken-weciowy

3:  przepisz ze stosu wszystkie operatory o0 nie mniejszym priorytecie
niz priorytettokenu-wejsciowego

4.  wstawtoken-wejsciowyna stos

5: end while

6: przepisz wszystkie symbole ze stosu naseig

Rozwazmy obecnie operator potegowania. Niestety nasz algorytm przettumaczy wyrazen
172°3 jako 1 2 ~ 3 -, poniewaz drugi symbal zmusi pierwszy symbal do opuszcze-
nia stosu (bo maja ten sam priorytet). Rozwazmy zatem algorytm:

1: while — koniec-wyrazenia-infiksowegto

2:  przeczytatoken-wejciowy

3. przepisz ze stosu wszystkie operatory o wiekspyrarytecie
niz priorytettokenu-wejsciowego

4. wstawtoken-wejsciowya stos

5: end while

6: przepisz wszystkie symbole ze stosu nasuig

Ostatni algorytm bedzie traktowat wszystkie operatory jako taczace w prawo i przettumacz
poprawnie wyrazeni¢~2"3na 1 2 3 ~ ~. Pozostaje pofaczyostatnie dwa algorytmy w
jeden:

1: while — koniec-wyrazenia-infiksowegdo

2:  przeczytafoken-wejciowy

3. if token-wejSciowyviaze w lewothen

4 przepisz ze stosu wszystkie operatonyie mniejszynpriorytecie
niz priorytettokenu-wejsciowego

5. else

6: przepisz ze stosu wszystkie operatonyigkszynpriorytecie
niz priorytettokenu-wejsciowego

7. endif

8:  wstawtoken-wejsciowya stos

9: end while

10: przepisz wszystkie symbole ze stosu nastig

Dla liczb mozemy przyjg, ze wiaza w lewo, gdyz i tak dwie liczby nigdy nie spotkaja sie
na stosie. Zamiast modyfikowaalgorytm, mozemy zdefiniowtadla kazdego tokenu dwa
priorytety: wejsciowyi stosowy Dla wiaénie wczytanego tokenu przyjmiemy, ze jego prio-
rytetem jestpriorytet-wepciowy zas priorytetem tokenu znajdujacego sie na stosie bedzie
priorytet-stosowyWystarczy teraz sprawj by priorytet-wegciowy < priorytet-stosowyje-

§li operator faczy w lewo priorytet-wejsciowy> priorytet-stosowygdy taczy w prawo, by
nasz oryginalny algorytm rozrézniat kierunki tacaeboperatorow:
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1: while — koniec-wyrazenia-infiksowegdo

2:  przeczytafoken-wejsciowy

3:  przepisz ze stosu na vagie wszystkiavierzchotki-stosptakie ze
priorytet-wegciowy(token-weciowy < priorytet-stosowywierzchotek-stosu

4:  wstawtoken-wejciowyna stos

5: end while

6: przepisz wszystkie symbole ze stosu nasgig

Pozostaje rozwazynawiasy. Okazuje sie, ze wystarczy zdefiniowita nich odpowiednie
priorytety, by ostatni algorytm poprawnie przetwarzat wyrazenia z nawiasami. Zauwazmy
Ze po przeczytaniu nawiasu otwierajacego nalezy ,zarofazita zawartéC stosu do czasu
przeczytania odpowiadajacego mu nawiasu zamykajacego. Po przeczytaniu hawiasu otwi
rajacego algorytm powinien pracov#ak, jakby wi&nie zaczynat przetwarzanie nowego
wyrazenia z pustym stosem. Mozemy zatem wstawai stos nawias otwierajacy, nadajac mu
najnizszypriorytet-stosowyWowczas zaden operator nie bedzie mégt go (a wiec i wszyst-
kiego co jest pod nim) usufize stosu. Aby nawias otwierajacy nie zmodyfikowat zawar-
toSci stosu, jegriorytet-wejsciowymusi byt natomiast najwigkszy (jeszcze wiekszy niz
liczb). Kiedy przeczytamy nawias zamykajacy, znaczy to, ze détaylido kaca wyrazenia
zaczynajacego sie po odpowiadajacym mu nawiasie otwierajacym. Péwmiypziatem wy-
piset ze stosu wszystkie tokeny az do znalezienia nawiasu otwierajacego, a nastepriie usur
ten nawias ze stosu. W tym jedynym przypadku zamiast wypiéyapety ze stosu token na
wyjscie, po prostu go usuniemiriorytetu-stosowegoawiasu zamykajacego nie musimy
ustal&, poniewaz nawias zamykajacy nigdy nie znajdzie sie na stosi&scilie dobrane
priorytety sa przedstawione w tablicy 3.5, a kolejny szkic naszego algorytm wyglada nasteg

pujaco:

1: while —koniec-wyrazenia-infiksowegto
2:  przeczytatoken-wejsciowy
3:  przepisz ze stosu na végie wszystkiavierzchotki-stosptakie ze
priorytet-wegciowy(token-wegciowy < priorytet-stosowywierzchotek-stosu
4: if priorytet-wepgciowy(token-wejciowy) £ priorytet-stosowywierzchotek-stosu
then
wstawtoken-wejsciowya stos
else
{analizowane tokeny sa para odpowiadajacych sobie nawiasow}
usth wierzchotek-stosu
90 endif
10: end while
11: przepisz wszystkie symbole ze stosu nasgig

Zauwazmy, ze jezeli analizowane wyrazenie jest w&eatajete w nawiasy, to po jego wczy-
taniu stos jest pusty, poniewaz nawias zamykajacy usuwa z hiego wszystkie elementy, az
nawiasu otwierajacego, ktéry byt wstawiony jako pierwszy. Mozemy zatem przed rozpo-
czeciem wczytywania wyrazenia wstéana stos nawias otwierajacy i dopisaa koniec
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token | priorytet-wepciowy | priorytet-stosowy| ranga
+, = 1 2 -1
*, / 3 4 -1
- 6 5 -1
liczby 7 8 1
( 9 0 0
) 0 - 0

Tablica 3.4. Priorytety i rangi operatoréw w algorytmie przektadu

wyrazenia nawias zamykajacy, by przepisywanie symboli ze stosu r&zigryjo kéicu al-
gorytmu (linia 11) nie byto konieczne.

Nasz algorytm bedzie poprawnie dziatat w sytuacji, gdy wczytywane wyrazenie infik-
sowe bedzie poprawne. W razie, gdy wczytywane wyrazenie jest niepoprawne, powinien t
wykry€. Mozemy np. sprawdgj czy wypisane wyrazenie w notacji postfiksowej jest po-
prawnie zbudowane. W tym celu z kazdym wypisywanym tokenem zwiazujemy &varto
rangaréwnal dla liczb i1 — k dla operatorOw arrgzik i w czasie wypisywania wyrazenia
przeprowadzamy test opisany w podrozdziale 3.6.4, tj. uzywamy zmidilaag, poczat-
kowo réwnej zero, ktéra po wypisaniu kazdego tokenu zwigkszamgngetego tokenu.

W razie gdybilans przestanie by dodatni, lub na koniec bedzie miat watardézna odl,
sygnalizujemy btad.

Zauwazmy, ze zle zbudowane wyrazenie moze optaepisane do poprawnie zbu-
dowanego wyrazenia w notacji postfiksowej, np. napi® + zostaje przettumaczony na
1 2 + inaszalgorytm, nawet z opisanym powyzej testem nie sygnalizuje btedu. W wyraze
niu w postaci infiksowej liczby powinny wystepowaa przemian z operatorami i pierwsza
powinna by liczba. Mozemy zatem uzydodatkowej zmienngjrzeplot poczatkowo réw-
nej zero, ktéra bedziemy w czasie wezytywania kazdego tokenu zwigksgorange®
Jesli przeplot stanie sie mniejszy od zera lub wigkszy niz jeden, to znaczy, ze przeczytali
Smy niepoprawne wyrazeni®angenawiasow ustalamy na réwna zero. Tak rozbudowana
procedura wykrywa juprawie wszystkie bledy we wczytywanych wyrazeniach (jakich nie
wykrywa?). Wykaz priorytetow i rang operatoréw znajduje sie w tablicy 3.4 keanpletny
algorytm przektadu — w tablicy 3.5.

Implementacja algorytmu przekladu. Do implementac;ji algorytmu przektadu opisanego
w poprzednim podrozdziale uzyjemy stoséw z podrozdziatu 3.6.2. Do wczytywania tokendw
uzyjemy leksergettoken podobnego do opisanego w podrozdziale 3.5. Poniewaz zaimple-
mentowalsmy stos liczb catkowitych, a tokeny sa strukturami a nie liczbami, dokonamy nie-
znacznej modyfikacji algorytmu. Zauwazsiny na poczatku budowy algorytmu, ze liczby
nie musza by odktadane na stos, tylko od razu wypisywane naSaig. W naszym algo-
rytmie liczba co prawda jest wstawiana na stos, ale zostaje z niego usunieta natychmiast |

6Takie rozwiazanie jest poprawne jedynie w przypadku, gdy wszystkie operatory sa binarne.



58

3.6. Notacja postfiksowa

[ R R S e e S el
© N RN ERO

19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
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dopisz ,)” na koniec wyrazenia infiksowego
init (stog
push(stos,, (")
bilans « 0
przeplot« 0
while — koniec-wyrazenia-infiksowegto
token-wejsciowy— nastepny-token-wyrazenia-infiksowego
przeplot« przeplot+ ranga(token-wejsciowy
if przeplot£ 0 A przeplot#£ 1 then
btad: przerwij dziatanie!
end if
if empty(stog then
btad: przerwij dziatanie!
else
wierzchotek-stosy— top (stog
end if
{usuh symbole o wyzszym priorytecie ze stosu}
while priorytet-wejsciowytoken-wejsciowy <
priorytet-stosowywierzchotek-stogudo
bilans « bilans+ ranga(wierzchotek-stogu
if bilans < 1then
btad: przerwij dziatanie!
end if
rem(stos
wypisz(wierzchotek-stosu
wierzchotek-stosy— top (stog
end while
if token-wejsciowy=")" A wierzchotek-stose= ' (' then
rem(stos
else
push(stos token-we§ciowy)
end if
end while
if —empty(stog Vv bilans## 1 then
bfad: przerwij dziatanie!
else
wyrazenie zostato pongjnie przepisane
end if

Tablica 3.5. Algorytm przekiadu z notacji infiksowej na postfiksowa
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przeczytaniu nastepnego tokenu. Dlatego na stosie wystarczy przechoyegyaie rodzaj
tokenu, z& warta&c liczby w pomocniczej zmienngjoWypisania, ktéra ja przechowa do
czasu przeczytania nastepnego tokenu. Kompletny program jest zamieszczony ponize;.

/* onp.c: zamiana wyrazei infiksowych na postfiksowe */
#include<stdio.h>

#include<ctype.h>
#include"stack.h"

typedef enum {FALSE, TRUE} bool;
typedef enum {LICZBA, LEWY_NAWIAS, PRAWY_NAWIAS,

PLUS, MINUS, RAZY, PODZIEL, POTEGA,
KONIEC} rodzaj_tokenu;

int prio_wejll = {7,9,0,1,1,3,3,6,0};
int prio_stos[] = {8,0,0,2,2,4,4,5,0};
int raIlga[] = {1,0,01 13 1; 1’ 1’ 1 O}’
typedef struct {
rodzaj_tokenu rodzaj;
int wartosc;
} token;
bool gettoken (token *tok) {
int c;
while ((c=getchar()) ==’ || c == ’\t’);

switch (c) {
case ’\n’: tok->rodzaj=KONIEC;
ungetc(’\n’,stdin) ;
return FALSE;
case ’(’: tok->rodzaj=LEWY_NAWIAS; return FALSE;
case ’)’: tok->rodzaj=PRAWY_NAWIAS; return FALSE;
case ’+’: tok->rodzaj=PLUS; return FALSE;
case ’-’: tok->rodzaj=MINUS; return FALSE;
case ’*’: tok->rodzaj=RAZY; return FALSE;
case ’/’: tok->rodzaj=PODZIEL; return FALSE;
case ’7’: tok->rodzaj=POTEGA; return FALSE;
default : if (isdigit(c)) {
tok->rodzaj=LICZBA;
tok->wartosc = 0;
do {
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tok->wartosc = 10*tok->wartosc + ¢ - ’0’;
} while (isdigit(c=getchar()));
ungetc(c,stdin);
return FALSE;
} else return TRUE;

void wypisz (token *doWypisania) {
switch (doWypisania->rodzaj) {

case PLUS: printf ("+ "); return;
case MINUS: printf ("- "); return;
case RAZY: printf ("x "); return;

case PODZIEL: printf ("/ "); return;
case POTEGA: printf ("~ "); return;
case LICZBA: printf ("/d ", doWypisania->wartosc); break;
default: printf ("??7 "); return;

}

typedef enum {W_PORZADKU,
PRZEPELNIENIE_STOSU,
NIEPOPRAWNE_WYRAZENIE} stan;

stan przetworz (void) {
stack st;
token tok, doWypisania;
bool dalej=TRUE;
int bilans=0;
int przeplot=0;
rodzaj_tokenu symb_wierzch;

init (&st);
if (push (&st,LEWY_NAWIAS)) return PRZEPELNIENIE_STOSU;
while (dalej) {
if (gettoken(&tok)) return NIEPOPRAWNE_WYRAZENIE;
if (tok.rodzaj==KONIEC) {
tok.rodzaj=PRAWY_NAWIAS;
dalej=FALSE;
}
przeplot += rangal[tok.rodzaj]l;
if (przeplot!=0 && przeplot!=1)
return NIEPOPRAWNE_WYRAZENIE;
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if (top(&st, (int *) &symb_wierzch))
return NIEPOPRAWNE_WYRAZENIE;
while (prio_wejl[tok.rodzaj] < prio_stos[symb_wierzch]) {
bilans += rangal[symb_wierzch];
if (bilans<1) return NIEPOPRAWNE_WYRAZENIE;
rem(&st) ;
doWypisania.rodzaj=symb_wierzch;
wypisz(&doWypisania);
if (top(&st, (int*) &symb_wierzch))
return NIEPOPRAWNE_WYRAZENIE;

}
if (tok.rodzaj == LICZBA) doWypisania.wartosc=tok.wartosc;
if (tok.rodzaj==PRAWY_NAWIAS && symb_wierzch==LEWY_NAWIAS)

rem(&st) ;
else if (push(&st,tok.rodzaj)) return PRZEPELNIENIE_STOSU;
}
if (empty(&st) && bilans == 1)
return W_PORZADKU;
else return NIEPOPRAWNE_WYRAZENIE;
}

int main (void) {
int c;

printf ("onp> ");
while ((c=getchar()) != EOF) {
ungetc (c,stdin);
switch (przetworz()) {
case W_PORZADKU: printf ("\nonp> "); break;
case PRZEPELNIENIE_STOSU:

printf ("...\nBtad: przepeinienie stosu\nonp> ");
break;
case NIEPOPRAWNE_WYRAZENIE:
printf ("...\nBtad: niepoprawne wyrazenie\nonp> ");
break;
}
while (getchar()!=’\n’);
}
printf("\n");
return O;
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3.7. Jezykiregularne

Warto by mi€ matematyczne narzedzia do opisu jezykéw na poziomie leksykalnym, takie
jak gramatyki bezkontekstowe na poziomie sktadniowym. Okazuje sie, ze jezyki tokendw
(np. jezyk literatéw catkowitoliczbowych czy zmiennopozycyjnych itp.) sa jezykami regu-
larnymi. Zatem taka role mogtyby pethgramatyki regularne. W praktyce uzywa sige jednak
powszechnie dwoch innych formalizméw opisu jezykow regularngetiomatow skohczo-
nychi wyrazeh regularnych

3.7.1. Deterministyczne automaty skaczone

Definicja 3.4. Deterministyczny automat skonczdnypiatkad = (X, Q, qo, F, d), gdzie
¥ jest alfabetemQ jest skaiczonymzbiorem standéw automatgy € Q jest wyrdéznionym
stanem poczatkowyrr C Q jest zbioremstanéw kohcowygleas § : Q x £ — Q jest
funkcja przejsciaFunkcje przejcia rozszerzamy na dowolne stowa:

5a,¢) = g, qeQ
éq,wa) = IO, w),a), gqeQuwel*,aecx

Stowo w € T* jestakceptowanerzez automat, f@i 6(qo, w) € F. Jezyk akceptowany
przez automato zbiér akceptowanych przazstow:

£A) = {we |0 w)eF}

Poniewaz zaréwno alfabet, jak i zbiér stanow automatu sacdane, funkcja przégia
J jest okr&slona na skbczonej dziedzinie. Mozna ja zatem ofisa pomoca tabelki. Naj-
wygodniej jednak przedsta@vautomat w postaci grafu skierowanego, ktérego wierzchotki
sa etykietowane stanami, krawedzie — literami alfabetu, tak ze z kazdego stanu wychod
tyle krawedzi, ile liter ma alfabet i etykietowane sa réznymi literami. Stanyckwe sa
oznaczone podwéjnymi kétkami, dodatkowa strzatka oznacza stan poczatjgoRysu-
nek 3.6 na nastepnej stronie przedstawia automat akceptujacy jezyk ztozony z tych ciagoé
zero-jedynkowych, w ktorych liczba zer i liczba jedynek jest parzysta. Znaczenie standw au
tomatu jest nastepujace: automat jest po przeczytaniu stowastanieqp, jesli |w|o i |w]|1
sa parzyste|{|o i |w|1 0znaczaja odpowiednio liczbe zer i jedynek w stowie Automat
jest w stanieg;, jesli po przeczytaniu stowa liczba |w|g jest nieparzysta, Zw|; — pa-
rzysta. Podobnie jest w startdg jeSli |w|o jest parzysta, Zw|1 nieparzysta, oraz w stanie
03, jesli obie liczby|w|o i |w]1 Sa nieparzyste.

Twierdzenie 3.5. Jezyk jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje automatskony,
ktory go akceptuje.

Dowdd tego twierdzenia mozna znate& kazdym podreczniku teorii jezykdw formalnych,
np. w [73], por. tez zadanie 3.19.
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Z/Q | o | 01| G2 | O3

Rysunek 3.6. Automat skazony akceptujacy jezyk tych stéw nad alfabet@mi}, w kté-
rych liczba zer i liczba jedynek jest parzysta

Z/Q Qo | G1 | G2 | O3 | Ga
INNY_ZNAK Ja |04 | Q4 | G4 | Q4
SYMBOL_ZERO | Q1 [ Qo | O3 | 02 | O4
SYMBOL_JEDEN | 02 | 3 | Co | 01 | 04

Tablica 3.6. Funkcja przggia automatu z punktu 3.7.2

3.7.2. Implementacja automatéw skaczonych

Obecnie napiszemy program w jezyku C, ktéry bedzie ze standardowego strumiestmwe]
wego wczytywat ciag znakéw ASCII i sprawdzat, czy nalezy on do jezyka akceptowanegc
przez automat z poprzedniego paragrafu.

Alfabet ASCII liczy 256 znakdw, z czego nas interesuje jedyniel. Znaki ASCII be-
dziemy wiec odwzorowyw@na trzy litery nowego automatiNNY_ZNAK, SYMBOL_ZERQ i
SYMBOL_JEDEN, uzywajac pomocniczej tablicynak. Dzieki temu znaczaco zmniejszymy
rozmiar tablicy przéi¢ automatwelta. Dodajemy dodatkowo jeden stan, do ktérego przej-
dzie automat po przeczytaniu znalkiNY_ZNAX. Stany bedziemy kodovaza pomoca liczb
naturalnych. Funkcje przgtia automatu podajemy w tablicy 3.6. Zakodujemy ja w progra-
mie w tablicydelta. Oto program:

#include<stdio.h>

typedef enum {INNY_ZNAK, SYMBOL_ZERO, SYMBOL_JEDEN,
LICZBA_SYMBOLI} znaki;

#define LICZBA_STANQOW 5

Wartcscia identyfikatora ICZBA_SYMBOLI bedzie zawsze aktualna liczba symboli, pod wa-
runkiem jednak, ze jest on wpisany w definicji typtaki jako ostatni. Typznaki zde-
finiowalismy tak, byINNY_ZNAK miat wartdt 0. Podanie zbyt krétkiego inicjatora tablicy
wymusi wpisanie do wszystkich 256 elementow tablicy weato, tj. wkaSnie INNY_ZNAK.
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W tresci funkciji zmienimy potem ,recznie” dwa elementy tej tablicy. Tablieg ta przepi-
sujemy wprost z tablicy 3.6 na poprzedniej stronie.

znaki znak[256] = {INNY_ZNAK};

const int delta [LICZBA_SYMBOLI] [LICZBA_STANOW] =
{{4,4,4,4,4%},
{1,0,3,2,4},
{2,3,0,1,4}};

const int koncowe [LICZBA_STANOW] = {1,0,0,0,0%};

Funkcjasymuluj wczytuje znaki ze standardowego strumieniaseigjwego az do napotka-
nia znaku nowego wiersza i symuluje automat. Jej wynikiem jest odpowiedz na pytanie, cz
przeczytane stowo nalezy do jezyka:

int symuluj (void) {
int ch;
int q;

/* dokonczenie inicjowania tablicy znak */
znak[’0’] = SYMBOL_ZERO;
znak[’1’] SYMBOL_JEDEN;

q = 0; /*x 0 jest stanem poczatkowym */
while ((ch=getchar()) != ’\n’)

q = deltalznak[chl][q];
return koncowelq];

}
Program gtéwny uruchamia funkcggmuluj i wypisuje wynik:

int main (void) {
if (symuluj O)
printf ("TAK\n");
else printf ("NIE\n");
return 0O;

Taka implementacje automatow spotyka sie wszedzie tam, gdzie tekst zrodtowy moz
byt opisany za pomoca jezyka regularnego: w lekserze kazdego kompilatora, w edytorac
tekstu do wyszukiwania napisow itp. W praktyce automat ma rownie&acig/ji w czasie
przetwarzania tekstu generuje dane seypwe. Dla przyktadu moglilgmy napiséa automat
rozpoznajacy roézne tokeny jezyka programowania. Berejprzez stan akceptujacy bedzie
powodowa& przekazanie zanalizowanego tokenu do parsera. W wielu zastosowaniach aut
mat nie jest zakodowany w programie na state, tylko wyliczany za pomoca odpowiednieg
algorytmu.
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Rysunek 3.7. Automat skazony wyszukujacy wzorzetbba

3.7.3. Wyszukiwanie wzorca w tekcie

Automat skaiczony mozna wykorzystado szybkiego wyszukiwania ciagu znakaw =

w1 ... wm dlugoscim w teksciex diugdscin. Zbudujemy automal = (£ = {a, b}, Q =

{do, ..., dm}, o, F = {am}, 9), taki ze po przeczytaniu pewnego stowa automat jest w sta-
nie gm wtedy i tylko wtedy, gdy stowo to jest postagiv, dla pewnego stowy € X*.
Numer stanu automatu bedziemy identyfikdwadtugacia prefiksu wzorca w nastepu-
jacy sposoéb: automat jest po przeczytaniu pewnego stowa w sfafesli ostatnio przeczy-
tati znakow wzorcao, tj. jesli najdtuzszy sufiks przeczytanego stowa bedacy jedrsmigze
prefiksem naszego wzorca ma dtggo. Dla przyktadu zbudujemy automat stuzacy do wy-
szukiwania wzorcabba w tekscie. Automat bedzie miat piestanéw. Zatézmy ze w danej
chwili znajduje sie w stanig;. Zatem ostatnio przeczytalpierwszych znakoéw wzorca, tj.
stowo w1 ... w; (by€ moze wczéniej juz c czytat, ale nie pasowato to do wzorca). Co
sie stanie gdy przeczyta znaR J&li ¢ = wj41, to jasne, ze przeczytat teraz+ 1 zna-
koéw wzorca, zatem przechodzi do stapy1. Ogolnie w stowiew; . . . wjc musimy znalez
najdtuzszy sufiks, ktéry jest jednocage prefiksem wzorca (sa do tego szybkie algorytmy,
nie bedziemy jednak tu o nich mé&yi Automat przejdzie do stanu, ktérego indeks jest dhu-
goscia tego sufiksu (jest to najdtuzsze ostatnio przeczytane stowo, ktore rokuje nadzieje r
uzupetnienie do petnego wzorca). W naszym przypadku musimy zatem roZpatszyst-

kie prefiksy stowaabba. Dla prefiksu pustego, §i przeczytamya, to stowoea dalej jest
prefiksemw i ma diugat 1, przechodzimy wigc do starmy. Jesli zas przeczytamyp, to
pozostajemy w stanigg. Podobnie analizujemy pozostate stany. Dla przyktadii jeste-
Smy w staniejp, to znaczy, ze najdluzszy ostatnio przeczytany ciag, ktéry da sie uzépetni
do wzorca (ij. jest jego prefiksem) ma dhi&g@ (i jest nim ab). J&li teraz przeczytamy,

to ostatnio przeczytdlimy aba. Jednak wzorzec jest postadiba, zatem najdtuzszy ostat-
nio przeczytany ciag, bedacy prefiksem wzorcaa {onozemy to sprawdziw petli: dla |

od 1 do dhlugcsci sprawdzanego ciagu — 81— sprawdzamy czy jego sufiks diugm j

i prefiks wzorca dhugsci j sa réwne; wybieramy najwigkszedla ktorego tak jest, lub,

jesli tak nie byto dla zadneg9). Dlatego ze stang po przeczytania przechodzimy do

g1, po przeczytaniu Zb — do gs. Caty automat jest pokazany na rysunku 3.7. Po zbudo-
waniu automatu uzywamy procedury z podrozdziatu 3.7.2 do jego symulacji. Przy kazdyn
osiagnieciu stanu akceptujacego program symulujacy automat moze np. wypisgma

cje znalezionego wzorca w teéie, zastepowaznaleziony wzorzec innym ciagiem znakow
lub zliczat liczbe wystapid. Zauwazmy ze przeszukanie tekstu disgjon w poszukiwa-
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niu ustalonego wzorca dtu§oi m (pomijajac czas niezbedny na zbudowanie automatu) jest
proporcjonalne dm (nie zalezy od wielkéci wzorca). Naiwne wyszukiwanie jest propor-
cjonalne do iloczynun x m. Automat mozna tatwo zbudowav czasie proporcjonalnym do

m? (a istnieja algorytmy pozwalajace go zbud@wa czasie proporcjonalnym du). Jesli
n=290x~1MBam = 28 = 256B, tom x n = 228 podczas gdyn® + n ~ 224, z&

m+ n ~ 220, Mozna wigc mi€ nadziejg, ze nasz program bedzie dziatat dla takich danych
od 16 do 256 razy szybciej niz naiwne przeszukiwanie (tj. np. 1 minute zamiast 16 minu
czy ponad 4 godzin). Zachecam do sprawdzenia w praktyce!

3.7.4. Wyrazenia regularne
Wyrazenia regularnead alfabetent = {0, 1} sa nastgpujacej postaci:
1. 0, 1, € i § sa wyrazeniami regularnymi;

2. jesli er i &2 sa wyrazeniami regularnymi, to sa nimi takee (e1), e1€2 i e + €;
3. wszystkie wyrazenia regularne sa postaci opisanej w punktach 1i 2.

Zauwazmy, ze tak nieformalnie opisana sktadnia wymaegularnych jest niejednoznaczna
(nie wiemy, czy0 + 1* oznacza(0 + 1)*, czy tez0 + (1*)). Dlatego musimy dodatkowo
okreslic reguly rozbioru takich wyraze Przyjmijmy, ze* wiaze najsilniej, konkatenacja
(napisanie dwoch wyraingedno za drugim) stabiej i w lewer z&s najstabiej i rowniez w
lewo. Formalnie wigc sktadnie wyrazeegularnych mozemy opi§gednoznaczna grama-
tyka bezkontekstowa:

(wyrazenie proste ::= 0| 1]e¢| @] ({(wyrazenie regularne
(domknigecie Kleene’ego ::= (wyrazenie proste
(domknigecie Kleene'egé
(konkatenacja ::= (domknigecie Kleene'ego
|  (konkatenacja{domkniecie Kleene’'ego
(wyrazenie regularne ::= (konkatenacja
(wyrazenie regularnet (konkatenacja

Niech £(e) oznacza jezyk opisywany przez wyrazenie regul@&n&tedy:

£0) = {0}
£ = ({1}
L) = {e}
£W = 0
£e) = (L))"
L) = {uw|ue L(e),w e L(e))

Ler+e) = Le)UL(e)
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gdziedomkniecie Kleene'egh* dowolnego jezykd. definiujemy jako zbiér konkatenacji
dowolnej liczby stéw z jezyka.:

L* = {w1...wk|wi,...,wxkelL,k>0}
Formalnie:
L = {e)
Lkl = {fuw |ue Lk, we L}
o0
L = [JL*
k=0

Dla przyktadu(O + 1)*101(0 + 1)* opisuje jezyk tych stéw, ktére zawieraja podcie@t.

Twierdzenie 3.6. Jezyk jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wyrazenie regu-
larne, ktére go opisuje.

Dowdd tego twierdzenia mozna znate& kazdym podreczniku teorii jezykdw formalnych,
np. w [73]. Zatem mamy trzy narzedzia opisu jezykow regularnych: gramatyki regularne,
automaty skbczone i wyrazenia regularne.

3.7.5. Wyrazenia regularne w Unix-ie

Wyrazenia regularne opisuja pewne jezyksldeapis nalezy do jezyka opisanego przez wy-
razenie, to mowimy, zeopasowuje si@n do tego wyrazenia (wyrazenie jegzorcemdo
ktérego staramy sidopasowa@odany napis). W praktyce powszechnie wykorzystuje sie
wyrazenia regularne w celu wyszukiwania napiséw w plikach tekstowych. Réwniez wyda-
jac DOS-owe poleceniglel *.* w istocie piszemy wyrazenie regularne (w bardzo prostej
notacji). Podobnie jak dla gramatyk bezkontekstowych, notacja matematyczna nie jest zb;
wygodna w zastosowaniach praktycznych. W Unix-ie mamy dostep do plikobw nagtowko-
wych regexp.h | regexpr.h oraz pliku nagtéwkowegdibgen.h i modutu bibliotecz-
negolibgen.a zawierajacych zbiér C-owych funkcji do operowania na wyrazeniach regu-
larnych zapisanych w specjalnej notacji, taZmternationalized Basic and Extended Regular
ExpressionsWiele programéw dostepnych pod Unix-em zostato napisanych z uzyciem tych
bibliotek. Ponizej znajduje sie opis fragmentu tej notacji. Mowi sie na te notacje ,wyrazenia
regularne” (RE, odegular expressioy) chat nazwa jest nieco mylaca: nie wszystkie jezyki
regularne daje sie nia opisaNiektére opisywalne nia jezyki nie sa regularne, ani nawet
bezkontekstowe!

W plikach tekstowych zwykle wyrdznia sigiersze tj. ciagi znakéw zakbczone zna-
kiem nowego wierszgLF). Omdwione nizej wyrazenia opisuja ciagi znakdw w ramach
jednego wiersza.

RozrézniamyjednoznakowdRE i dowolne RE. Jednoznakowe RE opisuja zbiory stow
jednoliterowych:

1. Do dowolnego znaku r6znego od[\"~$ dopasowuje on sam.
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2. Do napisW\c dopasowuije sie znak gdziec jest jednym spsrod znakow. x [\~ $.
3. Do kropki. dopasowuije sie dowolny znak rézny od znaku nowego wiersza.

4. Do niepustego ciagu znakéw w nawiasach kwadratowlichie zaczynajacego sie
znakiem~ dopasowauie sie jeden sprdd wymienionych znakéw. 8k po [ wystepuje
-, to ten ciag reprezentuje jeden zn@iznyod wymienionych i ré6zny od znaku no-
wego wiersza. Napis-d wewnatrz nawiasovi] reprezentuje wszystkie znaki o ko-
dach od kodu znakado kodu znakwl wtacznie, np.La-zA-Z] reprezentuje dowolna
mata lub wielka litere. Znak traci swoje specjalne znaczeniesljgest pierwszym
lub ostatnim znakiem w ciagu ujetym w nawiagy. Podobnie jgli znak] wyste-
puje bezpérednio pol, to nie zamyka ciagu, tylko reprezentuje sam siebie,[M]
oznacza jeden ze znakow ].

Dowolne RE tworzy sie z jednoznakowych RE z pomoca nastepujacych regut:

1. Jednoznakowe RE jest RE.

2. Jednoznakowe RE, po ktérym nastepuje gwiazdkanacza ciag dowolnej diu§oi
znakéw opisanych przez to jednoznakowe RE axopisuje zbiér ciagdéw ztozonych
z litery a.

3. Jednoznakowe RE, po ktérym nastepwjen\} lub \{m,\} lub \{m,n\}, gdzie
gdziem i n sa liczbami z przedzialQ. . . 255 oznacza ciag odpowiednio: doktadnie
m, CO najmniejm oraz co najmniem oraz co najwyzefn wystapié znaku opisywa-
nego przez jednoznakowe RE (zatém, } jest rownowazne napisaniu gwiazdkisza
[A-Z]1{3}[0-9]1{4} opisuje stare polskie tablice rejestracyjne).

4. Konkatenacja RE opisuje stowa bedace konkatenacjami stéw opisywanych przez t
RE, np.axb* oznacza stowa zlozone z pewnej liczby literpo ktérych nastepuje
pewna liczba liteb, z& [tT] o [mM] asz opisuje zbidr czterech stévomasz, Tomasz,
toMasz i ToMasz.

5. Ujecie RE w nawias¥ ( i \) nie zmienia jego znaczenia.

6. Do napisu postacin, gdzien jest pojedyncza cyfra rozna od zera, dopasowuje sig
napis, ktéry dopasowat sie detego wyrazenia objetego nawiasaxdii \), np.

BAYGEADARE:
dopasuje sie do kazdego wiersza ztozonego z dwdéch takich samych stow (uwaga: te
jezyk nie jest nawet bezkontekstowy!)

7. Znak" na poczatku RE oznacza, ze do RE musi dopaéigapoczatek wiersza, znak
$ z&6, ze koniec.

Dla przyktadu [A-Za-z_] [A-Za-z_0-9]* opisuje zbior identyfikatorow w jezyku C,

z&6 literaty catkowitoliczbowe w C sa opisane wyrazeniami:
[1-9]1 [0-91* [uU1L]I\{0, 1\} (dziesietne),

[0-7] [0-7]* [uU1LI\{0, 1\} (6semkowe),
0[xX] [0-9a-fA-F] [0-9a-fA-F1*[uUlLI\{0,1\} (szesnastkowe).
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Z RE korzysta wiele programéw Unix-owych: edytory teksid,(ex, vi, emacs), pro-
gramy wyszukujacegfrep, egrep), programy przetwarzajace tekstywk, sed, cut, paste)
i in. Uzywa sie ich réwniez do opisu leksemow jezyka w programach automatycznie gene
rujacych lekseryXex, flex, ML-1ex).

Przykiad 3.7. Zal6zmy, ze napisdimy tekst o pewnym wyktadowcy, nazywajac go w tek-
§cie wielokrotnie po imieniu. W pliku wystepuja zatem stolwiasz, ToMasza, ToMaszo-

wi, ToMaszem, ToMaszu itp. Z pewnych (nieistotnych tutaj) wzgledéw chcemy zmeeingést
tekstu w taki sposoéb, by zastgflioMasz-a dwiema innymi osobamilakub-em iPiotr-em,
ale z zachowaniem wéaiwej deklinaciji. Wydanie w edytorzei polecenia

hs/ToMasz\ ([a-z]*\)/Jakub\1 i Piotr\1/g

spowoduje zastapienie w catym edytowanym pliku st@wMasz przez Jakub i Piotr,
ToMasza przez Jakuba i Piotra, ToMaszowi przez Jakubowi i Piotrowi, itd.

Znak % na poczatku polecenia oznacza, ze bedzie ono dotyemzystkich wierszy
pliku, podobnie znalg (global) na kahcu oznacza, ze polecenie bedzie dotycwszyst-
kich wystapié wzorca w danym wierszu. Litera po % oznacza komende ,zanfi& (sub-
stitute), po ktdrej, ograniczone znakamiiwystepuja: wzorzec i tekst zamiany. Wzorzec
ToMasz\ ([a-z]*\) 0znacza stow@oMasz, po ktérym nastepuje dowolny ciag liter. Ponie-
waz ujelsmy go w nawias\ (i \), bedzie sie mozna pdzniej do niego odwiotapomoca
napisu\1. W ten sposéb zapamigtujemy ¢osnoze pusta) kacowke. Po znaky nastepuje
tekst, ktory ma zostawstawiony w miejsce napisu, ktéry dopasowat sie do wzorca.

Dzieki RE nawet powazne zmiany tekstu moga pyzeprowadzone automatycznie i
bardzo sprawnie. 8& tekst liczy kilkan&cie stron, to wyszukiwanie stovmMasz (nawet
z pomoca funkcjiFind edytora) i reczna zamiana na dwa inne imiona mozetzajele
czasu. Uzycie opisanego wyzej polecenia pozwala @psigaz zadaniem w czasie ponizej
15 sekund (tyle potrzeba na wpisanie polecenia; komputer wykonuje je btyskawicznie).

Implementacja procedur wyszukiwania wzorca wedtug powyzszych wiyrgese po-
dobna do opisanej w podrozdziale 3.7.3: wyrazenie regularne jest zamieniane na auton
(zakodowany jako specjalny napis), ktory jest nastepnie symulowany (tak, jak t&noypili
w podrozdziale 3.7.2). Procedura budowania automatu jest podobna do opisanej w podrc
dziale 3.7.3, jednak nieco bardziej skomplikowana, wyszukujemy bowiem nie jedno kon-
kretne stowo, tylko dowolne stowo pasujace do wzorca (wyrazenia regularnego).

3.8. Struktura leksykalna jezykéw programowania

Opisujac strukture leksykalna jezykéw zwykle dzieli sie zbiér znakéw na kilkas(tago)
roztacznych klas. Niektore znaki nie wchodza w skfad tokendw, jedynie pomagaja w czy
telnym sformatowaniu tekstu programu. Sa to tak zwiaiaée znaki Pewien zbiér znakow
(zwykle zawierajacy cyfry, znaki, ’ i inne) stuzy do budowyiteratéw (napiséw oznaczaja-
cych state), litery i cyfry tworzadentyfikatory(ciagi znakéw oznaczajace zmiennejowa
kluczowgspecjalne ciagi znakéw oznaczajace pewne pojecia w jezyku). Pozostate znaki, t
tzw. znaki przestankowg@omocnicze).
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3.8.1. Sposéb formatowania tekstu programu

Jezyki programowania dziela sig ggayki o zapisie pozycyjnyfsztywnymi jezyki o zapisie
liniowym(swobodnym W tych pierwszych, przewazajacych w przeszipzapis programu
rzadzi siescistymi regutami.

Przykiad 3.8. W FORTRAN-ie przyjeto, ze pigpierwszych znakéw kazdego wiersza mo-
ze zawiera etykiete instrukcji (ciag cyfr), jdi zas pierwszym znakiem w wierszu jestub

C oznaczato, ze w danym wierszu wystepuje komentarz (tzn. ten wierszGaigoprowany
przez kompilator), kolumny od 7 do 72 zawieraja instrukcje (co najwyzej jedna w wierszu),
znaki w dalszych kolumnach sa ignorowane przez kompilator. Sz4sty znak w wierszu, v
ktorym zaczyna sig instrukcja musidgpacja lub zerem, wiersze zawierajace ciag dalszy
instrukcji musza zawiefana széstej pozycji znak r6zny od spadgjiimusza mi€ spacje na
pozycjach od pierwszej do piatej. Instrukcja moze znajdosigw co najwyzej 20 kolejnych
wierszach.

Takie ustalenia znakomicie utatwiaja analize leksykalna tekstu programu i rownie znako
micie utrudniaja prace progragtie. Poczawszy od Algolu 60 w wiekstm wspotczesnych
jezykoéw programowania, tzviezykach o strukturze liniowgprzyjeto wiec przeciwne roz-
wiazanie: program jest ciagiem tokenow swobodnie rozdzielabjedlymi znakamiBiate
znaki nie moga wystepowave wnetrzu tokenu (wyjatek stanowia literalhé&achowe, tam
jednak biate znaki zatracaja swoje znaczenie). Niekiedy sa wymagane dla oddzielenia dwo
tokendw od siebie. Wystepowanie biatych znakéw wste& programu nie ma wptywu na
jego znaczenie. Pojecie wiersza programu albo nie jest wprowadzane wcale, albo ma drug
rzedne znaczenie (np. przy definiowaniu literaléiwdachowych i niektérych komentarzy).
Niektore wspoiczesne jezyki o strukturze liniowej zawieraja pewne elementy struktury po-
zycyjnej (np. Occam, Haskell i Concurrent Clena).

Przyktad 3.9. W Haskellu deklaracja funkcji moze ntigost&:
nazwa-funkcji zmienne wyrazeniewhere deklaracja-pomocnicza

Jezeli chcielibgmy napisa dwiedeklaracje-pomocniczenusimy obj& je nawiasami klam-
rowymi:

fxy=u+ v+ 1 where
{
u = X*X;
v = yry
}

Jesli jednak op§cimy nawiasy srednik:

+ 1 where
X*X

y*y

fxy=u

< £ +
n <
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woéwczas sa one odtwarzane wedtug nastepujacej regulciczgeklaracji funkcji sa wszys-
tkie deklaracjektére sie zaczynaja w kolumnie o nie mniejszym numerze niz kolumna, w kté
rej zaczyna sige pierwsza deklaracja po stowiere. Dla przyktadu dwa ostatnie programy

sa réwnowazne, podczas gdy w programie

fxy=u+ v+ 1 where
u = X*X
v o= y*y

w zasiegu deklaracji funkcji znajduje sie jedynie deklaracja x*x, podczas gdy dekla-
racjav = y*y jest umieszczona na globalnym poziomie programu. Pro@aniitérych
irytuje zapis pozycyjny powinni zawsze otaCzsawiasami nawet pojedyncza deklaracje po
stowiewhere, wOwczas program jest analizowany tak, jak w jezyku o strukturze liniowej.

3.8.2. Biate znaki i komentarze

Biate znakito najczé&ciej spacje znaki tabulacjii znaki nowego wiersz&Komentarze sa
traktowane jak biate znaki i sa zwykle otaczane specjalnymi ciagami znakowixrips)
oraz{ i } w Pascalu, (te pierwsze rowniez w SML-u) i */ w C, {- i -} w Haskellu

i moga obejmowa wiele wierszy. Komentarze moga byagniezdzantub nie. W pierw-
szym przypadku, np. w SML-u, procedura pomijania komentarzy w kompilatorze nieco sie
komplikuje, jednak programista moze tatwo ,zast@fipewne fragmenty tekstu programu
(byc moze juz zawierajace komentarzegliaie chce ich przedstawdado kompilacji. W
drugim przypadku, np. w C, kosztem wygody programisty upraszcza sie zaréwno definicj
komentarza: komentarz to dowolny ciag znakéw zaczynajacy sie znakamie zawiera-

jacy wewnatrz znakéw/ i zakahczony znakami/ (wewnatrz natomiast moze zawiéra
znaki/*, nie zaczynaja one jednak nowego komentarza), zatem komentarzem jest np.

/* to jest /* komentarz */

Wiele jezykéw dopuszcza rowniez kroétkie, jednowierszowe komentarze, zaczynajace si
np. znakamf, w TpX-u i Prologu,// w C++ czy -- w Adzie i Haskellu. W wierszu, w
ktérym wystepuja takie znaki, jako komentarz uznaje sie tekst zaczynajacy sie tymi znakan
i zakahczony znakiem nowego wiersza. Przydaja sie one do umieszczania krotkich uwag
treSci programu.

3.8.3. Identyfikatory i stowa kluczowe

W kazdym jezyku programowania ustala sie pewien zbiér znakdw, z ktérych maégebhy
dowane identyfikatory, zwykle wielkie i mate litety = Z i a =+ z, cyfry 0 = 9 i pewne
dodatkowe znaki, z ktérych najpopularniejszym jest znak pddé&nga ,, ”. Poniewaz zbiér
znakéw tworzacych identyfikatory zawiera cyfry uzywane réwniez do budowy literatéw, za-
ktada sig, ze identyfikatory musza zaczysi litera (a literaty nie moga zaczynsie litera).
Stowa kluczow#o pewne wyréznione tokeny takiej samej postaci jak identyfikatory. W nie-
ktérych jezykach wolno uzywaidentyfikatoréw bedacych stowami kluczowymi (wowczas
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nie wyrdznia sie tokenéw opisujacych stowa kluczowe, a o rodzaju danego napisu decydu
kontekst jego uzycia opisany gramatyka jezyka). Dla przyktadu w PL/I wolno mapisa

IF IF = THEN THEN THEN = ELSE ELSE ELSE = THEN;

(instrukcja rodem z koszmarnego snu programisty poprawiajacego program napisany prz.
kogds innego). Z widocznych powyzej powodéw w wielu jezykach programowania stowa
kluczowe sazastrzezonewykluczone ze zbioru identyfikatoréw. Wowczas zadaniem lek-
sera jest sprawdzj czy dany token wystepujesndd stéw kluczowych, czy nie i odpowied-

nio go zaklasyfikowa.

W SML-u zmienne maja taka sama pdsjak konstruktory. Poniewaz zbiér konstrukto-
réw moze sie zmienia przyjeto, ze wszystko, co nie jest w danym kost@k konstrukto-
rem, jest uwazane za zmienna. To moze prowadei podobnych problemoéw, jak w przy-
padku mylenia identyfikatorow i stéw kluczowych. Dlatego np. w Haskellu i Concurrent
Cleanie przyjeto, ze zbidr identyfikatoréw rozpada sie na roztaczne klasy stéw kluczowych
konstruktorow i zmiennych (konstruktory pisze sige koniecznie wielka litera, zmienne —
mata). Ogranicza to nieznacznie swobode programisty, ale znakomicie zwigksza &tytelno
programu i jego odporrsg na btedy. Umozliwia tez lekserowi tatwe sklasyfikowanie wczy-
tanego tokenu do jednej z trzech powyzszych kategorii.

W niektérych jezykach (np. w Pascalu) przyjeto, ze wielkie i mate litery w identyfikato-
rach sa utozsamiane (ten pomyst pochodzi z czas6w, gdy niektére komputery oferowal
jedynie mozliwgt pisania wielkimi literami, na dtugo przed wprowadzeniem standardu
ASCIl). W nowoczesnych jezykach odchodzi sie od tej tradycji. Rowniez w C wielkie i
male litery sa rozrozniane.

Ze wzgledéw oszczedBoiowych w dawnych jezykach ograniczano dopuszczalna diu-
go&t identyfikatorow. Np. w FORTRAN-ie przyjeto, ze identyfikator moze sie skiadeo
najwyzej széciu znakow, zatem identyfikatb CZBA_ITERACJI byt odrzucany jako niepo-
prawny. W innych jezykach dopuszczano identyfikatory dowolnej diog@le zaktadano,
ze tylko pewna liczba (np. 16) poczatkowych znakéw jest rozpoznawana przez kompilato
Woweczas np. identyfikatory

saldo_rachunku_bankowego_najbogatszego_klienta
saldo_rachunku_bankowego_autora_tego_programu

byty akceptowane przez kompilator, ale traktowane jako
saldo_rachunku_b

i utozsamiane. Bylo to zrodtem wielu trudnych do wykrycia btedéw. Moc obliczeniowa
wspotczesnych komputeréw jest wystarczajaca, by kompilator mégt sobie poradenty-
fikatorami praktycznie dowolnej dtugoi (np. kompilator SML/NJ akceptuje identyfikatory
dtugdsci nawet 2000 znakéw — dla dtuzszych nie sprawdzatem).

W réznych jezykach sa popularne r6zne konwencje wyboru identyfikatorow.

Przyktad 3.10. W Adzie preferuje sie zwykle diugie nazwy (nhawet powyzej 20 znakow) i
pisze sig je wielkimi literami (aby je wizualnie odrézrod stéw kluczowych, zapisywanych
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matymi literami). Ada (nawet w poréwnaniu z Pascalem) ma réwniez @daygie stowa
kluczowe i preferuje sie w niej alfanumeryczne stowa kluczowe zamiast symboli specjalnyct
(np. return zamiast Pascalowegq is zamiast=, itp.), co wid& w ponizszej deklaracji
funkgciji:

function SPRAWDZ_DZIALANIE_URZADZENIA (STEROWNIK : URZADZENIE)
return BOOLEAN is
begin
return STEROWNIK.STAN = ON_LINE;
end SPRAWDZ_DZIALANIE_URZADZENIA;

W jezyku C, w ktérym zapis jest bardziej zwiezly, preferuje sie krotsze identyfikatory (pi-
sane zwykle matymi literami; wielkimi pisze sig stale) i uzywa sie symboli zamiast stow
kluczowych:

int sprUrzadz (urzadz sterownik) {
return sterownik.stan == ON_LINE;

}
Przesadnie zwiezly zapis moze utrutlmrozumienie programu.

Przyktad 3.11. ,Rekordzista” w zwiezt&ci byt jezyk APL/360, ktérego zestaw znakéw byt
tak wielki, ze wymagat specjalnych klawiatur i drukarek. Program drukujacy trojkat Pascalz
mozna byto napisaw széciu krotkich linijkach ([140], str. 169):

V PASCAL
Pe,1

SPACJE<« (O [ SRODEKWIERSZA- | 0.5x+/3+ [ 10&P) p* ’
SPACJE;P

—2x>pP«(0,P)+P,0

Y

jednak czas stracony na jego zrozumienie jest pewnie diuzszy od zaoszczedzonego pr
wpisywaniu jego tekstu do komputera.

Podobnie ,zwiezte” programy mozna pésdla Unix-owego kalkulatora programowal-
negobc, ktéry uzywa notacji postfiksowej, a wszystkie jego instrukcje sa jednoliterowe.
Program drukujacy warszi funkcji silnia dla liczbl, ..., 10 mozna w nim zapiganaste-
pujaco (Sun OS 5.7 Manual fok):

[lal+dsa*plal0>ylsy
Osal
lyx

Z powyzszych przyktadéw wynika, ze pewna nadmiargvenakéw w programie jest
potrzebna, gdyz zwieksza czytefddekstu, a tym samym zmniejsza ryzyko btedéw. Znacz-
na cz&e spotecznsci programistéw uwaza, ze przykladem sdawvej rownowagi pomigdzy
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zwieztdscia i czytelngcia programu jest jezyk C. Sktadnia wielu innych jezykow jest wiec
na nim wzorowana.

Wiasciwy wybor identyfikatoréw jest bardzo wazny z punktu widzenia czy&spro-
gramu. ldentyfikator powinien jednoznacznie sugefwaaczenie warfzi, ktéra nazywa.
W programie bankowym instrukcja

Z = X+Y;
jest duzo mniej czytelna, niz
saldoPoKapital = saldoPoprz + odsetki;

Z wymyslaniem ,znaczacych” nazw zmiennych nie nalezy jednak przesablzekiedy dla
argumentu funkcji trudno wynsic sensowniejsza nazwe niz po progtunp. w definicji
funkciji identyczn&ci w SML-u:

fun id x = x

Najczesciej uzywana struktura danych w SML-u sa listy. W jezyku angielskim liczbe mnoga
rzeczownika otrzymuije sie najcagej przez dopisanie na jegofu litery s. Niektorzy
programsci SML-owi przyjeli konwencje, ze anonimowe wastb oznacza sie literami, y,
z, ..., listy takich wart&ci — identyfikatoramis, ys, zs, ... (xs znaczy ,iksy”, ,iks” w
liczbie mnogiej, duzo ,ikséw”, {j. ich lista), listy list — identyfikatoramss, yss, zss, . ..
Dawniej, gdy identyfikatory musiaty lybardzo krétkie, obnslano zestawy regut, we-
dtug ktérych je tworzono, np. ze nalezy nagigaeina nazwe danego obiektu {bgnoze
wielowyrazowa), pomin@ spdjniki, przedimki itp., uwzgledbico najwyzej trzy pierwsze
wyrazy, usun@ ich kahcowki i tyle samogtosek i mniej waznych spotgtosek poczynajac
od kahca, by otrzymany identyfikator byt dostatecznie krotki ([166], str. 19—24). Obecnie,
gdy identyfikatory moga mienawet kilkanacie znakow, talsciste reguty nie sa potrzebne.
Warto jednak wypracowaswoj wtasny styl tworzenia identyfikatoréw i go przestraega
Poszczegodlne wyrazy warto oddzielznakiem podkr&enia lub pisa wielka litera, by nie
zlewaly sie w jedna calt. Zabawnym przykladem na uzytecsaa@naku_ jest identyfikator
poradnia wystepujacy w pewnym programie obstugujacym kalendarz.

3.8.4. Literaty

Do zapisustatychw jezyku uzywa siditeratéw. Zwykle sa to literaty catkowitoliczbowe,
zmiennopozycyjne (zmiennoprzecinkowe), znakowectechowe (napisowe). W wigkszo-
§ci wspoitczesnych jezykow uzywa sie konwencji zapisu literalow mniej lub bardziej zblizo-
nych do konwencji przyjetych w jezyku C.

"Duzo czytelniej byto by napigPorabnia lub pora_dnia.
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3.8.5. Zasada zachtanngci

Patrzac z poziomu leksykalnego program jest ciagiem tokenéw. Zadaniem leksera jest p
dzielic ciag znakéw tworzacych program na tokeny. Nie zawsze jest to jednoznaczne. DI
przyktadu C-owe wyrazenig+++y moze oznacZax++ +y, gdzie++ jest operatorem post-
inkrementacji a- — dodawania, lutx+ ++y, gdzie++ jest operatorem preinkrementacji.
Aby umozliwi€¢ jednoznaczny rozbiér leksykalny ciagu znakéw++y przyjeto w definicji
jezyka C, zdoken rozciaga sie tak daleko na prawo, jak tylko mozna go sensownie przeczy
tat. Jest to tzwzasada zachtannosddlatego+++ zostanie przeczytane jako para tokenéw
++ po ktérym nastepuje. Ta zasada jelepo stosowana przez lekser nawet wéwczas, gdy
sensownyrogram mozna otrzyntatylko na jeden sposéb. Np. wyrazenie-x zostanie
przeczytane jake- -xiodrzucone przez kompilator jako niepoprawne (operator predekre-
mentacji moze by uzyty jedynie w odniesieniu do zmiennych), podczas gdy potencjalnie
mogtoby byt przeczytane jake --x, gdyby zasada zachtarém nie obowiazywata.

Zasada zachtangoi wymusza stosowanie biatych znakéw do odzielenia tokendw, ktére
mogtyby sie w przeciwnym razie ,zt4 w jedna cat&t. Np. w Pascalu wolno napisavy-
razeniel2mod 3, jednak12mod3 nie jest poprawnym wyrazeniem, poniewaz sktada sie z
literatu catkowitoliczbowego i identyfikatorgod3.

3.8.6. Struktura leksykalna jezyka w praktyce

Napisanie dobrego programu wymaga hie tylko wiedzy teoretycznej na temat programows
nia, lecz réwniez dobrego opanowania programistycznego rzemiosta. Wiele cennych uwe
o tym, jak wykorzysta strukture leksykalna jezyka do napisania dobrego programu zawiera
rozdziat 1 ksiazki Tassela [166], str. 11-47.

3.8.7. Struktura leksykalna jezyka Standard ML

Identyfikatory w SML-u, podobnie jak w innych jezykach programowania, stuza do nazy-
wania réznych obiektéw: 1) warkei (zmiennych, konstruktoréw, wyjatkdw)2) typow,
3) zmiennych typowych, 4) pél rekordéw, 5) sygnatur, 6) struktur i 7) funktctéeenty-
fikatory zmiennych typowych maja specjalna péstaozostate klasy identyfikatoréw wy-
stepuja w roztacznych kontekstach (tj. miejsce wystapienia identyfikatoralakd® ktorej
klasy nalezy), dlatego mozna uzygveych samych identyfikatoréw na oznaczenie obiektow
z roznych klas, npreal jest nazwa predefiniowanego typu danych, a takze nazwa funkcji
standardowej. W jezyku C jest to zabronione.

W identyfikatorach wielkie i mate litery sa rozroznialne (np. nastepujace identyfikatory
sa parami réznetomasz, Tomasz i ToMasz).

Identyfikatory moga by dwoch rodzajéwalfanumeryczné symboliczneTe pierwsze
znane sa z Pascala i C. W SML-u sa to niepuste ciagi wielkich i matych liter, cyfr oraz

80 wyjatkach, typach i zmiennych typowych oraz sygnaturach, strukturach i funktorach méwimy w dalszych
rozdziatach skryptu.
9. i sygnatur funktoréw w SML/NJ.
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znakéw apostrofu i podkreslenia_, zaczynajace sig litera. W poréwnaniu z Pascalem i C,
nowdscia jest apostrof (,prim”). Dzigki temu mozna pistak jak w matematyce, x’, x’’
itp. Inaczej niz w C, identyfikator nie moze zaczgrsg znakiem podksenia.

Identyfikatory zmiennych typowych maja szczegélna postaczynaja sie jednym lub
dwoma znakami apostrofe, po ktorych nastepuje zwykly identyfikator alfanumeryczny.
Wypisujac odpowiedzi system tworzy wtasne nazwy zmiennych z kolejnych liter alfabetu,
poczynajac od a, ’b itd. Programista moze oczy®gie nadaw@zmiennym dowolne nazwy,

np.:
fun identycznosc (x : ’dowolny_typ) = x

Identyfikatory uzyte do nazwania wszelkich innych obiektéw poza zmiennymi typowymi
musza zaczyrasie litera.
Identyfikatory symboliczne to dowolne niepuste ciagdéw nastepujacych znakéw:

% &$#t+-x%x/:<=>72\"~ ¢~ |

Przyktadami identyfikatoréw symbolicznych s&, **, *, /\ itd. Z poczatku trudno sie
do nich przyzwyczdi, poniewaz sa rzadko spotykane w innych jezykach programowania.
W potaczeniu jednak z mozlivezia zmiany faczliwsci operatoréw (por. podrozdziat 3.9.1)
sa bardzo uzyteczne — mozna definiawaperatory infiksowe o sktadni takiej samej jak
ich standardowe odpowiedniki (np. mozna zdefiniowa danychcomplex reprezentujacy
liczby zespolone i zdefiniovéadla niego operator mnozenia, #, tak by mozna byto pisa
np. x**y).

W SML-u przyjeto zasade zachtarsw, tzn. zatozono, ze pojedyncza jednostka lek-
sykalna rozciaga sie maksymalnie na prawo. O ile jest oczywiste, ze dwa alfanumeryczr
stowa kluczowe nalezy z tego powodu rozdfigdpacja (npletval to identyfikator, z&
let val — para stow kluczowych), o tyle czasem moze ni€ [Bsne, ze nalezy réwniez
rozdziel& stowa kluczowe symboliczne (poniewaz inaczej zleja sie w jeden identyfikator
symboliczny), np%=> to pojedynczy identyfikator symboliczny, podczas §dy> — iden-
tyfikator symboliczny i stowo kluczowe. Poniewaz zbiory znakéw z ktérych buduje sie iden-
tyfikatory symboliczne i alfanumeryczne sa roztaczne, mozna je zestabik siebie bez
spacji, npx=> to identyfikatorx po ktérym nastepuje stowo kluczowe.

Stowa kluczowe SML-a sa przedstawione w tablicy 3.7 na nastepnej stronie. Stowa klu
czowe w SML-u sa zastrzezone i nie wolno ich uzgvjako identyfikatorow? Zwréemy
uwage na grupe stéw kluczowych symbolicznych, ktére w szcze§béimie moga b§ uzy-
wane jako identyfikatory symboliczne.

Pozostale znaki uzywane w programach SML-owycKt¢ ( ) [ 1 ., ; ". Sa
to znaki przestankowe i nie moga bygzecia identyfikatorow. Nie trzeba ich oddziela
od identyfikatorow i stéw kluczowych biatymi znakami, ¢hozesto nieco spacji poprawia
czytelnat programu. Wewnatrz feeuch6w i komentarzy moga pojawiaie dowolne znaki
ASCII.

10y SML/NJ zastrzezono dodatkovfansig.
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abstype and andalso as case datatype do else end eqtype
exception fn fun functor handle if in include infix
infixr let local nonfix of op open orelse raise rec
sharing sig signature struct structure then type val
where while with withtype : :> _ | = => > #

Tablica 3.7. Stowa kluczowe jezyka Standard ML

3.9. Wyrazenia w jezykach programowania

3.9.1. Operatory infiksowe w SML-u

W SML-u operatory infiksowe moga taczyv lewo, (i, x®y®z= XD Yy) @ 2), lubw
prawo (. X &y & z = X & (y & 2)), i miet priorytet od 0 do 9 (silniej wiaza operatory o
wyzszym priorytecie). Uzytkownik moze zmiegitaczliwost operatorow dyrektywami

infix [n] identyfikatory infixr [n] identyfikatory nonfix identyfikatory

gdzien jest pojedyncza cyfra dziesietna i oznacza priorytédli(j@ie wystepuje, przyjmuje

sig, ze priorytet wynosi 0), identyfikatoryto lista identyfikatoréw ktérych taczlivag zmie-
niamy (wypisanych jeden po drugim bez przecinkéw itp., jedynie rozdzielonych spacjami).
Dyrektywainfix 0znacza, ze wymienione identyfikatory staja sie operatorami infiksowymi
taczacymi w lewo,infixr — w prawo, anonfix — ze (dotychczas liymoze operatory
infiksowe) staja sie identyfikatorami prefiksowymi. Na przyktad:

fun plus (x:int,y) = x + y;
- plus (2,5);
val it = 7 : int

plus, jak kazdy ,nowy” identyfikator jest z poczatku prefiksowy. Nie mozemy gotuzy
infiksowo:

- 2 plus 5;
Error: operator is not a function
operator: int
in expression:
2 plus

Dyrektywa infix zmieniamy jego taczliwgt i mozemy go wowczas uzyjako operatora
infiksowego:

- infix 5 plus;
infix 5 plus

- 2 plus 5;

val it = 7 : int
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Niestety w obszarze obowiazywania dyrektywyfix, identyfikatorplus nie moze bg
uzywany jako operator prefiksowy. Mozemy jednak powtérnie zniiggo taczliwat dy-
rektywanonfix:

- plus (2,5);

Error: nonfix identifier required
- nonfix plus;

nonfix plus

- plus (2,5);

val it = 7 : int

Aby jednorazowo wskaza ze uzywamy operatora infiksowego w postaci prefiksowej,
nie trzeba uzywa dyrektywynonfix: wystarczy w miejscu uzycia identyfikatora naiisa
przed nim stowo kluczowep:

- infix plus;
infix plus

- op plus (2,5);
val it = 7 : int

Jest to szczegoblnie wygodne, gdy chcemy skorzyzeastandardowego operatora infikso-
wego jako ze zwyklej funkcji nie zmieniajac globalnie jego taczkeip np. op+ (2,5)
znaczy to samo ce+5.

Zasieg dyrektywinfix, infixr i nonfix jest ograniczony wyrazenielrt i deklaracja
local. Jesli chcemy wiec zmieidi taczliwost jakieg operatora tylko w pewnym kontek-
Scie, wygodnie jest ufypowyzszych konstrukcji do ograniczenia zasiegu tej zmiany, np.

- let
= nonfix +
= in

+ (2,5)
= end;
val it = 7 : int

Za stowemend kohczacym wyrazeniéet, operator+ dalej posiada swoja standardowa
taczliwost.

taczliwost identyfikatora mozna zmiehitakze wéwczas, gdy dotychczas nie pojawiat
sie w programie. Wéwczas jednak musimy konsekwentnie uzyeav nowej sktadni réw-
niez w definicjach, np.

- infixr 9 *x*;

infixr 9 *x

- fun x *x y =

= if y<=0

= then 1

= else x * xx*(y-1);

val *x = fn : int * int -> int
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Zwrotmy uwage, ze po stowieun identyfikator* (tu wykorzystany do nazwania funkcji
potegowania) wystepuje réwniez w postaci infiksowej. Alternatywnie mozna by gapisa

fun op*x*x (x,y) = ...

lecz nie jest to zbyt zgrabne.

Zmiana taczliwéci identyfikatora dotyczy jedynie identyfikatoréw nazywajacych war-
tosci, np. po wykonaniu dyrektywyionfix * identyfikatorx oznaczajacy krotke w wyra-
zeniach typowych dalej jest infiksowy.

Uzycie dwéch operatoréw o tym samym priorytecie i roznych kierunkach técz st
zabronione przez standard jezyka$ kampilator wypisuje ostrzezenie i traktuje oba opera-
tory tak, jakby taczyly w lewo:

- infix 5 +;

infix 5 +

- infixr 5 -;

infixr 5 -

- 4+3-2;

Warning: mixed left- and right-associative operators of same
precedence

val it = 5 : int

Na koniec jeszcze jeden przykiad ilustrujacy uzyte&naperatoréw infiksowych —
leksykograficzny porzadek na parach liczb naturalnych:

- infix <<

fun (x1:int,yl:int) << (x2,y2) =

= x1 < x2 orelse (x1=x2 andalso yi1<y2);
infix <<

val << = fn : (int * int) * (int * int) -> bool
- (1,2) << (8,4);

val it = true : bool

Dyrektywy infix powoduja, ze sktadnia jezyka ulega zmianie w trakcie kompilowa-
nia programu. Jest to wyzwanie dla parsera, ktéry zwykle ma skfadnig ,zaszyta” w swoje
strukturze. W kompilatorze SML/NJ rozwiazano ten problem nastepujaco: parser traktuj
wszystkie wyrazenia jako ciagi tokenoéw (nie dokonuje ich analizy), tylko przekazuje je do
osobnego analizatora ze stosem, podobnego do opisanego w podrozdziale 3.6.5. Dyrekty
infix modyfikuja tablice priorytetow tego analizatora.

Dzieki potraktowaniu operatorow jako zwyktych identyfikatorow symbolicznych lub al-
fanumerycznych i przyjeciu opisanych wyzej mechanizméw ustalania priorytetow i kierun-
kow taczndci, definicja sktadni wyraZew jezyku SML jest bardzo zwigzta (mniej niz dwie
strony opisu). Nie trzeba w szczegéduow definicji jezyka opisywawszystkich operato-
row predeklarowanych (sa one opisane w defirfimjidowiska standardowego). Dla poréw-
nania sktadnia wyrafew definicji jezyka C++ zajmuje 19 stron i w osobnych paragrafach
omawia operatory addytywnei -, operatory multiplikatywne, / i %, itd.
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3.9.2. Wyrazenia w innych jezykach programowania

Pascal i C. W jezykach takich jak C lub Pascal zbiér operatoréw jest ustalony i sa one
traktowane jako symbole specjalne. Programista nie moze definiatesnych operatoréw.
Operatory podzielone sa zwykle na kilka grup o réznych priorytetach (w Pascalu 4, & C za
az 16) i roznych kierunkach taczed. W Pascalu priorytety sa ustalone niezbyt wygodnie
(w szczegolngci jest ich zbyt mato), gdyz np. w wyrazeni{k<y) and (x<z) nawiasow
opuscic nie wolno. Az 16 poziomow wyraben C komplikuje natomiast opis sktadni jezyka

i znacznie utrudnia korzystanie z regut opuszczania nawiaséw, bo nie sposob ich wszystkic
spamieta. Dla porownania w SML-u i Haskellu mamy 10 pozioméw operatorow, w Adzie
za6 6. Wydaje sig, ze sa to liczby optymalne (w Adzie priorytetdw jest mniej, poniewaz
operatory infiksowe nie sa tak powszechnie uzywane, jak w SML-u).

C++iAda. W jezykach C++ i Ada operatory (zaréwno infiksowe, jak i pre- oraz postfik-
sowe) rowniez sa symbolami specjalnymi i ich zestaw jest ustalony. W C++ sa to:

+ - % /Y k| Tl =< > 4= —= k= [= Y= "= &= |= << >> >>= <<=
== l=<=>= && || ++ -——- =>*% , [] () new delete

w Adzie z&:

& * *x + — / /= < <= = > >= abs and mod not or rem xor

W obu tych jezykach mozna jednpkzeciaza®peratory, tj. uzywaistniejace operatory do
nazywania funkcji dziatajacych na argumentach réznych typow. Nie mozna natomiast zmie
nic ich arndci, priorytetéw, ani kierunkéw taczioi (zatem np. w C++ operatormusi byt
unarny prefiksowy). Nie mozna réwniez defini@aowych operatoréw. To jest zupetnie
sprzeczne z filozofia przyjeta w SML-u, gdzie zacheca sie programiste do tworzenia nowyc
operatoréw, np*x* lub /\, natomiast odradza sie wykorzystywania do innych celéw ope-
ratorOw standardowych. W SML-u nie ma natomiast mozteigprzeciazania operatorow
przez programiste.

Haskell. W Haskellu przyjeto podobne rozwiazania jak w SML-u, w szczegsihade-
finiowano réwniez dwie klasy identyfikatoréw: alfanumeryczne i symboliczne, jednak jest
staly podziat na identyfikatory prefiksowe i infiksowe: identyfikatory alfanumeryczne sa pre-
fiksowe, z& identyfikatory symboliczne — infiksowe. Jezeli programista pragnié igign-
tyfikatora alfanumerycznego jako operatora infiksowego, musi gb wjadwrécone apo-
strofy, np.‘mod ¢ jest Haskellowym operatorem dzielenia catkowitego. Priorytety i kierunki
tacznaci operatoréw infiksowych mozna zmieaipodobnymi dyrektywami jak w SML-u:

(infix | infix1 | infixr) [cyfra] identyfikator[{, identyfikato}]

(infix 0znacza, ze operator nie jest tacziwfixl, ze wiaze w lewojnfixr zas, ze w
prawo). Nie ma dyrektywyonfix, poniewaz podziat na operatory infiksowe i prefiksowe
jest staly i programista nie moze go trwale zméndentyfikatory oddziela sige przecin-
kami. Znaczenie priorytetu jest takie, jak w SML-u. Nie ma konstrukgjiktéra w SML-u
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pozwala na chwilowe uzycie operatora infiksowego jako zwyklego identyfikatora prefikso-
wego, jest jednak w zamian duzo ogélniejszy mechanizm $estions Rozwazmy wyra-
zeniex @ ey, w ktérym gtownym operatorem jest, X jest zmienna, & pewnym wyra-
zeniem. Napig® e2) oznacza w Haskellu funkcje, ktéra argumentowirzyporzadkowuje
wartcst x @ ex. Podobnigle; @) oznacza funkcje, ktéra argumentowprzyporzadkowuje
wartcst e1 @ x. W kohcu (@) oznacza funkcje, ktéra argumentowprzyporzadkowuje war-

toSC (x @). Zatem ujecie operatora w nawiasy ma takie samo znaczenie, jak uzycie stow
kluczowegoop w SML-u — sprawia, ze operator jest w wyrazeniu traktowany jak identy-
fikator prefiksowy. Dla przykladu(+) 3 5 jest poprawnym wyrazeniem Haskellowym (i
ma wart& 8), z& (+1) jest funkcja nastepnika. Jedynym wyjatkiem jest operatditory
moze by zaréwno unarny, jak i binarny. Wyrazerfie1) nie jest funkcja poprzednika, tylko
oznacza liczbe-1.

Prolog. W Prologu do zmiany taczliwaci operatoréw stuzy predykat
op (priorytet, typ, nazwa

gdzie priorytet jest nieujemna liczba catkowita nie wieksza niz 1200 (tak méwi standard,
g6rna granica bywa w niektérych kompilatorach innahaawajest nazwa operatora, kt6-
rego taczliwgt zmieniamy (lub lista nazw operatoréw). Priorytet ma odwrotne znaczenie
niz np. w SML-u: najsilniej wiaze operator o priorytecie 0, najstabiej operator o prioryte-
cie 1200. Pojecie priorytetu rozszerza sie na wyrazenia: wyrazenie atomowe ma priorytet |
podobnie wyrazenie ujete w nawiasy. Priorytetem wyrazenia bedacego aplikacja pewnec
operatora do argumentow jest priorytet tego operafbyp.opisuje taczliwgt operatora i

jest jednym z napiséwf, yf, xfx, xfy, yfx, yfy, fy i £x i ma nastepujace znaczenie:
oznacza operatox,i y jego argumenty. Zatem napiy i £x 0znaczaja operator prefiksowy,

xf i yf operator postfiksowy, &xfx, xfy, yfx | yfy operator infiksowy. Litera oznacza
wyrazenie, ktérego priorytet ma bystro mniejszy od priorytetu operatafazes y ozna-

cza wyrazenie, ktérego priorytet jest mniejszy badz réwny priorytetowi operat@atem

xfy 0znacza operator taczacy w prawo$ zdx operator taczacy w lewxfx oznacza, ze
dwa takie operatory nie moga wystapv jednym wyrazeniu (np. operatee w Pascalu
mogtby mie taki typ, poniewaz wyrazenie <= 2 <= 3 jest nielegalne), Zayfy ozna-

cza, ze operator jest taczny. Podobnief¥rezwala na uzycie wiecej niz jednego operatora
tego typu w wyrazeniu (np. mozna by nagisa - 1, jesli - miatby typ y£), zas typ x£f
zabrania takiego uzycia.

Lisp. W Lispie konsekwentnie uzyto zapisu prefiksowego i nie ma w nim wcale operato-
row infiksowych. W wiekszsci jezykdw mozna swobodnie uzyvaawiaséw do grupowa-

nia wyrazaé (bardzo liberalny jest pod tym wzgledem SML, ktéry pozwala ndmsaowno
Math.sin (3.0), jaki (Math.sin) 3.0, iznaczy toto samo, cdlath.sin 3.0). Lisp

jest wyjatkowym jezykiem z tego powodu, ze w hawiasy okragte maja nim specjalne znacze
nie: stuza do tworzenia list. Dlatego nap&y (5) znacza w Lispie co innego (to drugie jest
lista, ktorej elementem jest). Wyrazenie w Lispie zapisujemy jako liste, ktérej pierwszym
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elementem jest operator, po ktérym nastepuja jego argumentysdCatsi byt ujeta w jedna
pare nawiasow. Przyktadem wyrazenia lispowego {@aZY (PLUS 5 7) 8). Notacja li-
spopodobna jest dosypowszechnie uzywana do 8Ziwykorzystuja ja m.in. programowalne
edytory tekstu, npemacs).

FORTH i Postscript. W obu jezykach konsekwentnie uzywa sie notacji postfiksowej,
réwniez do zapisu instrukcji. Nawiasy okragte maja specjalne znaczenie (w Postscripci
np. oznaczaja tekst do wypisania) i nie wolno ich uz§wi® grupowania wyraie Post-
script jest jezykiem wewnetrznym wigkssm procesoréw sterujacych drukarkamii stuzy do
opisu grafiki wektorowej.

Smalltalk i Algol 60. Ciekawe rozwiazanie skiadniowe przyjeto w obiektowym jezyku
Smalltalk, mianowicie metody obiektu (tu zwane wiad&@tiami,messages parametrami

sa zapisywane w notacji miksfiksowej: nazwa metody skfada sie z kilku identyfikatoréw (tu
zwanych stowami kluczowymkeywords$!) zakahczonych dwukropkiem, np.

prostokat wysokosc: 12 szerokosc: 15
oznacza wystanie do obiekfirostokat wiadomdaci (wywotanie metody)
wysokosc:szerokosc:
z parametrami2 i 15. W ,normalnym” jezyku programowania napisalémy:
prostokat.WysokoscSzerokosc(12,15)

Taka notacja okazuje sie catkiem czytelna. Wystepowata rowniez w jezyku Algol 60, w
ktérym sktadnia nagtdwka procedury byta nastepujaca:

(nagtowek proceduty ::= (nazwa procedupy(zbidr parametrow
(zbiér parametrow = (puste | ((wykaz parametroy
(wykaz parametroy ::= (parametr |
(wykaz parametroy(ogranicznik (parametr
(ogranicznik = ,|) (fahcuch litef : (

zatem zamiast przecinka do oddzielania parametréw procedury mozna bgtdiuzgzego
napisu, np. postaci:

TransponujMacierzA) rozmiaru:(n) wynik wstaw do(B);
zamiast
TransponujMacierzA, n, B);

W Algolu 60 wszystkie ograniczniki parametréw byty jednak uwazane za réwnowazne, byty
wiec w istocie komentarzami, a nie &gami nazwy procedury, jak to ma miejsce w Small-
talku.

11w Smalltalku wszystko nazywa sig inaczej niz gdzie indziej.
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3.10. Problemy sktadni jezykow

Jakkolwiek wyrazenia sa najbardziej roznorodnymi i najciekawszymi elementami jezykow
programowania, problemy sktadni jezykéw sie na nich bynajmniej nfieka.

3.10.1. Sredniki

W jezykach imperatywnych elementarna jednostka programu jest instrukcja. Instrukcje mc
ga byt ze soba zestawiane w ciagi instrukcji. Do oddzielania instrukcji od siebie powszech
nie uzywa sigsrednika. Moze on lyuzywany jako:

e wymagany separator instrukofnp. w Pascalu). Stuzy do oddzielania instrukcji od
siebie. Jezeli z&rednikiem nie ma zadnych znakdw, to albo przyjmuje sig, ze za nim
znajduje sie niejawniestrukcja pustgtak jest w Pascalu), albo uwaza sie program
za biedny.

e wymagany terminator instrukcf{np. w C, C++, Adzie itp.) Doktadnie jedesrednik
musi wystapt na kacu kazdej instrukcji.

e opcjonalny terminator instrukcjinp. w SML-u, Haskellu itp.) Sktadnia jezyka po-
zwala na jednoznaczny rozbior programu nawet wowczas, gdy instrukcje nie sa roz
dzielonesrednikiem. Moze on yuzyty do zwigkszenia czyteléoi programu, lecz
mozna go nie uzywawcale.

Pierwsze rozwiazanie wydaje sie najgorsze. Jest niezgodne z intuicja wyniesiona z jezyko
naturalnych (kropka jeserminatorema nie separatorenzdah w jezyku polskim), zmiana
kolejndsci dwdch instrukcji wymusza konieczstoprzeniesienigrednika w inne miejsce,

itd. Co prawda mozna uzywarednika po kazdej instrukcji, ale powoduje to pojawienie
sie niejawnych instrukcji pustych. Traktowarsieednika jako separatora jest périmodiem
wiekszej liczby btedéw w programach, niz traktowanie go jako terminatora. Trzecie roz-
wiazanie ma natomiast te wade, ze nie wymusza konsekwentnego zapisu programu. Ji
natomiast dosybezpieczne i wygodne.

3.10.2. Instrukcje puste

W wielu jezykach mozna uzywainstrukcji pustej ,nic nie rob” w miejscach, gdzie musi
wystapt instrukcja, a nie chcemy wykonywania zadnej akcji. Czesto taka instrukcja jest
reprezentowana przez pusty ciag znakow (np. w Pascalu i C). Instrdkij@ w C postaci:

while (getchar()!=’\n’);

zawiera przedrednikiem instrukcje pusta, podobnie Pascalowa instrukcja ztozona

begin
X = x+1;
y=y1

end
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zawiera przed stowernd taka instrukcje. Fakt, ze w programie wystepuje instrukcja, ktorej
,hie widat” moze byt niekiedy przyczyna btedéw. Rozwazmy dwa programy w C:

while (getchar()!=’\n’);
it++;

’

oraz

while (getchar()!=’\n’)
i++;

’

Dopisanie badz usuniecéeednika istotnie zmienia znaczenie programu. Dlatego w lepszych
jezykach programowania uzywa sie specjalnego stowa kluczowego na oznaczenie instruk
pustej, npskip w Algolu 68, w ktérym mozemy napiga

while getchax) # "\n" do
skip;

W jezyku C mozemy co prawda napisa

while (getchar()!=’\n’)
continue;

W tym przypadku instrukcjaontinue petni role instrukcji pustej. Problem w jezyku C po-
lega jednak na tym, ze istnieje w nimozliw&Eopuszczenia instrukcji w ciele petthile,
podczas gdy w Algolu 68 umieszczenie instrulsljip jestkonieczne

3.10.3. Niejednoznaczr&t sktadni

Poniewaz fraz@lse w instrukcji warunkowej jest w wielu jezykach (np. w C) opcjonalna,
pojawia sie problem jednoznacAw rozbioru programoéw w zagniezdzonymi instrukcjami
warunkowymi. Dla przyktadu gramatyka jezyka C z ksiazek [82, 83] jest niejednoznaczna:

instrukcja:
instrukcja-etykietowana
instrukcja-wyrazeniowa
instrukcja-ztozona
instrukcja-wyboru
instrukcja-powtarzania
instrukcja-skoku
instrukcja-wyboru:
if (wyrazenie) instrukcja
if (wyrazenie) instrukcja else instrukcja
switch (wyrazenie) instrukcja

i nie okresla, jak ma by przeczytana instrukcja:

if (x>y) if (x>z) x=1; else x=2;
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Sa dwie mozliw&ci:

if (x>y) {
if (x>z)
x=1;
}

else x=2;
oraz

if (x>y) {
if (x>z)
x=1;
else x=2;

}

W opisie jezyka stownie dopowiedziano, kkejednoznaczrst przyporzadkowanialse
rozstrzyga sie, wiazaelse z ostatnia instrukcjgif bezelse, napotkana na tym samym
poziomie struktury blokowdgatem wi&ciwa jest druga z mozliveei przeczytania naszej
instrukcji). Taka sama niejednoznacgoevystepuje w opisie jezyka C++ [164].

Poniewaz powyzsza niejednoznac@monoze by zrodtem bledow zaleca sig, by nie
zagniezdzainstrukcji warunkowycH? a jesli jest to konieczne, dopisywav odpowiednich
miejscach nawiasy i }, nawet j&li reguta wiazania frazg¢lse z najblizszym wolnymif
wiaSciwie rozstrzyga rozbidr danej instrukcji.

Powyzszego problemu nie bytoby, gdyby wszystkie instrukcje strukturalhezigy sie
jawnym terminatorem. Tak jest w wielu dobrych jezykach, np. w Algolu 68, w ktorym in-
strukcje strukturalne Koczy sie stowem kluczowym, bedacym lustrzanym odbiciem stowa
kluczowego rozpoczynajacego dana instrukcje, mamy wigc

if warunek then ciag-instrukcji else ciag-instrukcji fi
while warunek do ciag-instrukcji od
case wyrazenie of warianty esac

lub w Adzie, gdzie pisze siendi stowo kluczowe rozpoczynajace instrukcje, np.

if warunek then ciag-instrukcji else ciag-instrukcji end if;
while warunek loop ciag-instrukcji end loop;

W innych jezykach (np. w Moduli 2) pisze sie po prostud na kahcu kazdej instrukciji, jed-
nak wéwczas odnalezienie poczatku instrukcji Zedaonej tym stowem kluczowym moze
byt niekiedy bardziej ktopotliwe. W SML-u stowermd kohczy sie np. wyrazeniget

i deklaracjalocal. Z konstrukcjaif nie ma problemu, jest ona bowiem wyrazeniem, nie
instrukcja, fraza1lse nie jest w niej zatem opcjonalna. Mimo to w SML-u wystepuja niejed-
noznacznéci rozbioru pewnych konstrukciji podobne do opisanych wyzej (w wyrazeniach

12Zagnie'zd'zenie polega na umieszczeniu instrukejivewnatrz innej instrukcji £ przedstowemelse. Nie ma
problemu z instrukcjami postati (e1) 11 else if (). .., gdziely nie jest instrukcja warunkowa.
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case i fn), jednak gramatyka jezyka podaje reguty rozbioru takich wytaZauwazmy
jednak, ze problem nie polega na niejednoznasendefinicji jezyka (ta bezwzglednie po-
winna byt jednoznaczna; najlepiej gdy jednoznaczna jest sama gramatyka bezkontekstov
opisujaca jezyk), tylko na tym, ze reguly rozbioru programu nie sa oczywiste i intuicyjnie
jasne. W SML-u przyjeto np., zease wiaze silniej, nizfn, zatem

fn x => case y of 1 =>x | _ => 2
znaczy
fn x => (case y of 1 => x | _ => 2)
anie
fn x => (case y of 1 =>x) | _ => 2

jednak byt to wybér dosy arbitralny i prograngicie, ktéry by zapomniat tej reguty trudno
byto by zgadna witasciwy sposéb rozbioru powyzszego wyrazenia. Wymaganie, by wyra-
Zeniacase i £n kohczyly sie stowem kluczowymand usunetoby ten problem.

3.11. Jezyk D

Jako przyktad opisu sktadni jezyka programowania definicje jezyka D, &longgo spe-
cjalnie na potrzeby niniejszego wyktadu. Postuzy nam on réwniez w nastepnym rozdzial
do opisania formalnych metod definiowania semantyki jezykéw programowania.

3.11.1. Skiadnia jezyka D
Struktura leksykalna. Tokenami jezyka D sa:

1. literaly catkowitoliczbowepostaci[0-9] [0-9] *, tj. niepuste ciagi cyfr dziesietnych
(bez znaku)
2. slowa kluczowe:else false if read skip true while write

3. identyfikatorypostaci[A-Za-z] [A-Za-z0-9] *, tj. ciagi liter i cyfr zaczynajace sig
litera i r6zne od stéw kluczowych

4. symbole specjalne:

(@) operatory: + - * / ¥, == = <=>= < > | && ||
(b) symbole pomocnicze: ; ( )

Wielkie i male litery sa rozrézniane. Biatymi znakami sa spacje, znaki tabulacji i nowego
wiersza oraz komentarze postaci

/* ciag-znakéw */

gdzieciag-znakovnie zawiera napist/. Komentarzy nie mozna zatem zagnieZdZ2arzy
podziale tekstu zrodtowego na tokeny obowiazuje zasada zacllginno
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Gramatyka. Gramatyka bezkontekstowa jezyka D jest przedstawiona w tablicy ¥8, za
podsumowanie sktadni wyraze— w tablicy 3.9 na stronie 89. Sktadnia jezyka D przy-
pomina sktadnie jezyka C. Podstawowe rdznice polegaja na uzyciu nawiaséw okragtyc
(i ) do grupowania instrukcji w miejsce C-owych nawiaséw klamrowydh} (nawiasy
klamrowe przydadza nam sie do innego celu) i rozréznianie wyjrakgmetycznych i lo-
gicznych (tak jak w Javie). Wyrazenia arytmetyczne mogadngcia wyrazeé logicznych

i moga wystepowaw instrukcji przypisania. Wyrazenia logiczne wystepuja w instrukcjach
if i while.

Gramatyka z tablicy 3.8 jest niejednoznaczna z powodu mogbiopuszczania frazy
else w instrukcji warunkowej. Nalezy wiec dodastownie, ze fraz@lse jest wiazana w
drzewie wyprowadzenia z ,najblizszym wolnyirt” (tak jak w C). Gramatyka bezkon-
tekstowa wraz z powyzszym stownym opisem tworza razem jednoznaczny opis skiadr
jezyka D. Konieczn&t uzupetniania gramatyki bezkontekstowej stownym opisem jest w
pewnej mierze nieelegancka, jednak dzieki temu gramatyka jest zwiezla i czytelna. Jec
noznaczna gramatyka jezyka D wymaga wprowadzenia dodatkowych kategorii sktadnic
wych instrukcja-prostai instrukcja-nasycondinstrukcja, w ktérej jest tyle stowlse, co
if, tj. taka, do ktorej zadna frazd. se nie moze sie ,dokldé”) i zastapienia produkcji dla
kategoriiinstrukcjaprzez:

instrukcja-prosta = skip;
read identyfikator;
write wyrazenie-arytmetyczne
identyfikator= wyrazenie-arytmetyczne
( program)
instrukcja-nasycona = instrukcja-prosta
| if ( wyrazenie-logiczne instrukcja-nasycona
else instrukcja-nasycona
| while ( wyrazenie-logiczné instrukcja-nasycona
instrukcja = instrukcja-prosta
| if (wyrazenie-logiczné instrukcja
| if (wyrazenie-logiczné instrukcja-nasyconalse instrukcja
| while ( wyrazenie-logiczné instrukcja

Zauwazmy, ze gramatyka niejednoznaczna uzupetniona stownym opisem znacznie |
piej zaspokaja potrzeby programisty, ktory chciatby pézsidadnie jezyka D. Ponadto gra-
matyke w definicji jezyka powinno sig zapésw taki sposob, by implementator kompila-
tora mogt ja uz¢ do wygenerowania parsera. Parser zwykle generuje sie automatycznie
np. programemiL-Yacc (piszac kompilator w SML-u)yacc lub bison (piszac kompila-
tor w C). W razie niejednoznaczeci gramatyki generator parsera ostrzega o komflik-
cie shift/'reduceé domysinie wybiera tzwreduce W przypadku naszej gramatyki bedzie to
oznaczé wtasnie zwiazanie frazglse z najblizszym wolnymi £. Zatem gramatyka niejed-



88 3.11. Jezyk D

czynnik = identyfikator
| literat-catkowitoliczbowy
| - czynnik
|  (wyrazenie-arytmetyczne
skladnik = czynnik
| skiadnik operator-multiplikatywny czynnik
wyrazenie-arytmetyczne= sktadnik
|  wyrazenie-arytmetyczne operator-addytywny sktadnik
wyrazenie-relacyjne = wyrazenie-arytmetyczne operator-relacyjny
wyrazenie-arytmetyczne
|  (wyrazenie-logiczne
| ! wyrazenie-relacyjne
|  true
| false
sktadnik-logiczny = wyrazenie-relacyjne
| skfadnik-logiczny& wyrazenie-relacyjne
wyrazenie-logiczne = skiadnik-logiczny
| wyrazenie-logiczné | sktadnik-logiczny
operator-multiplikatywny = | /| %
operator-addytywny = + | -
operator-relacyjny = ==|!=|<=|>=|<|>
instrukcja = skip;
| read identyfikator;
| write wyrazenie-arytmetyczne
| identyfikator= wyrazenie-arytmetyczne
|  (program)
| if (wyrazenie-logiczne instrukcja
| if (wyrazenie-logiczng instrukcjaelse instrukcja
| while ( wyrazenie-logiczn instrukcja
program = instrukcja
| program instrukcja

Tablica 3.8. Gramatyka jezyka D
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operator priorytet lacznat

- unarny 7 prefiksowy
*,/h 6 w lewo

+, - binarny 5 w lewo

==, I=,<=,>=<, > 4 nie sa taczne
! 3 prefiksowy
&& 2 w lewo

Il 1 w lewo

Tablica 3.9. Operatory w jezyku D

noznaczna uzupetniona stownymi uwagami jest praktyczniejsza zaréwno dla programist,
jak i dla tworcy kompilatora. Jedyny problem, nie zwiazany juz bérpdnio z gramatyka,
lecz z definiowanym przez nia jezykiem polega na tym, ze mosiwiejednoznacznego
rozbioru programu, sugerowana przez jego budowe gramatyczna, zwieksza ryzyko pope
nienia btedu przez programiste. Najlepiej, gdy naturalna, oczywista gramatyka jezyka o
razu jest jednoznaczna. W naszym przypadku byto by tak, gdyby instrilciehczyta

sie jawnym terminatorem, npad lub £i. Skoro jednak postanowdiiny sie wzorowa na
jezyku C, konsekwentnie pozostawiamy te wade sktadni jezyka, majac j&analiomdat

jej szkodliwdsci. Poniewaz wieks&d programistéw zna jezyk C i programujac w innych
jezykach regularnie popetnia wiele C-izmd#to zmiana sktadni w tym miejscu mogtaby
przyniest wiecej szkody niz pozytku.

3.11.2. Nieformalny opis semantyki jezyka D

Do nazywania komérek pamieci stuza w jezyku D identyfikatory. Komorki pamieci prze-
chowuja liczby catkowite. Identyfikatoréw (zmiennych) sie nie deklaruje, a ich zasieg jest
globalny (zatem wszystkie wystapienia danego identyfikatora w catym programie odnosz
sie do tej samej komorki pamieci). Do wezytywania/wypisywania liczb catkowitych stuza
operacjeread i write.
Przyktadowy program w jezyku D obliczajacy najwiekszy wspélny podzielnik dwoch

liczb wedtug algorytmu Euklidesa podanego w tablicy 4.4 na stronie 106 jest przedstawion
w tablicy 3.10.

3.12. Zadania

Zadanie 3.1. Zbuduj automat skitczony akceptujacy jezyk nad alfabetétn 1} zlozony z
tych ciagow zerojedynkowych, ktére sa binarnymi zapisami liczb podzielnych przez 5. Ciag
an---ap, gdzieg; € {0, 1} dlai =0, ..., n, jest binarnym zapisem IiczbEi“:0 24q.

13C.izm to uzycie konstrukcji jezyka C w programie napisanym innym jezyku programowania, podobnie jak
np. rusycyzm to uzycie zwrotéw rosyjskich w jezyku polskim.
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read X;

read Y;

while (Y !'= 0) (
Z=X%Y;
X=1Y;
Y = Z;

)

write X;

Tablica 3.10. Implementacja algorytmu Euklidesa obliczania najwiekszego wspd6lnego po
dzielnika w jezyku D

Zadanie 3.2. Rozwazmy gramatyke nad alfabetem terminaln¥m= {0, 1, (, ), +} z jed-
nym symbolem nieterminalnyr& i zbiorem produkciji

P = [E>0E—>1,E— (E),E— E+E}

Napisz wszystkie mozliwe drzewa wyprowadzenia i po jednym przykladowym wyprowa-
dzeniu stow:

1. 1+1+(0+1+1)
2. 1+0+1

3. (1+0)+1

4. 1+(0+1)

Zadanie 3.3. Zdefiniuj gramatyke bezkontekstowa generujaca jezyk wszystédindro-
méwnad alfabetenfa, b}. Stowo jest palindromem, §i przeczytane wspak jest sobie réw-
ne.Informacja: nie istnieje gramatyka regularna (typu 3) generujaca ten jezyk.

Zadanie 3.4. Zdefiniuj gramatyke typu O generujaca jezkk= {ww | w € {a, b}*}, .

zbiér wszystkich stéw bedacych dwukrotnym powtdrzeniem jaldegfowa.Informacja:
faktycznie wystarczy tu gramatyka kontekstowa (typu 1), nie istnieje natomiast gramatyk:
bezkontekstowa (typu 2) generujaca ten jezyk.

Zadanie 3.5. Stowo x nad alfabeteni(, )} jestciagiem poprawnie rozstawionych nawia-
séw jesli bilangx) = Oi bilang(y) > 0, dla kazdego prefiksustowax, gdzie bilang) = 0,
bilangz() = bilangz) + 1, oraz bilan§z)) = bilangz) — 1. Dla przykladu((() O) ())
jest ciagiem poprawnie rozstawionych nawias6vg, @@ )) () nim nie jest. Udowodnij, ze
gramatykaG = ({(,)},{S}, S,{S— (S),S — SS S — ¢}) generuje zbidr wszystkich
ciagOw poprawnie rozstawionych nawiaséow.

Zadanie 3.6. Niech |w|p i |w|1 0znaczaja liczbe wystapieodpowiednio zer i jedynek w
stowiew € {0, 1}*. Napisz gramatyke generujaca jezyk

L = {we{01}" : |wlo=2wl1 A Vv < w.|wlo < 2w}
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gdziev < w oznacza, ze jest prefiksem stowa. Wskazéwkanalezy wzorowa sie na
poprzednim zadaniu, przy czy teraz definiujemy bilaps= 0, bilangz0) = bilangz) — 1i
bilangz1) = bilangz) + 2.

Zadanie 3.7. Niech X = {a, b},

bilande) = 0
bilanqwa) = bilanqw)+ 1
bilangwb) = bilanqw) —1
dlaw e T*i
L = {weX*|Vo < w.bilangv) > 0}
Gi = (2.{S.S {S— ¢, S— aShS, S— aS))
Gy = (X,{NLN,{N—= e N— aNbN})
Gz = (Z,{N,T},T,{N= ¢ N — aNbN,T = ¢, T — aNbT, T — aT})

gdzieo < w o0znhacza, ze stowo jest prefiksem stowa. Wzorujac sie na zadaniach po-
przednich udowodnij, ze:
1. £(G1) =L,
. £(Ga) =L,
. £(G2) =LNn{we X*|bilangw) = 0},
. G1 nie jest jednoznaczna,
. G2 jest jednoznaczna,

D O~ W N

. Gz jest jednoznacznavskazéwkarozwaz dwa drzewa wyprowadzenia pewnego sto-
wa; pokaz ze ich korzenie muszaitgkie same; dalej przez indukcje wzgledem struk-
tury drzew pokaz, ze drzewa te sa rowne).

Whiosek:£(G1) = £(G3) i Gz jest jednoznaczna.
Zadanie 3.8. Opcjonalna frazalse w gramatyce

S = if E then Selse S
|  if E then S
| |

gdziel jestinstrukcja prosta powoduje, ze gramatyka ta jest niejednoznaczna. Korzystajac
wynikéw poprzedniego zadania napisz jednoznaczna gramatyke opisujaca ten sam jezyk,
ktorej frazaelse jest wiazana z najblizszym ,wolnymi’t. Uzasadnij, ze wersja gramatyki
jezyka D podana na stronie 87 jest jednoznaczna i opisuje ten sam jezyk, co gramatyl
podana w tablicy 3.8 na stronie 88.
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Zadanie 3.9. Udowodnij, ze gramatyka opisana w podrozdziale 3.2.3 opisuje zbior wyraze
zbudowanych z wyrafeatomowych, operatorows, . . . ®n i nawiasoéw, jest jednoznaczna
i zgodna z przyjetymi priorytetami i faczlivezia operatorow.

Zadanie 3.10. Pokaz, ze kazdy jezyk bezkontekstowy nie zawierajacy stowa pustego mozn:
opis& gramatyka bezkontekstowa w tzpostaci Chomsky’egav ktérej wszystkie produk-
cje sa postaci;

X—->YZ lub X—a

gdzie X, Y i Z sa symbolami nieterminalnymi, ga jest symbolem terminalnym.

Zadanie 3.11. Zaprojektuj algorytm i zaimplementuj go w Pascalu, C lub SML-u, ktory dla
zadanej gramatyki w postaci Chomsky’ego sprawdza, czy podane afowoa, nalezy do
jezyka opisanego ta gramatyka. Wykorzystaj w tym celu techmiggramowania dynamicz-
nego(zob. [6], str. 92-95). Algorytm powinien wyznadzylla kazdego podstowa, . . . a;

(1 <i <] < n) zhiér symboli nieterminalnych, z ktérych daje sie to stowo wyprowadzi
Jest to fatwe dla podstéw diugoi 1. Dalej nalezy postepowandukcyjnie. Stowo nalezy
do jezyka, j&li symbol startowy gramatyki nalezy do zbioru symboli, z ktérych dane stowo
daje sie wyprowadzi

Zadanie 3.12. Napisz gramatyke bezkontekstowa generujaca jezyk nad alfabetem
{(9 )) v} /\) ﬁ) QD _|) T) J-}

ztozony z formut rachunku zdenie zawierajacych zmiennych zdaniowych, gdzieznacza
prawde, L falsz, a priorytety operatoréw sa nastepujace:

operator| priorytet | kierunek tacznsci
- 5 prefiksowy
N 4 w lewo
\ 3 w lewo
= 2 W prawo
= 1 w lewo

Przepisz te gramatyke w notacji BNF, EBNF, w notacji z definicji jezyka C i narysuj odpo-
wiednie diagramy syntaktyczne.

Zadanie 3.13. Na wz6r programu z podrozdziatu 3.4 napisz w C funkcje

bool formuta (char *napis, bool *wartosé);

lub napisz w Pascalu funkcje

function formuta (napis : string; var wartosé : boolean) : boolean;

sprawdzajaca, czy jej argument zawiera poprawnie zapisana formute zdaniowa z poprze
niego zadania (alfabet reprezentujemy za pomoca nastepujacych napiséw ASCII; &,
=>,<=> " F, T)ijesli tak, wyznaczajaca war$o logiczna tej formuty.
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Zadanie 3.14. Literat zmiennopozycyjny Pascalu to napis nad alfabetem
2 = {0) 1)2537455)6)7)899)+)_ﬂe) ‘}

nastepujacej postaci: na poczatku wystepuje opcjonalnie £rak -, nastepnie niepusty
ciag cyfr 0...9, potem opcjonalnie c&¢ utamkowa, tj. kropka i niepusty ciag cyfr i na
kohcu opcjonalnie wyktadnik, tj. znak, opcjonalnie znak lub - i niepusty ciag cyfr. Co
najmniej jeden napis spodd czéci utamkowej i wyktadnika musi wystapiinaczej literat
bedzie tzw. literatem catkowitoliczbowym). Napisz gramatyke regularna generujaca zhidl
literatéw zmiennopozycyjnych w Pascalu.

Zadanie 3.15. Podaj formalny opis algorytmu przeksztatcania gramatyki EBNF do BNF,
zgodnie z idea opisana w podrozdziale 3.3.3 i udowodnij jego popréiwtio pokaz, ze
zawsze sie zatrzymuje i otrzymana gramatyka opisuje ten sam jezyk, 80iowyg).

Zadanie 3.16. Notacje EBNF rozszerzamy dodatkowo o zapis podtagf, ktdry dla0 <

n < moznacza cO najmnigj i co najwyzejm powtorzé w (przypomnijmy, ze w orygi-
nalnym EBNF zapidw} oznacza dowolnie wiele, co najmniej jedno powtGrzenje np.

gramatyka

i _ 6
liczba = {cyfra}7
cyfra = 0]1]2]3|4|5]|6|7]8]9

opisuje zhior liczb co najwyzej s&eiocyfrowych. Pokaz ze jest to jedynie udogodnienie
skracajace zapis, ktore nie zwigksza klasy jezykow opisywanych przez gramatyke, tj. poka
jak dowolna gramatyke w rozszerzonej notacji przeksztatoioryginalnej EBNF. Pokaz ze

w tej notacji nawiasy kwadratowfe] sa zbyteczne. Korzystajac z powyzszego udogodnie-
nia zapisz gramatyke opisujaca napisy na starych polskich tablicach rejestracyjnych (tych
czarnym ttem). Prawda ze sie przydaje?

Zadanie 3.17. Napisz program (w C lub Pascalu), kt6ry jako parametr podany w wierszu
polecéh podczas uruchamiania programu otrzymuje napis (wzorzec) o&tugo najwyzej

256 znakéw i ktory wezytuje tekst (dowolnej diugm) ze standardowego strumienia wej-
Sciowego a nastepnie wypisuje liczbe wystapgidanego wzorca w tym tékie. Program
powinien implementow@algorytm wyszukiwania z uzyciem automatu opisany w podroz-
dziale 3.7.3.

Zadanie 3.18. Napisz wyrazenia regularne opisujace ponizsze jezyki nad alfabEtem
{a, b}:

1. stowa w ktorych kazdym prefiksie réznica liczby symbwli b jest nie wigksza niz
jeden,

2. stowa w ktérych kazdym prefiksie réznica liczby symbwli b jest nie wieksza od
dwoch,

3. stowa nie zawierajace cia@b.
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Zadanie 3.19. Pokaz ze jgli dla pewnego jezyka istnieje automat Akaony, ktéry go roz-
poznaje, to jezyk ten jest regularny, tj. istnieje odpowiednia gramatyka regularna, ktéra g
generujelnformacja: prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne. Czy dowdd tego twier-
dzenia jest trudniejszy?

Zadanie 3.20. Wszystkie operatory binarne w Pascalu tacza w lewo i sa podzielone na
cztery grupy pod wzgledem priorytetu (od najmniejszego do najwiekszego):

< <= = <> >= > in
+ - or

* / div mod and
not

Dodatkowo unarny operatermoze pojawt sie przed liczba i nawiasem otwierajacym, ale
nie po operatorze binarnym, npa oraz-(1+2) sa poprawnea+-b za6 — nie. Napisz
gramatyke bezkontekstowa w notacji EBNF opisujaca wyrazenia w Pascalu.

Zadanie 3.21. Dla kazdego z ponizszych wyrdz& Pascalu narysuj drzewo wyprowadze-
nia tego wyrazenia z gramatyki z poprzedniego zadania oraz abstrakcyjne drzewo rozbio
tego wyrazenia.

1.i>=0

N

(i >= 0) and not p
3.1 >= 0 and not p
4. (i>= 0) and (x <> y)

Zadanie 3.22. Napisz w oryginalnej notacji BNF (z uzyciem nawiasoéw katowych do ozna-
czania symboli nieterminalnych i bez rozszdrzenotacji EBNF) jednoznaczna gramatyke
opisujaca wyrazenia ztozone z literatow catkowitoliczbowych, identyfikatorow, nawiaséw i
nastepujacych operatoréw binarnych:

operator| kierunek tacznéci | priorytet
- W prawo 4
* w lewo 3
+ w lewo 2
< nie jest faczny 1
= nie jest taczny 1

Zadanie 3.23. Zamien na odwrotna notacje polska i narysuj abstrakcyjne drzewa rozbioru
nastepujacych wyrane

1. (23+45)*(53+27)
2. 1+2+3%4x%5
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. 12-7%(13+5) %4

. b6+23%45-12%23

. 45+(60-34)-12

. 23+(56+67)/23

. 49%5672+23%17°273

. 37+4574+12%23

. 27-(12+45% (13+2) "2)
10. (14+56)+12+(13+3)

© 00 N O 01~ W

Oblicz wartt ponizszych wyrazei zapisz je w notacji infiksowej:

1. 37 12 + 45 3 - 2 = «*

2.342+ %4 " 2% 1235 - % -
3.56 4122/ 3/ % + 2 -

.34 566 +222 77 % 12 67 + %

.23 45 12 * + 15 -

.56 67 *x 26 - 12 23 2 ~ * +

.37 45 x 12 48 + x 2 3 ~ +

.37 56 x 76 * 58 + 12 56 * -

.34 45 + 34 27 + *

10.49 45 12 - 67 45 * * 34 2 / 2 ~ * +

© 00 N o O b~

Zadanie 3.24. Rozbuduj program z podrozdziatu 3.6.5 przeksztatcajacy wyrazenia na od-
wrotna notacje polska tak, by akceptowat dowolne wyrazenia jezyka C i wykrywat wszyst-
kie bledy sktadniowe we wczytywanych wyrazeniach. Zauwaz, ze w C sa rowniez operator
miksfiksowe, npz:. Wyrazeniee; ? e : €3 powinno by przettumaczone rg €, €; 7, gdzie

€, &, €& sa tumaczeniami wyrabeey, €, €s.

Zadanie 3.25. Wyrazenia regularne; i e sa réwne(e; = e), jezeli £(e)) = £(e).
Udowodnij, ze dla dowolnych wyrahes, e i e3 prawdziwe sa nastepujace rovaea
lL.e+e=e+e (+]jestprzemienny)
2. (a1 +e)+ez=e+(e2+6€) (+]jestiaczny)
3. (e1&)es = e1(exe3)  (konkatenacja jest taczna)
4

(a1 +e)es = eles + eesie(ex + €3) = e + e1e3  (prawa rozdzielnsci
konkatenacji wzgledem)

5. 0+e1=eier+0=e (Fjestobustronnym elementem neutralnyh
6. eje =ejieeg =e; (e jest obustronnym elementem neutralnym konkatenaciji)
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7. 0* = {e}
8. (e))* =€ (*]jestidempotentna)
9. (e]8)" = (e1 + €&2)"

10. (a1 +€)* =efi (e +ey)”

Zadanie 3.26. Na wzér stos6w omowionych w podrozdziale 3.6.1 napisz glikue . c im-
plementujacy kolejki zgodnie z plikiem nagtowkowygmeue . h o tresci:

/* queue.h: Specyfikacja kolejek liczb calkowitych */

#define QUEUE_SIZE 200

typedef struct {

int front, rear;

int tbl [QUEUE_SIZE];
} queue;

void init (queue *q);

int front (queue *q, int *x);
int put (queue *q, int x);
int get (queue *q, int *x);
int rem (queue *q);

int empty (queue *q);

Kolejka jest struktura o dostepie sekwencyjnym typu FIF@st(in, first ou). Elementy
wchodza do kolejki z jednej strony, a wychodza z drugiej. Element, ktory wszedt do ko-
lejki jako pierwszy, najwczaniej ja opéci. Funkcjaput wstawia element do kolejkront
ujawnia element, ktory jest na przedzie kolejki (najwarziej do niej wszedhget — wyj-

muje ten element z kolejki;em — usuwa ten element z kolejkémpty — sprawdza, czy
kolejka jest pusta, Zainit sprawia, ze kolejka staje sie pusta. Funktjest, get i rem
zwracajao, jesli kolejka byta niepustai w przeciwnym razie, funkcjaut zwracal w ra-

zie przepetnienia kolejkid jesli wstawianie sie powiodto. W implementacji kolejki zmienne
front i rear wskazuja odpowiednio na pierwszy zajety i pierwszy wolny element tablicy.

Zadanie 3.27. Dane sa dwie stacje kolejow# i B, jak na rysunku 3.8. Na stacf\ stoi
pociag z wagonami ponumerowanymi kolejnymi liczbamildo n. Chcemy przetoczy
wagony do stacjB, tak, aby byly ustawione w pewnej kolefsgi. Napisz program, ktory
dla zadanej kolejrici wagonéw na stacP odpowiada, czy jest to mozliwe. Wagony mozna
przetacza grupami, spinai rozpin& w dowolnym miejscu, jednak moga sie one porigsza
tylko w jednym kierunku: ze stacjh do zwrotnicyC i ze zwrotnicyC do stacjiB. Z po-
wrotem ich przetaczanie wolno. Wagonéw nie wolno tez wykoitiZauwaz ze zwrotnica
C jest stosem (wykorzystaj go w programie).
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Rysunek 3.8. Tory kolejowe taczace stagjé B i zwrotniceC

Zadanie 3.28. Napisz w jezyku D programy opisane w zadaniu 4.1.

Zadanie 3.29. Napisz parser jezyka D, tj. program, ktory bedzie dokonywat rozbioru gra-
matycznego programéw w jezyku D i wskazywat wystepujace w nich btedy sktadniowe
(por. zadanie 6.1).






Rozdziat 4

Programowanie niskopoziomowe

W niniejszym rozdziale opisujemy, jak dziata komputer i zajmujemy sie jezykami programo-
wania najnizszego poziomu — jezykiem maszynowym i asemblerem. Poniewaz procesol
znajdujace sie wewnatrz wspoétczesnych komputerdéw sa zbyt skomplikowane by naich prz
kladzie przedstawi zasade dziatania komputera, ponizej opisujemy procesor Sextium ll,
wymyslony specjalnie na potrzeby naszego wyktadu.

4.1. Opis procesora Sextium Il

Budowa procesora Sextium!lb architekturze typu RISCjest przedstawiona na rysun-
ku 4.1. Poprzez szynge danych i szyne adresowa do procesora jest podtaczoria( gk
ztozona z 64k stéw 16-bitowych, a poprzez szyneserj/wyjgcia — urzadzenie wgia/wy-
jscia (0). Szyny: danych, adresowa i we/wy sa 16-bitowe, podobnie jak rejestry: akumulatol
(ACQ), rejestr danych¥R), rejestr adresowyAR) i licznik rozkazéw PC). Rozkazy (jest
ich 16) zajmuja po 4 bity i sa pakowane po 4 w stowie maszyny. Opis rozkazéw jest przed
stawiony w tablicach 4.1 i 4.2, a spos6b pakowania rozkazow w stowie na rysunku 4.2.

Do przedstawiania zawa#oi pamigci i rejestrow procesora bedziemy konsekwentnie
uzywe zapisu szesnastkowego. Zawattpojedynczego stowa bedzie zatem opisana cia-

Ipierwsza wersja procesora Sextium, o czym przekonali sig studenci rocznika 1999/2000, byta nieudana i zostz
wkrotce zastapiona modelem Sextium II.

2Reduced instruction set computprocesor o ograniczonym zbiorze instrukcji: procesor w ktérym lista rozka-
z6w jest maksymalnie skrécona. Dzigki temu rozkazy mogaigkonywane bardzo szybko i sprawnie. Procesory
RISC (posiadajace kilkagsaie do kilkudziesieciu rozkazow) sa przy tej samej czestoflavaegara kilkakrotnie
bardziej efektywne niz procesory CIS€ofnplex instruction set compujeynika to z faktu, ze jeden cykl roz-
kazowy w takim procesorze trwa tylko jeden lub najwyzej kilka taktéw zegara a nie kik@nezy kilkadziesiat
jak w procesorach typu CISC. Rozbudowana lista rozkazéw moze pomdc zoptymalikod:avynikowy, jéli
programista pisze program w asemblerze, natomiast zbudowanie kompilatora jezyka wysokiego poziomu, ktéi
wykorzystywatby wiele rozkazéw jest ktopotliwe. W praktyce kompilatory uzywaja tylko najprostszych rozkazéw
procesora CISC i dodatkowe mozliga takiego procesora zwiazane z bardzo bogata lista instrukcji nie sa wyko-
rzystywane (optymalizacja kodu jest trudna). Tworzenie kompilatoréw generujacych efektywny kod dla procesorév
RISC jest fatwiejsze niz dla procesoréw CISC (efekty@miest osiagnigta dzigki masoa a nie réznorodrizi).
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ACC

DR

AR

PC

MEM,

(S

DMA,

Procesor
Sextium®

A

rejestr danych DR

rejestr adresowy AR

advms

licznik rozkazéw PC

VdVMS

dANC

akumulator ACC

AA u t A
HONVYE

(1 9T) eMOSaIpe BUAZS

I
LSNOD
_I\

(19 9T) YoAuep eUAZS

3HOLS

avol V
_I\
/M eUAZS
av3y V

(19 9T) Amy
ALRIM

S

Pamie¢ operacyjna MEM K bva | Urzadzenie we/wy 10

accumulatoy akumulator: rejestr procesora, na ktérym sa wykonywane operacje aryt-
metyczne i przesytu danych.

data registey rejestr danych: pomocniczy rejestr przechowujacy drugi argument ope-
racji arytmetycznych.

address registerrejestr adresowy: rejestr, ktérego zawattstuzy do adresowania
pamieci w celu pobrania (zapisu) danych z (do) pamieci.

program counterlicznik rozkazow: rejestr, ktérego zawastostuzy do adresowania
pamieci w celu pobrania kolejnych rozkazéw do wykonania.

memory pamig& operacyjna.
input/output urzadzenie wégcia/wygcia.

direct memory accessnozliwost bezp&redniego zapisu do pamieci wprost z urza-
dzenia wejcia/wygcia bez udziatu procesora.

Rysunek 4.1. Architektura procesora Sextium Il
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rozkaz 1 I rozkaz 2 1 rozkaz 3 I rozkaz 4

15|14 |13 (12| 11|10 | 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

L—— najbardziej znaczacy bity stowa najmniej znaczacy ——

Rysunek 4.2. Spos6b pakowania rozkazéw procesora Sextium Il w stowie maszynowym

giem czterech cyfr szesnastkowych. Dla wygody rozkazy maja swoje nazwy mnemoniczne
Zatem np. zamiast piéarozkazE", bedziemy pisé ,rozkazDIV". Dla procesora jednak
rozkaz, to po prostu cztery bity (ktére my zapisujemy za pomoca pojedynczej cyfry szes
nastkowej).

Cykl rozkazowy procesora polega na pobieraniu, dekodowaniu i wykonywaniu rozka-
z6w. Wczytane stowo zawierajace cztery rozkazy jest przechowywane w specjaliigrne
rozkazow(nie uwidocznionym na rysunku 4.1). W celu pobrania rozkazéw procesor odwo-
tuje sie do pamieci przewaznie raz na cztery cykle rozkazowe, chyba ze wykonuje instrukcj
skoku. Wéwczas bufor rozkazoéw jest oprézniany. Mozna zatem skgeziynie do roz-
kazu, ktéry zajmuije cztery najbardziej znaczace bity stowsli @prawia to jakié problemy,
mozna poprzednie stowo wypetniozkazamNOP w celu wyréwnania wskazanego rozkazu
do granicy stowa). Rozka20ONST stuzy do zatadowania stalej do akumulatora. Stala jest
umieszczana w stowie nastepujacym beégpdnio po stowie zawierajacym ten rozkaz (lub
w nastepnych stowach, jezeli w jednym stowie znajduje sie wiecej niz jeden rGZK&Z).

Np. nastepujaca para st6WABO 0001 zawiera ciag rozkaz6V8WAPD, CONST, ADD, NOP,
po ktérym nastepuje liczbh Wykonanie tych rozkazéw powoduje zwigkszenie zavémito
akumulatora o jeden. Podobnie ciag&za stow:

A6AD 0004 0005 6A56 FFFA 2000

ktéry symbolicznie zapiszemy jako:

CONST SWAPD CONST MUL
0004

0005

SWAPD CONST SWAPA SWAPD
FFFA

STORE NOP NOP NOP

powoduje zatadowanie do rejestru danych liczby 4, do akumulatora liczby 5, przemnozeni
zawartéci akumulatora przez zawastorejestru danych i zapisanie wyniku (liczby 20) do
komarki pamigci o adresieFFA.

Program dla procesora jest wpisywany do pamieci wprost z urzadzerSaiaejygcia
(poprzez tzw. szyn®PMA). W tym czasie procesor nie pracuje. Nastepnie urzadzenie wej-
Scia/wypcia wysyla sygnat do procesora, ktory zeruje zav&arteszystkich swoich reje-
strow i oproznia bufor rozkazow, a nastepnie rozpoczyna wykonywanie cyklu rozkazowegc
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rozkaz | symb. opis uwagi

przejdz do wykonania nastepnegp

0 NOP nic nie réb
rozkazu

zaladuj stowo o adresie
1 LOAD MEMI[AR] — ACC znajdujacym sie w rejestrze
adresowym do akumulatora

zapisz zawarts& akumulatora do
2 STORE | ACC - MEMI[AR] stowa o adresie znajdujacym sie
rejestrze adresowym

b3

wczytaj stowo z urzadzenia

3 READ I0 - ACC o
wejsciowego do akumulatora
4 WRITE | ACC — 10 przeslij zayvartggg akumulatora do
urzadzenia wygciowego
5 SuAPA | ACC & AR zamiéh miejscami zavyar&z
rejestru adresowego i akumulatora
6 SWAPD | ACC < DR zamiéh miejscami zawarfkg
rejestru danych i akumulatora
wpisz do licznika instrukcji
- JUMP ACC — PC zawart&t akumulatora (skocz do

instrukcji o adresie znajdujacym
sie w akumulatorze)

jezeli akumulator zawiera liczh@
zapisz do licznika instrukcji
zawart®c rejestru adresowego
(skocz do instrukcji o adresie
znajdujacym sie w rejestrze
adresowym)

8 BRANCHZ | if ACC = 0thenAR — PC

jezeli akumulator zawiera liczbe
dodatnia, zapisz do licznika
instrukcji zawart&c rejestru
adresowego (skocz do instrukcji 0
adresie znajdujacym sie w
rejestrze adresowym)

9 BRANCHP | if ACC > 0thenAR — PC

Tablica 4.1. Zestaw rozkazéw procesora Sextium |l §cZg
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rozkaz| symb. opis uwagi

zapisz stowo znajdujace sie w
komérce pamieci o adresie

A CONST | MEM[PC++] — ACC wskazywanym przez biezaca
zawart& licznika rozkazéw do
akumulatora

dodaj do akumulatora zawago

B ADD ACC+ DR — ACC rejestru danych

o SUB ACC — DR — ACC odejmij od akumulatora zawaéb
rejestru danych

D MUL ACC x DR — ACC pomndéz zawartse akumulatora
przez zawartgt rejestru danych

E DIV ACC / DR — ACC podziel zawartst akumulatora
przez zawartgt rejestru danych

F HALT zatrzymaj przekaz sterowanie do urzadzenig

we/wy

Tablica 4.2. Zestaw rozkazow procesora Sextium |l (dmizenie)

Procesor przekazuje sterowanie na powr6t do urzadzen&asyyjgcia po wykonaniu roz-
kazuHALT lub w razie préby dzielenia przez zero. Prace procesora moze réwniez ptzerwa
urzadzenie wécia/wygcia. Po uruchomieniu licznik rozkazéw ma w&t®000, zatem
procesor rozpoczyna dziatanie od wykonania rozkazéw znajdujacych sie w zerowym stc
wie pamigci. Algorytm pracy procesora jest opisany w tablicy 4.3, w ktérej- oznacza
zwiekszenie zawarfei rejestruA o jeden.

Slowa w operacjach arytmetycznych reprezentuja liczby catkowite ze znakiem z prze
dziatu —2%° = (215 — 1) w zapisie uzupetnieniowym do dwdch, tj. zmiana znaku liczby
polega na zanegowaniu wszystkich bitow liczby i dodaniu jedynki. Stowaod do 7FFF
reprezentuja liczby nieujemriedo 32767 stowa8000 do FFFF zas liczby —32768do —1.

4.2. Asembler

Zapisywanie programu wprost w kodzie maszynowym jest ktopotliwe. Asembler, inacze
jezyk adreséw symbolicznyghgzwala na symboliczne zapisywanie rozkazéw i adreséw

uwalniajac programiste od zmudnego i mechanicznego kodowania programu. Jest to pr:
tym jezyk niskiego poziomu, w ktérym programista ma petna kontrole nad postacia kodt
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wyzeruj rejestryACC, PC, AR i DR i oproznij bufor rozkazéw
loop
if bufor rozkazéw jest pustthen
pobierz stowo z pamieci o adresie zawartynP®
PC++
end if
R « odkoduj nastepny rozkaz
if R = LOAD, STORE, READ, WRITE, SWAPA, SWAPD, ADD, SUB, MUL, DIV then
wykonaj te operacje zgodnie z opisem w tablicach 4.1 4.2
else if R = CONST then
zataduj stowo z pamieci o adresie zawartynP@ do ACC
PC++
else ifR = JUMP then
zapisz ddPC zawart&t ACC
opréznij bufor rozkazow
else if(R = BRANCHZ i ACC = 0) lub (R = BRANCHP i ACC > 0) then
zapisz doPC zawart&t AR
opréznij bufor rozkazéw
else if R = HALT then
zatrzymaj prace
end if
end loop

Tablica 4.3. Cykl rozkazowy procesora Sextium ||

wynikowego. Zwykle jedna instrukcja asemblera jest przekladana na jeden rozkaz maszyn
Program w asemblerze jest dokladnym opisem kodu maszynowego, w ktorym rozkazy s
reprezentowane przez ich nazwy mnemoniczne a adresy przez identyfikatory. Program tt
maczacy (réwniez zwany asemblerem) sktada (asgemblekod maszynowy wedtug tego
opisu, wstawiajac kody rozkazéw w miejsce ich nazw mnemonicznych, a wyliczone adres
w miejsce identyfikatorow. W jezykach wysokiego poziomu, takich jak np. SML, progamista
postuguje sie zwykle pojeciemaszyny abstrakcyjnéjtérej budowa jest nieraz bardzo od-
legta od architektury rzeczywistego procesora, na ktérym jest wykonywany skompilowany
program (np. w SML-u dotaczenie gtowy do listy jest traktowane jako pojedyncza operacja
tymczasem przektada sie ono na ciag wielu rozkazéw procesora). Natomiast programuij
w asemblerze programista nadal stiyw kategoriach rzeczywistego procesora. Poniewaz
asembler jesscisle zwiazany z architektura danego procesora, w odréznieniu od jezykow
wysokiego poziomu, asembler jest zalezny od maszyny. Dlatego nie istnieje jeden jezy
zwany asemblerem, sa tylko asemblery konkretnych procesoréw. Aby jezyk programowa
nia byt niezalezny od procesora, jego maszyna abstrakcyjna masdeslizacja, cZgcia
wspolna wszystkich procesoréw, na ktére programy w tym jezyku majekbsnpilowane.
Przyktadem takiego jezyka jest C, zwany nieki@dgmblerem strukturalnyriNalezy on juz
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jednak do kolejnego pietra w hierarchii ,poziomu” jezyk6w programowania.

4.2.1. Asembler procesora Sextium Il

Jednostkami leksykalnymi asemblera procesora Sextium litesaty catkowitoliczbowe
tj. niepuste ciagi cyfr dziesietnych, poprzedzone opcjonalnie znakiem minuz3 Hiperaty
szesnastkowdj. ciagi doktadnie czterech cyfr szesnastkowych poprzedzone znakami
0X, np.0xFAFA, stowa kluczowe

ADD BRANCHP BRANCHZ CONST DATA DIV HALT JUMP LOAD MUL READ STORE SUB
SWAPA SWAPD WRITE

identyfikatory tj. ciagi liter i cyfr zaczynajace sig litera i r6zne od stéw kluczowych oraz
symbol pomocniczy:”. Identyfikatory sa uzywane jaketykiety Wielkie i male litery sa
rozrézniane w identyfikatorach i stowach kluczowych, natomiast cyfry szesnastkemwe
mozna pisé zaréwno wielka, jak i mafa litera. Znakiem poczatku komentarza#jekb-
mentarz rozciaga sie do Roa wiersza w ktdrym wystepuje (do znaku nowego wiersza).

Program w asemblerze jest ciagiémstrukcji asemblerapo co najwyzej jednej w wier-
szu. Instrukcja moze sie sktatla pojedynczego stowa kluczowego

ADD BRANCHP BRANCHZ DATA DIV HALT JUMP LOAD MUL READ STORE SUB SWAPA
SWAPD WRITE

lub moze by postaci
CONST parametr

gdzie parametrto albo literat dziesietny lub szesnastkowy, albo identyfikator (etykieta).
Kazda instrukcja moze loyopcjonalnie poprzedzona napisem postaci

etykieta:

Zauwazmy ze rozkaz procesai@P nie jestinstrukcja asemblera, natomiast instrukzjad A

nie ma odpowiednika &réd rozkazéw procesora. ldentyfikatory (etykiety) sa symbolicz-
nymi reprezentacjami adreséw pamigci. Kazda etykieta powinna pofg/idoktadnie raz

w programie przed dwukropkiem i moze pojawisie wielokrotnie w instrukcjCONST. Za-
daniem asemblera jest przettumaczenie symbolicznych nazw instrukcji na odpowiadajac
im rozkazy, spakowanie rozkazéw po cztery w 16-bitowe stowa (wypetiajac puste miej-
sca rozkazamiioP), wyznaczenie faktycznych adresOw instrukciji opatrzonych etykietami i
wygenerowanie kodu binarnego. Asembler generuje rozkazy w takiej kélgjne jakiej
odpowiednie instrukcje znajduja sie w f&le programu. InstrukcjeONST powoduje wyge-
nerowanie rozkazu tadujacego stata opisana podanym literatem lub etykieta do akumulator
InstrukcjaDATA powoduje zarezerwowanie stowa w pamigeci w miejscu, w ktérym wyste-
puje (dlatego zwykle umieszcza sie ja nako programu). Do tego stowa w pamieci wpi-
sywana jest liczbax0000 (tj. pamig dla zmiennych jest inicjowana podczas uruchamiania
programu). Do adresu tego stowa mozna sie odwotyp@przez etykiete tej instrukcji (za-
tem uzycie rozkazDATA bez etykiety ma niewiele sensu). Program ttumaczacy program w
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wczytajx
wczytajy
while y # 0do
Z <« xmody
X <y
Yy« 2z
end while
WYPISZ X

Tablica 4.4. Algorytm Euklidesa obliczania najwiekszego wspdlnego podzielnika

asemblerze na kod wynikowy jest dwuprzebiegowy: w pierwszym przebiegu tworzy sie koc
wynikowy ,na probe”, nie wstawiajac do niego statych opisanych przez etykiety (nie sa one
bowiem jeszcze znane). W tym przebiegu ustala sie ich #eirt®V drugim przebiegu ge-
neruje sie ostatecznie kod wynikowy, poniewaz waet@tykiet sa juz ustalone. Tablica 4.6
na stronie 108 zawiera program w asemblerze obliczajacy najwiekszy wspdélny podzielnil
dwéch liczb wedtug algorytmu z tablicy 4.4, tablica 4.7 jego ttumaczenie na kod wynikowy,
a tablica 4.5 na sasiedniej stronie plik z kodem wynikowym w postaci szesnastkowe;.

4.3. Zadania

Zadanie 4.1. Zaprogramuj ponizsze problemy w kodzie maszynowym i w asemblerze pro-
cesora Sextium II:

1.

Program wczytujacy liczbe catkowita i wypisujacy liczbe jej nietrywialnych (ré6znych
od 1i od niej samej) podzielnikow.

. Program wczytujacy trzy liczby, y i zi wyliczajacyx¥ modz.

3. Program wczytujacy dwie liczhyi y i wyliczajacyx! mod y.

4. Program wczytujacy liczby az do przeczytania licBbyvypisujacy sume wczytanych

liczb.

. Program wczytujacy s&eliczb catkowitych opisujacych dwie chwile w ciagu doby w

formacie godzina-minuta-sekunda i wypisujacy liczbe sekund dzielacych obie chwile
(ujemna, j&li druga chwila jest wcZmniejsza niz pierwsza).

. Program wczytujacy liczbe catkowita bedaca numerem roku i wypisujacy liczbe dni

tego roku, tj. 365 lub, dla lat przestepnych, 366 (rok jest przestepslyjego numer
dzieli sie przez 4 i nie dzieli sie przez 100 lub dzieli sie przez 400).

. Program wczytujacy sgeliczb catkowitych opisujacych dwie daty w formacie drie

miesiac-rok i wypisujacy liczbe dni dzielacych te daty (ujemné&li jgruga data jest
wczesniejsza niz pierwsza).
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A532 001C A532 001D 9516 001D A568 0019
6A51 001C ED6A 001C 51C6 A562 OO1E A516
001D A562 001C A516 O01E A562 001D A700
0004 001C FOOO 0000 0000 0000

Tablica 4.5. Plikgcd . hex zawierajacy program dla procesora Sextium Il w postaci szes-
nastkowej obliczajacy najwiekszy wspélny podzielnik dwdéch liczb (opis w tablicy 4.7 na
stronie 109)

Zadanie 4.2. NapiszemulatoP procesora Sextium I, tj. program, ktéry z podanego w wier-
szu polecé pliku binarnego wczytuje program dla procesora Sextium Il i symuluje jego
prace. Pliki binarne w komputerach maja zwykle strukture bajtowa, przyjmujemy wiec, ze
stowa zajmuja po dwa kolejne bajty. Rozkazy $ef (wyfcia) powinny powodowawczy-
tywanie (wypisywanie) liczb catkowitych w zapisie dziesietnym ze znakiem, po jednej w
wierszu, z (do) standardowego strumieniase@wego (wy§ciowego). Dla utatwienia wpi-
sywania programéw binarnych napisz programey2bin i bin2hex, ktére dokonuja kon-
wersji pomiedzy zapisem szesnastkowym i binarna wersja pliku. Progea@bin pomija

biate znaki (spacje, znaki tabulacji i nowego wiersza) i przyjmuje, ze dwie kolejne cyfry
szesnastkowe opisuja jeden bajt. Progiam2hex w kazdym wierszu wypisuje zawadd

8 stow, tj. 32 cyfry szesnastkowe w grupach po 4 cyfry oddzielone spacja. Program wczytu
jacy dwie liczby z we§cia i wypisujacy ich sume zapiszemy w postaci szesnastkowej jako:

363B 4F00

a program obliczajacy najwigkszy wspdlny podzielnik dwéch liczb w postaci szesnastko
wej jest przedstawiony w tablicy 4.5. Na podstawie takiego pliku progtag®bin utwo-

rzy czterobajtowy plik wykonywalny. Przyjmijmy, ze dofsipie nazwa programu w zapi-

sie szesnastkowym powinna rbieozszerzenie:.hex, program binarny Zarozszerzenie
*.sextium.

Zadanie 4.3. Napisz asembler dla procesora Sextium I, tj. program przetwarzajacy kod
zrédiowy (domyginie zapisany w pliku z rozszerzeniemasm) w asemblerze na post#i-
narna. Napisz nastepnieasemblertj. program, ktéry dokonuje sztuczki (prawie) odwrot-
nej, tj. dla zadanej postaci binarnej wypisuje tekst przypominajacy asembler (tylko zamias
oryginalnych etykiet w programie wystepuja rzeczywiste adresy instrukcji zapisane w po:
staci czterech cyfr szesnastkowych).

SEmulator to program symulujacy dziatanie procesora A napisany dla procesora B. Dzieki niemu mozna pro
gramy napisane dla procesora A uruchanma maszynie B. W praktyce uzywa sie np. programu Wabi, dzigki kté-
remu mozna uruchangana maszynach SPARC aplikacje napisane dla systemu Microsoft Windows dziatajacego
na komputerach PC. Jest réwniez podobny program pozwalajacy na uruchamianie takich aplikacji na komputera
Macintosh. Mitgnicy zabawkowych mikrokomputeréw ZX Spectrum, Atari itp. moga dzieki emulatorom ,wskrze-
sz&” swoje ulubione programy na wspétczesnych maszynach, mimo ze ich stare Spektrusie i Atarusie juz dawn
dofaczyly do grona zbawionych komputeréw w Niebie.
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# Program gcd.asm
# Wczytuje dwie liczby i
# ich najwiekszy wspélny

#

dalej:

CONST x
SWAPA
READ
STORE
CONST y
SWAPA
READ
STORE
CONST y
SWAPA
LOAD
SWAPD
CONST koniec
SWAPA
SWAPD
BRANCHZ
SWAPD
CONST x
SWAPA
LOAD
DIV

MUL
SWAPD
CONST x
SWAPA
LOAD
SUB

#

**

wypisuje
dzielnik

czytaj x

czytaj y

czy y=07

z=x/y

Z=ZXy
Z=x-2z

koniec:

<

SWAPD
CONST
SWAPA
SWAPD
STORE
CONST
SWAPA
LOAD

SWAPD
CONST
SWAPA
SWAPD
STORE
CONST
SWAPA
LOAD

SWAPD
CONST
SWAPA
SWAPD
STORE
CONST
JUMP

CONST
SWAPA
LOAD

WRITE
HALT

: DATA
: DATA
: DATA

dalej

# x=y

# y=z

# pisz x

# zmienne

Tablica 4.6. Program w asemblerze obliczajacy najwiekszy wspoélny podzielnik dwéch liczk
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adres zawar®t stowa opis zawar&xi stowa
0000 AB32 CONST SWAPA READ STORE
0001 001C adres reprezentowany przez zmiegna
0002 AB32 CONST SWAPA READ STORE
0003 001D adres reprezentowany przez zmiegna
dalej = 0004 9516 CONST SWAPA LOAD SWAPD
0005 001D adres reprezentowany przez zmiegna
0006 A568 CONST SWAPA SWAPD BRANCHZ
0007 0019 adres reprezentowany przez zmiemmoaiec
0008 6A51 SWAPD CONST SWAPA LOAD
0009 001C adres reprezentowany przez zmieana
000A ED6A DIV MUL SWAPD CONST
000B 001C adres reprezentowany przez zmiegna
000C 51C6 SWAPA LOAD SUB SWAPD
000D A562 CONST SWAPA SWAPD STORE
000E 001E adres reprezentowany przez zmiegna
000F Ab516 CONST SWAPA LOAD SWAPD
0010 001D adres reprezentowany przez zmiegna
0011 A562 CONST SWAPA SWAPD STORE
0012 001C adres reprezentowany przez zmiegna
0013 A516 CONST SWAPA LOAD SWAPD
0014 001E adres reprezentowany przez zmiegna
0015 A562 CONST SWAPA SWAPD STORE
0016 001D adres reprezentowany przez zmiegna
0017 A700 CONST JUMP NOP NOP
0018 0004 adres reprezentowany przez zmiedadej
koniec = 0019 A514 CONST SWAPA LOAD WRITE
001A 001C adres reprezentowany przez zmiesna
001B FO00 HALT NOP NOP NOP
x = 001C 0000 miejsce przechowywania zmiennej
y = 001D 0000 miejsce przechowywania zmienngj
z = 001E 0000 miejsce przechowywania zmiennej

Tablica 4.7. Tlumaczenie programu w asemblerze z tablicy 4.6 na kod procesora Sextium






Rozdziat 5

Programowanie imperatywne

Do uzupenienia:

5.1.
5.1.1.
5.1.2.
5.1.3.
5.1.4.
5.2.
5.2.1.
5.2.2.
5.2.3.
5.3.
5.4.
5.4.1.

Komérki pamieci i instrukcja przypisania

Skutki uboczne

L i R-wart&ci, wytuskanie (niejawna dereferencja) na przyktadzie jezyka Pascal
Wskazniki i operator przypisania w jezyku Standard ML
Wskazniki a adresy na przyktadzie Pascalai C

Typy danych

Typy proste

Koercje

Agregaty: tablice, struktury i unie. Przydziat pamieci dla nich
Automatyczne zarzadzanie pamiecia$miecanie

Operacje wégia/wygcia

Operacje wégia/wypcia w jezyku Standard ML

Literatura zastepcza: [101]






Rozdziat 6

Programowanie strukturalne

Jedynym ratunkiem jest struktura.
Niklaus Wirth,Modula 2

6.1. Schematy blokowe programow

W opisach algorytméw mozna wydziélczynnéci dwoch zasadniczych rodzajow: pojedyn-
cze, elementarne akcje, ktérych zestaw jest zalezny od tego, jakie &ymzoamy za nie-
podzielne oraz podejmowanie dycyzji o kolesmowykonywania takich akcji w zalezgoi

od spetnienia pewnych warunkéw. W ten sposob mozna podz@tkazy jezyka maszyno-
wego (np. procesora Sextium opisanego w rozdziale 4). Do zbioru rozkazéw zmieniajacyc
kolejncst wykonywania czynn&ci zaliczymy rozkazy skokéw, galo zbioru akcji elemen-
tarnych — pozostate rozkazy. Algorytmy przedstawiane w notacji ,wysokiego poziomu”,
np. algorytm Euklidesa obliczania najwiekszego wspdlnego podzielnika z tablicy 4.4 na stro
nie 106 réwniez mozna opisav podobny sposdb. W tym przypadku za akcje elementarne
jestésmy gotowi uzné cate instrukcje przypisania (mimo, ze ich wykonanie moze pociaga
obliczenie skomplikowanego wyrazenia arytmetycznego)sevajwygcia itp., a pojedyn-

cze decyzje w algorytmie moga&podejmowane na podstawie watblogicznej dowolnie
skomplikowanych wyrazelogicznych. Wybor zestawu akcji elementarnych i postaci warun-

'

akcja elementarna tak

'

Rysunek 6.1. Elementy schematéw blokowych programéw

nie
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Rysunek 6.2. Schemat blokowy algorytmu obliczania najwiekszego wspélnego podzielnik
z tablicy 4.4 na stronie 106

kéw, ktére mozna testovazalezy od poziomu szczegotodm, z jakim chcemy analizovea
nasze algorytmy.

O ile analiza programu ztozonego z ciagu nastepujacych po sobie akcji elementarnyc
nie przedstawia trudrsei, to czytanie programu zawierajacego skoki do odlegtych miejsc
programu moze kyzmudne. Dlatego algorytmy wygodnie jest przedstawigpostaci tzw.
schematéw blokowydhiagramow przeptywang.flow diagram$, w ktérych akcje elemen-
tarne sa reprezentowane przy pomocy prostokatow a sprawdzanie warunkéw przy pomo
rombdw (zob. rysunek 6.1 na poprzedniej stronie). Te prostokaty i romby taczy sie strzatkar
tak, ze postepujac wzdtuz strzatek mozna odtworaylejn&st wykonania akcji elementar-
nych. Dla przyktadu schemat blokowy algorytmu Euklidesa z tablicy 4.4 jest przedstawiony
na rysunku 6.2.

6.2. Instrukcje strukturalne
Przyjecie, ze akcja elementarna jest obliczenie dowolnego ifligze skomplikowanego)

wyrazenia wydaje sie liyzatozeniem gwarantujacym véieiwy stopié szczegétowsci, gdy
analizujemy programy napisane w jezykach tzw. ,wysokiego poziomu”. Co prawda oblicze-
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nie wyrazenia wymaga zwykle wykonania wielu rozkazéw maszyny, jednak algorytm obli-
czania wyraze (przewaznie z uzyciem stosu) jest stosunkowo prosty (por. podrozdziat 3.4)
i nie musimy za kazdym razem analizawsposobu jego dziatania.

Historycznie pierwszy jezyk ,wysokiego poziomu”, FORTRAN (aR@Rmula TRANS-
lator, czyli translator wyraze), pozwalat na zapis dowolnie skomplikowanych wyraze
notacji zblizonej do notacji matematycznej, a kompilator sam ttumaczyt te wyrazenia ne
ciagi rozkaz6éw procesora. Natomiast instrukcje zmieniajace kdlejwykonania czynno-

§ci, tj. tzw.instrukcje sterujacebyty zblizone do rozkazéw maszynowych. FORTRAN byt
wiec po asemblerze reprezentantem kolejnego szczebla w hierarchii ,poziomu” jezykév
programowania — uwalniat programiste od koniecaiazmudnego kodowania obligze

za pomoca rozkazéw maszyny, jednak przeptyw sterowania w programie nadal byt kon
trolowany na poziomie jezyka maszynowegoslipotraktujemy instrukcje przypisania w
FORTRAN-ie jako akcje elementarna i bedziemy uz§iagicznej instrukciji warunkowe;j
(sktadnia FORTRAN-u 66)

IF (waruneR GOTOetykieta

do zmiany kolejnéci wykonania instrukcji, to otrzymamy idealna odpowiedimigdzy
programami w FORTRAN-ie i ich schematami blokowymi (nb. schematy blokowe zostaty
wymyslone w latach 50-tych zeszlego wieku i staly sigéd programistéw popularnym na-
rzedziem stuzacym wéamie do czytelnego przedstawiania programow zapisanych z uzyciem
skokow).

Gdy rozwazamy programy w jezyku C (zob. [82, 83]), rowniez wygodnie jest prohja
liczenie wyrazenia jako akcje elementarna. W szczegdinza akcje elementarna mozemy
uwaza& instrukcje wyrazeniowdgktora jest najczgciej wyrazenie przypisania zaktzone
Srednikiem). Do jawnej zmiany kolejgoi wykonania instrukcji w jezyku C stuzastrukcje
skoku goto, break, continue i return. Pierwsza jest instrukcja bezwarunkowego prze-
kazania sterowania do miejsca opatrzonego etykieta, dwie nastepne sa zwiazane z obsh
petli. O instrukcjireturn mowi sie w kontekcie przekazywania sterowania w funkcjach,
nie bedziemy sig nia zatem w tym miejscu zajmowzestaw instrukcji sterujacych jezyka C
nie kahczy sie bynajmniej na instrukcjach skoku, mamy bowiem instrukojgona instruk-
cjewyboru(if, if-else i switch) i instrukcjepowtarzania(while, do i for). Instrukcje
te maja swoja wewnetrzna strukture, rozpadaja sie na wiele akcji elementarnych. Odpowi
dajace im schematy blokowe sa przedstawione na rysunku 6.3 na nastepnej stronie. Moz
zada pytanie, dlaczego w jezyku C wprowadzono az tyle instrukcji sterujacych, skoro sam:
instrukcjagoto skojarzona z instrukcjaf pozwala na realizowanie skokéw warunkowych,

a zatem swobodne przekazywanie sterowania w programie w z&lgatbspetnienia poda-
nych warunkdéw. Instrukcje postaci

if (b) gotol;
mozna ponadto w tatwy sposéb przettumatma kod maszynowy procesora, posiada on

bowiem rozkazy o zblizonym znaczeniu. Taka pojedyncza instrukcja skoku warunkoweg
wraz z instrukcjami przypisania jako akcjami elementarnymi pozwala na zapisanie w jezyki
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if (b) C1elseCy

»

Y
C
tak<:::
nie

do C while (b)

Y
? nie
tak
{C1;Co; ... Ch; Y
I:C:I switch (w) {
v case €:Cq;
j\g case €:Cy;
\ :

:Cn;
for (wi;wp;wz) C 3 case én:tn

Rysunek 6.3. Schematy blokowe instrukcji strukturalnych jezyka C
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programowania dowolnego algorytmu. Jednak juz w latach 60-tych zesziego wieku zauwe
zono, ze programy napisane z uzyciem duzej liczby skokéw sa nieczytelne, a ich analiza je
bardzo trudna [43]. Rozwazmy dla przykfadu kolejna wersje programu obliczajacego naj
wiekszy wspolny podzielnik dwoch liczb dodatnich, ktérego schemat blokowy jest przed-
stawiony na rysunku 6.4 (a):

#include<stdio.h>
int main ()
{

int x, y;

scanf ("%d%4d", &x, &y);
maly: if (x>y) goto zmniejszx;
if (x==y) goto koniec;
zmniejszy: y=y—Xx;
goto maly;
duzy: if (x<y) goto zmniejszy;
if (x==y) goto koniec;
zmniejszx: X=x-Yy;
goto duzy;
koniec: printf ("%d\n", x);
return O;

}

Ani powyzszy program, ani jego schemat blokowy nie sa tatwe do zrozunfigdary-
sunku 6.4 (b) jest przedstawiony inny, duzo czytelniejszy schemat blokowy. Oba schemat
z rysunku 6.4 sa przy tym rownowazne w tym sensie, ze dla kazdych danystiovejch

ciag wykonanych akcji elementarnych bedzie taki sam (jednak liczba i kéegmawdza-

nia warunkéw moze lyinna). Nie chcemy tu wdawesie w dyskusje na tematistej defi-

nicji rownowaznéci schematéw. Intuicyjnie oba schematy przedstawiaja ten sam algorytm
Schemat z rysunku (b) ma ciekawa wtastiana prosta wewnetrzreirukture Na najwyz-
szym poziomie sktada sie z sekwenciji trzech mniejszych schemat@.i C. SchematyA

i C zawieraja pojedyncze akcje elementarne. Z kolei sché&maa strukture schematu pe-

tli while z rysunku 6.3, w ktorym akcja do wykonania jest scheDaiflen znowuz jest
sekwencja schematé®i F, a one same zndw maja strukture pgHile.

Zauwazmy, ze wszystkie schematy z rysunku 6.3 maja doktadnie jedrsziwvéjdo-
ktadnie jedno wy§cie. Skladanie ich ze soba zachowuje te wiasndezeli program jest
zbudowany wylacznie ze schematéw o jednymaeij i jednym wygciu, wéwczas nie mu-
simy go analizowa w catdsci. Jezeli bowiem rozwazymy jego fragment i ustalimy, jakie
jest jego znaczenie, skoro fragment ten ma tylko jedn&eieji jedno wy$cie, mozemy go
od tej chwili traktow& jako nowa, niepodzielna akcje elementarna ,wyzszego poziomu”,
pewna ,czarna skrzynke”, do ktérej wnetrza nie musimy juz zaglabaieki temu potra-
fimy utrzymet stopiéh komplikacji schematu, jaki w danej chwili analizujemy, na poziomie

Lautor przyznaje, ze dotozyt stataby program byt nieczytelny.
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wcezytaj X iy wczytg) X iy

A

(a) (b)

Rysunek 6.4. Schematy blokowe dwdch programéw obliczajacych najwigekszy wspélny po
dzielnik
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dostatecznie niskim, my mogli nad nim intelektualnie zapanawaW tym sensie sche-
mat z rysunku 6.4 (b) sktada sie jedynie z sekwenciji trzech akcp i C. Teraz mozemy
skupit uwageosobnona opisie znaczenia kazdej z trzech wymienionych akcji. Schémat
zawiera akcje elementarna. Sche®ass ma strukture petlihile, w ktorej warunkiem jest

X # Y, z& akcja jest schemé@t itd. Takiej hierarchicznej analizy nie jeStay w stanie wy-
konet dla schematu z rysunku 6.4 (a) dlatego, ze dowolnie ,rozrzucone” miejsca docelowt
skokdéw nie pozwalaja nam skuwpiwagi na drobnym fragmencie programu zapominajac na
jakis czas o jego reszcie.

Idea konstruowania oprogramowania w sposéb systematyczny zostata rozwinigta w |
tach 70-tych zeszlego wieku i stanowi podstawe wspéltczesnej inzynierii oprogramowani
(rzetelnej wiedzy o programistycznym rzersi®). Poniewaz nasze rozwazania skupiaja sige
raczej na teorii jezykéw programowania niz na inzynierii, dalsze wskazowki, jak tworzy
niezawodne oprogramowanie Czytelnik zechce zmalefiteraturze [37, 189, 79, 123, 192,
142, 166, 34, 104, 81, 20, 45, 7, 178]. Ponizej podajemy jedynie podstawowa terminologie

Schemat strukturalnyschemat blokowy o jednym wagiu i jednym wygciu, ktérego kom-
ponenty tez maja te wtasgn Dzigki temu ma on prosta, hierarchiczstaukture

Instrukcja strukturalna:instrukcja sterujaca, ktérej odpowiada strukturalny schemat blo-
kowy.

Projektowanie strukturalneprojektowanie programu z uzyciem struktur sterujacych o jed-
nym wegciu i jednym wygciu. Dokonuje sie przy tym dekompozycji problemu na
mniejsze, analizowane niezaleznie fragmenty, co pozwala zmnisgsagiér kompli-
kacji programu i nadamu czytelna, hierarchiczrsgrukture Uzywa sie przy tym albo
metodywstepujacejalbozstepujacej

Metoda wstepujacametoda projektowania strukturalnego, w ktérej budujemy najpierw ma-
te komponenty programu, a nastgpnie z nich coraz wigksze fragmenty, tak diugo, a
w kohcu otrzymamy caty program.

Metoda zstepujacametoda projektowania strukturalnego, w ktérej rozpoczynamy od na-
szkicowania struktury calego programu, a nastepnie precyzujemy coraz drobniejsz
detale tak dtugo, az w kwu dojdziemy do podprobleméw, ktére potrafimy rozwiaza
w jednym kroku. Przykiad zstepujacej metody budowania algorytmu znajdzie Czy-
telnik w podrozdziale 3.6.5, w ktérym uzyto tej metody do zbudowania algorytmu
dokonujacego przektadu wyrdke notacji infiksowej na postfiksowa.

Kodowanie strukturalnezapis programu z uzyciem instrukcji strukturalnych. Uzywa sie
przy tym specjalnych konwencji zapisu programoéw tak, by uklad tekstu optycznie
ujawniat strukture programu (np. stosuje sigiecia.

Wocigecia: konwencja zapisu programoéw, polegajaca na przesuwaniu lewego marginesu \
programie w prawo o kilka spacji (zwykle dwie lub trzy) za kazdym razem, gdy zwiek-
sza sie poziom zagniezdzenia struktur sterujacych.

2Psychologowie moéwia o magicznej, nieprzekraczalnej licalBemiuobiektéw, na ktérych mozngdnocze-
Snieskupt uwage [113].
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Konstruowanie oprogramowania metoda systematyckoastruowanie programu z wyko-
rzystaniem metod projektowania i kodowania strukturalnego.

Strukturalny jezyk programowanigezyk programowania, ktory posiada strukturalne ins-
trukcje sterujace i przez to swoja budowa wspiera strukturalny styl programowania
Trzeba jednak podk#dic, ze strukturalnienoznaprogramowa takze w jezyku, w
ktérym jedyna instrukcja sterujaca jest skok warunkowy i odwrotnie, mozn& pisa
niestrukturalne programy w jezyku strukturalnym.

W5rod struktur sterujacych o jednym weju i jednym wygciu wyréznia sie zwykle
zestaw kilku najprostszych, ktére sa odpowiednikami ztozenia sekwencyjnego instrukciji
instrukcji warunkowej z fraz@lse i instrukcji while (por. rysunek 6.3 na stronie 116).
Nazywa sige je niekiedy D-strukturami (na ézeEdsgera Dijkstry). Formalnie D-struktury
definiuje sie indukcyjnie:

1. akcje elementarne sa D-strukturami;

. ztozenie sekwencyjne D-struktur jest D-struktura;
. struktura warunkowa, w ktérej obu gateziach znajduja sie D-struktury jest D-struktura;

. struktura petlivhile, ktéra we wnetrzu petli zawiera D-strukture jest D-struktura;

a »~h 0N

. wszystkie D-struktury mozna zbudofviiorzystajac z regut opisanych w punktach
1-4.

Niekiedy do powyzszego zbioru dodaje sie inne, bardziej ztozone struktury, np. wszystki
pozostate struktury przedstawione na rysunku 6.3 na stronie 116 (z wyjatkiem instrukcj
switch, ktéra nie jest w pehi strukturalna — zamiast niej mozna @ddatrukcjecasez
Pascala). Takie struktury bywaja nazywane D’-strukturami. Dowolne schematy blokowe s
nazywane L-strukturami.

Aby nie tylko wspier&, ale wrecz wymusi strukturalny styl programowania, struktury
sterujace w niektérych jezykach (np. w Moduli 2) sa wytacznie D’-strukturami. W innych
pozostawiono instrukcje skokgbto, wstydliwie sie ja jednak ukrywa. Narzuca sie zatem
pytanie, czy D-struktury (lub D’-struktury) wystarczaja do zapisu kazdego algorytmu. W
szczeg6Inéci mozna zapyta czy kazda L-strukture mozna przeksztaldo rownowaznéj
D-struktury.

Rozwazmy jezykJ , w ktérym programy sa zbudowane z pewnych akcji elementarnych
zawierajacych co najmniej instrukcje przypisania postaci e, przy czym wyrazenia
moga by przynajmniej postaci+1 lubi, gdzieX jest zmienna, Za stala i instrukcji skoku
warunkowego

if bgotoll

gdzieb jest wyrazeniem logicznym co najmniej postdeki i X<=i, | za& — etykieta. Bez
zmniejszania ogoIr&xi rozwaza mozemy przyjg, ze kazda instrukcja ma doktadnie jedna
etykiete i ze etykiety te sa kolejnymi liczbami naturalnymi (etykieta jest numerem instrukcji
w programie). W jezyku. mozemy zapisadowolna L-strukture, nie natozgliny bowiem

3Dalej nie zdefiniowaBmy, co to znaczy!
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N=1;

while (N<=k) {
if (N==1) 1]
i Q== I
it Qi==k) 1]

}

Rysunek 6.5. Schemat transformacji programu do D-struktury

zadnych ogranicZena miejsca docelowe skokéw. Rozwazmy teraz jezyk programowania
Jp, w ktérym instrukcjami sterujacymi sa instrukcja wybarti(bez frazyelse) i instrukcja
while, przy czym akcje elementarne sa w obu jezykach takie same, a w instrukdjach
while mozna testow@takie same warunki. Rozwazmy program w jezykusktadajacy

sie zk > 1instrukcji. NiechN bedzie identyfikatorem nie wystepujacym w tym programie.
Przeksztalcimy dany program do rownowaznego mu (w sensie, ktéry za chwile stanie si
jasny) programu w jezykdp. Program w w tym jezyku bedzie miat strukture przedstawiona
na rysunku 6.5, gdzie instrukcj¢ dlai = 1, ...,k powstaja z instrukcjij programu w
jezyku J. w nastepujacy sposob: jezéha instrukcjal; programu w jezykul, jest akcja
elementarng\, to instrukcjal/ jest postaci:

{Ai; N = N+1;}
Jezeli z& instrukcjal; jest instrukcja skoku warunkowego
if (b) goto I;
to odpowiada jej instrukcja
{N = N+1; if (b) N = |;}

(przypomnijmy, ze etykiethjest liczba z przedziald, . . . , k). W nowym programie zmien-
naN przechowuje numer Kkolejnej instrukcji do wykonania. Zauwazmy, ze tak otrzymany
program w jezykulp jest rGwnowazny z wygciowym programem w jezykd, w tym sen-

sie, ze dla kazdych danych v&ejowych kolejn&t wykonywania akcji elementarnych i ko-
lejnost sprawdzania warunkéw w obu programach bedzie taka sama, z tym, ze w nowyn
programie (a) bedzie uzywana dodatkowa zmiein@) beda sprawdzane dodatkowe wa-
runki postaciv==i i N<=k, oraz (c) beda wykonywane dodatkowe akcje elementarne postaci
N=1, N=N+1 i N=I.
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6.3. Strukturalne instrukcje skoku

Podalsmy teoretyczne uzasadnienie faktu, ze D-struktury sa wystarczajace do zapisu d
wolnych algorytméw. Co wiecej: kazdy algorytm mozna zapisaywajac instrukcji petli
while tylko raz. Ponadto stopiezagniezdzenia struktur sterujacych moze wynaos wie-

cej niz 7. Wynik ten, opublikowany w latach 60-tych przez Béhma i Jacopiniego [24] ma sie
jednak nijak do programistycznej praktyki: otrzymany program jest co prawda zbudowany
z uzyciem wylacznie strukturalnych instrukcji sterujacych, jednak w zadnym razie nie jest
strukturalnie zbudowany!

Rozwazmy fragment programu w jezyku Pascal, ktéry zamienia ciag cyfr na liczbe cat
kowita i wypisuje reszte z dzielenia jej przez 13. Ciag cyfr jest wczytywany z plilkaz
do napotkania znaku nie bedacego cyfra lubdepliku. Pusty ciag cyfr jest interpretowany
jako liczba0. Poniewaz w Pascalu (inaczej niz w jezyku C) nie wolno protioszyta znaku
z pliku, ktéry zostat przewiniety do Kwa, przed kazdym wykonaniem operaefd nalezy
sprawdzt, wywotujac funkcjeeof, czy wskaznik pliku nie znajduje sie juz na jegofkoi.

To sugeruje, by zorganizowabliczenia w postaci petivhile z warunkiemnot eof( f). Po
wczytaniu kolejnego znaku nalezy spraw@zizy jest on cyfra i jgli nie, to przerwa wy-
konanie petli. Program zbudowany w ten sposéb jest przedstawiony w tablicy 6.1. Poniewa
mozemy op8cic ciato petli po wykonaniu procedurgadale przed obliczeniem nowej war-
tosci n, ciato petli jest struktura o dwoch wagiach. Nie jest wiec D-struktura. Sprobujmy
zatem zbudow@D-strukture wykonujaca te same obliczenia. Okazuje sig, ze nie uda nam si
tego zrobt bez wprowadzenia dodatkowych czysnoi/lub zmiennych. Jedno z mozliwych
rozwiazd, przedstawione w tablicy 6.2, polega na wprowadzeniu pomocniczej zmienej lo-
gicznejdalej, ktéra na poczatku ma wa#ébtrue i jest dodatkowym warunkiem wggia do

petli. Zostaje jej przypisana wafbfalse gdy kolejny przeczytany znak nie jest cyfra.

Mozna mie& watpliwasci, czy strukturalny program z tablicy 6.2 jest bardziej czytelny od
zawierajacego skok programu z tablicy 6.1. Schemat programu o dwoé&kiach, w kto-
rym nastepuje skok z wnetrza petli do instrukcji nastepujacej &egaio po niej pojawia
sie w programowaniu na tyle czesto, ze w wielu jezykach programowania (np. w C) wpro-
wadzono specjalna instrukcje skokueak realizujaca ten schemat. Obok instrukejieak
w wielu jezykach wystepuje tez instrukcgantinue, ktdra przenosi sterowanie na koniec
petli tak, ze nastepnym krokiem jest sprawdzenie warunkgaigefo petli (wykonanie petli
jest kontynuowane). Pozwala ona unikrmagniezdzania wielu instrukgjit, jednak jej zna-
czenie jest mniejsze niz istrukgjreak. Schematy instrukcpreak i continue w jezyku C
sa przedstawione na rysunku 6.6 na stronie 124.

Piszac program nie nalezy zaponinae instrukcjebreak i continue sa w istocie
instrukcjami skoku i zaburzaja proces strukturalnej dekompozycji programu na podstruktur
(poniewaz maja wiecej niz jedno vigie), jednak stosowane z umiarem przyczyniaja sie do
uproszczenia i skrécenia programow, a przeciez o témitachodzi.

W niektérych jezykach, np. w Adzie, istnieje mozli&oopuszczenia wielu zagniezdzo-
nych petli. W Adzie do tego celu stuzy instruk@ait. Instrukcja petlioop w Adzie moze
miec etykiete (identyfikator oddzielony dwukropkiem od stowap). Wykonanie instrukciji
exit | znajdujacej sie w zasiegu kilku zagniezdzonych petli powoduje przerwanie wykonanié
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n:=0;
while not eof(f) do
begin

read(f, c);

ifc<'0orc>"9

then gotokonieg

n:=10x n+ chr(ord(c) — ord ("0"))

end;
koniec: writeln(n mod 13);

Tablica 6.1. Fragment programu w jezyku Pascal nie bedacy D-struktura

dalej:= true;
n:=0;
while dalejand not eof(f) do
begin
read(f, c);
ifc<'0orc>"9
then dalej := false
else n:= 10 x n + chr(ord(c) — ord (0"));
end;
writeln (n mod 13);

Tablica 6.2. Jedna z metod przeksztatcenia programu z tablicy 6.1 do D-struktury prze
wprowadzenie dodatkowej zmiennej logicznej

N :=0;
while not TEXT_IO.END_OF_FILEF)
loop
TEXT_IO.GET(F, C);
exitwhenC < '0’" orelseC > '9’;
N := 10% N + CHARACTERVAL (CHARACTERPOS(C) —
CHARACTERPOS('0"));
end loop,
INTEGER_IO.PUT(N mod 13);

Tablica 6.3. Fragment programu z tablicy 6.1 w jezyku Ada, w ktérym zamiast instrukciji
skokugoto uzyto strukturalnej instrukcji skokeixit
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nie nie
tak tak
Ih Ih
nie nie
I2 12
Y - Y

while (bp) {l1; if (b2) break; l2;} while (by) {l1; if (b2) continue; I2;}

Rysunek 6.6. Instrukcje skokireak i continue W jezyku C

petli o etykiecid . Instrukcjaexit bez etykiety ma podobne znaczenie, jak instrukejeak

w jezyku C — przerywa dziatanie najbardziej wewnetrznej petli obejmujacej ja. Instrukcja
exit moze by zakadczona opcjonalna fraaghen, po ktérej nastepuje warunek logiczny.
Instrukcjaexit | when b jest rownowazna instrukcjf b then exit . Poniewaz z instrukcji

exit korzysta sie prawie zawsze warunkowo, wprowadzono te dodatkowa, bardziej czyteln
sktadnie. Wersja programu z tablicy 6.1 w Adzie z uzyciem instrukcji skokitjest przed-
stawiona w tablicy 6.3, Zaprzyktadowy schemat programu zawierajacego instruk«ifaw
Adzie jest przedstawiony na rysunku 6.7. Jezeli warundbedzie spetniony, instrukcgxit
spowoduje zakiaczenie wykonania obu petli. Jezeli spetniony bedzie waridmekostanie
zakaczone wykonanie wewnetrznej petli Zamiast instrukcjexit when b, mozna tez na-
piset exit w when by. Podobne instrukcjereak | i continue |, gdziel jest etykieta petli
wystepuja w Javie.

Opisany wczéniej teoretyczny wynik Béhma-Jacopiniego dowodzi, ze D-struktury wy-
starcza do zaprogramowania rozwiazania kazdego problemu, ktory jest obliczalny (i faktycz
nie udato nam sie znalézéwnowazna D-strukture dla programu ze skokiem z tablicy 6.1).
Interesuje nas jednak pytanie, czy D-struktury wystarczajezgtelnegaapisu wszelkich
algorytmow. Aby rozwazaten problenscisSle, nalezatoby wpierw zdefiniowanatematycz-
nie pojecieczytelnécil Jedno z mozliwych podsf polega na zadaniu pytania, czy kazda
L-strukture mozna przebudowalo D-struktury jedynie przez zmiang nastepstwa akcji ele-
mentarnych, bez wprowadzania nowych akcji, warunkéw czy zmiennych. Okazuje sig, z
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Iy
-\
z loop 12
l1
w: loop tak
2; '
exit zwhenby; ne
I3;
exit when by; I3
l4;
| .end loopw; ok
5l .
end loopz; ne
l4
L
I5
L] \J

Rysunek 6.7. Uzycie instrukcji skolexit w Adzie

odpowiedz na to pytanie jest negatywna [86, 105, 101]. D-struktury rozszerzone o instrukcj
break bywaja nazywane REstrukturami, struktury umozliwiajace zakezenie dowolnie
wielu zagniezdzonych petli (tak jak w Adzie) REstrukturami. Wiadomo, ze kazda D-
strukture mozna przeksztatailo rownowaznej RE -struktury bez dodawania dodatkowych
zmiennych lub akcji, jedynie przez zmiane kolejabinstrukcji [86]. Jest to teoretyczne po-
twierdzenie przydatriei instrukcjibreak w jezyku C iexit w Adzie. Wydaje sig, ze rowniez

w praktyce instrukcjéreak i exit wystarczaja do czytelnego zapisu dowolnych programow.

6.4. Wyjatki

Programy sa implementacjami algorytmow. Projektujac algorytmy zwykle nie bierzemy poc
uwage sytuacji wyjatkowych zwiazanych z awaria komputera (tj. przyjmujemy, ze zaréwno
maszyna, jak i dzialajace na niej programyrsezawodngi zaktadamy, ze wszystkie ak-

cje elementarne, z ktorych budujemy te algorytmy beda wykonane §iniay Na etapie
projektowania algorytmu jest to bardzo rozsadne zalozenie. Jednak w praktyce wystapien
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pewnych okolicznsci uniemozliwia czasem kontynowanie wykonania algorytmu. Przykta-
dem moze b§ btad operacji wejcia/wygcia powstaty na skutek uszkodzenia dyskietki itp.
Sam program moze réwniez zawiératedy przeoczone przez programiste, ktére moga sie
ujawnic dopiero podczas jego biegu (indeks tablicy poza zakresem, dzielenie przez zero itd
W takich sytuacjach wykonanie programu nie mozé kgntynuowane. W zamian powinny
byt podjete odpowiednie akcje zastepcze. Poniewaz sytuacje awaryjne mogacqmakta
tycznie w dowolnym miejscu, to program zawierajacy obstuge sytuacji nadzwyczajnych jes
trudno zbudow&aw postaci strukturalnej. Dla przyktadu w jezyku Turbo Pascal w wersfi 3.0
programista moze odpowiednimpragmami(dyrektywami kompilacjiwtacz& i wytacza
kontrole poprawnsci operacji wejcia/wypgcia. Jezeli jest ona wlaczona, to kazdy btad po-
woduje natychmiastowe zatrzymanie programu. Mozna wigc implemeatalgarytm nie
przewidujac zadnej obstugi sytuacji awaryjnych, liczac sie jednak z tym, ze program tak
bedzie zawodny. Jezeli p6zniej zechciefibyy dopisé obstuge sytuaciji awaryjnych, to mo-
zemy za pomoca odpowiedniej pragmy spowodoviey po wystapieniu btedu wykonanie
programu bylo kontynuowane, jednak wowczas po kazdej operacicidjvyfcia nalezy

za pomoca instrukcji warunkowej sprawdzezy nie wystapit btad:

write( f, s);

if IOResult£ 0
then kod obstugi btedu wéicia/wygcia
elsedalsze instrukcje programu

Taki program jest usiany ogromna liczba dozoréw powyzszej postaci, ktére zaciemniaja jeg
strukture. Skoro wykonanie normalnego ciagu akcji magerwane, to ,.kod obstugi btedu
wejscia/wyscia” jest prawdopodobnie skokiem do pewnego miejsca w programie, zawiera:
jacego podprogram obstugi takiego btedu. W wieksigezykéw programowania miejsce
docelowe skoku musi wystepowav biezaco wykonywanym bloku. Nie mozna zatem wy-
skoczyt na zewnatrz funkcji. W razie wystapienia btedu sterowanie musi wiec opuszcza
zagniezdzone wywotania funkcji po jedno po drugim. Aby ulat@aprogramowanie ta-
kiego wycofywania sie z ciagu wywadldunkcji w jezyku C przyjeto zasade (przyktady jej
zastosowania znajduja sie w podrozdziatach 3.4, 3.5, 3.6.3 i 3.6.5), ze funkcje, w czasie w
konania ktérych moga powstaytuacje awaryjne dostarczaja w wyniku wattdogiczna
zdania ,podczas wykonania tej funkcji wystapit btad”. Dla przyktadu tak dziata funkcja
fclose. Inne funkcje w razie bledu dostarczaja specjalna véartoie nalezaca do zbioru

ich poprawnych wynikéw. Taka funkcja jest nfgetc, ktéra w razie btedu zamiast prze-
czytanego znaku zwraca w wyniku specjalna skag, rézna od wszystkich znakéw ASCII
(dlatego typem wyniku funkcjigetc jestint a niechar). Funkcja wezytujaca dane z pliku
moze mi€ w jezyku C posta

int wezytaj (FILE *f) {

if ((ch=fgetc(f))==EOQF)
return 1;

4P6zniejszych wersiji nie znam, bo zaczatem prograntow&tandard ML-u.
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if (fclose(f))
return 1;
return O;
}
Funkcja, ktéra wywotuje funkcjgczytaj, rowniez czyni to w instrukcji warunkowej:

if (wezytaj(£f))
blad_we_wy();

Tutaj, podobnie jak w Turbo Pascalu, caly program jest usiany dozorami sprawdzajacym
czy nie wystapit btad. Czesto kod obstugi btedéw dominuje swoim rozmiarem ngclgre
samego algorytmu!

Opisane wyzej rozwiazania nie sa satysfakcjonujace. Podstawowe cechy sytuacji aw
ryjnych sa nastepujace:

1. taka sama sytuacja awaryjna (np. btad zapisu do pliku) moze powstdelu miej-
scach programu (np. w miejscu kazdego wywotania funkcji zapisujacej dane do pliku):

2. wykonanie ciagu instrukcji, w ktérym powstata taka sytuacja, musidsgerwane;

3. sterowanie powinno liyprzekazane do odpowiedniego podprogramu obstugi sytacji
awaryjnej;

4. w roznych kontekstach podprogramy obstugi takiej samej sytuacji awaryjnej moge
byt rézne, nie sposéb bowiem napis#p. uniwersalnego podprogramu obstugi btedu
zapisu do pliku (bo zalezy on od tego, co byto zapisywane);

5. po zak@czeniu obstugi sytuacji awaryjnej sterowanie powracado przerwanego
ciagu instrukcji (podprogram obstugi jest wykonywangmiastdalszego ciagu in-
strukcji), przekazanie sterowania musi sie zatem édiaypomoca skoku a nie np. wy-
wotania procedury;

6. taki skok moze prowadzina zewnatrz aktualnie wykonywanych blokéw, funkcji itd.;
7. miejsca docelowe tych skokéw sa tatwe do zlokalizowania &diekprogramu;

8. skoki te powiny bg wykonanemplicite tak, by kazdej akciji, ktéra moze sig nie po-
wiest nie trzeba byto jawnie dozorowaodpowiednia instrukcja warunkowa i tak,
by na wczesnym etapie programowania mozna byto nie uwzgledatugi sytu-
acji awaryjnych a p6zniejsze ich dopisanie nie wymagato istotnych przerdbek w juz
istniejacym kodzie.

Eleganckim rozwiazaniem problemu obstugi sytuacji awaryjnyclngatki (ang.excep-
tions).> Wyjatki pozwalaja na wprowadzenie do jezyka strukturalnej instrukcji skoku no-
wego rodzaju, zwanej instrukcjaise (Ada, SML), throw (C++) lubsignal (CLU). Miejsca

5 Mate hatsliwe stworzonka” (Oskar Nj)
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docelowe takich skokow sa tatwe do zlokalizowania w programie, instrukcje te sa zatem dc
syt bezpieczne i nie przyczyniaja sie do powstawania btedéw w programie. Ich wystapieni
W programie nie zaburza tez jego strukturalnej budowy.

Wyjatki opiszemy na przyktadzie jezyka Ada, ktory jest jednym z pierwszych jezykdw
wyposazonym w taki mechanizm.

6.4.1. Wyjatki w Adzie

Sytuacje wyjatkowe maja swoje nazwy. Do nazywania wyjatkéw uzywa sie w Adzie iden-
tyfikatoréw. Pewnien zestaw wyjatkow jest zdefiniowany w standardzie jezyka, np. NUME-
RIC_ERROR jest wyjatkiem opisujacym bfad wykonania operacji arytmetycznej (dzielenie
przez zero, nadmiar itp). Programista moze twérmjasne nazwy sytuacji wyjatkowych.
Nowe wyjatki wprowadza sig tak, jakby byly zmiennymi specjalnego typceptionprzy
pomocy deklaracii:

E : exception

gdzieE jest nazwa deklarowanego wyjatku.

Jezeli na skutek zaistnienia sytuacji awaryjnej wykonanie normalnego ciagu instrukcj
nie moze b{ kontynuowane, to mozna je przertvaa pomoca instrukcgtoszenia wyjatku
postaci

raise E;

Instrukcjaraise jest instrukcja skoku i przenosi sterowanie w inne miejsce programu.

Wyjatki moznaobstugiwatna kdicu kazdego bloku. Ciag instrukcji, w trakcie wyko-
nania ktérego moga ltyzgtoszone wyjatki obejmuje sie stowami kluczowyeigini end,
za&6 przed stowenend wprowadza sie tzwstrefe wyjatkéw blokstowemexception Strefa
wyjatkow jest ciagiensegmentow obstugi wyjatkgrostaci

when E = C;

gdzie E jest nazwa wyjatku, ZC ciagiem instrukcji do wykonania w razfgzechwycenia
wyjatku E. Wyjatek E gra role etykiety, do ktérej nastepuje skok wywotany instrukajae.

W programie moze Wy jednak wiele segmentéw obstugi tego samego wyjatku. Miejsce
obstugi wyjatku ustala sie znajdujac najmniejszy blok, ktéry swoim zasiegiem obejmuje
miejsce zgtoszenia wyjatku i ktory zawiera segment obstugi tego wyjatku. Po zlokalizowanit
odpowiedniego segmentu obstugi jest wykonywana jeg&t teenastepnie sterowanie jest
przekazane do instrukcji nastepujacej beészpdnio po danym bloku.

Jezeli nie rozwazamy procedur, to miejsce obstugi wyjatku jawnie zgtoszonego instruk
cja raise mozna statycznie wyznacozyna podstawie struktury programu. Instrukcise
dziata wéwczas niemal tak samo, jak instrukcja skgltio. Jednak miejsce obstugi wy-
jatku zgtoszonego w t&ei procedury ustala sig biorac pod uwage miejsceiigriaa nie
deklaracji Dlatego w czasie kompilacji nie mozna ustatiiejsca obstugi takiego wyjatku.

Przyktadowy blok w Adzie, w ktérym uzyto wyjatkéw jest przedstawiony w tablicy 6.4
na nastepnej stronie. Na jego poczatku jest zadeklarowany nowy wyjatek ZA_MALO. W
tresci bloku wystepuja dwie instrukcje. W pierwszej z nich sprawdza sie Xcgst ujemne
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declare
ZA_MALO : exception
begin
if X <0.0
then raiseZA_MALO;
elseX :=X/Y;
end if;
X:=X+1.0
exception
whenNUMERIC_ERROR=
X :=1.0;
whenZA_MALO =
X :=0.0;
end

Tablica 6.4. Przyktad programu z uzyciem wyjatkdw w Adzie

i jesli tak, zostaje zgtoszony wyjatek ZA_MALO, w przeciwnynszazieX jest dzielone
przezY. JezeliY bedzie réwne zeru lub zbyt mate co do wakbbezwzglednej, to podczas
dzielenia moze by zgloszony wyjatek NUMERIC_ERROR. Jezeli nie zostanie on zgto-
szony, toX jest zwigkszane o jeden i wykonanie bloku zostaje hakone. Jezeli wykona-
nie tresci bloku zostato przerwane na skutek zgtoszenia wyjatku, to odpowiedni wyjatek jes
poszukiwany w strefie wyjatkéw bloku. Slewiec zostat zgtoszony wyjatek ZA MALO, to
zostanie wykonana instrukcpa := 1.0. Gdy np.Y jest rowne zeru i wystapit btad dzielenia,
wowczas zostanie wykonana instrukéfa:= 0.0. Jezeli w trakcie wykonania tsei bloku
zostanie zgtoszony inny wyjatek, niz ZA_MALO i NUMERIC_ERROR, segment jego ob-
stugi bedzie poszukiwany w dalszych blokach obejmujacych swoim zasiggiem miejsce jeg
zgtoszenia. Jest to tzyaropagacja wyjatkuNigdzie nie obstuzony wyjatek powoduje ze-
rwanie dziatania programu.

W segmencie obstugi wyjatku moze wystgpnstrukcjaraise; bez parametru. Powo-
duje ona ponowne zgtoszenie wyjatku, ktory spowodowat przekazanie sterowania do teg
segmentu obstugi. Pozwala to na obstuge sytuacji awaryjnej ,na raty”.

6.4.2. Wyjatki w SML-u

Wyijatki, ich zgtaszanie, deklarowanie i obstuga. W SML-u sytuacje wyjatkowe row-
niez maja swoje nazwy. Podobnie jak w Adzie, uzytkownik moze defirgaveave wyjatki
deklaracja postaci

exception E

gdzieE jest nowa nazwa wyjatku, na przykiad:

- exception Katastrofa;
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exception Katastrofa

System odpowiada, ze identyfikattstastrofa jest od teraz nazwa wyjatku. Wyjatki to
wartcsci specjalnego typexn i zachowuja sie tak, jak warsgi wszelkich innych typow:

- Katastrofa;

val it = Katastrofa(-) : exn
- fun f () = Katastrofa;

val £f = fn : unit -> exn

a poniewaz s#onstruktoramtypu exn, moga pojawia sie we wzorcach, np.

- fun decyduj Katastrofa = "méj"
= | decyduj _ = "nie méj";
val decyduj = fn : exn -> string

Status identyfikatordatastrofa jest zatem podobny do statusu np. konstruktora listy pu-
stejnil. ldentyfikatory wyjatkdw pochodza wiec z tej samej przestrzeni nazw, co hazwy
wartcsci.

Ciekawa wiasnscia wyjatkow, odrézniajaca je od wast wszelkich innych typow, jest
mozliwost ich zgtoszeniaStuzy do tego specjalne wyrazenie postaci

raise M

gdzieM jest wyrazeniem typexn ktérego wart&cia jest pewny (zadeklarowany wézéej

i widoczny w zasiegu powyzszego wyrazenia) wyjaleR\Vyrazenieraise M nie posiada
zadnej wartéci i moze wystai w dowolnym kontekcie, a jego obliczenie powoduje prze-
rwanie obliczé i zgtoszeniavyjatku E. Dla przyktadu funkcjehd ujawniajaca gtowe listy

nie moze wyznac#yswojej wart&ci, gdy zostanie zaaplikowana do listy pustej (bo lista pu-
sta nie ma gtowy!). Deklarujemy zatem wyjate&. Utarto sie, ze nazwy wyjatkéw zgtasza-
nych przez funkcje réznia sie od nazw funkcji jedynie tym, ze sa pisane wielka litera (musz:
byt w jakis sposob inne, bo zyja w tej samej przestrzeni nazw i inaczej by sie wzajemnie
przestanialy). Jest to oczy®die jedynie zwyczaj, ktdry mozna ignoro@yagesli znajdziemy
lepsza nazwe dla nowego wyjatku. Funkefadla listy pustej nie dostarcza zadnej wéxip

tylko zgtasza wyjatek:

exception Hd
fun hd (x::_) = x
| hd nil = raise Hd

W dowolnym miejscu programu mozerypstuzyawnyjatek uzywajac wyrazenia postaci:
M handle Ej; => Nj |
Ez=> Nz |

En => Nn
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gdzie M jest wyrazeniem, w czasie obliczania ktdrego moga zoatgoszone wyjatkiN;

sa zastepczymi wyrazeniami obliczanymi podczas obstugi wyjatkoly, # wzorce, do
ktorych wyjatki sie dopasowuja. Wzorcami mogathazwy wyjatkéw, zmienne (ktére do-
pasowuja sie do wszystkich wyjatkow), zmienna anonimowea)bo wzorce dla wyjatkéw

z parametrami, o czym powiemy dalej. Obliczenie powyzszego wyrazenia polega na oblicze
niu wyrazeniaM. Jesli zakahczy sie ono porrsinie, otrzymany wynik jest wynikiem catego
wyrazenia. Jgli jednak obliczenie wyrazenisl zostanie zerwane na skutek zgtoszenia wy-
jatku E, zamiast wyrazeni®! zostaje obliczone wyrazenie

case E of
E]_ => Nl |
Es => Ny |

En => Nn |

X =>raise X

Jésli dla wyjatkuE nie przewidziano obstugi, zostanie ponownie zgtoszony. Jest t@taw.
pagacjawyjatku. Bedzie sig on wowczas przesuwat wyzej w drzewie rozbioru programu,
szukajac kolejnych wyrabehandle, ktdre moglyby go obstuzy Nigdzie nie obstuzony
wyjatek E powoduje catkowite zerwanie obliczgwypisanie na konsoli komunikatu

uncaught exception E

i kolejnego znaku zachety-;, w systemie interakcyjnym.

Deklaracje wyjatkéw, podobnie jak wszelkie inne deklaracje, mozna ésstpyvemand.
Mozna dzieki temu zaoszczedanieco miejsca, szczegolnie geception jest jednym z
najdtuzszych stéw kluczowych SML-a!

Szczegolna uwage nalezy zwrédia kolejn&t rozbioru gramatycznego wyrazemhiandle.
W wyrazeniu

if B then M else N handle ...
obstuzone zostana jedynie wyjatki zgtoszone w wyrazéhidesli chcielibysmy dozorowé
cale wyrazenie warunkowe, nalezy je otocnawiasami:

(if B then M else N) handle ...

Wyrazenie

fn (x,0) => hd x handle Hd => 0 | _ => 1
Oznhacza

fn (x,0) => (hd x handle Hd => 0 | _ => 1)

Inny rozbiér musimy wymusi nawiasami:
fn (x,0) => (hd x handle Hd => 0) | _ => 1

(zauwazmy, ze to sa dwie zupetnie rézne funkcje). Zatemmile w SML-u wystepuje
podobny problem, jak zase. Uniknigto by tego, gdyby wyrazenieandle konczyto sie
stowemend.
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Zen a sztuka oporzadzania wyjatkéw. Zgtoszony wyjatek moze niekiedy przézgwoja
nazwe, np.

let exception E in raise E end

Zgtoszony wyjateke jest propagowany na zewnatrz wyrazehé, tj. na zewnatrz obszaru
widoczndci identyfikatoraE. W wyrazeniuhandle nie mozna zatem ukyjego nazwy. Nie
oznacza to jednak, ze nie mozna go obstuzy wzorzec w postaci pojedynczej zmiennej
dopasowuje sie do kazdego wyjatku:

let exception E in raise E end handle _ => "Wszystko w porzadku!"

Jesli napisalsmy duzy programrog, w ktérym zdarzg sie moga rézne nieprzewidziane
sytuacje i czesto nawet nie wiadomo, jakie jeszcze wyjatki moga&zegtaszone, mozemy
napis&:

prog () handle x => (print "Internal software error. Sorry!\n";
raise x)

W razie zgtoszenia kompletnie nieprzewidzianego wyjatku obliczenia zostana i tak zerwane
ale wczéniej system wypisze w miare zrozumiaty komunikat dla uzytkownika. Zawsze to
robi lepsze wrazenie (to jest bardzo psychologiczne — uzytkownik ma wrazenie, ze mime
iz program zawiera bledy, to sytuacja jest pod kontrola).

Wyrazenienhandle warto otaczé zamkniete fragmenty programu, przy awarii ktérych
mozna podjé jake sensowna akcje zastepcza. Dlatego nie ma sensu np. dozorowanie kazd
operacji wefcia/wygcia. Lepiej pozwol wyjatkowi na propagacje az do miejsca wywota-
nia catego podprogramu obstugi plikéw i tam zaprogranfom@a awaryjny zapis do plikow
tymczasowych, gdy gtéwne procedury wypisywania wynikéw z jakiphwodoéw zawioda.

Niekiedy wyjatkéw uzywa sie do innych celéw niz zrywanie oblitze skutek btedu.

W programach rekurencyjnych zgtoszenie wyjatku pozwala na natychmiastovgeisvyj
zagtebienia rekurencyjnego i nie trzeba sie wycofgeok po kroku. Jgli w trakcie obli-
czeh poznamy juz wynik, mozna tez za pomoca wyjatku zérakliczenia, np.

fun prod xs =
let
exception Aux
in
foldr (fn (x,p) => if x=0 then raise Aux else x*p) 1 xs
handle Aux => 0
end

Funkcjaprod oblicza iloczyn elementdéw listy liczb catkowitych. Jezeli podczas obficze
natrafimy na liczb@, dalsze mnozenie jest niepotrzebne i jako wynik natychmiast mozemy
zwrdcic wartdst 0. W tym celu obliczenie jest zerwane za pomoca zgtoszenia wyjatku
Pomimo pewnej uzyteczi8oi takich sztuczek, nie nalezy ich naduzywaprogramowaniu,
zwhaszcza ze powyzsza funkcje mozna elegancko zaprogratnewastepujacy sposob:
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val prod =
let
fun aux _ (0::_) =0
| aux acc (x::xs) = aux (x*acc) xs
| aux acc nil = acc
in
aux 1
end

Wyjatki z parametrami. Czesto wyjatek nie niesie ze soba wystarczajaco wiele infor-
macji, np. przy zaistnieniu btedu operacji weja/wygcia chcielibgmy, by razem z wyjat-
kiem wedrowat komunikat o tym, co sie vieiwie stato, w postaci np. k@ucha znakéw. W
SML-u przewidziano taka mozlived — konstruktor wyjatku moze méeparametr. Wyjatki

z parametrami wprowadzamy deklaracja

exception E of o

gdzie E jest jak poprzednio nazwa wyjatkuga— typem parametruk jest wowczas typu
o — exn. Np.

exception ZaMalo of int
exception SyntaxError of {line : int, column : int}

Aby zgtosit wyjatek z parametrem, nalezy najpierw zaaplikowa do wart&ci odpowied-
niego typu, np.

raise ZaMalo 500
raise SyntaxError {line=20, column=5}

Slowo raise jest stowem kluczowym, nie funkcja, nawiasy wokét aplikacji wyjatku do
parametru sa wiec zbyteczne. Wzorzec dla wyjatku z parametrem ma& fo$agdzie E
jest nazwa wyjatku, Z8P — dowolnym wzorcem typw, np.

exception E of int list
fun eval f x = f x
handle E (x::xs) => 0
| E nil =1

Wyjatki standardowe. W standardzie SML-a przewidziano dwa predefiniowane wyjatki:

exception Match and Bind

Wyijatki te sa zgtaszane podczas dopasowania wzorca odpowiednio w wyrazeswil
definicji funkcji oraz w deklaracjiral (moze sig to zdardytylko wéwczas, gdy wzorce nie

sa wyczerpujace), np.
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- val (x::xs) = nil : int list;
Warning: binding not exhaustive

X 1 XS = ...
uncaught exception nonexhaustive binding failure
- (fn 1 => 1) 2;
Warning: match nonexhaustive

1= ...

uncaught exception nonexhaustive match failure

System SML/NJ ostrzega przed takimi sytuacjami (SML/NJ nawet w gtéwnej petli interpre-
tera, co jest niezgodne ze standardem). W SML/NJ zdefiniowano dodatkowo wyjatek

exception Fail of string

obstugiwany przez gtéwna petle interpretera, ktéra wypisuje na konsoli jego argument. Wy
godny szczegdlnie podczas uruchamiania programu.

6.4.3. Wyjatki w C++

W jezyku C++ wyjatki sa warteciami dowolnego typu, najc&eiej obiektami specjalnej
klasy (o obiektach moéwimy w rozdziale 17). Wyjatki bez parametréw wprowadza sie defi-
niujac klase ,pustych” obiektow, np.

class za_malo {};
Wyjatki zgtasza sie przy pomoayyrazenia zgltoszenia wyjatkostaci:
throw E;

gdzie E jest wyrazeniem dostarczajacym wyjatku, gp. malo () jest wyrazeniem dostar-
czajacym nowego obiektu klasga_malo, zatem wyjatekza_malo mozna zgtogi nastepu-

jaco:
throw za_malo();

Do obstugi wyjatkow stuza instrukcje zwabéokiemtry i blokiemcatch. Blok try moze
wystapt w dowolnym miejscu programu, w ktérym moze wysfapistrukcja. Bezpsrednio
za nim moze wystapiciag blokéwcatch:

try {C }

catch (E;) {C1 }
catch (Ep) {Cy }

Catc.h (En) {Ch}

gdzieE; sa deklaracjami wyjatkéw, &&C i C; sa ciagami instrukcji. Jezeli wykonanie ciagu
instrukcji C zostanie zerwane na skutek zgtoszenia wyjdkuwowczas w zamian zostana
wykonane instrukcj€; .
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Odpowiednik SML-owych wyjatkéw z parametrami osiaga sie deklarujac wyjatki jako
klase, ktérej pola sa parametrami wyjatku lub jako typ, ktéry posiada wiele elementéw, np.

enum BLAD_ZAKRESU {ZA_DUZ0, ZA_MALO};
try {
}
catch (BLAD_ZAKRESU b) {
switch (b) {
case ZA_DUZO: printf ("za duzo"); break;

case ZA_MALO: printf ("za mato"); break;
}

Podobnie jak w Adzie, w ti&i procedury obstugi wyjatku moze wystapivyrazenie
zgtoszenia wyjatkhrow bez parametru. Powoduje ono ponowne zgtoszenie wyjatku, ktory
spowodowat przekazanie sterowania do tej procedury obstugi.

6.4.4. Bloki finally w Javie

Wyjatki w Javie sa zorganizowane podobnie, jak w jezyku C++, nie bedziemy ich wigc tu
dokfadnie opisywa (zwtaszcza, ze wymagatoby to wgjgienia wielu szczeg6téw dotycza-
cych obiektow, o ktérych méwimy w rozdziale 17). Warto jedynie wspormnitzw.blokach
finally. Umieszcza sie w nich czynéoi, ktére powinny b§ wykonane na kiacu pewnego
fragmentu programu niezaleznie od tego, czy wykonanie tego fragmentu powiodto sig, cz
nie. Bezp&rednio po blokutry i blokach catch moze w Javie wystapiblok finally
postaci

finally {C }

InstrukcjeC beda wykonane niezaleznie od tego, w jaki sposob fzekgo sie wykonanie
blokéw try i catch. Na przyktad j&li w programie

if (datafile.open(filename)) {
try {
while((line=datafile.readLine()) != null)
i++;
}
catch (IOException e) {
handleIOExceptions(e);
}
finally {
datafile.close();
}
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powiedzie sie otwarcie pliku, to rozpocznie sie wczytywanie jego kolejnych wierszy w petli
while. Niezaleznie od tego, czy zakozy sie ono pomsinie, czy tez zostanie zgtoszony (i
byt moze obstuzony) wyjatek, na kou zostanie wykonana metodaose zamykajaca plik.

6.5. Instrukcje strukturalne w jezykach programowania

Projektujac jezyk programowania nalezy rozstrzygrjakie instrukcje sterujace powinny
sie w nim znaleé. Z jednej strony jezyk wyposazony w duza liczbe barokowych konstrukcji
sktadniowych (np. PL/I, od dawna juz nie uzywany) jest trudny do opanowania, programy s:
trudne do zrozumienia, a i tworcom kompilatorow nie utatwia to pracy. Z drugiej strony zbyt
mata liczba dostepnych instrukcji moze utrudniaviezie i czytelne zapisywanie programu.

6.5.1. Instrukcja ztozona

Instrukcja ztozonao konstrukcja sktadniowa pozwalajaca na potraktowanie ciagu instrukcji
jako pojedynczej instrukcji. W tym celu otacza sie ciag instrukcji para stow kluczowgeh

gin i end (Pascal, Ada), BEGIN i END (Modula 2}, i } (C, C++, Java). Niekiedy uzywa

sie innych znakow, np(i ) (Algol 68, jezyk D). Instrukcji ztozonej uzywa sie czesto wow-
czas, gdy zachodzi potrzeba umieszczenia ciagu instrukcji w kecitgkw ktorym sktad-

nia jezyka wymaga umieszczenia pojedynczej instrukcji (np. ftiaza lub trest instrukcji

petli w Pascalu). Koncepcja grupowania instrukcji stanowi podstawe programowania struk
turalnego. Fragment programu otoczony stowdegin i end, jezeli nie posiada dodatko-
wych wept (etykiet) i wyjst (skokéw), moze bytraktowany jako zamknigeta c&n ,czarna
skrzynka”.

Jezeli instrukcje strukturalne sa zd@kaone jawnymi terminatorami (Ada, Modula 2),
wowczas skfadnia dopuszcza umieszczenie w ich wnetrzu ciagu instrukcji i wowczas in
strukcja ztozona jest z nimi zintegrowana i nie trzeba jej udy@iplicite

W wiekszaci jezykdw (wyjatkiem jest Pascal) wariantem instrukcji ztozone) sk,
tj. instrukcja ztozona na poczatku (lub w#a) ktérej mozna umieszczaleklaracje zmien-
nych (méwimy o tym w rozdziale 7).

Uwagi. Z dzisiejszej perspektywy moze sie to wyd@waskakujace, ze np. w FORTRAN-ie 66 watelogicznej
instrukcji warunkowej IF(b) | mogta wystapi pojedyncza instrukcja. Aby warunkowo wykdneiag instrukcji
nalezato uzg instrukcji skoku. Instrukcja ztozona po raz pierwszy pojawita sie w jezyku Algol 60.

6.5.2. Instrukcje wyboru sterowane wyrazeniem logicznym

W wiekszasci jezykdw programowania jest dostepna instrukcja warunkowa postaci
if b then | end
réwniez w wersji z frazalse

if b then 1 elsel> end
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gdzieb jest wyrazeniem logicznym B I] i 15 sa ciagami instrukcji. $i nalezy sprawdzi
wiele warunkéw i podija jedna z wielu czynrici, wowczas zapisuje sie zwykle kaskade
instrukcjiif (nie jest to ich zagniezdzenie, poniewaz kolejna instruicjeystepuje w gatezi

else poprzedniej instrukcji). Stowo kluczowend (terminator instrukciji), jgli wystepuije,
znacznie utatwia jednoznaczny rozbiér gramatyczny programu (byta o tym mowa w roz.
dziale 3.10.3), jednak wéwczas nafkw kaskady instrukcjif pojawia sie dtugi ciag stéw
end. Poniewaz taki zapis jest mato czytelny, w niektérych jezykach zamiast jednego wa:
runku moze b§g ich w instrukcjiif wiele, a pary postaaivarunekthen instrukcjasa oddzie-

lane od siebie dodatkowym stowem kluczowwfif, ELSIF itp. Schemat tak rozbudowanej
instrukcji warunkowej w Adzie i Moduli 2 jest przedstawiony na rysunku 6.8 na nastgpnej
stronie.

Uwagi. Instrukcja warunkowa wystepuje nawet w najstarszych jezykach programowania. Dawniej byta zwykle
kojarzona z instrukcja skoku, np. w postaci tzw. instrulacjitmetycznego I FORTRAN-ie 66:

IF (e l1,12,13

gdziee jest wyrazeniem arytmetycznym,&h, |, i I3 trzema etykietami. Wykonanie takiej instrukcji polega na
wykonaniu skoku do etykiet;, gdy wart& wyrazeniae jest ujemnal,, gdy wyrazeniee ma wart&€ O i |3,

gdy wart&t wyrazeniee jest dodatnia. B nie byta skojarzona z instrukcja skoku, pozwalata zwykle jedynie na
warunkowe wykonanie pojedynczej instrukcji (bez mozkesiowykonania ciagu instrukcji) i nie posiadata frazy
ELSE, np. tak jest zbudowana tzw. instruklggicznego IFw FORTRAN-ie 66 postaci

IF (b) |

gdzieb jest wyrazeniem logicznym, &d pojedyncza instrukcja prosta. We wspéiczesnej postaci (z gadssa
i z mozliwoscia warunkowego wykonania ciagu instrukcji) instrukcja warunkowa pojawita sie po raz pierwszy w
jezyku Algol 60.

6.5.3. Instrukcje wyboru sterowane wyrazeniem arytmetycznym

Niekiedy wyboru jednej z wielu mozliwych czynga jest wygodnie dokortana podstawie
wartcsci wyrazenia np. catkowitoliczbowego a nie logicznego. W Pascalu do tego celu stuzy
instrukcjacaseprzedstawiona na rysunku 6.9 (a), w ktovejest wyrazeniem sterujacym
typu porzadkowego, &, , ... ,eLi, dlai = 1,...,n, jest ciagiemk; > 1 oddzielonych
przecinkami statych tego typu. State wyboru wystepujace w jednej instregsg@powinny
byt parami ré6zne. W instrukcgasedokonuje sie wyboru jednejz mozliwosci, zaleznie
od wartcci wyrazenia sterujacego. Brak statej wyboru odpowiadajacej obliczonejsgarto
wyrazenia sterujacego jest btedem i powoduje przerwanie oblicgehemat blokowy in-
strukcji casejest podobny do schematu instrukijiz ta réznica, ze zamiast dwéch moze
wystapt wiele galezi. Instrukcjgasejest zatem instrukcja strukturalna. Zauwazmy, ze in-
strukcja warunkowa

if b then |1 elsel,

jest réwnowazna instrukciji

caseb of true: |11; false: |, end
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Ada:
if by then Iq; elif

AT tak
b, then I5; elif @ W
: nie
elselny1; 2 =
end if; ne|
Modula 2:
IF by THEN I ELSIF
b, THEN I» ELSIF tak | .
n >
: nie
bn THEN In |n+1 >
ELSE ln11 Y
END

Rysunek 6.8. Instrukcja warunkowa z wieloma warunkami w Adzie i Moduli 2

Z drugiej strony znaczenie instruk@iasemozna wyj&nic sprowadzajac ja do kaskady in-
strukcjiif (zob. rysunek 6.9) po wprowadzeniu dodatkowej, nie wystepujacej w programie
zmiennejX, potrzebnej do przechowania obliczonej wadiovyrazenia sterujacego.

W Adzie jest mozliwe umieszczenie nafiau instrukcjicasedodatkowej, opcjonalnej
frazy others. Instrukcja wystepujaca w gateathers jest wykonywana wéwczas, gdy nie
ma gatezi odpowiadajacej obliczonej waétowyrazenia. Opis zbioru waioi, jakie moze
przyjet wyrazenie sterujace, by zostatla wykonana dana gataz instwasgi tzw. ewen-
tualnosclub etykieta wyborumoze by w Adzie nie tylko stata typu catkowitoliczbowego
lub wyliczeniowego, lecz dowolnym wyrazeniem statym (tj. takim, ktérego véanwozna
obliczyt w czasie kompilacji programu) dostarczajacym takiej waittub zakresem catko-
witym postacic..d, gdziec i d sa wyrazeniami statymi. Jedna gataz mozé étykietowana
wieloma ewentualr&ciami oddzielonymi od siebie kreskami pionowymiVszystkie ewen-
tualndsci wystepujace w jednej instrukcjasemusza bg roztaczne. Bardzo podobna pdsta
rézniaca sie od rozwiazania przyjetego w Adzie jedynie szczegbtami sktadni ma instrukcj
CASE w Moduli 2. Postainstrukcjicasew Adzie i CASE w Moduli 2 jest przedstawiona
w tablicy 6.5 na stronie 140, w ktorej sa ewentualr&ciami, al; ciagami instrukciji.

W jezyku C wystepuje, z pozoru podobna do adowej instrutagie instrukcjaswitch
postaci

switch (W) |

Wyrazenie sterujaces powinno byt typu catkowitoliczbowegol zas jest instrukcja, prze-
waznie blokiem, w ktérym wystepuja instrukcje etykietowane waoiami typu catkowi-
toliczbowego. Etykiety maja postaase e:, gdziee jest wyrazeniem stalym typu catko-
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casew of
e},...,eklz I1;

e"l,...,e{q I

e?,...,e{(‘n: In
end

nie
if X=elor ... orX=e&lthenI1eIse
if X=¢ or... orX:eLi then I; else

if X=¢€lor...or X=eﬂn then I, else
halt Cbrak odpowiedniej statej wybory’

(b)

niel_btad programu
©) Y

Rysunek 6.9. (a) Instrukcjgasew Pascalu, (b) jej przektad na kaskade instruidji(c) od-
powiadajacy temu przektadowi schemat blokowy

witoliczbowego (zob. rysunek 6.4 na stronie 118). Wszystkie etykiety wystepujace w za:
siegu instrukcjswitch musza bg parami r6zne. Dodatkowo etykieta moze&lagfault:.

Ta etykieta moze wystapiw dowolnym miejscu, niekoniecznie jako ostatnia w instrukciji
switch, jednak co najwyzej raz. Wykonanie instruksjiitch polega na obliczeniu wy-
razenia sterujacege, po czym nastepuje skok do instrukcji o etykiecie bedacej wyliczona
wartcscia wyrazenia sterujacego. Jezeli taka etykieta nie istnieje, wykonuje sie skok do in
strukcji opatrzonej etykietdefault: (jeSli wystepuje), lub przechodzi sie do wykonania
instrukcji nastepujacej po instrukgivitch. Zauwazmy, ze instrukcjawitch de factonie

jest instrukcja strukturalna, jej ciatlo posiada bowiem wieleSwélyle, ile jest etykiet). Po
wykonaniu instrukcji, do ktérej nastapit skok wykonuje sie bowiem kolejne, nastepujace pc
niej instrukcje, nawet fdi posiadaja inne etykietyase i default. W celu przekazania ste-
rowania na koniec instrukcjiwitch nalezy uzy instrukcji skokubreak. Instrukcjaswitch

jest zatem instrukcja ,hizszego poziomu” niz instrukcgsew Pascalu i nalezy w istocie do
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Ada: Modula 2:
casew is CASEw OF
Whene%|...|e1}1=>I1 e%,...,e%lzln
Whenei1|...|e{<i:ﬂ éi,...,e{<i:ﬂ|
Whene2|...|e{(‘n:>rn e?,...,erk‘n:rn
when others= In41 ELSE Int1
end case END;

Tablica 6.5. Postainstrukcjicasew Adzie i CASE w Moduli 2

grupy strukturalnych instrukcji skoku.

Uwagi. Instrukcjaswitch w jezyku C powstata w wyniku ,ustrukturalizowania” niezwykle niebezpiecznej in-
strukcji skoku jezyka Algol 60. Ot6z parametrehinstrukcji

gotod

w Algolu 60 moze b¥ nie tylko etykieta, ale znacznie ogélniejsagrazenie desygnujact. wyrazenie, ktérego
wartdscia jest etykieta. Sktadnia wyrdedesygnujacych jest nastepujaca:

d = 1](@)]if bthend elsed | Fe]

gdziel jest etykietap wyrazeniem logicznyme wyrazeniem arytmetycznym, & tzw. przetacznikiemwprowa-
dzanym deklaracja postaci
switch S:=dj, ..., dn;

gdziedy, ..., dy sa wyrazeniami desygnujacymi. W zasiegu powyzszej deklaracji przetacznikeseiantyra-
zenia desygnujacegf €] jest wart&t wyrazeniad;, jesli biezaca wartscia wyrazenia arytmetycznegojesti.
Jezeli wart&€ wyrazeniae jest mniejsza nid badz wigksza nin, wartat wyrazenia desygnujacego jest nieokre-
Slona. Wykonanie instrukcfioto d, gdy wart&t wyrazeniad jest nieokrélona powoduje przégie do wykonania
nastepnej instrukcji.

Jezelilq, ..., In sa etykietami w programie algolowym i chcemy przekegirowanie do instrukcji o etykiecie
l; » jeSli wartdscia pewnego wyrazenggjesti, to posté programu bedzie taka, jak przedstawiona w tablicy 6.6 na

nastepnej stronie, gdzfq sa ciagami instrukcji. W tym przypadku definicja przetacznika zawiera przewaznie state
etykiety, a nie dowolne wyrazenia desygnujace, a obszar skokéw jest ograniczony do jednego, niewielkiego blok
Czyteln&t programu mozna ponadto znacznie zwieksmsli zamiast przetacznika i zwyktych etykiet wprowadzi

sie specjalne etykiety, zawierajace state catkowite. Otrzymamy w ten sposéb instrukejgh jezyka C.

Wyrazenia desygnujace pozwalaja twarzyamiastki procedur za pomoca tzkokow ze Sladendezeli wy-
dzielimy pewien ciag instrukcjl jako osobny podprogram i zechcemy go wykoman réznych miejscach pro-
gramu, to mozemy pierwsza instrukcje z ciagwpatrzyt etykieta, np.p i w n miejscach programu urgeic
instrukcjegoto p. Po wykonaniu ciagu instrukcji sterowanie musi jednak powrd@céo miejsca, skad nastapit
skok. Musi zatem istnepewna zmienna, npet (zwana niekiedyadresem powroy kiéra bedzie przechowywa
informacje o miejscu w programie, z ktérego przekazano sterowanie do podprobr&imnk do tego miejsca moze
byt nastepnie zrealizowany przy uzyciu przetacznika:
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begin
switch S:= 14,12, ..., 1n; switch (e) {
goto Se]; default: Ig
LO case K1: Fl
ly Ll case ky: Fz
lk,: 12 :
; case Kn: Fn
lk,: In }
end

Tablica 6.6. Typowa postaprogramu w Algolu 60 wykorzystujacego przetacznik i odpo-
wiadajacy mu schemat instrukejwitch w jezyku C

switch S:=14,...,In;

ret:=1; goto p;
|1 e
ret:= 2; goto p;
|2 e

ret:=n; goto p;
In L.

gdzie ,podprogram” jest zdefiniowany nastepujaco:

p: I goto Sret];
Podobna, chomniej ogélna instrukcja tzvekoku wyliczanegarystepuje w jezyku FORTRAN 66 i ma nastgpujaca
posta:

GOTO(4,...,In) N
w ktérej N jest catkowitoliczbowamienna sterujacaMykonanie takiej instrukcji powoduje skok do instrukcji o
etykieciel;, jesli biezaca wartsciaN jesti lub przegcie do wykonania nastepnej instrukcjisli@ nie zawiera sig
w przedzialel, ..., n.
Rozwadj instrukcji skoku od prostej instrukcji skoku do podanej statej etykiety w programie poprzez instruk-

cje skoku wyliczanego osiagnat swoja kulminacje w niezwykle ogélnej koncepcji wyrazenia desygnujacego w
Algolu 60. Na skutek problemow, jakie powoduja instrukcje skoku i rozwoju metodologii programowania struktu-

ralnego opisane tu instrukcje sterujace wyszty szybko z uzycia.
Strukturalna instrukcjaasepojawita sie po raz pierwszy w Algolu 68 i ma w nim pasta

caseep in lq,..., I out Iy 1 esac

Jej wykonanie polega na obliczeniu wyrazeeienastepnie wykonaniu instrukdii , jezeli wartgcia wyrazenia
jestj,dlaj =1,...,nlubinstrukcjilg41, jezelij < 1lub j > n. Petna skladnia instrukcjiasew Algolu 68 jest
bardziej rozbudowana:

Lin 12 1 in 12 2 Nig D n n+1
caseeyin Ii, ..., Iy, ouseef in Iy, ..., I, ... ouseepin Ip,..., I, outl esac

Stowo kluczoweousepetni podobna role jaklif w instrukcji warunkowe;j.
Instrukcjacasewe wspétczesnej postaci zostata wynaleziona przez C.A.R. Hoare’a. Po raz pierwszy pojawita
sie w jezyku Algol W.
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Do uzupetnienia:

6.5.4. Instrukcje powtarzania sterowane wyrazeniem logicznym
6.5.5. Instrukcje powtarzania sterowane wyrazeniem arytmetycznym
6.6. Przekiad instrukcji strukturalnych na jezyk maszyny

6.7. Zadania

Zadanie 6.1. Gratulacje! Wi&nie zostale zatrudniony jako programista w firmie Macro-
hard produkujacej oprogramowanie dla znanego i lubianego procesora Sextium Il (opise
nego w podrozdziale 4.1). Twoim zadaniem jest napisanie kompilatorarsigd jezyka D

z podrozdziatu 3.11 generujacego kod wynikowy dla procesora Sextium Il. Mozesz wyko-
rzysta& parser z zadania 3.29.

6Kompilator skrény to program dziatajacy na maszynie A generujacy kod dla maszyny B. Twoj kompilator
bedzie prawdopodobnie dziatat na komputerze PC lub podobnym, a bedzie generowat kod dla procesora Sextium



Rozdziat 7

Procedury i rekursja

Do uzupenienia:

7.1. Procedury

7.1.1. Przekazywanie sterowania do procedur

7.1.2. Konteksty lokalne: blokowa struktura programu; rekordy aktywacji i stos wywo-
tanh

7.1.3. Rekursja: linki sterowania, budowa rekordéw aktywacji w jezyku C

7.1.4. Rekursja w kontekstach lokalnych: linki dostepu, budowa rekordéw aktywacji w
jezyku Pascal

7.1.5. Funkcje wyzszych rzeddwunarg problemfunction closures

7.1.6. Coroutines

7.2. Przekazywanie parametrow

7.2.1. Porzadki warziowania: wartsciowanie gorliwe i leniwe

7.2.2. Przekazywanie parametréw w jezykach imperatywnych: przekazywanie para
metréw przez nazwe (leniwe) i wak(gorliwe); odmiany: przekazywanie pa-
rametréw przez zmienna (referencje) i przez wynik

7.2.3. Dynamiczny i statyczny zasieg zmiennych

7.2.4. Kolejn&t obliczania wyraze w jezyku SML

7.3. Zadania

Literatura zastepcza: [190, 101]






Rozdziat 8

Elementy algebry abstrakcyjne]

Algebra abstrakcyjna (uniwersalna) jestst@ roznych wyktadéw podstawowych, m. in.
»Wstepu do teorii mnoggci i logiki” (zob. [173], str. 85-112). Dlatego autor zaktada, ze
prezentowane w biezacym rozdziale definicje i twierdzenia sa Czytelnikowi przynajmniej
pobieznie znane. Novéaia moga b§ pojecia gatunku termu i algebry wielogatunkowej, be-
dace jednak oczywistymi uogélnieniami pojg ktérymi Czytelnik juz sie zetknat. Dlatego
wiekszaC definicji jest bardzo zwiezta i pozbawiona komentarza, a dowody twiardae
pominiete lub jedynie naszkicowane.

Matematyka jest sztuka budowania abstrakcyjnych modeli rzeczyagistoogika ma-
tematyczna zajmuje sie badaniem sposobéw opisu, méwienia i rozumowania na temat rz
czywistdsci. W Swiecie istnieja rozne obiekty. Gdy stana sie one przedmiotem naszego za
interesowania, zaczynamy o nich méwMatematycznymi modelami naszych wypowiedzi
satermy (wyrazenid, a zbioréw obiektow, o ktérych mowimy —algebry W rozdziale 3
opisywalémy jezyki w sposdb bardzo konkretny, jako ciagi znakéw. Obecnie rozwazymy
metody ich abstrakcyjnego opisu.

8.1. Sygnatury i termy

Niech S # § bedzie niepustym (przewaznie $lazonym) zbiorenmgatunkéw(rodzajow
ang.sortg. Jego elementy zwykle oznaczamy literaanb itd, niekiedy z indeksami. Sko
czony niepusty ciag gatunkoévay, ..., an, b) dlan > 0i aj,...,an, b € S nazywamy
typem algebraicznyrtkrécejtypen), oznaczamy, 7, p itd, niekiedy z indeksami i zapi-
sujemy w postaca; x ... x ag — bdlan > 0orazb dlan = 0. Liczbe n nazywamy
arnoSciatypu. Zbidr typéw algebraicznych oznaczary(S). Z kazdym typem: zwia-
zujemy zbiérx® symboli typur. Symbole typur oznaczamyf?, g° itd, niekiedy z in-
deksami.Arnascia (liczba argumentéyvsymbolu nazywamy arré jego typu. Symbole o
arndgsci 0, tj. typu r = a € S nazywamystatymii oznaczamyc?, d? itd, niekiedy z in-
deksami. Symbole o aroi 1 nazywamyunarnymj symbole o arngci 2 zas binarnymi Z
kazdym gatunkiena € S zwiazujemy (zwykle przeliczalny nieskozony) zbiérx@ zmien-
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nych gatunkia. Zmienne gatunka oznaczamy?, y2, z2 itd, niekiedy z indeksami. Zakta-
damy, ze zbioryx® i X2 sa parami roztaczne, ch@zasem dopuszczamy pewne wyjatki.
RodzingeX = {X7},cT,(s) Nazywamysygnatura algebraiczngrocejsygnaturg, rodzing
X = {X%},3es zab rodzina zmiennychGdy nie prowadzi to do nieporozunfigpomijamy
oznaczenie typu lub gatunku i piszeniyc, x zamiastf?, c?, x2. Piszemy tex € X na
oznaczenie faktu, ze e X2 dla pewnega € S itp.

Zbiory termow (wyrazef) gatunkua € S nad sygnature&Z i zbiorem zmiennych’,
oznaczan€ (X, X) dlaa € S, definiujemy indukcyjnie:

1. kazda zmienna gatunlkjest termem tego gatunku, §2 C 72(Z, X);

2. jezelit € T3 (2, X)dlai =1,...,nin > Oorazf e T@x-*x&>b topara zlozona
z symboluf i ciagu termow(ty, .. ., ty) jest termem gatunkh, tj.

(f, (t, ..., t)) € T2(Z, X)

3. kazdy term mozna zbudowazywajac regut 1 i 2.

Term (f, (t1,...,tn)) przewaznie zapisujemy w notacji prefiksowej z nawiasami, tj. w
postacif (t1, . .., th), chat dla niektorych symboli binarnych przyjmujemy notacje infiksowa
(zob. podrozdziat 3.2). Termy przedstawiamy takze graficznie w postaci drzewa o wierzcho!
kach etykietowanych symbolami z sygnatury (zob. rysunek 8.1 na sasiedniej stronie). Jeze
c jest symbolem o arrgei O (stata), to term zlozony z tego symbolu zapisujemy po prostu
jako c. Nie rozpatrujemy osobno przypadku symboli o &ti®. Piszac ,termf (tz, ..., tn)
dlan > 0" mamy na mgli term f(t1,...,t,) gdyn > Oiterm f, gdyn = 0. Podobnie
a) x ... x ap > bdlan = 0oznacza tyh. Uzywajac skréconego zapisu sumy zbioréw
J A przyjmujemy, ze suma pustej rodziny zbioréw jest zbiorem pustym.

Przyktad 8.1. Rozwazmy zbiér gatunkéw = {N, B}, sygnature

=N = 0,1,2,..}
B = (T,F}
ZNXN%N — {+ X}
gNN=B = > <5 = )

{(V,A, =, o}

przy czym zbioryX® dla pozostatych typéw sa puste, oraz zbiory zmiennych
XN = (xy,z..}
x® = {pqr,..}

Przyktadem termu gatunkN jest+(3, x (5, X)). Wygodniej go jednak zapisav postaci

3+ 5 x x. Jego graficzna reprezentacja jest przedstawiona na rysunku 8.1 na nastepr
stronie. Przykltadem termu gatuniBijest <(x, +(4, y)). Mozemy go czytelniej zapisav
postacix < 4+y.
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Rysunek 8.1. Graficzne przedstawienie termu

Przyktad 8.2. Rozwazmy zbior gatunkow = {obiekt fakt}, sygnature

zobiekt  —  (pies kot, stoh
 obiekt obiekt {maty, wysoki, brzydki}
yobieki>fakt  _  rhiegnie Spi)
s obiekxcobieki>fakt  _  (qrvie fize)

przy czym zbioryX® dla pozostatych typéw sa puste, oraz zbiory zmiennych

xobiekt  _ax v Z )
xfakt — (p Q,R,...}

Przyktadami terméw gatunkobiektsa

pies mahyfpies wysoki(brzydki(kot))
maty(maty(stot)) X maty(X)
za6 gatunkufakt sa
biegnigwysoki(sto) §pi(brzydki(kot)) lize(maty(pies), kot)
gryzie( X, brzydki( X)) Q lize(X,Y)

Termy zdefiniowane wyzej nazywanigrmami pierwszego rzedZa ich pomoca nie
mozna wyraz kwantyfikacjiiwiazanig zmiennych. W teorii jezykdéw programowania wiel-
kie znaczenie maja termyyzszych rzedgvizw. lambda termyub lambda wyrazeniawy-
posazone w mechanizm wiazania zmiennych. Sa one uniwersalnym jezykiem, w ktéryn
mozna wyraZi cata matematyke. Ich opis wykracza jednak znacznie poza ramy niniejszyct
skromnych notatek. Dodamy jedynie, ze Standard ML-owa abstrakcja funkgyjra> E
jest przyktadem wyrazenia wyzszego rzedu.

8.1.1. Termy nad pojedynczym gatunkiem

Bardzo czesto rozwaza sie szczegélny przypadek, gdy zbior gatufifést jednoelemen-
towy. Wowczas typy roznia sie jedynie afwa i nie potrzeba ich uzywiaMamy wtedy
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jeden zbiér zmiennycl’, zbiory X, symboli o arnosch, sygnature (zwana sygnatyedl-
nogatunkowp X = {Znln>o i jeden zbior termdwZ (X, X'), zadany nastepujaca definicja
indukcyjna:

1. XCT(Z,X);
2. jezelity, ..., th e T(X,X)dlan > Oorazf € Ty, to f(ty, ..., th) € 7 (X, X);

3. kazdy term mozna zbudowazywajac regut 1i 2.

Sygnature nad wigecej niz jednoelementowym zbiorem gatunkéw bedziemy nagygiza-
turawielogatunkowa

8.2. Unifikacja

8.2.1. Podstawienie

Nie wyjasnilismy do tej pory roli zmiennych w termacBbior zmiennych termt, ozna-
czanyFV(t) (od ang.free variablestu akurat wszystkie zmienne sa wolne), definiujemy
indukcyjnie:

FV(x) = {x}, dlax e X
FV(f(ty,...,t) = FV({)U...UFV(t)

Termy nie zawierajace zmiennych nazywataymami statym{ang.ground termy Za-
tem termt jest staty, gdyFV(t) = @. Zbidér termoéw statych gatunka to 72(Z, ¢). Termy
stale, np. malipies z przyktadu 8.2 nazywaja ustalone obiekty. Zmienne w termach pozwa-
laja opis& cate zbiory takich obiektéw, np. mabt) nie nazywa pojedynczego obiektu, tylko
jestschematenopisuje zbior wszystkich termow maty, gdziet jest dowolnym termem ga-
tunkuobiekt np. mah(kot), maty(pieg itd. Term mahyt) otrzymujemypodstawiajadermt
w miejsce zmienneX w termie mah( X). Formalnigpodstawienigest skdiczonym zbiorem
par zmiennych i terméw zapisywanym w postaci

0 == [X]_/t]_, ...,Xn/tn]

gdziex; € X3 ity e T3 (Z, X),dlai =1,...,n. Zwrétmy uwage, ze gatunek zmienngj
musi sie zgad4az gatunkiem termtj. Wynik podstawieni@ = [X1/11, ..., Xn/th] wtermie

t oznaczamytd (a wiec w tzw. zapisie postfiksowym, por. podrozdziat 3.2) i definiujemy
indukcyjnie:

xi = t, dai=1...,n
yo9 = vy, dlayeX, y#xdai=1,...,n
f(st,...,sm)¥f = f(s0,...,5m0)
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Dla przyktadu matyX)[ X/kot] = maty(kot), ze gryzig X, Y)[Y/X] = gryzie(X, X). Za-
tem na podstawienie mozna pattzak na odwzorowanie
o: 7.0 - 10
aeS aeS

ktére termom przyporzadkowuje termy (tego samego gatunku).
Fakt 8.3. Jezelit e 72(Z, X) i 0 jest podstawieniem, tth € 72(Z, X).

Podstawienia mozrektadaé tak jak wszelkie odwzorowania. Formalz®zeniem pod-
stawiefd, i 6, nazywamy podstawienie zapisywah@o, takie ze

t(6162) = (t61)02

dla kazdego termtie (J,cs 72(2, X).

Zbiér zmiennychDom(@) = {X1, ..., Xn} nazywamydziedzingnosnikien) podstawie-
nia @ = [x1/t1,...,%n/tn]. Podstawieniedentycznéciowe (0 pustej dziedzinie) ozna-

czamy[]. Dla kazdego termt € J,.s 72(Z, X) zachodzit[] = t. Podstawienig] jest
zatem faktycznie identyczBoia. Dla podstawie

61 = [X1/t1, ..., %Xn/tn]
O = [yi/s1, ..., Ym/Sm]
o roztacznych dziedzinach definiujemy ishmewzorem
U6 = [Xi/t1, ..., %n/tnh, Y1/S1, ..., Ym/Sm]
Lemat 8.4. Jezeli podstawieniéy = [X1/11, ..., Xn/tn] | G2 maja roztaczne dziedziny, to
0102 = [X1/t162, ..., %Xn/thb2] U 62

Méwimy, ze terms jest ukonkretnienientkonkretyzacjainstancjg termut, jezeli ist-
nieje podstawienié, takie, zetd = s.

Na podstawieniach wprowadzamy relacjeSziewego praporzadka: méwimy, ze pod-
stawienief; jestco najmniej tak ogélngak podstawieni@,, co zapisujemy; < 6, jezeli
istnieje podstawienig, takie ze91p = 6. Niech#y ~ 6, jesli 01 < 6,1 6> < 6.

Fakt 8.5. Relacja< na podstawieniach jest cagowym praporzadkiem (jest zwrotna i prze-
chodnia), z&~ jest relacja réwnowazrszi. Relacja< na klasach rownowazsoi

[O1]~ < [02]~ = 0O1<02

jest poprawnie oki®gona i jest czgciowym porzadkiem (jest zwrotna, przechodnia i stabo
antysymetryczna). Od tej pory bedziemy czesto utozsapuastawienia réwnowaznale
factorozwaz& nie podstawienia, tylko ich klasy abstrakcji moduo Kazda para podsta-
wieh ma wéwczas kres dolny, thajmniej ogdlne uogoélnienj@znaczan®; A 6> (rodzina
podstawi@ z relacja< jestdolna pétkratg. Elementem najmniejszym jest podstawienie
identyczn&ciowe[]. Kres gorny pary podstawienie zawsze istnieje, elementu najwiek-
szego w zbiorze podstawienie ma (z wyjatkiem przypadkdw o zdegenerowanej sygnatu-
rze).
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R « {t = s}, gdziet = s jest réwnaniem do rozwiazania
0«1l
dopoki R # @ wykonuj ponizsze czynriei:
wybierz dowolne réwnanie= s z Ri usth je zR
jezelit = sjest postaci
x = x dlax € X, to pomh je
X =tlubt = x, gdziex e X i x #1t, to
jesli x € FV(t), to
R « R[x/1]
0 « 0[x/t]
w przeciwnym razie koniec, unifikator nie istnieje
f(ty,....,tn) = f(S1,..., %), t0
R« RUfti=s,...,th = sn}
f(ty,....th) = g(S1, ..., Sm), przy czymf # g, to
koniec, unifikator nie istnieje
6 jest poszukiwanym najogolniejszym unifikatorem

Tablica 8.1. Algorytm znajdowania najbardziej ogéinego unifikatora pary termow

8.2.2. Algorytm unifikaciji

Réwnaniemrmazywamy pare termow tego samego gatunku. Réwnanie zapisujemy zwykle w
postacit = s. Zbi6r rownah nazywamyuktadem réwnanPodstawieni®, takie zetd = st
nazywamyunifikatorempary terméwt i s. Ogélniej, unifikatorem uktadu réwnaft; =
s}, nazywamy podstawienig, takie zetj¢ = s6 dlai = 1,...,n. Najbardziej ogdlny
unifikator termowt i s oznaczamyngu(t, s) (ang.most general unifigr Najbardziej ogélny
unifikator uktadu réwna oznaczamynguit; = s, ..., th, = S}. Najbardziej ogélny uni-
fikator nie zawsze istnieje, §8 jednak zbi6r unifikatorow danego réwnania jest niepusty,
to istnieje wsrdd nich unifikator najbardziej ogélngadanie unifikacjto problem znalezie-

nia najbardziej ogolnego unifikatora dla zadanego réwnania (lub ogdlniej uktadu mhwna
Algorytm znajdowania najbardziej og6lnego unifikatora pary terméw jest przedstawiony w
tablicy 8.1. Zmienne wystepujace w tym algorytmie, to uktad réiRai podstawienie.
PoczatkowoR zawiera wejciowe réwnanie do rozwiazani® = {s = t}, z& 6 jest pod-
stawieniem identyczriziowym,d = []. W gtéwnej petli algorytmu sa wykonywane pewne
transformacje paryR, 6). NapisR[x/t] oznacza wynik podstawien[a/t] we wszystkich
termach ukladu rowraR, natomias®[x/t] jest ztozeniem podstawied i [x/t]. Dowdd
poprawndci algorytmu polega na uzasadnieniu nastepujacego faktu.

Fakt 8.6. Niech (R, #) bedzie wynikiem wykonania dowolnej transformacji wystepujacej
w algorytmie unifikacji. Wowczas

{0p | p jest unifikatoremR} = {0'p’ | p’ jest unifikatorenR'}
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Niechs = t bedzie we§ciowym réwnaniemd zas wynikiem pracy algorytmu (za chwile
uzasadnimy, ze algorytm zawsze sie zatrzymuje). Z faktu 8.6 wynika natychmiast prze
indukcje wzgledem liczby krokéw algorytmu, ze

{p | p jest unifikatorem réwnania=t} = {p | dla dowolnegg}

gdyz na kacu uktadR jest pusty, kazde podstawienigest wigc jego unifikatorem. Zatem
wszystkie unifikatory réwnania = t sa postactlp. NajogéIniejszym z nich jest oczy-
wiscie 8. W przypadkach, w ktérych algorytm twierdzi, ze unifikator nie istnieje tatwo
sprawdzt, ze nie istnieje unifikator wyréznionego w danym kroku réwnania, a wiec i catego
uktadu R. Na mocy faktu 8.6 nie istnieje zatem réwniez unifikator $gpwego rownania.
Aby dowi€st, ze algorytm sie nie zapetla, definiujemy pewna ,miare ztozoriakladu R.

Jest to para nieujemnych liczb catkowityain m), gdzien jest liczba zmiennych wystepu-
jacych wR, za&d m — liczba wystapié@ wszystkich zmiennych i symboli iR. Zbi6r par
nieujemnych liczb catkowitych jest dobrze uporzadkowany relacja porzadku leksykograficz
nego. Pozostaje sprawdzize wykonanie jakiejkolwiek transformacji uktadR, ) powo-

duje zmniejszenie naszej miary ztoz&so Poniewaz w zbiorze dobrze uporzadkowanym
nie istnieja nieskbczone ciagicisle malejace, po wykonaniu skezonej liczby krokow
algorytm musi sie zatrzynga

Przyktad 8.7. Niech sygnatura jednogatunkoazawiera binarny symbdl i unarny sym-
bol g. Zmiennymi saX, Y, Z itd. Znajdziemy najogdlniejszy unifikator rownania

f(X, (Y, 9(Y))) = f(Z,2)

?

PoczatkowoR = {f (X, f(Y,g(Y))) = f(Z, 2)}, wybieramy zatem wéfiowe réwna-
nie. Pasuje do niego przedostatnia tranformacja opisana w algorytmie unifikacji. Tworzym\
zatem nowy ukladR = {X = Z, f(Y,g(Y)) = Z}, a podstawieni& nadal jest iden-
tyczndsciowe. Teraz mozemy wybtgedno z dwéch réwra Rozwazmy np. pierwsze.
Jest ono postact = t, gdziex ¢ FV(t). Zatem w drugim réwnaniu uktad® dokonu-
jemy podstawienig X/Z] i podstawienie to skladamy z podstawieni@dmOtrzymujemy

R = {f(Y,g(Y)) = Z}i 6 = [X/Z]. W kolejnym kroku algorytmu rozwazamy réwnanie
f(Y,g(Y)) = Z. Podobnie jak w poprzednim, jest ono postacE t, gdziex & FV(t).
Mamy wiecR = @i 0 = [X/Z][Z/f (Y, g(Y))] = [X/f(Y,a(Y)), Z/f(Y,g(Y))], gdzie
ostatnia rowngt jest prawdziwa na mocy lematu 8.4. Najog6lniejszym unifikatorem réwna-
nia f (X, f(Y, g(Y))) = f(Z, Z) jest zatem

[X/ECY, 9(Y)), Z/E(Y, 9(Y))]

Zauwazmy, ze proces rozwiazywania uktadu réfvRebardzo przypomina metode rozwia-
zywania uktadow rownfaliniowych zwanaeliminacja GaussaEliminacji struktury(trans-
formacji réwnaniaf (t1, ..., tn) = f(si, ..., s)) do uktaduft; = s1, ..., tn = s,}) odpo-
wiadanormalizacjaréwnania liniowegogliminacji zmiennefusunieciu réwnania = t z
uktadu) — podobna eliminacja w algorytmie Gaussa. Tam réwniez w miejsce eliminowane
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t=s r=u

t[x/r] = s[x/u]

Tablica 8.2. Reguly wnioskowania dla rowsaowych teorii syntaktycznych

=7 (Ref) t=s =2 (sym =L =L =1 (Trans)

S— t (Mon)

zmiennej wstawia sie jej wyliczona wago W algorytmie Gaussa otrzymujemy ostatecznie
uktad w tzw.postaci rozwiktanejw algorytmie unifikaciji role takiego uktadu petni podsta-
wienie.

8.3. Teorie syntaktyczne

Termy sa narzedziem pozwalajacym nazgwsewne obiekty. Dotychczas zaglovéaliy

tymi nazwami nie prébujac nadam zadnego znaczenia. Sygnatura, 8kagca postater-
mow, mowi jedynie, co jest poprawna wypowiedzia, a co nie. Gra role stownika ortogra-
ficznego. Trudno bytoby zrozuntiesens zdania w nieznanym nam jezyku postugujac sie
przy tym stownikiem ortograficznym! Stowniki wygaiajace znaczenie stéw podaja zwykle
réwnowazne opisy tej samej rzeczy na zasadngest to to samo céamtd. Mozemy po-
dobnie postajdi z termami, definiujac pojeci®wnosci Jest to para termow tego samego
gatunku, zawierajacych przewaznie zmienne, zapisana w pdstacs, np.1 + 2 = 3,
(X+Y) xz = xx z+y x zlub prawdziwyprzyjacie) = Cudak. Wybrane réwrizi przyjmu-
jemy za spetnionad hoci nazywamyaksjomatami rowngciowymi Wyliczajac aksjomaty
pragniemy podazasady utozsamiania terméw, uwazania ich za réwnowazne. Definiujemy
zatem pewna relacje réwao terméw. Relacja rowrszi powinna bg relacja réwnowaz-
nosci: byt zwrotna, przechodnia i symetryczna. Nadto powinné iimpnotonicznajezeli
uznalémy termyt i s (byE moze zawierajace zmien®aza réwne, to cokolwiek podstawili-
bysmy za zmienna w obu termach jednocsaie nie powinno tej relacji rowrsei zaburzg.

Np. j&slix+y = y+X, to takze(z+ w) +y = y+ (z+ w), 1 + 2 = 2+ 1itd. Za zmienna

x w obu termach nie potrzeba nawet wstaimiego samego termu. Wystarczy, ze wstawimy
tam termy, o ktérych wiemy, ze sa réwne. Zatem bedziemy raded binarna, ok&ona na
termach relacj& jestmonotonicznajezeli

tRsATRuU = (t[x/r])R(s[x/u])

Dla uproszczenia definicji rozwazmy zbiér term@y X, X) nad jednogatunkowa sy-
gnaturaX i zbiorem zmiennych¥’ (przypadek sygnatury wielogatunkowej mozna rozviazy
analogicznie, definicje sie jednak nieco komplikughwnosciowa teoria syntaktyczng-
dana przez zbiér aksjomatoWi oznaczana Th(A) nazywamy najmniejsza monotoniczna
relacje rownowazriri zawierajaca zbidA. Niekiedy bedziemy pisaA —t = s na ozna-
czenie faktu, zgt = s) € Th™(A) i méwi¢, ze rownét t = s jest twierdzeniem teorii
Th™(A). Poprawnét definicji wymaga dowodu (elementy najmniejsze nie zawsze istnieja).
Niech {R,}, bedzie rodzina wszystkich monotonicznych relacji rownow&aznaawieraja-
cych zbiérA. Rodzina ta jest niepusta, bo nalezy do niej relacja totalna (zawierajaca wszyst



Rozdziat 8. Elementy algebry abstrakcyjnej 153

kie pary terméw). Poniewaz przekrdj dowolnej liczby monotonicznych relacji réwnowaz-
nosci jest monotoniczna relacja rownowagon to (), R jest najmniejsza monotoniczna
relacja réwnowazrkci zawierajaca zhi6A. Definicja jest zatem poprawna.

Relacje Th (A) mozna tez budowaindukcyjnie. Niech

RO = AU{t=t|teT(Z,X)}
Rivr = RaU{s=t|t=9eR}Ufs=t[(s=u),(u=t)eRy}U
{thx/rl =sx/u] [ (t=9), (r =u) € R}

R = URn
n=0

WoéwczasR = Th™(A). Wpierw pokazujemy indukcyjnie wzgledemze R, C Th™(A) dla
kazdegon > 0, wiec R C Th™(A). Nastepnie zauwazamy, Fjest monotoniczna relacja
réwnowaznéci zawierajacg\, mamy wigc Th(A) C R.

Aby sprawdz&, czy rownét t = s nalezy do teorii TR(A) mozemy zacZaod ak-
sjomatow ze zbiorlA i rownoscit = t dlat € 7(X, X) i stosow& nastepujace reguly
wnioskowania:

1. jezeli(t = s) e Th(A), to takze(s =t) € Th(A);
2. jezeli(s=r) e TH(A)i (r =t) € Th™(A), to takze(s = t) € Th™(A);
3. jezeli(t =s) e TH(A)i (r = u) e Th™(A), to takze(t[x/r] = s[x/u]) € Th™(A);

tak dtugo, az dojdziemy do réw8oi, ktéra nas interesuje. Powyzszy mechanizm mozna wy-
godnie opisa w postaci tzwformalnego systemu wnioskowansktadajacego sie ze zbioru
aksjomatéwA i zestawu czterectegut wnioskowanigrzedstawionych w tablicy 8.2 na po-
przedniej stronie. Rowris t = s jest twierdzeniem teorii TH(A), jezeli istniejedrzewo
dowody w ktérego korzeniu znajduje sie rowstd = s a w lisciach — aksjomaty ze zbioru
Alub réwn&t t = t, tj. aksjomat (Refl). Przyktad drzewa dowodu jest przedstawiony w
tablicy 8.3 na nastepnej stronie.

Przyktad 8.8 (Pétgrupy przemienne z jedngcia). Rozwazmy jednogatunkowa sygnature
zlozona ze stated i binarnego symbolép. Niech X' = {x, y, z.. .} bedzie zbiorem zmien-
nych. Teoria przemiennych potgrup z jedem jest zadana przez nastepujacy zbiér rowno-
Sci:

XO(Y®2 = X®Y)DZ (8.1)
epx = X (8.2)
XYy = yoX (8.3)

Dla przyktadu potrafimy pokatazex & e = x jest twierdzeniem tej teorii. Dowod jest
przedstawiony w tablicy 8.3 na nastepnej stronie.
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(83

X@y:y@x

x@de—eax MO oo —x E.?_'é)ns)
Xde=X

Tablica 8.3. Dowdd twierdzenia w teorii potgrup przemiennych

Przyktad 8.9 (Rachunek kombinatoréw). Rozwazmy sygnature jednogatunkowa ztozona
z dwéch stalychK i S i binarnego infiksowego symbolu Umawiamy sig, ze podobnie jak
symbol mnozenia w arytmetyce, symbbledziemy czesto opusz&zaiszac npKS zamiast
K-S. NiechX = {x,y, z...} bedzie zbiorem zmiennych. Termy nad powyzsza sygnatura
bedziemy nazywakombinatoramiTeorie rowngciowa zadana przez aksjomaty

Kxy = X
Sxyz = xz(y2)

nazywamyrachunkiem kombinatoréwlezeli popatrzymy na kombinatory jak na obiekty
reprezentujace funkcje, a na operat@ak na operacje aplikacji funkcji do argumentu (wOw-
czas npK jestprojekcja na pierwsza wspohrzednig funkcja dwu zmiennych zwracajaca
swoj pierwszy argument), to okaze sig, ze w tak prostej teorii moznatopisaystkie funk-

cje obliczalne. Doktadniejsze zbadanie tej teorii wykracza jednak znacznie poza ramy ne
szych biezacych rozwaaaPodamy zatem tylko dwa przyktadly:= SKK orazK’ = SK.
Zauwazmy, zd reprezentuje funkcje identyczed, bowieml x = SKKx = Kx(KK) = x,

za&& K’ jest projekcja na druga wspotrzednaKjxy = y, boK’xy = SKxy = Ky(xy) = y.

8.4. Algebry

Niech £ = {X3},.s bedzie sygnatura nad zbiorem gatunk8wAlgebra(struktura alge-
braiczng o sygnaturzeX nazywamy par@l = (A, -%) zlozona z rodzinyd = {A},.s
zbioréw zwanychdziedzinam{nosnikamj uniwersamj algebry (po jednym dla kazdego ga-
tunku) i odwzorowania® zwanegdnterpretacja symboli funkcyjnychtére kazdemu sym-
bolowi sygnaturyf e $a1%--xa&—b nrzynorzadkowuje funkcje

FA A & x AP, AP

Przyktad 8.10. Rozwazmy sygnaturg jednogatunkola= {Zn}>°,, W ktorej Xo = {e},
Y2 = {®} i pozostate zbiory symboli sa puste. Przykladami algebr o sygnabuisze
1. addytywna poétgrupa liczb naturalnyétt = (N, -2, w ktérej N jest zbiorem liczb
naturalnyche‘”+ =0 a0 jest operacja dodawania;
2. multiplikatywna pétgrupa liczb naturalnyéh* = (N, -2%), w ktérejN jest zbiorem
liczb naturalnyche™ = 1, a@™"" jest operacja mnozenia;
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3. polgrupa stowdy = (=*,.20), w ktérej Z* jest zbiorem stéw nad pewnym alfabe-
tem =, e¥ jest stowem pustym, @ jest operacja konkatenacji stow.

Przykiad 8.11. Rozwazmy zbidr gatunkow = {B, N} i sygnature, w ktoreE B = (T, F},
N =1{0,1,...}, sN*N=N — (4 %) £BxB=B — ) g1 5 BXNxN=SN — (21 3 pozostate
zbiory symboli sa puste. Przyktadem algebry o tej sygnaturzedjest ({AB, AN}, .2 w
ktorej AB = (T, F}, AN = N (zbiér liczb naturalnych)T* = T, F% = F, 0% = 0,
1% = 1itd, +% jest operacja dodawania liczb naturalnye®,jest operacja mnozenia liczb
naturalnych,| 2 jest alternatywa & koniunkcja wartéci logicznych, za??(T,n,m) = n

i 22(F, n, m) = mdla dowolnych liczb naturalnych, m € N.

Przykfad 8.12. Niech X bedzie sygnatura nad zbiorem gatunk8wa X’ rodzina zmiennych
oraz

f‘I(tl’stn) = f(tl,stn)

dla f e zaax-xa>b . ¢ 73 (3 X)dlai = 1,...,nia1,...,an,b € S. Wéwczas
(T, X) = ({TAZ, X)}acs, - ) jest algebra o sygnaturze. Nazywamy jaalgebra ter-
mow

Rozwazmy algebr@l = ({A2},cs, -2) 0 sygnaturzeZ nad zbiorem gatunké. Niech
X = {X%,4es bedzie rodzina zmiennych. Dowolna rodzing odwzorowa= {#%}acs,
takich zes? : X2 — A2 nazywamyinterpretacja zmiennychv algebrzel. Interpretacja
symboli funkcyjnych wraz z interpretacja zmiennych jednoznacznie zadaja interpH%‘cje
dowolnych terméw w algebrza:

DRy = 720
[fte . )] = ([t [t]D)
dlax® € X3, f e xa->@=bjy ¢ Ta(Z, X),i=1,...,noraza, a,...,an,beS.

Fakt 8.13. Jezeli wartg§ciowania zmiennych i 2 zgadzaja sie na zbiorze zmiennych ter-
mut, tj. 75 (x®) = 73(x?) dlax? e FV(t), to [t]% = [t]3%. W szczegolnsci wartciowanie
termu statego nie zalezy od wastiowania zmiennych. Bedziemy wigc piga]®, pomija-
jac wartcsciowanie zmiennych, gdyV(t) = 4.

8.4.1. Homomorfizmy algebr

Rozwazmy dwie algebrl = ({A?}acs, %) i B = ({B3)acs, - B) 0 tej samej sygnatu-
rze . Rodzine odwzorowah = {h?},cs, gdzieh? : A2 — B2 dlaa € S, nazywamy
homomorfizmenjezeli

hP(f%(uy,...,un) = fB(h%(uy),..., h* (un))

dla f € z@x.-xa—>b y e A dlai =1,...,norazay, ..., an, b € S. Homomorfizm be-
dacy bijekcja (odwzorowaniem réznowastwowym i ,na”) nazywamyzomorfizmemJezeli
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istnieje izomorfizm z algebr§f na algebrgB, to méwimy, ze algebrgl i 95 saizomorficzne
Izomorfizm algebr jest relacja rownowaAoi

Przyktad 8.14. Rozwazmy algebrfR™ = (R, 2") i %% = (RT, %) nad jednogatun-
kowa sygnatura zawierajaca staa binarny symbol®, gdzieR jest zbiorem liczb rze-
czywistych aR* zbiorem liczb rzeczywistych dodatniclg™" jest dodawaniem @™
mnozeniem liczb rzeczywistychzw = 0i ™ = 1. Wéwczas funkcja logarytmiczna
In: R* — R jest homomorfizmem z algebfg* w algebrgR ™, bo

InEe") =1In(1) =0 =¢&"
In (U1 @™ uz) = In(ug x up) = In(ug) +In(uz) = In(u1) @™ In(up)

dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistyah, u; € R*. Poniewaz jest ona takze bijekcja,
to jest izomorfizmem algelR* i R+.

Przykiad 8.15. W kazdej algebrz&l wartcsciowanie terméw dla dowolnego wastoowa-
nia zmiennych jest homomorfizmem z algebry termow w algébre

Przyktad 8.16. Podstawienie jest homomorfizmem z algebry terméw w nia sama.

8.4.2. Podalgebry i algebry generowane

Podalgebraalgebry?l = ({A?}4cs, -2 0 sygnaturz& nad zbiorem gatunkwW nazywamy
rodzine zbioréow( B3} ,cs, taka, ze:

1. BAC A?dlaacS;

2. f%(ug,...,un) € BPdla f e zax--xan>b o c B& a;, ... a,be S (zbiory B2
sa zamkniete ze wzgledu na dziatarid).

Podalgebrd B3} 4cs jest algebrdB = ({B?}.cs, - ) 0 sygnaturzes, jesli potozye f2 =
fA gy xpan dla f e MMX->@=>bj g g, b e S (dziataniaf® sa obcigciami
dziatah 2 do dziedzin algebrB).

Niech G = {G®,cs bedzie rodzina zbioréw, taka, 282 C A2. Algebra genero-
wanaprzez rodzing; nhazywamy najmniejsza (w sensie relacji inkluzji dziedzin) podalgebre
AG) = ({Bacs, - X9y algebry, taka, zeG? C B2 dla kazdega € S. Uzasadnienia
wymaga poprawr& powyzszej definicji (postulujemy, by odpowiednie zbiory byty naj-
mniejsze w pewnej klasie, podczas gdy elementy najmniejsze nie zawsze istnieja). Niec
zatem{®B,}., gdzieB, = ({BHacs, -Bx), bedzie rodzina wszystkich podalgebr algebry
2, ktérych dziedziny zawieraja zbioi@?. Rodzina ta jest niepusta, bo nalezy do niej sama
algebra2l. NiechB? = (), B2 dlaa € S. Rodzina{B?},cs jest, jak tatwo sprawdzj
podalgebra algebrgl. Nadto jest ona najmniejsza podalgebra, ktorej dziedziny zawieraja
zbiory G@.
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8.4.3. Zasada indukcji

Twierdzenie 8.17 (Zasada indukcji strukturalnej). Rozwazmy rodzine predykatod =
{®?3),c5 okreslonych na dziedzinach algeb?y = ({A%},cs, -%) 0 sygnaturze, tj. niech
@2 C A?dlaa € S. Niech{G?},.s bedzie rodzina zbioréw, taka, &&* C A dlaae Si
niechA(G) = ({B3}acs, -29)) bedzie algebra generowana przez rod%idd} .cs. Jezeli
1. GAC d?dlaac S,
2. PA(UD) A ... A D (Uy) = OO(FA(uy,...,up)) dlaf e [TBX-xa—>b y  Ba j
ai,...,an,bes,

to ®?(u) dla kazdega € B2ia e S.

Dowdd. Z warunku 2 rodzingd ®?},.s jest podalgebra algebft. Z warunku 1 jest wiec
podalgebra algebr}, ktérej dziedziny zawieraja zbiorg?. Poniewaz algebra generowana
jest najmniejsza algebra o powyzszych wiasriach, wiedB2 C ®2 dlaa € S.

Niech X bedzie sygnatura nad zbiorem gatunk&wa ¥ algebra terméw statych o sy-
gnaturzeX . WtedyT(9) = . Mamy wiec w szczegolrizi:

Twierdzenie 8.18 (Zasada indukcji strukturalnej dla terméw). Niech X bedzie sygnatu-
ra nad zbiorem gatunkd&W. Rozwazmy rodzin@ = {®?},.s predykatéw okrglonych na
zbiorach termow{72(X, #)}acs nad sygnaturZ, tj. niech®? C 723(%, ) dlaa € S.
Jezeli

QRN A...ADM(t) = O°(f(ty,...,tn))

dla f € @x-xan>b v ¢ T8 (3 g)iay,...,anb e S, to ®a(t) dlat € T2(Z, 0) i
aesS.

8.4.4. Konstruktory

Niech2 = ({A%}.cs. -%) bedzie algebra o sygnatur2ei niech I' bedzie sygnatura za-
wierajaca wybrane symbole sygnatuly (ti. I'* C X* dlaz € Ti(S)). Niechd[r =
({A},cs, -AI1) bedzie obcigciem algeb@y do sygnatunl™. Jezeli wartéciowanie terméw
[-] w algebrzell jest izomorfizmem z algebry terméw statyGh= ({T2(T, #)}acs, -*) O
sygnaturzd” na algebrel [, to sygnaturd’ nazywamyzbiorem konstruktorowlgebry2l.
Jezelil jest zbiorem konstruktoréw algeb®y= ({A?}acs, - %), 10T = ({TA(T, #)}acs, - 3)
mozna rozwazajako algebre o sygnaturZe, kladacf < takie, by

[F5t,....t)] = f3([tl,....[t])

dla f nie nalezacych do'. Wowczas algebra termoéW jest izomorficzna z algebr.

JezeliTl jest zbiorem konstruktorow algeb®¥, to kazdy element algeb§t ma jedno-
znaczna nazwe w postaci termu nad sygnautdozemy takze dowodziwtasnéci algebry
2 przez indukcje strukturalna wzgledem zbioru konstruktofw

Nie kazda algebra posiada zbiér konstruktoréw. Niektéie masiadaja wiele zbiorow
konstruktorow. Pojecie zbioru konstruktorow ma wielkie znaczenie w teorii specyfikacji al-
gebraicznych (por. rozdziat 12).
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8.5. Teorie semantyczne

Rozwazmy algebr@l = ({A?}acs, -%) nad sygnatur&. Powiemy, ze rowngt t = s jest
spetnionaw algebrze, co oznaczamyl =t = s, jezel [[t]]%‘ = [[s]]%‘ dla kazdego war-
toSciowania zmiennych. JezeliE jest zbiorem réwnsci, to méwimy, ze jest ospetniony
w algebrze?!, co oznaczam{!l = E, jezeli2l =t = s dla kazdej rownsci (t = s) € E.
Zbiér réwndsci spetnionych w algebrz# oznaczamy TfR) = {t = s | A =t = s}i
nazywamyteoria algebry2l. Klasa algebedefiniowangrzez zbiér réwnéci (aksjomatéw)
E nazywamy klasg (E) = {2( | 2l &= E}. ROwndciowa teoria semantyczrzadana przez
zbiér réwndaci E nazywamy zbiér rowngci spetnionych w kazdej algebrze spetniajdgej

ThEE) ={(t=9) |[VA@EFE=>ARt=9)}= () Th®)
ARA=E

Twierdzenie 8.19. Dla kazdego zbioru réwrszi E jest TH (E) = Th=(E).

Mozemy wiec méwg po prostu o teorii rowrciowej THE) nie zaznaczajac, czy jest ona
syntaktyczna, czy semantyczna. Pojecia te sa bowiem zbiezne.

Mozna zada pytanie, czy istnieje jedna konkretna algeBfataka, ze jej teoria jest
teoria zadana przez ustalony zbior réWoicE, tj. czy istnieje algebral, taka, ze TIR() =
Th(E). Nie zawsze tak jest. 8k jednak kazda algebra spetniajad€ana wszystkie ngniki
niepuste, to taka algebra jelt= (7(Z, X)/~, %) gdziet ~s = (t =s) € Th(E) i
Pt~ Ttls) = [t )]

Niech A bedzie klasa algebr o sygnaturZe Algebra®l € A jestalgebra poczatkowa w
klasie A, jezeli dla kazdej algebr{s € A istnieje doktadnie jeden homomorfizm z algebry
2 w algebre®. Algebra poczatkowa dla zbioru réwno&inazywamy algebre poczatkowa
w klasie€ (E).

Twierdzenie 8.20. Algebra poczatkowa dla zbioru rowsd E jest algebra
PB=(T(,0)/~,F)
gdziet ~s < (t=s) e Th(E)i fP(ta]~,...,[ta]~) =[f(ts, ..., tn)]~.

W algebrze poczatkowej sa spetnione te rég8aianiedzy termamstatymi ktére sa
dowodliwe ze zbioru réwrri E. W algebrze poczatkowej moga byest spetnione inne
réwndsci (pomiedzy termami zawierajacymi zmienne), ktore nie sa dowodliwe ze zbioru
rownasci E.

8.6. Skiadnia abstrakcyjna

W rozdziale 3 rozwazalimy najprostsza formalizacje pojegezykajako zbiorunapisow
tj. ciagow znakéw. W zastosowaniach, w ktorych nie interesuje nas notacja (sposoéb zapist
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5 = {0,1,2,..}
ZB = {true, false}
2§ = (skip)
o= XYz,
D
A = {4
ZSXA%A = {+,_s*’/’%}
578 = ()
ZSX A-B {==,1=,< > <=, >=}
z:B><B—>B = {|l,&&)
25°¢ = {read)
2|/5\—>C {write}
EIxA—)C = {=}
z:g><C—>C = {;}
3 BxC-C {if,while}
z:II§><C><CAC = {if}

Tablica 8.4. Sygnatura algebraiczhg opisujaca abstrakcyjna skfadnie jezyka D

tylko budowa zda nalezacych do pewnego jezyka, np. gdy opisujemy semantyke (znacze
nie) tych zda, ta formalizacja jest zbyt szczegotowa i przez to mato przydatna. Wiele pro-
gramOéw moze mie to samo znaczenie i réansie jedynie sposobem zapisu. Na przykiad
stata 1l mozemy zapisaw jezyku D z podrozdziatu 3.11 za pomditaratéw 1 lub 01, wy-
razenie2 + 3 zas jako2+3 albo (2+3). Lepiej wéwczas reprezentow@rogram w postaci
pewnych abstrakcyjnych obiektéw, niezaleznych od konkretnych rozwisiadniowych.
Opis jezyka jako zbioru ciagow znakéw bedziemy od tej pory nazyskéadnia konkretna
Opis budowy jezyka za pomoca pewnych abstrakcyjnych obiektéw, niezaleznych od przyije
tej notacji bedziemy nazyvessktadnia abstrakcyjnaZe sktadnia abstrakcyjna zetkrigty

sie juz w podrozdziale 3.2, gdy moévélny o abstrakcyjnych drzewach rozbioru wyrazé/
sktadni abstrakcyjnej bedziemy rozwazsp. state(reprezentowane przdizeraty w sktadni
konkretnej),nazwy komorek pamig¢ieprezentowane przedentyfikatoryw sktadni kon-
kretnej) itp. Skladnia abstrakcyjna raeisty zwiazek z semantyka jezyka. Nie zawiera nato-
miast informaciji o sposobie zapisu programu, np. o priorytetach operatoréw i ich kierunkacl
taczndci, o rozstawieniu nawiaséw itp. Jest to zatem po strukturze leksykalnej i strukturze
sktadniowej trzeci poziom abstrakcji, z jakiego chcemy teraz pamagezyk programowa-

nia.
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Do tej pory mowilsmy, co sie dzieje w pierwszych fazach kompilacji programu, do
parsera wiacznie. Parser generufeg(icite lub czasenexplicite!) abstrakcyjne drzewo roz-
bioru programu. W kolejnych rozdziatach skryptu bedzie nas interds@oasie dzieje dalej.
Bedziemy przy tym traktow@program jako zbiér abstrakcyjnych drzew rozbioru i nie be-
dziemy sie zajmow@jego sktadnia konkretna.

Sktadnia konkretna powinna byscisle zwiazana ze skladnia abstrakcyjna jezyka. W
szczegolnsci powinien istnié zwiazek pomiedzy konkretnym drzewem wyprowadzenia
programu z gramatyki i jego abstrakcyjnym drzewem rozbioru. Ulatwia to znacznie napi-
sanie parsera.

Programy mozemy przedstawiformalnie jako termy state nad odpowiednio dobrana
sygnatura. Wowczas opis skfadni abstrakcyjnej sprowadzi sie do podania pewnej sygnatu
wielogatunkowej. Oczyviicie méwiaco termach (wyrazeniach) bedziemy zapisgya w
postaci ciagu znakéw, teraz jednak nasz zapis bedzie naleas@gezykat). jezyka,w kto-
rym méwimyo termach, nie do jezyka terméw. Bedziemy przy tym uzywawnej notacji,
np. infiksowej, lecz nie bedzie ona przedmiotem naszego zainteresowaniastytkaem
umozliwiajacym méwienie o pewnych abstrakcyjnych obiektach.

Do opisu jezyka D wykorzystamy zbior czterech gatunkSw= {A, B, C, | }. Gatu-
nek A bedzie reprezentowat wyrazenia arytmetyczhdtliimetiq, B — logiczne Boolean,

C — instrukcje Commandg | z&é — identyfikatory [dentifierg. Sygnatura jest przed-
stawiona w tablicy 8.4 na poprzedniej stronie. Zauwazmy, ze zhifly'A i £ 5*A~A

nie sa roztaczne, podobnie jak zbioZ;BXC_’C i ZBXCXC_’C. Poniewaz jednak symbel
wystepujacy w dwoch pierwszych zbiorach ma w nich rézna &xneodobnie jak symbol
if wystepujacy w dwdch ostatnich z wymienionych zbioréw, takie nadwergzenie notacji
nie prowadzi do nieporozuntie Zbiory Zé i Z'D sa nieskaczone. Wymieniémy tylko po
kilka ich elementéw. Zbioréw zmiennych nie bedziemy na razie precyzohermy repre-
zentujace programy bedziemy nazyedstrakcyjnymi drzewami rozbiotych programow.
Poniewaz po lewej stronie symbolu przypisania moze pd@jaiei tylko identyfikator, wyréz-
nilismy identyfikatory jako osobny gatunékZ drugiej strony identyfikatory moga pojavia
sie po prawej stronie symbolu przypisania, tj. tam, gdzie pojawiaja sie termy gafunku
tym celu wprowadzibmy specjalny symbal e Zl'f A ktory niejako ,przenosi” identyfika-
tory do gatunkuA. Symboli bywa nazywanyvyluskanien{dereferencjga Mowimy o nim
wiecej w rozdziale 5. W niektérych jezykach wytuskanie wystepuje rowniez w sktadni kon-
kretnej (np. w SML-u). W jezyku D, podobnie jak w C i Pascalu, wyluskaniernegawne
i sam identyfikator moze pojawisie zaréwno po lewej, jak i po prawej stronie symbolu
przypisania.

Abstrakcyjne drzewo rozbioru programu z tablicy 3.10 w notacji prefiksowej jest przed-
stawione w tablicy 8.5 na nastepnej stronie. Wygodniej jednak potraktswabole;, =,
1= % jako infiksowe (wymienione w kolejrizi priorytetéw od najmniejszego do najwigk-
szego, przy czym wiaze w prawoy w lewo, z& =i != nie sa faczne) i wowczas nasz term
zapiszemy znacznie czytelniej:

1czytelnik zechce zajraedo plikéw zrédiowych kompilatora SML/NJ (réwniez napisanego w SML/NJ). Parser
SML/NJ explicitebuduje strukture danych bedaca drzewem rozbioru programu.
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; (read(X),
; (read(y),
; (while(!'=(i (Y), 0),
(=2, %31 (X), 1(Y))),
s (=X, 1(Y)),
=%, (2),
write(X))))

Tablica 8.5. Abstrakcyjne drzewo rozbioru programu z tablicy 3.10 na stronie 90 w notacj
prefiksowej

Rysunek 8.2. Abstrakcyjne drzewo rozbioru programu z tablicy 3.10 na stronie 90
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state calkowite: ¢ &= 0|1]2]...

nazwy komérek pamieci: Z = X|Y|Z]|...
wyrazenia arytmetyczne: A = c|Z|-A|Ad A

wyrazenia logiczne: B = true|false| AQA|!'B|B®B
operatory arytmetyczne: @& = +|-|*|/|%

operatory relacyjne: © = ==|!=|<|>]|<=]|>=

operatory logiczne: @ = || |&&

C

instrukcje: n= skip|Z=A|C;C|if (B) C|

if (B) C elseC | while (B) C

Tablica 8.6. Gramatyka abstrakcyjna jezyka D

read(X) ; read(Y) ; while(i(Y)!=0, Z=iX)%i(Y) ; X=i(Y) ; Y=i(2)) ; write(X)

W postaci graficznej ten sam term jest przedstawiony na rysunku 8.2 na poprzedniej stroni
W kohcu mozemy potraktoviasktadnie konkretna jezyka jako jeden ze sposobéw zapisu
abstrakcyjnych drzew rozbioru programéw.

Formalny opis jezyka za pomoca zbioru terméw (drzew) ma te wade, ze i tak musimy
umawid sie co do sposobu zapisu (notacji) tych terméw. Dlatego w praktyce sktadnie abs
trakcyjna jezyka, podobnie jak sktadnie konkretna, opisujmy gramatyka bezkontekstowe
zwanagramatyka abstrakcyjngzesto bardzo zwiezla, ale niejednoznaczna. Zamiast jawnie
podawa& sygnature wielogatunkowa opisujemy za pomoca gramatyki sposob zapisu abstral
cyjnych drzew rozbioru programu.

Abstrakcyjna gramatyka jezyka D jest przedstawiona w tablicy 8.6 i zawiera nastepujac
kategorie syntaktyczne: statdenazwy komérek pamiedi, wyrazenia arytmetycznd, wy-
razenia logiczné3, operatory arytmetyczn@, operatory relacyjne®, operatory logiczne
i instrukcjeC. Mimo niejednoznaczrizi gramatyki zwykle z kontekstu jasno wynika spo-
s@b rozbioru wyraze W szczegolngci jesli zapiszemy wyrazenie; @ e, to zakladamy,
ze operatom jest gtbwnym operatorem w catym wyrazeniu (znajduje sie w korzeniu jego
abstrakcyjnego drzewa rozbioru). Zauwazmy, ze typom wystepujacym w sygnaturze odpc
wiadaja symbole nieterminalne (kategorie syntaktyczne) gramatyki.

8.7. Zadania

Zadanie 8.1. Rozwazmy algebre termow nad jednogatunkowa sygnaiuaXoU XUy,
gdzieXo = {a, b, c}, £1 = {f, g}, L2 = {h, k} i zbiorem zmiennycht = {x,y, z, t,...}.
Znajdz najogolniejsze unifikatory dla nastepujacych par terméw:

1. h(h(x, g(x)), g(x) = h(h(y, 2), g(y))

2. h(x, h(h(z,2),2)) = h(h(y, y), h(y, kt, 1))
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3. h(x, g(h(y, ¥))) = h(h(z, 2), g(x))
4. k(h(a, x), k(x, y)) = k(h(y, a), 2)
5. h(x, k(k(z, 1), 2)) = h(h(y, 2), k(y, k(t, a)))

Zadanie 8.2. Przezrozmiar termubedziemy rozumig liczbe wystapié symboli funkcyj-
nych i zmiennych w tym termigRozmiarem réwnani& = s nazwiemy sume rozmiaréw
termowt i s, za rozmiarem podstawienif; /ti](_; nazwiemy sume rozmiaréw termayw

Pokaz, ze istnieje réwnante= s rozmiarun, ktérego najogélniejszy unifikator ma rozmiar
2(2(1‘1).






Rozdziat 9

Typy

Do uzupehnienia: Typy jako narzedzie kontroli poprawaci programuTypefull program-
ming (Luca Cardelli).Well-typed programs cannot go wronypowanie statyczne i dyna-
miczne.

9.1. Typy w SML-u

W SML-u kontrola typow przeprowadzana jest podczas kompilacji programu. System typow
jest bardzacisty, nie pozwala na zadne niejawne konwersje itp. Z drugiej strony programiste
jest zwolniony z konieczr&zi podawania typow zmiennych w programie — typy sa odtwa-
rzane przez komputer (chgrogramista moze — np. dla czytebw — jawnie poda typ
dowolnego wyrazenia).

9.1.1. Wyrazenia typowe

Wyrazenia typoweto napisy zlozone ze statych typowych, njmt, real, bool, char,
string itd., infiksowych operatoréw: typu funkcyjnege i krotki *, postfiksowych kon-
struktorow typowych, nplist, typow rekordowych{} oraz zmiennych typowycha, ’b
itd. Przyktadami wyraze typowych sa:

int -> int * real -> int
{value : int, succ : int -> int}
(int * (int -> int)) 1list
’a list
’a * ’b list -> ’Db

Formalnie skfadnia typéw jest zadana w definicji jezyka SML [118] za pomoca regut gra-
matycznych przedstawionych w tablicy 9.1 na nastepnej stronie, w Kipraj oznacza
zmienne typowe (identyfikatory rozpoczynajace sie znakiem apostrdju lpngtyconto



166 9.1. Typy w SML-u

ty n= tyvar Zmienna typowa
{ [tyrow] } typ rekordowy
tyseq longtycon  konstruktor typu
tyg * ... xty, krotka,n > 2

ty >ty typ funkcyjny (R)

(ty) nawiasy do grupowania wyraze
tyrow = lab: ty[, tyrow] opis p6l rekordu
tyseq = puste

ty pojedynczy typ

(tyg, ... tyy) ciagh > 1typéw

Tablica 9.1. Sktadnia wyrabeypowych w jezyku Standard ML

identyfikator (b moze prefiksowany nazwami modutdéw) oznaczajacy konstruktor typu
(np. 1ist) alab to etykieta (identyfikator) pola rekordu. Operatory wymienione pozniej
w produkcji gramatyki wiaza stabiej. Napis (R) oznacza, ze operator wiaze w prawo, a na
wiasy|[] oznaczaja opcjonalny fragment produkcji. Ponizej oméwimy doktadniej wszystkie
wymienione rodzaje wyrabetypowych.

W wielu réznych kontekstach aby wyréZiakt, zex jest typus, bedziemy pisax : o.
Predefiniowane warfzi proste maja jednoznacznie okiane typy: liczby catkowite sa typu
int, np. 5 : int, a liczby rzeczywiste — typueal (zatem, inaczej niz w Pascalunie
jest typureal), wartdsci boolowskie — typtbool, znaki — typuchar, a tahcuchy — typu
string.

Poniewaz funkcje sa wagoiami (moga b§ elementami krotek, list, argumentami lub
wynikami innych funkgiji itp.) wprowadzono specjalna notacje do opisu typow funkcji. Wy-
razenie

g ->71
jest typem funkcji, ktérej argument jest typy a wynik — typuz, np.
(fn x => x + 1) : int -> int

Infiksowy operator> wiaze w prawo, tjc -> ¢ -> p oznaczas -> (¢ -> p). Zachecam
do opuszczania zbednych nawiaséw. W wyrazefimt -> bool) -> int nawiasy sa
niezbedne (a wyrazenie to oznacza typ funkcji, ktéra jako argument bierze funkcje przeprc
wadzajaca liczby typtnt w wartosci typubool i ktéra zwraca wynik typunt). Po opusz-
czeniu nawiaséw otrzymamy wyrazenimt -> bool -> int 0znaczajace typ funkciji,
ktora bierze liczbe typunt i zwraca w wyniku funkcje, ktéra przeprowadza wétbbo-
olowskie w liczby catkowite.

Jesli wyrazeniee, w ktérym wystepuje zmienna : ¢ matypr, to fn X => e ma typ
o —> t. Z drugiej strony, j6li wyrazeniee;, ktérego wart6cia jest funkcja, ma typ -> r,
a wyrazenies; jest typuo, to typem wyniku aplikacji funkcjie; do argumentie; jestz,
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tj. (e1e2) : . Dla przyktadu:
Math.sin 1.0 : real
poniewazMath.sin : real -> real oraz 1.0 : real, z&b
(fn x => x + 1)(2+3) : int

gdyz (fn x => x + 1) : int -> int oraz 2+3 : int.

Strukturalne typy danych, takie jak listy, rekordy i krotki, moga enidementy dowol-
nych typéw. Do oznaczenia krotki w wyrazeniach typowych stuzy gwiazdk#ranie jest
tacznai wiaze silniej od strzatki->. Typem krotki(ey, ... ,ey) jestor * ... * op, gdzie
g :oj, NP.:

(1,true) : int * bool
((1,1),1) : (int * int) * int
(1,1,1) : int * int * int
(1,(1,1)) : int * (int * int)

Ostatnie trzy przyktady wyfniaja dlaczege nie jest taczna.
Lista elementéw typg ma typs list, np.:

[1] : int list
[true,false] : bool list
["Cudak", "Oskar"] : string list
[Math.sin, Math.cos] : (real -> real) list

Postfiksowy, unarny operatarist wiaze silniej od operatorow> i *, dlatego w drugim
przykladzie nawiasy sa niezbedne. Zauwazmy, ze identyfikatet nie jest nazwa typu
— jest unarnym operatorem, za pomoca ktérego mozna twanagwy typow, takie jak
int list, (int -> int) list itp.

Typem rekordu{l; = e1, ..., I =e}jest{ly : 61, ...l : on}, gdzieg : ai, Np.:

{re=1.5, im=3.5} : {re:real, im:real}
{dzien=22, miesiac=1, rok=1969} : {dzien:int, miesiac:int, rok:int}
{marka="fiat", cena=2300} : {marka:string, cena:int}

9.1.2. Nadawanie nazw typom danych

W SML-u dowolnej wartéci mozna nadanazwe (,,drugie imie”) za pomoca deklaraeiil.
Podobnie mozna nazywdypy. Stuzy do tego tzwiiegeneratywna deklaracja tygostaci

typea T =¢

w ktéreja jest opcjonalnym ciagiem parami réznych zmiennych typowych (o zmiennych ty-
powych méwimy w podrozdziale 9.3) oddzielonych przecinkami i ujetych w nawiasy (je
jest to pojedyncza zmienna, nawiasy moznasgji), T jest identyfikatorem, a — wyra-
zeniem typowym. Wszystkie zmienne typowe wystepujace w wyrazemiuusza wystajgi

w ciagua. Dla przyktadu
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type weight = int

type coord = int * int
type translation = coord -> coord
type ’a epi = ’a -> ’a

type (’a,’b) map = ’a -> ’b
type (’a,’b) prod = {x:’a, y:’b}

Whprowadzonych w ten spos6b nazw typoéw mozemy uzywgrogramach we wszelkich
kontekstach, gdzie moze pojansie wyrazenie typowe. Dzieki temu programy staja sie
bardziej czytelne. Jezeli na przyktad punkt na ptaszczyznie reprezentujemy w postaci pal
liczb catkowitych i chcemy zaprogramo@gednoktadnét o skali2.0 i srodku w punkcie
(0.0,0.0), mozemy napisa

- type point = real * real

= fun zoom ((x,y) : point) : point = (2.0 * x, 2.0 * y);
type point = real * real

val zoom = fn : point -> point

W odpowiedzi system potwierdza, ze tgpint znaczy dla niego to samo, e@al*real

i, skoro jawnie tego zazaday, uzywa nazwyoint wypisujac typ funkcjizoom. Dzigki

temu jej typ niesie ze soba duzo wiecej informacji na temat jej zamierzonego dziatania ni:
anonimowe wyrazenieeal * real -> real * real.

Deklaracjatype nie definiujenowego typu, wprowadza jedynie nowa nazwe dla typu juz
istniejacego. Zgodnie z zasada przezrocAathkazde wystapienie nowej nazwy typu mozna
zastapt wyrazeniem z nim zwiazanym (i odwrotnie). System uzywa nazwy typu tylko tam,
gdzie tego jawnie zazadamy:

- val pl = (1.0,1.0);

val pl = (1.0,1.0) : real * real
- val p2 : point = (1.0,1.0);
val p2 = (1.0,1.0) : point

- zoom pl;

val it = (2.0,2.0) : real * real
- zoom p2;

val it = (2.0,2.0) : real * real

9.2. Rekonstrukcja typow

W starszych jezykach programowania (np. w Pascalu) typy musza wystepapiicite w
programie. Kazda zmienna, wastp funkcja itp. musi mié jawnie podany typ. Zadaniem
kompilatora takiego jezyka jest jedynie sprawdzenie, czy typy podane przez programist
sa poprawne. Jest to tzkontrola typéw(ang.type checking Wiele nowoczesnych jezy-
kow zwalnia programiste z konieczsm podawania typow. Wowczas kompilator musi je
odtworzyt analizujac program, tj. dokobaekonstrukcji typéw(ang.type reconstruction
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Nieobecn&t typow w telécie programu nie oznacza, ze kompilator nie wykrywa btedow
typowych. Typy te wystepuja w programimplicite. Rozwazmy na przyktad program w
SML-u:

fun f x = x + 1

Mozemy przeprowadzinastepujace rozumowanie: poniewaz vitigunkcji do zmiennej
x dodaje sige stald, to x musi byt typu int, podobnie jak cale wyrazenie + 1. Zatem
f : int -> int. Typ funkcji £ mozna wiec odtworzy, mimo iz nie jest on podargxpli-
citew programie.

Poniewaz niemal kazda walfow programie ma jednoznacznie o&leny typ (wyjat-
kiem jest kilka statych i operatoréw przeciazonych), to kompilator stosujac opisane w pod
rozdziale 9.1.1 reguty przypisywania typéw wyrazeniom potrafi sam odtvadicty typ i
programista jawnie nie musi go podawa

W SML-u po dowolnym wyrazeniu w programie i po dowolnym wzorcu mozna napisa
tzw. zawezenie typ(ang.type constrainy, tj. dwukropek: i wyrazenie typowe, np.:

(1) fun f (x:int) = x+1
(2) fun f x :int = floor x
(3) fun f x = (x:int) + 1
(4) fun f x = x+1 :int

Kompilator sprawdzi, czy wyznaczony przéztyp zgadza sie z podanym zawezeniem. W
deklaracji (2) zawezenie typu jnt” dotyczy wyniku funkciji, nie jej argumenta. W SML-
u mozemy wiec typow nie podawavcale:

fun f x = x + 1
lub tez np. pisatak, jak w Pascalu:
fun £ (x : int) : int = x + 1

W obu przypadkach kompilator sam wyznaczy typy wystepujacych w programie obiektow
W drugim przypadku sprawdzi dodatkowo, czy podane przez programiste zawezenia zg
dzaja sie z typami zrekonstruowanymi. Taki mechanizm rekonstrukcji typéw, zemsgy
sciowa rekonstrukcja typéyang.partial type reconstructionwystepuje w wielu nowocze-
snych jezykach programowania (Haskell, Concurrent Clean itp). Zwalnia on programiste :
konieczn&ci zmudnego wypisywania typOw w programie, przez co program staje sie krot-
szy i czytelniejszy, chb pozwala na ich podanie tam, gdzie programista uzna to za wia-
sciwe (w celu np. lepszego udokumentowania programu lub wymuszenia typu innego ni
wyznaczony przez kompilator, o czym jest mowa w nastepnym podrozdziale). Uzywany po
wszechnie algorytm rekonstrukcji typow, tzalgorytmW zostat wynaleziony przez Robina
Milnera [38, 115] (por. podrozdziat 9.4).

9.3. Polimorfizm

Do uzupehienia: TresC tego podrozdziatu jest jedynie naszkicowana i wymaga rozszerze-
nia o dalsze przyktady i komentarze.



170 9.3. Polimorfizm

9.3.1. Polimorfizm parametryczny
Rozwazmy funkcje identyczi$ei w SML-u:
fun Id x = x

Jaki typ powinien wyznacZykompilator dla funkcjiid? Moze ona mietyp int -> int,

bool -> booliogdlniejo -> o, dladowolnegdypuo, bowiem dla wartécikazdegdypu
umiemy wygenerow@ kod wynikowy funkcji, ktéra pobiera argument tego typu i zwraca
go w wyniku. Organizujac odpowiednio reprezentacje danych w pamieci maszyny mozem
wygenerowa jeden wspolnkod wynikowy dla funkcjild, dobry dla argumentéw kazdego
typu. Zamiast wigc definiowiaszereg funkcji

fun intId (x : int) : int = x
fun boolId (x : bool) : bool = x
fun intListId (x : int list) : int list = x

chcielibysmy zdefiniowa tylko jedna funkcjeld i umiet opisa jej typ. Kazdy typ postaci

o -> g, gdzieos jest dowolnym typem jest dobrym typem dia i odwrotnie, kazdy ade-
kwatny typ dla funkcjitd musi byt tej postaci. Wygodnie jest zatem rozszérnptacje
dla wyrazé typowych tak, by mdc napisaze typem funkcjild jesta -> «, gdziea nie
jest nazwa konkretnego typu, tyllemienngprzebiegajaca wszystkie mozliwe typy. Dlatego
chcialoby sig napi€ald : a -> a. W tym celu wprowadzono do systemu typow SML-a
zmienne typowe]j. zmienne przebiegajace typy), ktére moga wystefowavyrazeniach
typowych. Poniewaz w kodzie ASCII nie ma greckich liter, przyjeto oznajzaizywajac
matych liter z poczatku alfabetu, poprzedzonych apostrofein’b, ’ c itd. Identyfikator’ a
czesto czyta sie ,alfa”, ab — ,beta”. Na papierze korzysta sie z obu notaajz@miast’ a),

a czasem tez pisze matematyczna strzatkg Zamiast->. Wracajac do naszego przykiadu,
kompilator odpowiada:

- fun id x = x;
val id = fn : ’a -> ’a

wskazujac, ze funkcjad bierze argument dowolnego typud i zwraca wart&¢ tego samego
typu. Funkcjeld mozemy teraz zaaplikowazaréwno do warteci typuint jak i bool:

- id 1;

val it = 1 : int

- id true;

val it = true : bool

a nawet do samej siebie:

- id id;
val it = fn : ’a -> ’a
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W ostatnim przypadku, skordd jest typu ’a -> ’a, to w szczegolnsci jest tez typu
(’a -> ’a) -> (’a -> ’a), bo skoro jest funkcja, ktora bierze argument dowolnego
typu i zwraca wartst tego samego typu, to w szczeg@nabjest funkcja ktéra bierze funkcije
ktéra bierze argument dowolnego typu i zwraca walrtiego samego typu jako argument i
zwraca wynik tego samego typiid moze by zatem zaaplikowana do funkcji ktéra bierze
argument dowolnego typu i zwraca wasttdego samego typu, tj. do samej siebie. W wyniku
dostajemy funkcje ktéra bierze argument dowolnego typu i zwraca $atégo samego
typu, tj. funkcje typu’a -> ’a.

Polimorfizm parametryczny pojawia sie wéwczas, gdy funkcja nie wnika w strukture
swojego argumentu. Jego typ, podobnie jak i warf®sa wiec nieistotne i moga bydo-
wolne. Dlatego, w odrdznieniu od przeciazania (zob. podrozdziat 9.3.2), w ktorgai tre
funkcji dla réznych typoéw nie musza bye soba zwiazane, w przypadku polimorfizmu pa-
rametrycznego kod funkcji jest jeden, przetwarza jedynie ,niedospecyfikowane"segarto

Typ zawierajacy zmienne nazywarpglimorficznymtyp nie zawierajacy zmiennych —
monomorficznymMNartdsci polimorficzne (tj. bedace polimorficznego typu) pojawiaja sie w
programowaniu funkcjonalnym na kazdym kroku. M. in. dzigki nim programy w SML-u sa
znacznie krétsze od ich pascalowych czy C-owych odpowiednikéw: ten sam fragment kod
moze by wykorzystywany w roznych kontekstach i do r6znych celéw. Np. funkcja sortujaca
listy moze mi€ typ:

sort : (a * ’a -> bool) -> ’a list -> ’a list

i braC jako parametr binarna relacje poréwnujaca elementy tygpu zwraca& w wyniku
konkretna funkcje sortujaca listy elementéw typa. Dzieki temu raz napisany program
moze by uzywany do sortowania list dowolnego typu, a jedn&cze zachowana jest petna
kontrola typéw (por. rozwiazania tego problemu w bibliotekach Pascala lub C, ktére polegaj:
zwykle na wytaczeniu kontroli typow i oszukaniu kompilatora).

Idea polimorfizmu parametryczne@wietnie wspéitgra z mechanizmem rekonstrukcji
typéw. Jednak w jezyku typowanyexplicitepolimorfizm parametryczny réwniez jest moz-
liwy. Przyktadem sa&zablonyang.templateyw jezyku C++. Mozna w nim bowiem napisa
deklaracje postaci

template <class T>
T Id (T x) {
return Xx;

}
kt6éra definiuje szablon, opisujacy klase funkcji

int Id (int x) { return x; }
float Id (float x) { return x; }
char* Id (char* x) { return x; }

O tym, ktéra z tych funkcji zostanie uzyta, decyduje kontekst, tj. typ argumentu faktycznegc
funkciji Id. Jednak, w odréznieniu od SML-a, dla kazdego typu jest generoasatynykod
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wynikowy. Szablony oszczedzaja wiec miejsce w kodzie zrédtowym, jednak nie w pliku wy-
nikowym. Szablonu nie mozna tez skompildwaidostepnia w bibliotece. Mozna jedynie
udostepnia jego kod zrédtowy kompilowany za kazdym razem, gdy z niego korzystamy.
Szablony w C++ sa wiec w zasadzie namiastka polimorfizmu parametrycznego.

Polimorfizm parametryczny a skutki uboczne. Polimorfizm parametryczny jest ddsy
trudno pogod4 w jednym jezyku z wystepowaniem skutkéw ubocznych, czyli z programo-
waniem imperatywnym.

Przyktad 9.1. Rozwazmy nastepujace deklaracje w SML-u:

val x = ref []

fun f y =y + hd(!x)
val _ = x := [true]
val =f1

Skoro[] : a list,tox : (a list) ref (tj. x jest wskaznikiem do listy elementéw dowol-
nego typu). W takim razi€ : int — int. Skorox : (a 1list) ref, to w szczegOIngci
mozna mu przypidaliste [true]. Ale wowczas podczas poprawnego typowo wywotania
£ 1 dojdzie do prdby obliczenia wyrazenia+r true, ktore jest pozbawione sensu.

W kazdym jezyku, ktory posiada polimorficzne konstrukcje imperatywne na system ty-
péw narzuca sie pewne dodatkowe ograniczenia. RozWwigesa wiele a ich opis wykracza
poza ramy biezacego wyktadu. Powiemy jedynie, ze w obecnej definicji jezyka Standart
ML przyjeto tzw. regute ograniczenia polimorfizmu do wast (ang. value restriction),
ktéra powoduje, ze typy niektérych wyrdreamiast spodziewanych zmiennych typowych
zawieraja tzwatrapy typow(ang.dummy types Na przyktad w konte&cie deklaracji:

- fun f x y = x;
val £ = fn : ’a -> ’b -> ’a

dla funkcjig zadanej deklaracja
val g = £ 5

wyprowadzilibysmy typ ’a -> int. Tymczasem system odpowiada:

-val g = f 5;
Warning: type vars not generalized because of

value restriction are instantiated to dummy types (X1,X2,...)
val g = fn : 7.X1 -> int

Atrapa typu?.X1 jest stala typowa nazywajaca nie istniejacy typ. Fungajie mozna za-
aplikowat do zadnego argumentu. Rozwiazaniem tego problemu jest zdefiniowanie funkc;
g W nastepujacy sposob:

- fun g x = £ 5 x;
val g = fn : ’a -> int
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N umet
Num

WordI nt Real Int

IAVAY

Char Stri ng Word Int
EI

char strlngword |nt real

Rysunek 9.1. Klasy typéw w standard ML-u

Reguta ograniczenia polimorfizmu do wastd powoduje, ze program z przyktadu 9.1 jest
odrzucany przez kompilator:

- val x = ref [];
Warning: type vars not generalized because of
value restriction are instantiated to dummy types (X1,X2,...)
val x = ref [] : 7.X1 list ref
- fun f y =y + hd(!'x);
Error: overloaded variable not defined at type
symbol: +
type: 7.X1

9.3.2. Przeciazanie

Do uzupetnienia: Polimorfizmad hoc Operatory przeciazone w Adzie i C++. Przeciazanie
a rekonstrukcja typéw. Klasy typéw w Haskellu i Concurrent Cleanie.

Identyfikatory przeciazone w Standard ML-u. W Standard ML-u predefiniowano 12
operatoréw przeciazonych, ktérych lista znajduje sie w tablicy 9.2. Sa to jedyne operator
przeciazone, programista nie moze przedgzanych identyfikatorow. Wykorzystanie ope-
ratora przeciazonego do nazwania nowej wart@owoduje, ze przestaje ondprzecia-
zony. Standard jezyka przewiduje 9 klas typow, przedstawionych na rysunku 9.1. Kazda
pieciu klas bazowych Char, String, Word, Int i Real powinna zawiemnajmniej jeden typ
(opowiedniochar, string, word, int i real), jednak klasy te w konkretnej implementacji
moga tez zawiekainne typy (np.word32, word64 opisujace liczby catkowite bez znaku
pojedynczej i podwojnej diugwi itp).
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Prefiksowe:

abs : Reallnt— Reallnt
~ : Reallnt— Realint

Infiksowe, priorytetu 7, taczace w lewo:
div : WordInt— Wordint
mod : Wordint— WordInt
* : Num— Num
/ : Real— Real

Infiksowe, priorytetu 6, taczace w lewo:
+ : Num— Num
- : Num— Num

Infiksowe, priorytetu 4, taczace w lewo:

< : NumTxt— NumTxt
> : NumTxt— NumTxt
= : NumTxt— NumTxt
: NumTxt— NumTxt

<
>

Tablica 9.2. Identyfikatory przeciazone w Standard ML-u

9.3.3. Typy réwndsciowe w SML-u

Niektore identyfikatory w SML-u nazywaja jedna konkretna wstostalonego typu (tj. sa
monomorficzne), inne (przeciazone) nazywaja dwie lub trzy \Bartznych typbw, inne

w kohcu (polimorficzne) nazywaja cate kolekcje wa&doroznych typéw. Operatory rela-
cyjne rowndci= i roznosci <> maja specjalny status: nie mogattgolimorficzne, poniewaz
nie dla wszystkich typow daje sie olglé€ relacje rownéci: np. nie dla funkcji (problem
sprawdzenia, czy dwa algorytmy obliczaja wanotej samej funkciji jest nierozstrzygalny).
Nadto, w niezgodzie z idea polimorfizmu parametrycznego, dla kazdego typu kod funkcj
= musi by¢ inny. Z drugiej strony réown& okreslona jest dla tak wielu typéw, ze byloby
niewygodnie przeciazaidentyfikatory<> i =. Dlatego wprowadzono w SML-u specjalne
zmienne typowe, tzwzmienne rowngciowe ktdre przebiegaja jedynigpy rowndéciowe

tj. typy dla ktérych okrélono relacje réwngci. Oznacza sie je podwajajac apostrof na po-
czatku zmiennej? ’a, ’ b itd., a ha papierze pisze sie czasem A= itd. Mamy wiec:

= : ’’a *x ’’a -> bool
<> : ’’a x ’’a -> bool

Typy réwndsciowe to wszystkie typy (réwniez listy, krotki, rekordy itp.) kt6re nie zawieraja
funkcji. Kompilator odrzuci poréwnanie dwoch wastm jako niepoprawne, §i nie maja
one typow réwnéciowych:

- fun f x = [x] = nil;
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val £ = fn : ’’a -> bool
- f (fn x => x);
Error: operator and operand don’t agree [equality type required]
operator domain: ’’Z
operand: Y -> 'Y
in expression:
f (fn x => %)

Trwa ciagty spor zwolennikow i przeciwnikow uczynienia typerl typem réwnécio-
wym. Byt on typem réwnéciowym w standardzie SML'90 i w kompilatorze SML/NJ 0.93. Z
wielu (rowniez filozoficznych) powoddéw poréwnywanie wa&totypureal zostato zabro-
nione w standardzie SML'97 i w nowszych wersjach kompilatora SML/NJ. Ta decyzja jest
zgodna z norma IEEE dotyczaca maszynowej reprezentacji liczb zmiennoprzecinkowyct
Wystarczy zadakompilatorowi SML/NJ 0.93 proste pytanie:

-1.2-1.0=0.2;
val it = false : bool

by przekona sie dlaczego. Btedy zaokraglgpowoduja, ze odpowiedzi maszyny sa bez-
sensowne. Natomiast w bezbtednej arytmetyce rzeczywistej poréwnywanie jest nierozstrz
galne. Z tych samych powodow tyeal nie posiada konstruktorow, nie mozna zatem ba-
dat jego wart&ci we wzorcach. Zamiast warunki#0.0 nalezy raczej uzywawarunku
abs(x)<epsilon, gdzieepsilon jest dostatecznie mata liczba dodatnia (ng. 10). Je-

zeli nawet uzasadnimy teoretycznie, ze w pewnym procesie iteracyjnym po wykonaniu sko
czonej liczby krokéw zmienna przyjmie wart& 0, to wykonywanie iteracji tak dtugo, az
bedzie spetniony warunek0.0 moze sie ze wzgledu na btedy zaokrgghegdy nie zaka-

czyt. Lepiej woéwczas testovawarunekabs (x)<epsilon dla stosownie dobranej dodat-
niej wartcsci epsilon, tak, by wart&t bezwzgledna kazdej niezerowej watoparametru

x byla od niej wieksza. Operatory poréwnania sa zdefiniowane dla liczb rzeczywistyéh, cho
niestety ich uzycie moze prowadazio takich samych nonsensoéw:

-0.2<=1.2 -1.0;
val it = false : bool
-0.2>1.2-1.0;
val it = true : bool

Do uzupehienia:

9.3.4. Dziedziczenie

9.4. Algorytm rekonstrukcji typéw w Standard ML-u

Reguty wyprowadzania typow dla programéw w Standard ML-u zostaty nieformalnie opi-
sane w podrozdziale 9.1. Obecnie opiszemy idee algoryénhilnera rekonstrukcji ty-
péw, bedacego caegia sktadowa kazdego kompilatora jezyka Standard ML. Algorytm ten
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I = X|ylz]...

N == 0|1]2]...

E = N|true|false|Z|EH+E|(E,E)|fnI=>E|EE|
letvalZ =€ inf end | letvalrecZ =& in &€ end

V = alpflyl...

T = Vl]int|bool |7 *T |7 > T

Tablica 9.3. Sktadnia abstrakcyjna jezyka Mini-ML

zbudujemy jedynie dla niewielkiego fragmentu SML-a, ktorego skladnia abstrakcyjna jes
przedstawiona w tablicy 9.3 i ktory nazwainy Mini-ML-em. W ten sposéb wydziel8my
istotna czéc jezyka ze zbioru dziesiatkéw konstrukcji sktadniowych, ktorych opis jedynie
zaciemniatby istote algorytmu.

Programy w Mini-ML-u sa wyrazeniami nalezacymi do kategorii sktadniasvéjyra-
zenie moze by zmienna (elementem kategorii skladniogj stata catkowitoliczbowa bez
znaku (elementem kategon), stata logicznarue lub false, para(e;, ) wyraze e;

i &, abstrakcja funkcyjna, aplikacja funkcji do argumentu, wyrazeniemzawierajacym
pojedyncza definicje nierekurencyjna lub wyrazeniess zawierajacym pojedyncza defi-
nicje rekurencyjna. Wyrazenie typowe (nie wystepujace w programach, ale wypisywane
przez kompilator) moze lyzmienna typowa (elementem kategoi)i stata typowaint lub
bool, lub typem funkcyjnymy — 1, gdzieo jest typem argumentu, &a typem wyniku
funkcji.

Reguly wyprowadzania typow dla programu, kroegjuty typowanigest wygodnie opi-

s& w postaci formalnego systemu wnioskowania, tgystemu typoéwNajpierw opiszemy
najprostszy system typéw, zwanyonomorficznymNastepnie zbadamy jego wady i zdefi-
niujemy dla Mini-ML-a inny system, tzwsystem typdw z polimorfizmem parametrycznym
Bedzie on odpowiadat systemowi typow wystepujacemu w ,,prawdziwym” jezyku SML. Na
koniec rozwazymy jedno z jego rozszefizé&zw. system zekursja polimorficzna

9.4.1. Monomorficzny system typow

Na oznaczenie faktu, ze dla wyrazeeiavyprowadzilémy typr piszemy formute postaci
e : r zwanateza typowdub sadem typowyrtang.type judgemeniub typing). Méwimy
woéwczas, ze wyrazeniegposiada typr.

Opiszemy teraz zbior aksjomatéw i regut wnioskowania, za pomoca ktoérych bedziemy
udowadni& sady typowe. Jest bardzo wygodniglisystem typow jessterowany sktadnia
(ang.syntax directe} tj. taki, w ktdrym reguty wyprowadzania typéw odpowiadaja regutom
budowania wyrazew gramatyce abstrakcyjnej jezyka. Kazdej produkcji gramatyki abstrak-
cyjnej jest przyporzadkowana doktadnie jedna reguta typowania. Reguly te sa postaci: ,jeze
wyrazeniee sktada sie z podwyrabes, . . ., e, i ustalilismy, ze typem wyrazen® jestr;,
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to typem wyrazenia jest r, zbudowany z typow; w odpowiedni sposéb”. Dla przyktadu
jezeli ustalilsmy, ze wyrazenie; ma type — 7,tj. —e1 : ¢ — 1, z&b wyrazenie, jest
typuo, tj. =& : o, to wynik aplikacji funkcjie; do argument, jest typur, tj. —e1e & 7.
Dla aplikaciji funkcji do argumentu powinginy mi€ zatem w systemie typow regute (za
chwilge zobaczymy, ze w istocie jest ona nieco ogolniejsza):

Fel:o—>1 FHeio
Fee it

Poniewaz zmienne w programie mogéatdowolnego typu, pojawia sig problem, jakiej po-
staci powinien bg aksjomat dla zmiennych. MogliByny sprobowa napis& schemat ak-
sjomatu— x : ¢ dla dowolnego typw, jednak jezeli zmienna wystepuje w wyrazeniu kil-
kakrotnie, to wszystkie jej wystapienia powinny mign sam typ. W systemie typow musi
zatem istnié pewien mechanizm zapamigtywania, jakiego typu sa zmienne wystepujace v
typowanym wyrazeniu. Do tego celu stuzy tzkontekst tj. skahczony zbiér par postaci
I' = {X : oi}, gdziex; sa zmiennymi, Z&g; typami i w ktorym wszystkie zmienng sa
parami rozne. Napi§, X : ¢ oznacza kontekst U {x : ¢}. Nawiasy{} czesto pomijamy,
zapisujac kontekst jako ciag oddzielonych przecinkami zadgpowych. Tezy systemu
typdw sa postacl” + e : o, co znaczy ,jezeli zmienne maja takie typy, jak podano w
kontelscie T, to wyrazeniee (zawierajace wolne wystapienia tych zmiennych) madyp
Zamiasty e : o pisze sig— e : ¢. Jak zaraz zobaczymy, tezy takiej postaci sa wyprowa-
dzalne w systemie jedynie dla wyrdze nie zawierajacych zmiennych wolnych. Aksjomat
dla zmiennych ma posta

I''X:oFX:.0o

co znaczy ,jsli przyjelismy (zatozylsmy), ze typem zmiennegj jests, to typem zmiennej
X jesta”. Aksjomat ten pozwala skorzystabyt moze wielokrotnie) z zatozenia na temat
typu zmienneik. Poniewaz w kontedcie nie moze istniewiecej niz jedno zatozenie o typie
tej samej zmiennej, kontekst przechowuje jednoznaczna informacje o typie kazdej zmienn
wolnej wystepujacej w typowanym wyrazeniu. Reguta typowania aplikacji ma w naszym
systemie typéw posta

I'Fe1io—>17 T'He o

I'Fee:t

Zauwazmy, ze w obu przestankach oraz w konkluzji reguty wystemnesamkontekst.
Dzieki temu kazde wystapienie tej samej zmiennej bedzi€ mieypisany ten sam typ, np.:

X :int, f : int - (int — bool) ~ f : int — (int — bool) X :int,...HX:int
X :int, f : int = (int — bool) F f X : int — bool
X :int, f @ int > (int — bool) F (f X) X : bool

gdzie, z braku miejsca, nie wypisainy catego kontekstu w jednym z aksjomatow.
Poniewaz typ statych logicznych i liczbowych jest ustalony i nie zalezy od kontekstu,

system typéw zawiera aksjomaly - true : bool, I'  false : bool, I' 0 : int,

I' =1 : int, itd. Dla przyktadu, aksjomaf ~ 2 : int mowi, ze ,niezaleznie od tego,
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I'c:int I' =true : bool I' -false : bool
I''X:oke:.r I'Fegio—>1t THe 1
I''X:oFX:.0o I'HFfnx=>e.o > 1 I'Hee it
I'He:int T'He:int I'Fe1:0 I',X:0Fe:1
I'e1+e:int I'Hletval X =€ ineend .t
I'terio ThHe 1t I'x:okFe:0 I'X.obe 1
'-(e,e):0 %1 I'HletvalrecX=¢€ ine&end:. 7t

Tablica 9.4. Monomorficzny system typéw dla Mini-ML-a

jakie zatozenia poczyn8imy o typach zmiennych wystepujacych w programie, stata 2 ma
typ int”.

Peten zestaw aksjomatéw i regut wnioskowania monomorficznego systemu typow dl:
Mini-ML-a jest przedstawiony w tablicy 9.4. Reguty typowania sumy wyrgeary nie
wymagaja obszernego komentarza. Pierwsza z nich mowiSkengrazeniae; i e maja
typ int, wéwczas wyrazenie; + e jest poprawne (w sensie kontroli typéw) i rowniez ma
typ int. Poniewaz jest to jedyna reguta, za pomoca ktérej mozna otypsume wyraze,
jesli dla ktéregé z wyrazé nie da sie wyprowadgitypu int, to nie istniejezaden dowdd,
ktory w konkluzji mialby teze postadi e : o dlazadnegdontekstul' i zadnegdypuo.

Dla przyktadu nie istnieje zadna taka teza dla wyrazenia 1 + true. Na tym polega
kontrola poprawnsci programu: kompilator odrzuca wyrazefii¢ true jako niepoprawne,
poniewaz nie potrafi wyprowadzila niego zadnego typu:

- 1+true;
Error: operator and operand don’t agree [literall
operator domain: int * int
operand: int * bool
in expression:
1 + true

Podobnie dla wyrazeni@;, e2) mozna wyprowadzitype * 7 wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wyrazeniae; mozna wyprowadzityp o, z& dla wyrazenia typ . Reguta

I''x:oFe:zr
I'Hfax=>e.o0 >

typowania abstrakcji funkcyjnej mowi, ze jezeli wyrazeeiena typ «r przy zatozeniu, ze
wystepujaca w nim zmienna ma typo, to funkcjafn x => e przyporzadkowujaca argu-
mentowix wynik e ma type — t. Zmiennax nie ma wolnych wystapfew wyrazeniu

fn X => €, opisujac jego typ nie musimy zatem zaktadaczego o jej typie. Dlatego kon-
tekst konkluzji reguly typowania aplikacji rozni sie od kontekstu jej przestanki tym, ze nie
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zawiera zalozenia o typie zmiennejW ,0szczednym” dowodzie kontekst zawiera wylacz-
nie zatozenia o typach zmiennych, ktére maja wolne wystapienia w typowanym wyrazeniu
Kompletny poprawny program nie zawiera zmiennych wolnych (w przeciwnym razie po-
jawia sie btad kompilacji ,niezadeklarowany identyfikator”)sligest wiec poprawny pod
wzgledem typdéw, to mozna dla niego wyprowdtigze typowa z pustym kontekstem.
Poniewaz zatozylimy, ze kontekst nie moze zawiérdwoch zatoze o tej samej zmien-
nej, zadne wiazace wystapienie zmiennej nie moze wystepavzasiegu innego wiazacego
wystapienia tej samej zmiennej, np. wyrazefiex => fn X => X, cha poprawne, ,hie
pasuje” do naszego systemu. Zaktadamy, ze w takich sytuacjach bedziemy dokamyera
mianowania zmiennych i wyprowadz#yp dla wyrazenia, w ktérym wszystkie zmienne sa
rozne, np. dlan x => fn y => y. W kompilatorach kontekst zwykle reprezentuje sig nie
jako zbidr, tylko stos, na ktéry odktadane sa zatozenia typowe w takiej samej katgjmo
jakiej miejsca wiazania zmiennych sa zagniezdzone w drzewie rozbioru programu. Wow
czas mozna dofseic przestanianie zmiennyclk programie, poniewaz zatozenie typowe o
danej zmiennej wyszukuje sie poczawszy od wierzchotka stosu i kolejne zalozenia typow
o0 tej samej zmiennej przestaniaja poprzednie w takiej samej k&ejne jakiej miejsca
wiazania zmiennej wystepuja w programie.
Reguty typowania obu wersji wyrazeriat rowniez sa dosynaturalne. W regule

I'Fer:o I'X:0oFe:t
I'Hletval X =€ ineend .1

wyrazeniee, moze zawiera wolne wystapienia zmiennej. Znaczenie catlego wyrazenia
let jest takie, jak gdybymy wstawili w wyrazenive, w miejsce kazdego wystapienia
zmiennejx wyrazeniee;:

(letval X =€ ine end) = e[x/&]

Zatem jezeli dla wyrazenieg wyprowadzilmy typo i przy zatozeniu, ze zmienna ma
wiaSnie ten typr wyprowadzimy dla wyrazeniep typ 7, to cate wyrazeni@et réwniez ma
typ . Dla przyktadu

yiintkFy:int y:!intkYy:int Yy:!int,X:intkX:int ...X:!inthkX:!int
yiintHy+4y:int y :int, X :int (X, X) : int * int
y:intFHletval X =y + Yy in (X, X) end : int * int

Wyrazenie
let val X = €1 in & end

mozna rozwazajako skrét notacyjny dla wyrazenia
(fnx=>e)e

(jest to tzw.ttumaczenie Landinf87]). Regute typowania tego wyrazenia mozna wigc row-
niez wyprowadz#t z reguty typowania abstrakcji funkcyjnej.
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Jezeli w wyrazeniu
let val rec X = €1 in & end

wartcst x jest zdefiniowana rekurencyjnie, to nie tylko wyrazesielecz réwnieze; moze
zawier& wolne wystapienia zmiennej Aby wiec dato sie wyprowadgityp wyrazeniae;
nalezy uprzednio zristyp zmiennek, ale jest on taki sam, jak wyrazerég jest ona bowiem
jego nazwa. Zatem rowniez w regule typowania pojawia sie rekursja i pierwsza przestank
tej reguty ma posta

I''X:obFe .o

(,dla e mozna wyprowadZzityp ¢ przy zatozeniu, ze zmiennama taki sam typ”).

9.4.2. Wyprowadzanie typow a unifikacja

Zauwazmy, ze typy sa termami nad jednogatunkowa sygnatura zawierajacanstat®ol

oraz dwa binarne symbole funkcyjre i *, zmiennymi sa Zau, £, . . .. Reguty typowania
zadaja pewne zalezgo miedzy typami wyrazei typami ich podwyraze. Zatézmy, ze za-
mierzamy wyznaczZytyp pewnego wyrazenia Z kazdym jego podwyrazeniem r6znym od
statej i zmiennej (z kazdym wierzchotkiem jego abstrakcyjnego drzewa rozbioru nie beda
cym lisciem) zwiazujemy zmienna typowg. Osobne zmienne typows,, ay, itd. zwiazu-
jemy z wszystkimi zmiennymx, y itd. wystepujacymi w programie. Ze stalymi&awia-
zujemy ich state typowent i bool. Dla kazdego podwyrazeng wyrazeniae napiszemy
réwnania postack = r, gdzies i ¢ sa typami, takie, ze @i z wyrazeniamie, e I &
zwiazalsmy zmienne typowe;, a; i ak oraz wyrazenie jest postaci:

e & = €] + &, to réwnaniami tymi s@; = int, aj = int i ax = int;

& = (gj, &), to rownaniem tym jest; = aj * ok;

g = (fn X => g;), to rownaniem tym jest; = oy > aj (ax jest zmienna typowa
zwiazana ze zmienng);

& = €&, to rownaniem tym jest| = ax — ai;
e § = (let val X = €j in & end) lub g = (let val rec X = € in & end), t0
réwnaniami tymi saux = aj i oi = ax.
Twierdzenie 9.2. Opisany wyzej uktad rowrfaposiada unifikatof (por. podrozdziat 8.2)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla wyrazeniea mozna znalez pewien kontekst' i typ o, takie,

byT e : o. Niechxy,..., X, beda zmiennymi wolnymi wystepujacymi w wyrazergu
Wowczas jéli istnieje unifikato opisanego wyzej ukiadu, to

X1 :ax0, ..., % ox,0—e: a0

gdzieay, sa zmiennymi typowymi zwiazanymi ze zmiennyrj z&s o1 jest zmienna zwia-
zana z calym wyrazeniem
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Prosty dowdd tego twierdzenia mozna przeprowagzizez indukcje wzgledem struktury
wyrazeniae;. Wyprowadzanie typoéw w systemie monomorficznym sprowa&iniji wiec do
zagadnienia unifikacji terméw.

Poniewaz \&rod unifikatoréw uktadu réwreistnieje unifikator najbardziej ogoiny, réw-
niez wsrod tez typowycH' + e : ¢, dotyczacych ustalonego wyrazemigjesli ich zbior
jest niepusty, istnieje teza najbardziej ogélna, zwaaza gtéwngang.principal typing. W
szczegolnéci dla wyrazeni& nie zawierajacego zmiennych wolnych§ligoosiada ono typ,
to posiada onmajbardziej ogolny ty@r, zwanytypem gtéwnynfang.principal typg, taki,
ze jesli e : 7 dla pewnego typu, to istnieje podstawieni@, takie zer = 6. Najbardziej
0g0lny typ opisuje wiec wszystkie mozliwe typy wyrazenia. Na przyktad typami wyrazenia
fn X => X saint — int, bool — bool, a — «, (int = a) = (int — «) itd. Najogol-
niejszym typem jest — «. Kazdy typ wyrazenign X => X mozna otrzyméa podstawiajac
w typiea — a pewien type w miejsce zmiennej.

Przyktad 9.3. Wyprowadzimy typ gtéwny wyrazenia
e = (@Enx=>fny=>(yx Xx))(2+3)
Rozbijajac wyrazenie; na podwyrazenia mamy
= 663
= fnX=>¢e
= 243
= fn y => es
= (&,X%)
= yX
Z kazdym podwyrazeniem zwiazujemy zmienna typowa , dlai =1, ..., 6, ze zmienna

X zwiazujemy zmienna typoway, a ze zmienng zmiennaay. Zgodnie z opisanym wyzej
algorytmem budowania uktadu rowmanamy:

EUR B G

a2 ; a3 — 01
a2 =? ax — 04
a3 = int

int = int

int = int
a4 = 0y — 05
as = ae * Ox
ay = ax — ap

Najogdlniejszym unifikatorem tego uktadu jest

0 =[ar / (int > ag) — (ap * int),
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oo int — (int — ag) — (a *int),

a3 int,
o4 (int — ap) — (ap * int),
o5 ae * int,

Ox iIlt,

~ S S S~~~

ay int - ag]

zatem

(int — ag) — (0 * int)

int = (int = ag) — (0 *int)
int

(int = ap) — (ap * int)

ae * int

a6

int

< x & PLHOPO

int — ae

W szczegblnsci typem gtéwnym wyrazenie jest(int — a) — (a * int).

9.4.3. Algorytm rekonstrukcji typoéw w systemie monomorficznym

Algorytm opisany w poprzednim podrozdziale ma wielkie znaczenie teoretyczne — po-
kazuje, ze zadanie rekonstrukcji typéw jest nie trudniejsze od zadania unifikacji. Pozwal,
ponadto tatwo udowodaiwiele wtasn&ci monomorficznego systemu typdéw, np. twierdze-
nie o istnieniu typu gtéwnego. W praktycznych zastosowaniach bytby jednak nieporeczny
wymaga bowiem utworzenia uktadu réwna rozmiarze poréwnywalnym z rozmiarem ca-
tego programu. Do zastosofvgraktycznych w kompilatorach wygodniejszy bytby algo-
rytm, ktory analizuje program fragment po fragmencie, przechodzac przez jego abstrakcyjr
drzewo rozbioru. W trakcie pracy takiego algorytmu gromadzi sie pewna ,wiedza” na tema
typéw zmiennych wystepujacych w analizowanym programie. Przyjmijmy, ze wiedza ta jes
opisana za pomoca pewnego kontelstikontekst ten bedzie zawierat wszystkie zmienne,
ktére maja wolne wystapienia w wyrazereu tylko te. Algorytm rekonstrukcji typéw jako
dane wejciowe otrzymuje kontekst i wyrazeniee, ktérego typ ma wyznaczy Ma roz-
wiaze zadanie: ,wyznacz typ wyrazen@przy zatozeniu, ze typy wystepujacych w nim
zmiennych sa ukonkretnieniami typéw podanych w kogteikI™. Wyznaczenie typu wy-
razenia moze pociagbaa soba ujawnienie dodatkowych zalezciomiedzy typami, nie
uwzglednionych w kontedcieI'. Dlatego wynikiem pracy algorytmu nie bedzie tylko wy-
prowadzony typ wyrazenia, lecz para zlozona z podstawienia i typu. Podstawienie to bedz
ze soba niosto te dodatkowa informacje o zaléoiech miedzy typami. Algorytm opiszemy
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podajac zestaw réwisgi postaci
WT,e) = (0,0)

Przyktad 9.4. NiechT' = {f : bool — int,X : a}i e = fx. Typ wyrazeniae po-
winien byt taki sam, jak typ wyniku funkcjif, narzuconego przez kontekst czyli int.
Ponadto analiza wyrazengadostarcza dodatkowej informacji: typem zmienrejusi byt
bool, zeby wyrazenie miato typ. Zatem za zmienna typowanalezy podstavii bool i
ostatecznie

W({f :bool — int,X:a}, fX) = ([a/bool],int)

Opisywany algorytm jest przedstawiony w tablicy 9.5 na nastepnej stronie. Jest on zdef
niowany rekurencyjnie wzgledem struktury analizowanego programu. Dla kazdej produkcj
gramatyki abstrakcyjnej jezyka (dla kazdej reguty typowania) mamy odpowiednia regute po
staciW(T', ) = (¢, o). Dla podstawienid i kontekstul’ = {X1 : 01, ..., Xy : on} napisI’'é
oznacza kontekgiy : 10, ..., Xn : opf}, Z&T(X) = o, jezeli(x : o) € T.

Jezeli wyrazenie jest stala liczbowa, to jego typem jeisit w kazdym kontekcieT .
Analiza tego wyrazenia nie dostarcza zadnych dodatkowych wiasldinma temat zalez-
nosci pomiedzy typami wystepujacymi w programie, dlatego wynikowym podstawieniem
bedzie podstawienie identycZ&wmowe[]. Podobnie jezeli wyrazenie jest stata logiczna
true lub false, wynikiem pracy algorytmu jest para ztozona z podstawienia identyczno-
§ciowego i typwbool. Jezeli analizowane wyrazenie jest zmienna, to jego najbardziej ogélny
typ jest typem, ktdry zmiennej narzuca kontekdt. Tutaj tez nie otrzymujemy dodatkowej
informacji o typach zmiennych, wiec wynikowym podstawieniem befjzie

Typem wyrazenia; + e, jesli posiada ono typ, jesint. Aby jednak stwierdd, czy
posiada ono typ i jakie zalez&o miedzy typami implikuje fakt, ze wyrazenéa i e sa do
siebie dodane musimy najpierw wyznaczypy wyrazé e; i e;. Nastepnie typy te powinno
udet sie zunifikow& z typemint. J&li te trzy kroki przebiegna pon$inie, otrzymujemy
trzy podstawieni#n, 62 i 63, ktére ztozone ze soba daja podstawienie wynikowe.

Przyktad 9.5. NiechT" = {Xx : a,y : B}. Rozwazmy wyrazeni@ = X + y. Mamy
W(T,x) = (], a) orazW(I'[],y = ([, ). Zauwazmy, ze do typowania drugiego wyra-
zenia uzywamy kontekstli na ktéry natlozylkmy podstawienie wyliczone w pierwszym
kroku (w naszym przypadku identycZmowe). Poniewaz m@a = int, 8 = int) =
[a/int, f/int], to

W({x:a,y: B}, x+Yy) = (a/int, f/int], int)

Aby wyznaczyg typ wyrazeniafn X => €, musimy wpierw wyznacZytyp wyrazenie.
Posiada ono jednak dodatkowa zmienna wolnBo kontekstu™ powinnismy zatem doda
zalozenie o typie tej zmiennej. Poniewaz moze oa tigwolny, wybieramy nowa zmienna
typowa s, nie wystepujaca w kontékieT i do kontekstul” dodajemy zatozenig : f. W
tak otrzymanym kontedcie wyznaczamy typ wyrazen& Wynikiem pracy algorytmu jest
para ztozona z pewnego podstawiefiiatypu o . Podstawieni@ prawdopodobnie narzuca
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W(T, ¢) = (], int), jesli ¢ jest stata liczbowa
W(T, true) = ([], bool)
W(T, false) = ([], bool)
W(T, x) = (I, I'(x))

W(T, e; + &) = niech(61, o1) = W(T, 1)
(02, 02) = W(I'01, &)
603 = mgu{o1 = int, o2 = int}
jezelifs nie istnieje,
to wystepuje btad typowy,
W p.p. wynikiem jest(61 6203, int)

W(T, (€1, €2)) = niech(01, a1) = W(T', &1)
(02, 02) = W(I'61, €2)
wynikiem jest(6102, 61602 * ¢2)

W(T, fn X => €) = niechf = nowa zmienna
(0,0) =W(I'U{x: B}, e
wynikiem jest(9, 60 — o)

W(T', e1e2) = niechf = nowa zmienna
(01, 01) = W(T', 1)
(02, 02) = W(I'61, €2)
03 = mgu{o1, 02 — S}
jezelif3 nie istnieje,
to wystepuje btad typowy,
w p.p. wynikiem jest(6160203, £03)

W(T, let val X = €1 in & end) = niech(#1, 61) = W(T, 1)
(02, 02) = W('01 U {X : 01}, €)
wynikiem jest(6162, 02)

W(T, let val rec X = €] in € end) = niechf = nowa zmienna
(61, 01) = W(" U {x: B}, e1)
62 = mguoa, Bo1)
jezelify nie istnieje,
to wystepuje btad typowy, w p.p. niech
(03, 02) = W(I'61602 U {X : 6162}, &)
wynikiem jest(610203, a2)

Tablica 9.5. Algorytm rekonstrukcji typéw w systemie monomorficznym
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pewne ograniczenia na typ zmiennegjej typem jest wiegs6. Typem wyrazenidgn X => e
jest zatemBd — o. Dla pozostatych konstrukcji sktadniowych jezyka Mini-ML algorytm
dziata podobnie.

Aby wyznaczy teze gtéwna dla wyrazen& budujemy kontekst

I'={X1:a1,...,%:an}

gdziea; sa parami réznymi zmiennymi typowymi, zawierajacy zatozenia typowe o wszyst-
kich zmiennych majacych wolne wystapienia w wyrazemiwbliczamy (9, ¢) = W(T, e).
Jezeli algorytm zakimczy sie pomglnie (nie przerwie oblicZez komunikatem o btedzie),

to tezal'd e : o jest teza gtéwna dla wyrazen@a W szczegélnsci aby wyznacz§ typ
gtdwny programte (program nie zawiera zmiennych wolnych) uruchamiamy algorytm dla
pustego kontekstli = @ i wyrazeniae. Otrzymujemy pewne podstawiertié typ o. Typem
gtdwnym programe jesto .

9.4.4. System typowania z polimorfizmem parametrycznym

Idea polimorfizmu polega na zatozeniu, ze r6zne wystapienia tej samej zmiernyrsj sa-
mym wyrazeniumoga mi& rézne typy. W systemie monomorficznym funkefi x => x
mozemy przypisa zaréwno typint — int jak i bool — bool a nawet jej typ gidwny
o — a. Jednak j8li nadamy jej nazwe, npf w wyrazeniulet, to kazde wystapienie
zmiennej f w treSci wyrazenialet musi mie€ taki samtyp. Istotnie, typy zmiennych sa
jednoznacznie zadane przez kontekst. Dlatego wyrazenie

letval f =fnXx=>Xxin (f 1, f true) end

nie posiadaw systemie monomorficznym typu! Istotnie, wymaga on, by raz wyznaczony
typ funkcji f byt dobry tak dla wyrazenid 1, jak i dla f true. Jezeli dlaf wyznaczymy

typ int — int, wyrazenief true bedzie niepoprawne, podobniaijedla f wyznaczymy

typ bool — bool, wyrazenief 1 bedzie niepoprawne. Chcielibmy dlaf wyznaczy jej

typ gtéwnya — a, jednak w kontekcie{f : « — a} oba wyrazeniaf 1 oraz f true

sa hiepoprawne, wymagaja one bowiem bdby miata typ odpowiednidnt — int i
bool — bool. Wszystkiemu winien jest aksjomat

I''X.:oFX:0o

ktory wymusza, by kazde wystapienie zmienrgjniato ten sam typco typ wymieniony
w kontelscie. Wolelibysmy, by typ zmiennek po prawej stronie znakb- (typ jej ustalo-
nego wystapienia w wyrazeniu) byt ukonkretnieniem typu wystepujacego w k&oiggkak
bysmy mogli napisa

f:a > akf:int — int

Aksjomat dla zmiennej mogtby méawiec posta

Ix:okXx:06 (9.1)
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gdzied jest dowolnym podstawieniem. Korzystajac z tego aksjomatu mdtiyynapisa
fia—>akf:(a— a)a/int]
Przyktad 9.6. Korzystajac z aksjomatu (9.1) udowodnimy, ze wyrazenie
letval f =fnx=>Xxin (f 1, f true) end

posiada typint * bool. Istotnie, mozemy przeprowadanastepujace wnioskowanie:

firao>abf:int—>int f:a—>ab1:int
XaFX a fra—>abkf1:int (%)
Ffax=>X:a > «a fioa—> ak(f1,ftrue):int * bool
Fletval f =fnXx=>Xin (f 1, f true) end : int * bool

w ktérym dowdd(x*) jest z braku miejsca przedstawiony ponizej:

f:a—>akf:bool > bool f:a— altrue:bool
f:oa— abk f true:bool

Niestety aksjomat (9.1) moze prowadzio niedorzeczr&zi. Kontekst{x : o,y : a}
moéwi, ze typy zmiennyclx i y sa takie same. Jezeli skorzystamy z aksjomatu (9.1) i napi-
szemy

Xla,y:akFX:int

to otrzymamy sprzeczi$o, gdyz w innym miejscu dowodu mozemy wéwczas napisa
Xia,y!aly:bool
Korzystajac z reguly typowania pary mozemy wowczas wywnioskowa
X:a,Y:at(X,Yy):int * bool

co znaczy ,w konte&cie takim, ze zmienng i y maja ten sam typ, zmiennama typint,

za&by typ bool”. Nasz btad polega na tym, e aksjomacie (9.1) po prawej stronie znaku

wolno podstawiat typy tylko za te zmienne, ktére nie wystepuja w kont€kscie
Ponadtamienne, w typach ktérych wykonano jakiekolwiek podstawienia nie moga byz

wiazane w abstrakcji funkcyjnémusza bg¢ wiazane w wyrazenidet). W przeciwnym

razie system typdw pozwolitby na dodanie liczby do wéacidogicznej:

f:a— inthf :bool = int ...Ftrue:bool %, Fx:int X a1 :int
f:a— int  f true: int X:akFX+1:int
bfn f => f true: (@ > int) — int Ffnx=>X+1:a — int

F(#n f => f true) (fn X => X+ 1) : int
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I'c:int I' =true : bool I' -false : bool
I''X:oke:.r I'Fegio—>1t THe 1
I'Xx:Va.okx:o[la/t] TI'kHfax=>e:ic o7 lee:t
I'e:int T'He:int I'~e1:0 ILx:Clr(o)Fe:t
I'e 1+ e int I'Hletval X =€ ineend .t
I'eg:0 ThHe: 1 INx:ocke:0o I,x:Clr(o)Fe:t
I'—(e,e):0*1 I'HletvalrecX=e€ in&end:t

Tablica 9.6. Polimorficzny system typéw dla Mini-ML-a

Podstawiajac w miejsce parametfifunkcjefn x => x 4+ 1 otrzymujemy wyrazenie
(fn X => X+ 1) true

ktore w wyniku podstawienia warsgi true w miejsce parametry upraszcza sie do wyra-
zeniatrue + 1.

Wygodnie bytoby mié mozliwcst oznaczenia w kontékie, za ktére zmienne typowe
mozna podstawiatypy w aksjomacie (9.1). Dlatego wprowadzamy pojemhematu typu
postaciva.o, w ktéryma jest ciagiem zmiennych @ typem i zmieniamy definicje kontek-
stu. Jest on od teraz zbiorem zatbigpowych postack : Va.o. Przyjmujemy ponadto, ze
jesli ciag zmiennych typowych jest pusty, to znak/ opuszczamy i taki schemat utozsa-
miamy z typems. Zatem w konte&cie moga wystepoveazaréwno typy (zwane dla pod-
kreslenia faktu, ze nie zawieraja kwantyfikatatéypami otwartym), jak i schematy typow.
Jednak po prawej stronie znakimoga wystepow@jedynie typy. Zatozenie typowe postaci
X : Va.c 0znacza, ze typem zmiennejest type w ktérym za zmienne typowe mozna
podstawt dowolne typy. Aksjomat (9.1) mozemy wiec teraz zapigepostaci

I,X:Va.c =x:ocla/7]

w ktorej[a /7] oznacza podstawienie, ktéregosmikiem jest zbiér zmiennych. Tak zmo-
dyfikowany system typéw, zwany systemem typow z polimorfizmem parametrycznym lub
systemem Damasa-Milnera jest przedstawiony w tablicy 9.6. W regutach typowania tvyraze
let napis Cf (o), zwanydomknieciem typuwznacza schematz.o, gdziea jest ciagiem
wszystkich zmiennych, ktére wystepuja w typiel nie wystepuja w kontedcieI'. Dzigki

temu mozemy w pierwszej przestance regudy wyprowadze typ gtéwnys dla wyrazenia

e1, z&d w jej drugiej przestance mozemy korzystee schematu typua.o dla zmienne,

ktéry pozwala na przypisywanie zmiennejéznych konkretyzacji typu .
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Przyktad 9.7. Przepiszemy dowdd z przyktadu 9.6 w systemie z tablicy 9.6.

f:Voa.a > abf:int > int f:Va.a > ab1:int
X aFX o f:Va.a > abf1:int (%)
FfaX=>X:a—> a f:Va.a - at(f 1, f true) : int * bool
Flet val f =fnx=>Xin (f 1, f true) end: int * bool

w ktérym dowdd(x*) jest z braku miejsca przedstawiony ponizej:

f :Va.ao = a = f :bool = bool f :Va.a — at1:bool
f :Va.a - a = f true : bool

9.4.5. Algorytm W Milnera

Mimo iz system monomorficzny i polimorficzny réznia sie zasadniczo, algorytm rekonstruk-
cji typébw opisany w podrozdziale 9.4.3 mozna tatwo przetaak, by rekonstruowat typy w
systemie polimorficznym. Teraz konteksbedacy parametrem végjiowym algorytmu be-
dzie zawierat schematy typow. Algorytm ten jest przedstawiony w tablicy 9.7 na sasiednie
stronie.

9.4.6. System z rekursja polimorficzna
Zauwazmy, ze mimo iz wprowadZAliny schematy typéw, to jednak w regule

I''x:okFe:o I',x:Clr(o)Fe:t
I'HletvalrecX =€ ine&end:. 1

wyrazeniee; jest typowane monomorficznie. Jego typ jest przeksztatcony do schematu typ
dopiero w drugiej przestance. Moglibsy ulec pokusie ,poprawienia” tej reguty w naste-
pujacy sposob:
Ix:Clr(c)Fe1:0 I,x:Clr(o)Fe:t
I'HletvalrecX =€ ine&end .7

System typow z taka reguta zostat zdefiniowany przez A. Mycrofta [120], dlatego bywa na-
zywany systemem Mycrofta-Milnera. Jego wada jest to, ze nie istnieje dla niego algorytn
rekonstrukcji typéw. Mimo to jest on wykorzystywany w niektorych jezykach programowa-
nia, w szczegoln&i istnieja rozszerzenia kompilatora SML/NJ wykorzystujace ten system
typow. System Mycrofta-Milnera jest konserwatywnym rozszerzeniem systemu Damase
Milnera, tj. wszystkie programy, ktore posiadaja typ w systemie Damasa-Milnera maja row-
niez typ w systemie Mycrofta-Milnera (niekiedy bardziej ogdiny), jednak nie odwrotnie.
Przyktadem programu w Mini-ML-u, ktéry nie posiada typu w systemie Damasa-Milnera a
ma taki typ w systemie Mycrofta-Milnera jest

fng=>letvalrec f =fnXx=>¢g(f 1)(f true) in f f end
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W(T, ¢) = (], int), jesli ¢ jest stata liczbowa
W(T, true) = ([], bool)
W(T, false) = (], bool)

W(T, xX) = niechﬁ = ciag nowych zmiennych

Va.o = T'(X)

wynikiem jest([], o [a/f])

W(T, e; + &) = niech(f1, 61) = W(T, 1)

(02, 02) = W(I'01, €2)
03 = mguf{o1 = int, oo = int}

jezelif3 nie istnieje,
to wystepuje btad typowy,
w p.p. wynikiem jest010203, int)

W(T, (e1, €)) = niech(61, o1) = W(T', e1)
(02, 02) = W(I'01, €2)
wynikiem jest(0102, 61602 * ¢2)

W(T, fn X => €) = niech = nowa zmienna
0,0) =W U{x:p}, e
wynikiem jest(9, 6 — o)

W(T, e1&) = niechf = nowa zmienna
(01,01) = W(T', 1)
(02, 02) = W(I'01, &)
03 = mgu{o1, 02 — B}
jezelifs nie istnieje,
to wystepuje btad typowy,
w p.p. wynikiem jest(610203, £63)
W(T, let val X = €1 in & end) = niech(#1, o1) = W(T, e1)
I'i=rI61
(02,02) = W(I'1 U {x : Clr, (1)}, &)
wynikiem jest(6102, 02)
W(T, let val rec X = € in € end) = hiech = nowa zmienna
(01, 01) =W U {x: B}, e1)
62 = mguoa, f01)
jezelif; nie istnieje,
to wystepuje btad typowy, w p.p. niech
't =T6162
(03,02) = W(I'1 U {x : Clr,(0162)}, €2)
wynikiem jest(610203, a2)

Tablica 9.7. AlgorytmW Milnera rekonstrukcji typow
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9.5. Zadania

Zadanie 9.1. Oto fragment deklaracji w C++:

const int DIM=3;
typedef float vector[DIM];

Zdefiniuj w C++ przeciazony operaterdla skalarnego mnozenia elementow tygictor.

Zadanie 9.2. Uzywajat szablonéw w C++ napisz polimorficzna funkcje sortujaca elementy
dowolnego typiElem tablicy rozmiarwi zgodnie z podana funkcja typimt (Elem,Elem)
(stataN i typ Elem powinny byc parametrami wzorca). Zaimplementuj przy tym algorytm
sortowania przez proste wybieranie.

Zadanie 9.3. Podaj po kilka przyktadéw deklaracji w SML-u wafti typu:

1. int 11. ’a -> int * string

2. int -> int -> int 12. ’a -> string -> bool

3. int * int -> int 13. ’a -> ’a

4, int -> int * int 14. ’a -> ’b

5. {re : real, im : real} 15. ’a => ’b -> ’a

6. {a : int, b : int, c : int} 16. ’’a > ’a

7. unit 17. ’a -> ’a 1list * ’a

8. ’a —> unit 18. ’a -> ’b list

9. unit -> unit 19. (’a->’b) -> ’a 1list->’b list
10. unit -> string 20. (’a->’b) -> ’b list->’a list

Zadanie 9.4. Wskaz, ktére z ponizszych deklaracji w SML-u sa poprawne pod wzgledem
typéw i wyznacz najogélniejsze typy deklarowanych funkcji. Uzasadnij dlaczego pozostate
deklaracje sa niepoprawne.

lL.funfxy=xQy 9. fun fxy=(y,xyy
22 fun fxy=yx QO 10. fun £ x y = (x v,y X X)
3. fun f x y = (x,y,%) 11. fun £ x y = x(y,y)

4. fun f x y = ((x,y),%) 12. fun £ x y = x(y,y %)

5. fun f x y = (x,(y,x)) 13. fun f x y = (x=y)

6. fun f xy = (x y,x()) 14, fun £ x y = (x=y,y=x)
7. fun £ xy = (x y,yO)) 15. fun £ x y = {x=y,y=x}
8. fun f xy = (x y,y %) 16. fun f x y = [x=y,y=x]
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17. fun f x y = (x mod y,y mod x) 29. fun f x y = x::xQy
18. fun f x y = x+y+1 30. fun f x y = x::y0y
19. fun £ x y = x*y 31. fun f x y = x0x::y
20. fun f x y = x/y 32. fun f x y = xQy::x
21. fun £ x y = ([x],y) 33.fun f x y = x"x7y

22. fun f x y = (x, [yl, [[x1D) 34. fun f x y = x(y"x)
23. fun f x y = ([x]::y, [[ylD) 35.fun f x y=x73'y

24, fun f x y = ([x]::[y]l, [lylD 36. fun f x y = x"y::y
25. fun f x y = [ylox 37.fun f x y =x=x =
26. fun f x y = x::x 3. fun f xy=x=y =x
27. fun f x y = x::[x] 39.fun f x y=xy=0
28. fun f x y = x::x::y 40. fun f x y = x (y = 0)

Zadanie 9.5. Napisz dowdd sadu typowego
Ffn X =>fny=>yXX ! int - (int —» int — bool) — bool

Zadanie 9.6. Wskaz, ktére wyrazenia w Mini-ML-u posiadaja typ w monomorficznym sys-
temie typow. Wyznacz dla nich typy gtébwne i napisz dowody uzywajac regut typowania.
Uzasadnij dlaczego pozostate wyrazenia nie maja typu.

1. foXx=>fny=>X 15. fn X => fn y => y(yXX)
2. fax=>fny=>y 16. fn X => fn y => X(X(yX))
3. fn X => fn y => XX 17. fn x =>fn y => x(y(yX))
4. fn x => fn y => yx 18. fn x => fn y => y(y(xX))
5. fn X => fn y => XyX 19. fn x =>fny => y(y(yx))
6. fn X => fn y => yXX 20. fn X => fn y => Xyyyy
7. fn X => fny => X(yX) 21. fn X => fn y => X(XY)(XY)
8. £ x = f1y = y(y¥) 22. fn X => fn y => X(XY)(yX)
23. fn X => fn y => X(YX)(xy)
9. fnXx=>fny=>yxxx 24, fn X =>fn y => X(YX)(yX)
10. fnx=>fny => y(xy)x 25. fn X => fn y => X(YX(Xy))
11. fn x => fo y => y(yX)X 26. fn x => £n y => X(yX(yX))
12. fn x => fn y => Xy(yx) 27. fn X => fn y => X(YXXX)
13. fn x =>fn y => yx(yx) 28. fn X => fn y => y(YXXX)
14. fn X => fn y => X(YXX) 29. fn X => fn y => X(Y(Xy)X)
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30. fn X => fn y => X(Y(yX)X) 41. fn X => X(X(fn y => X))

31. fn X => fn y => X(X(Xyy)) 42. fn x => X(X(fn X => X))

32. fn X =>fny => X(X(yXX)) 43. fn X => X(fn X => fn X => X)
33. fn X =>fn y => x(y(yxx) 44. fn X => X(X(fn X => fn X => X))

34. fn x => fn y => X(X(X(XY)))
35. fn X => fn y => X(X(X(YX)))
36. fn x => fn 'y => X(X(y(xy)))
37. fn X => fn y => Xy(yXX)

45. fn X => X(fn y => X(fn X => X))
46. fn X => X(fn y => yXX)
47. fn X => X(fn y => y(fn y => X))

38. fn X => fn y => XY(X(XY)) 48. fn X => X(fn X => X(fn X => X))
39. fn X => fn y => XY(X(yX)) 49. fn X => X(fn X => (fn X => X)X)
40. fn X => fn y => yX(X(yX)) 50. fn X => X(fn X => fn X => X)

Zadanie 9.7. Wyprowadz w systemie Damasa-Milnera najogélniejszy typ wyrazenia
leti =fnXx=>Xinii end

Zadanie 9.8. Rozwazmy system, w ktorym konstrukdja.o nie jest schematem typu, lecz
zwyklym typem, tj. jezyk, ktérego abstrakcyjna sktadnia jest nastepujaca:

e = X|ee|fax=>e

c = a|o1— o2|Va.o

i w ktérym przyjeto nastepujace reguly typowania:

I'Ferio—>1 TTFe o I''X:oke:.t
IN'X:okFX:0o I'Hee: 'Hfnx=>e:o >
I'—e:o I'—e:Va.o
e vas “#FVD Te:ola/7]

Jest to tak zwany rachunek typéw drugiego rzedu. Pokaz, ze w tym systemie wyrazen
fn X => xXx posiada typ, podczas gdy w jezyku z tphytkim polimorfizmertj. w systemie
Damasa-Milnera — nie.

Zadanie 9.9. Oto abstrakcyjna sktadnia pewnego jezyka:

= X|ee|fanx=>e
o = a|oL—> o2
Reguty typowania sa monomorficzne:

I'terio—>1 ke o I''x:oFe:zr
I'X:obX:0o I'Fege:t I'Hfax=>e.o0 >
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Rozmiar wyrazenia i typu definiujemy podobnie jak w zadaniu 8.2. Pokaz, ze istnieje wy-
razenie rozmiarm, ktérego typ ma rozmia2*(™ (wzoruj sie na podobnym przyktadzie dla
zadania unifikaciji).

Zadanie 9.10. Pokaz, ze w Mini-ML-u z polimorficznym systemem typéw Damasa-Milne-
ra istnieje wyrazenie rozmianu, ktérego typ ma rozmia2?* ", Opisz role polimorfizmu

w budowaniu tak wielkiego typu. Pokaz, ze w Mini-ML-u z monomorficznym systemem
typow typ wyrazenia rozmiaro ma rozmiar2°™.

Zadanie 9.11. Oto abstrakcyjna sktadnia pewnego jezyka:
e = X|ee|fax:oc=>e
o = 0|o1— o2
gdzieo jest stata ¢ oznacza typhazowy taki jak int). Nie ma zmiennych typowych. Jest

to zatem jezyk, w ktérym typy sa monomorficzne i wystemyalicite (tak jak w Pascalu).
Reguly typowania sa nastepujace:

I'Ferio—>1 TTFe o I''X:okFe:.t
I'X:ocbkX:0o ket I'HfnX:0=>e:o0—>71

Wyrazenie jestzamkniete jeSli nie zawiera zmiennych wolnych. Wprowadzamy pojecie
rzedutypu:

ordefo) = 1
ordeocy — ... > op — 0) = 1+ maxordenoy), ..., ordelon))

Moc typy oznaczana cafe), to liczba roznych zamknietych zredukowanych wyratego

typu (utozsamiamy wyrazenia rozniace sie jedynie nazwami zmiennych zwiazanych). Napi
o > r oznaczar — ... > ¢ — 1, gdzies wystepujek razy. Formalnies® — 7 = r,

¥l 5 1 =6 — oK - 7. Udowodnij twierdzenie:

1. J&liordells) = 1,toc = oicardc) = 0.
2. J&liorders) = 2,too = oK — oi cardok — 0) = k.

3. Jali ordel(c) > 2, to carde) = Olub cards) = oo. Ponadto carqk — 7) = ¢
wtedy i tylko wtedy, gdy car@) = Olub cardz) = oo.

Whiosek: dla dowolnego typ#t mamy: cards ) > 0wtedy i tylko wtedy, gdyw przeczytane
jako formuta klasycznego rachunku fdav ktérejo oznacza fatsz, Za— implikacje jest
prawdziwa. Typy mozemy wiec utozsaraiaformutami logicznymi a wyrazenia tych typow

z ich dowodami. Np. wyrazenién x : 0 => X jest dowodem formulyo — o. Nie ma
wyrazeh typu (0 — 0) — o (bo ta formuta nie jest prawdziwa, wigc nie ma dowodu). Jest
to tzw.izomorfizm Curry’ego-Howarda

Zadanie 9.12. Typ w Mini-ML-u z monomorficznym systemem typow jasiepusty jesli
istnieje zamkniete wyrazenie tego typu. Wskaz typy niepuste. Dla kazdego z nich pode
przyktad zamknietego wyrazenia, dla ktérego jest on typem gtéwnym. Dla pozostatych ty-
péw uzasadnij, dlaczego sa puste.
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-
o

© o N g~ wDdh R

a—a
oa—a—>a

oa—> f—a
a—>p-p
.(a—> p)—>a
oa—a—>a—>a
a—>a—>a—>f
a—>a—> pf—>a
.a— (a—>a)—>a

oa— (a—> p)—>a

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

a—->(@—> p)->p
a— (f—->a)—>a
a—> P —-a)>p
a—>a)>p->p
(a—>p > p—>a
(a>a—>a)—a
((a > a)>a)>a
(@ > a)—> B)—> B
(a—> p)—>a)>a

(=P —=p)—a
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Esej o ciagu Fibonacciego

Pomysl dwa razy nim zaczniesz programowac,
by§ nie musiat programowat dwa razy nim zaczniesz myslec.

Ciag Fibonaccieggest ciagiem dodatnich liczb catkowitych zadanym nastepujaca zalezno-
Scia rekurencyjna:

Fo = 1
FR =1
Fn = Fno1+Faoa, n>2

Na przyktadzie problemu wyznaczenia wé@ton-tego wyrazu ciagu Fibonacciego opi-
szemy idegoolimorfizmu powt6rnego uzycia kod{@ang.code reusgw programowaniu.

Naiwnost. Narzuca sig oczywista, aczkolwiek bardzo mato efektywna implementacja cia-
gu Fn, w SML-u:

fun fibl1 0 = 1
| fibl 1 =1
| fibl n = fibl (n-1) + fibl (n-2)

3 n
oz (3)
Fakt 10.2. Liczba wywotdah rekurencyjnych funkcjtib1 wynaosi nie mniej nizF, dlan >
0.

Fakt 10.1. Dla dowolnegm > 0

Liczba wywotah rekurencyjnych funkcjtib1 rosnie zatem wyktadniczo wzgledemi taka
implementacja jest w praktyce bardzo nieefektywna (por. tablica 10.1).
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czas dziatania [s]

£ibl | fib2
20 0.01 0.00
25 0.12 0.00
30 1.43 0.00
35| 15.30 0.00
40 | 174.00 0.00
43 | 740.86 0.00
44 Overflow

n

Tablica 10.1. Poréwnanie czasow dziatania funkdjb1 i fib2 (SPARCstation 4 z 1995
roku, zegar 110 MHz)

Roztropno&. Stosujac znane rozwiazanie (nazywane niekiedynoizacj), polegajace
na zapamigtywaniu wynikow dwdch kolejnych watociaguF,, mozemy zmniejszylicz-
be iteracji niezbednych do wyznaczenia wadid, z Q(2") don:

local
fun aux (a,b) n =
if n <=1
then b
else aux (b,a+b) (n-1)
in
val fib2 = aux (1,1)
end

Funkcjefibl i £ib2 rdéznie zachowuja sie dla argumentoéw spoza dziedziny furgji
tj. dla liczb ujemnych (jedna sie zapetla, co moze utatenalezienie btedu w programie
korzystajacym z tej funkcji, druga zwraca watd, co mozna uzrn@aza rozszerzenie de-
finicji funkcji F, na liczby ujemne). Z punktu widzenia niezawo@nboprogramowania,
obie wersje sa niezadowalajace. W SML-u mozemy takie sytuacje rozwigzyavezo ele-
gancko uzywajac wyjatkéw. Dla prostoty pozostaniemy jednak przy tych mniej eleganckict
rozwiazaniach.

Poréwnanie czaséw dziatania obu algorytmow, przedstawione w tablicy 10.1, dowodzi
ze funkcjafib2 w praktyce sprawdza sie bardzo dobrze. Nie zatem wzgledy praktyczne,
tylko chet dotarcia do prawdy zmusza nas do poszukiwania jeszcze sprawniejszego alg
rytmu. Faktycznie, istnieje algorytm wykonujacy jedytog(n) iteraciji.

1Memouaqau3mchmkapmgmnmwamaVMbkmﬂNbdimoqamupobgmacanapmedmwwwamumNnméw
wywotah funkcji. Gdy nastepuje kolejne wywotanie funkcji dla argumentu, dla ktérego byta juz ona obliczana wcze-
Sniej, to nie jest ona powtérnie wykonywana$zej wynik jest natychmiast odczytywany z pamieci. Memoizacja
moze by stosowana jedynie do funkcji, ktére nie powoduja skutkéw ubocznych (dlaczego?).



Rozdziat 10. Esej o ciagu Fibonacciego 197

Spryt. Rozwazmy macierz:

Fakt 10.3. Niech

bi1 b2
Y \—
[ b21 b2 ]

dlan > 0. Wéwczas:
b = Fn
Dowdd: indukcyjny wzgleder.

Zauwazmy, ze-ta potege macierzy potrafimy wyliczyvykonujadogn iteracji za pomoca
wielokrotnego podnoszenia do kwadratu:

A = |
A% _ ( Ak) 2
AL _ ( Ak)z < A

gdzie

]

jest macierza jednostkowa. Pozostaje zaprograra@sdgowiednie funkcje w SML-u.

Macierze 2 x 2. Macierze catkowitoliczbowe rozmiar2 x 2 reprezentujemy jako pary
wierszy bedacych parami liczb catkowity’cksa wigc typu(int*int)*(int*int)). Na
pewno przyda sie macierz jednostkowa. Infiksowy operatomnozenia macierzy imple-
mentujemy wprost z definicji:

val I = ((1,0),(0,1))

infix 7 *x

fun ((all,al2),(a21,a22)) ** ((b11,b12),(b21,b22)) =
((al1*b1l1+al2%b21, all*bl12+a12xb22),
(a21%b11+a22%b21, a21*b12+a22%b22))

2,,Niekt()rzy programuja rzeczy bardziej zajmujace, niz mnozenie macierzy rozéhiar2” (Oskar Mis)
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Potegowanie. Powyzej zdefiniowamy pétgrupe((int*int)*(int*int), **, I) ma-

cierzy catkowitoliczbowych rozmiar@d x 2 z mnozeniem* i elementem neutralnyrm.
Operacja podnoszenia do naturalnej potegi jest mozliwa do zdefiniowania nie tylko w

Swiecie macierzy rozmiar2ix 2, ale w dowolnej pétgrupiéM, ®, €) z binarnym operatorem

® i elementem neutralnyre

dla dowolnegox € M.

Dla przyktadu ta potgrupa moze bybior liczb catkowitych lub rzeczywistych z mno-
zeniem, albo zbiér liczb catkowitych modufoz mnozeniem. Piécien liczb catkowitych
modulon:

Zn = ({0,...,n—1}, addMod n,multMod n, 0, 1)

implementujemy w SML-u definiujac operacje dodawania i mnozenia modulo

local

fun opMod op+ n (x,y) = (x+y) mod n
in

val addMod = opMod op+

val multMod = opMod op*
end

Liczbe iteracji niezbednych do wyliczenid mozemy zmniejszy z n do logn za po-
moca wielokrotnego podnoszenia do kwadratu (podobnie jak dla macierzy):

X = e
x&K = xkgxk
2kt K @ xK @ x

Powyzsze rownsgci sa stuszne pod warunkiem,@d, ®, e) jest pétgrupa z jedrizia (dzia-
tanie® powinno by faczne, z&e powinien by elementem neutralnym).

Zamiast wiec programoviakonkretna funkcje potegujaca macierze, definiujemy poli-
morficzna funkcjegower:

fun power (_,e) (_,0) = e
| power (semigroup as (op*,_)) (x,k) =
let
val y = power semigroup (x, k div 2)
in
if k mod 2 =0
then y *x y
else y *x y * x
end
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w ktorej semigroup as (op*,e) jest parametrem. Dzigki temu algorytm potegowania
jest bardziej przejrzysty, nie zawiera nieistotnych detali zwiazanych z macierzami. Kon-
kretny operatopowmtx potegowania macierzy otrzymujemy juz natychmiast. Gratis dosta-
jemy takze funkcjepowi, powr i powMod potegowania liczb catkowitych, rzeczywistych i
catkowitych modulon, podajac jako parametr funkgpower definicje odpowiednich pot-
grup:

infix 8 powmtx powi powr

val op powmtx = power (op**,I)

val op powi = power (op*,1)

val op powr = power (op*,1.0)

fun powMod n = power (multMod n, 1)

Dla powyzszych operatoréw wybratem tacsbav lewo (czemu, skoro operator potegowa-
nia wiaze zwykle w prawo?). Jezeli zamierzamy zmiédgzliwcst identyfikatora, lepiej
zrobic to przedzwiazaniem z nim warfi, niepo (czemu?).

Na koniec pozostaje zdefiniowarzecia wersje funkcji Fibonacciego:

local

val A = ((0,1),(1,1))
in

fun fib3 n = (#2 o #2) (A powmtx n)
end

Czas dziatania funkcjfib3, podobnie jakf ib2, jest ponizej mozliwéci pomiarowych.

Mania wielkosci. Poniewaz zakres liczb catkowitych jest ograniczony, a vé&mitciagu

Fibonacciego rosna wykfadniczo i juz dia= 44 wystepuje nadmiat,warto zaprogramo-
wat algorytm obliczajacy zmiennoprzecinkowe przyblizenie cigguMozna by przepisa

definicje np. funkcjifib1 zamieniajac wartsci catkowitoliczbowe na rzeczywiste:

fun fiblr O 1.0
| fibir 1 1.0
| fiblr n = fiblr (n-1) + fiblr (n-2)

Tak uczynitby jedynie poczatkujacy programista!@oadczony programista przystepujac
do programowania ciagu Fibonacciego pyta s@jest istotnego w jego definicpodobnie

jak postapilsmy programujac operacje potegowania. Ciag Fibonacciego mozna zdeéiniowa
nie tylko dla liczb catkowitych, ale w dowolnej potgrupi€, &) przez wskazanie dwéch
pierwszych wyrazéw ciaga, b € G:

Fo = a
Fh = b
Fn = Fo1®Fa2

3A wiec o to chodzito Mickiewiczowi!
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Reszta to nieistotne detale. Wykorzystujac polimorfizm mozemy zdefigidwekcje fib
(wedtug algorytmu wykorzystanego w funkdjib2) podajac jej operacje i wartosci po-
czatkowe(a, b) jako parametry:

fun fib _ (a,_) 0 = a

| fib _ (,b) 1 =D
| £fib op+ (a,b) n = fib op+ (b,a+b) (n-1)

Deklaracja funkcjifibi dla liczb catkowitych, implementujacej doktadnie ten sam algo-

rytm, co funkcjafib2, miesci sie teraz w jednej linijce. Zmiennoprzecinkowa wersja tej

funkcji zajmuje kolejna linijke. Nadto gratis dostajemy funkcje obliczajaca tzw. stowa Fibo-
nacciego nad alfabetefa, b}:

val fibi = fib op+ (1,1)

val fibr fib op+ (1.0,1.0)

val fibs = fib op~ ("a","b")

Przezorngst. Zmiennoprzecinkowe przyblizenia liczb Fibonacciego mozemy oldieza
jawnego wzoru na-ty wyraz ciagu, otrzymanego przez rozwiazanie zaléznekurencyj-
nej metoda podstawiania. Zatézmy Eg = r". Skoro

Fn = Fi1+Fo2 (10.1)
tor?—r —1=0, czyli

14++/5 1-+/5

rh = o =
! 2 2 2

Réwnanie (10.1) jest liniowe, wiec dowolna kombinacja liniowa waato; i ro jest rowniez
rozwiazaniem rownania (10.1). Zatem

Fn=car{ + corf
Statecy i ¢, wyznaczamy z warunkow poczatkowy€g = 1i Fp = 1

_1+45
25

C1 c=1-¢

Ostatecznie:

local
val sqrtb = Math.sqrt 5.0
val c1 = (1.0 + sqrtb) / (2.0 * sqrth)

val c2 = 1.0 - cl
val r1 = 0.5 * (1.0 + sqrtbh)
val r2 = 0.5 * (1.0 - sqrtbh)

in
fun fibre n = cl * rl powr n + c2 * r2 powr n
end
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Funkcjapowr (a wydawata sie niepotrzebna, gdy zajmosmly sie potegowaniem!) tu sie
przydaje i nie musimy jej ponownie programawa

Szybkast. Do eksperymentow mozna wykorzystankcjetime dokonujaca pomiaru cza-
su dziatania procesora (modullyme i Timer sa cz&cia biblioteki standardowej SML-a):

fun time (f : int -> int) (x : int) : unit =
let
val timer = Timer.startCPUTimer ()
val result = f x
val {usr, sys, gc} = Timer.checkCPUTimer timer

in
print ("arg=" ~ Int.toString x ~

", result=" " Int.toString result ~
", time=" ~ Time.toString usr ~
", ge=" " Time.toString gc ~
", system=" " Time.toString sys ~
Il\nll)

end

Dla przyktadu:

- time fibl 30;
arg=30, result=1346269, time=1.420000, gc=0.010000, system=0.0

W odpowiedzi system wypisuje argument funkcji, jej wynik, czas dziatania procesora, cza
odSmiecania i czas zuzyty przez system operacyjny. Funkojee zostata zdefiniowana
tylko dla argumentuf typu int -> int. Czytelnik zainspirowany poprzednimi przykia-
dami na pewno tatwo poradzi sobie z zaprogramowaniem jej polimorficznej wers;ji.

Morat. Kodowanie programu (tworzenie tekstu zrodtowego w ustalonym jezyku progra-
mowania) powinno by poprzedzone jego starannym zaprojektowaniem. Projekt programu
tworzy sie na podstawie analizy problemu, ktéry ma on rozwiazywdalezy przy tym
zad& pytanie,co jest istotne w sformutowaniu tego problenco z& jest drugorzednym
detalem, tj. nalezy dokogeaabstrakcjiproblemu, przedstawigo w mozliwie ogdlinej for-

mie. Abstrakcyjne sformutowanie jest prostsze od oryginalnego, poniewaz nie zawiera drt
gorzednych, technicznych detali. Czesto réwniez rozwiazanie uogolnionego problemu je:
tatwiejsze do opracowania. Wykorzystujpolimorfizmmozemy to uogdélnione rozwiaza-
nie rowniez zaprogramowaw abstrakcyjnej postaci. Rozwiazanie ®giowego problemu
otrzymamy jako oczywiste, czesto jednolinijkowkeonkretnienigozwiazania ogélnego. Ta-

kie podegcie znacznie zwigksza czytebdoprogramu i jego odporrsd na btedy i utatwia
analize problemu oraz poszukiwanie efektywnego algorytmu. Nadto kazdy algorytm progra
mowany jest tylko raz, zgodnie z ideade reuseco znacznie skraca rozmiar programu.

Zadanie 10.1. Wyznacz typy wszystkich zaprogramowanych w biezacym rozdziale funkciji.






Rozdziat 11

Semantyka jezykow
programowania

W rozdziale 3 oméwibmy metodyscistego, matematycznego opisu budowy (sktadni) pro-
gramoéw. Obecnie podamy réwngeiste metody opisu ichinaczenigsemantyRki Metody

te przedstawimy na przykladzie konkretnego jezyka programowania. Poniewaz jezyki uzy
wane w praktyce sa zbyt wielkie, by stuzyly za dobry przyktad, wykorzystamy w tym celu
jezyk D przedstawiony w podrozdziale 3.11. Czytelnik pragnacy zajiogipa formalnymi
definicjami ,prawdziwych” jezykéw programowania zechce zdrne. do pracy [118], w
ktérej podano strukturalna semantyke operacyjna jezyka SML lub [71], w kt6rej opisanc
semantyke aksjomatyczna jezyka Pascal.

11.1. Maszyna abstrakcyjna i jej formalny opis

Program pisze sie po to, by zost@ykonanyna pewnemaszynieMozna wiec zadazna-
czenie programu opisujac, co sie bedzie dzialo z maszyna wykonujaca taki program. Pierv
sza decyzje, jaka nalezy podjpodczas definiowania semantyki jezyka, to wybor maszyny,
ktéra postuzy do opisania znaczenia programéw. Mozna by spra@bewykorzyst& jakis
popularny procesor (Sextium?), jednak po pierwsze architektura takich maszyn nie pasu
zwykle do struktury jezyka, ktérego semantyke definiujemy, przez co efekt wykonania pro-
gramu wyrazony w terminach maszyny nie przektada sie w prosty sposéb na opis wykonan
tego programu w terminach definiowanego jezyka. Po drugie taki opis uzaleznia nas od je
nej konkretnej maszyny. Gdybgny chcieli napisakompilator opisywanego jezyka na inna
maszyne o innej architekturze, taka definicja semantyki bytaby bardzo ktopotliwa. Dlategc
lepiej zdefiniow& pojeciemaszyny abstrakcyjnejanego jezyka, bedacej z jednej strony
abstrakcja prawdziwych procesoréw, z drugiej B@pasowanej swoja struktura do jezyka,
ktorego semantyke definiujemy.
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Uwagi. Mozna napisa kompilator K jezyka programowania J na konkretna maszyne cyfrowa M i powigdzie

ze efekt wykonania programu P (jego znaczenie) jestnitataki, jak efekt wykonania programu P skompilo-
wanego kompilatorem K i uruchomionego na maszynie M. Taki sposob zadania semantyki jezyka J nazywa s
definiowaniem przez implementadjfieszcz§cia jakie wynikaja z takiej definicji dobrze ilustruje historia jezyka
LISP (zob. [108, 161]). Koncepcja jezyka LISP i jego pierwszy interpreter na (lampowa) maszyne IBM 704 zostaty
opracowane w latach 1956-59 w MIT przez grupe pod kierunkiem Johna McCarthy’ego. We wczesnym okresi
rozwoju jezyka LISP nie tworzono samego jezyka — tworzono raczej jego interpreter, program na konkretna ma
szyne IBM 704. W jezyku LISP przetwarza sie listy, tj. rekurencyjne struktury danych sktadajacesieyz
ogona(ang.headi tail) lub inaczej elementu pierwszego i listy pozostatych elementéw (asgi resf). Pamig
maszyny IBM 704 sktadata sie z co najwyzej 32K stéw 36-bitowych. Ze wzgledu na sposéb adresowania, ktéreg
nie bedziemy tutaj szczeg6towo omawjav stowie maszyny wyrézniono dwie 15-bitowe szg zwaneaddress
decrementMaszyna posiadata specjalne rozkazy umozliwiajace dostep do kazdej z tgchstega. Implemen-

tujac struktury listowe postanowiono w polaatdress decremenprzechowywa dwa 15-bitowe adresy gtowy i
ogona listy. Odpowiednie rozkazy maszynowe pozwalaty na tatwy dostep do obu adreséw. Dlatego operacje uja
nienia adresu gtowy listy nazwano CAR (af@Zpntents of Address Registeras operacje ujawnienia adresu ogona
listy CDR (ang.Contents of Decrement Registefohn McCarthy w pierwszej definicji jezyka [106] napisat:

The names “car” and “cdr” will come to have mnemonic significance only when we discuss the
representation of the system in the computer.

Wkrétce wszyscy z wyjatkiem implementatoréw jezyka zapomnieli, od czego pochodzity te skroéty. Steve Rus-
sell, jeden z twércow pierwszego interpretera LISP-u opisat te historigSoi ldyskusyjneplt.folklore.
computers:

| wrote the first implemenation of a LISP interpreter on the IBM 704 at MIT in early in 1959. |
hand-compiled John McCarthy’s “Universal LISP Function”.

The 704 family (704, 709, 7090) had “Address” and “Decrement” fields that were 15 bits long
in some of the looping instructions. There were also special load and store instructions that moved
these 15-bit addresses between memory and the index registers (3 on the 704, 7 on the others). We
had devised a representation for list structure that took advantage of these instructions. Because of an
unfortunate temporary lapse of inspiratiome couldn’t think of any other names for the 2 pointers
in a list node than “address” and “decrement”, so we called the functions CAR for “Contents of
Address of Register” and CDR for “Contents of Decrement of Register”.

After several months and giving a few classes in LISP, we realized that “first” and “rest” were
better names, and we (John McCarthy, | and some of the rest of the Al Project) tried to get people to
use them instead\las, it was too lateWe couldn’t make it stick at all. So we have CAR and CDR.

As the 704 has 36 bit words, there were 6 bits in the list nodes that were not used. Our initial
implementation did not use them at all, but the first garbage collector, commissioned in the summer
of 1959, used some of them as flags. Atoms were indicated by having the special value of all 1's in
CAR of the first word of the property list. All 0’'s was NIL, the list terminator. We were attempting to
improve on “IPL-V” (for Interpretive Processing of Lists — version 5) which ran on a 650. | believe
that the O list terminator was used there, but | believe that the all 1's flag for atoms was original.

Nasuwa sie pytanie, dlaczego adres gtowy listy byt przechowywany w lewsgicgiewa, za adres ogona —
w prawej. Steve Russell odpowiedziat:

The first implementations of LISP were on the IBM 704, the vacuum-tube ancestor of the
vacuum-tube 709, the ancestor of the transistorized 7090, later upgraded to the 7094. The time
was early in 1959.

| believe that we started writing list structures in the “natural” (to us English-speakers) from left
to right before we had fixed on implementation details on the 704. (In fact, | believe that IPL-V
wrote them that way).

I don’'t remember how we decided to use the address for the first element, but | suspect it had to
do with guessing that it would be referenced more, and that there were situations where a memory
cycle would be saved when the pointer was in the address.

W maszynie IBM 7094 zamieniono potaldress decrementniejscami, mimo to implementatorzy LISP-u dalej
przechowywali glowe listy w lewej cagi stowa a ogon w prawej. Teraz jednak adres gtowy listy znajdowat sie
w czesci decrementjednak operacja ujawnienia gtowy nadal (ze wzgledu na zgaidngoprzednimi wersjami
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jezyka) nazywata sie CAR! Po d7iaizisiejszy we wszystkich popularnych dialektach LISP-u operacje ujawnienia
glowy i ogona listy nazywaja sie CAR i CDR.

Duzo powazniejszy problem byt zwiazany z tawigzaniem parametrowOt6z w pierwszym interpreterze
LISP-u, inaczej niz w wieksAzi jezykdw programowania (wyjatkiem jegtXl) nazwe zmiennej z miejscem jej
deklaracji wiazato siglynamiczniea nie statycznigzob. rozdziat 7). Wszyscy p6zniejsi implementatorzy LISP-u
uznali, ze jest to wlasrsd celowo wprowadzona do jezyka. Tymczasem John McCarthy napisat dweidziat
pbzniej [108]:

In all innocence, James R. Slagle programmed the following LISP function definition and com-
plained when it didn’t work right:

The object of the function is to find a subexpressionx aatisfying p[x] and return

f[x]. If the search is unsuccessful, then the continuation functipof no arguments

is to be computed and its value returned. The difficulty was that when an inner re-
cursion occurred, the value of ¢af wanted was the outer value, but the inner value
was actually used. In modern terminology, lexical scoping was wanted, and dynamic
scoping was obtained.

I must confess that | regarded this difficulty as just a lngl expressed confidence that Steve
Russell would soon fix it. He did fix ibut by inventing the so-called FUNARG device that took
the lexical environment along with the functional argument. Similar difficulties later showed up
in Algol 60, and Russell's turned out to be one of the more comprehensive solutions to the pro-
blem. While it worked well in the interpreter, comprehensiveness and speed seem to be opposed in
compiled code, anthis led to a succession of compromises

Statyczne wiazanie parametréw wprowadzili dopiero w 1975 roku G. J. Sussman i G. L. Steele, Jr. w dialekci
LISP-u zwanym Scheme [46]. Pojawito sie ono tez w popularnym Common LISP-ie.

Jak wid& definiowanie jezyka poprzez napisanie jego implementacji na konkretna maszyne jest bardzo ktopc
tliwe. Zbyt wiele detali zwiazanych z realizacja kompilatora i bledy w programie kompilatora przenikaja do definicji
jezyka. Lepiej wigc zdefiniowlamaszyne abstrakcyjna, niezalezna od architektury rzeczywistych procesoréw.

Opiszemy teraz maszyne abstrakcyjna jezyka D. Dla uproszczenia zajmiemy sie na
pierw jedynie podzbiorem jezyka D nie zawierajacym instrukcjisegg/wypgcia. Zatem i
jego maszyna abstrakcyjna nie bedzie musiata zawiemdnych urzadzewejscia/wygcia.
Maszyna ta wykonuje obliczenia fiazbach catkowitychPrzyjmujemy wiec, zelziedzina
interpretacji wartcsci catkowitoliczbowych jest zbiér liczb catkowitych (dokonujemy tu
idealizacji przyjmujac, ze maszyna moze przetwardawolnie wielkieliczby catkowite).
Kazda implementacja jezyka narzuca pewne ograniczenia na \&tetkech liczb. Podobnie
zbiorem wart&ci logicznych jesB® = {T, F}. Liczby catkowite sa przechowywane w pa-
mieci. Komarki pamieci maja swoje adresy. Nie jest dla nas istotne, jakiej sa one postac
Przyjmujemy zatem, ze jest dany pewien nigskaony zbidradresowA (dokonujemy tu-
taj kolejnej idealizacji przyjmujac, ze pangignaszyny jest nieograniczona). Zaktadamy, ze
kazdej nazwie komérki pamiect wystepujacej w programie napisanym w jezyku D jest
przyporzadkowany pewien adres addy w taki sposob, ze r6znym nazwom odpowiadaja
rézne adresy.Maszyna abstrakcyjna jezyka D sktada sig z pamigci (stage) i jednostki

1zatemidentyfikatoronw sktadni konkretnej odpowiadajgzwy komorek pamieai sktadni abstrakcyjnej, za
nazwom komoérek pamieai sktadni abstrakcyjnej odpowiadaggiresyw kodzie wynikowym programu. Oba po-
wyzsze odwzorowania sa zwykle réznowéimwe (wyjatkiem jest tzvaliasing np. dyrektywa EQUIVALENCE
w FORTRAN-ie). Pierwsze z odwzorowaadaje parser podczas analizy sktadniowej programu w postadatzw.
blicy symboli Jest to przewaznie tablica z kodowaniem mieszajacym teagining tablg Nazwy komérek pamigci
sa zwykle reprezentowane w kompilatorze jako krétkie liczby catkowite bez znaku. Drugie odwzorowanie ustale
algorytm przydziatu pamigci podczas generowania kodu wynikowego programut Rdséséw zalezy od archi-
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sterujacej, ktéra czyta abstrakcyjne drzewo rozbioru programu w jezyku D i wykonuje go
zmieniajac stan pamieci. Istnieje pewna analogia pomiedzy maszyna abstrakcyjna jezyka
i automatem skiaczonym (zob. paragraf 3.7.1). Automat Bkaony czyta stowo wégiowe

i zmienia swoj stan pod wplywem przeczytanego stowa. Podobnie maszyna abstrakcyjr
jezyka D czyta abstrakcyjne drzewo rozbioru programu i odpowiednio zmienia swdj stan
Maszyna abstrakcyjna nie jest jednak B&mona, zawiera bowiem niegkzzenie wiele ko-
moérek pamieci zawierajacych dowolnie wielkie liczby, moze sie zatem znafavjednym

z nieskdiczonej liczby stanéw. Stan pamigeci jest jednoznaczniestikng przez podanie za-
wartcsci kazdej z jej komorek. Moze Bywiec opisany za pomoca funkeji : A — Z,
przypisujacej nazwom komorek pamieci biezaca zavgarych komarek. Przestrzenia sta-
néw pamigci jest zatem zbior

S=7%={s:A—> 7)

Poniewaz zatozydimy, ze nie rozwazamy instrukcji végiia/wyfgcia, stan catej maszyny jest
jednoznacznie ok&tony poprzez stan jej pamigci.

W definicjach wielu starszych jezykéw (np. Algolu 60, Algolu 68 iin.) opisywano abs-
trakcyjna maszyne danego jezyka, a nastepnie zadawano znaczenie programu w sposob |
formalny, opisujac stownie, jak sie zmienia stan takiej maszyny w trakcie wykonywania
programu. Jezyk naturalny jest jednak niejednoznaczny. Lepigj forynalizmu matema-
tycznego Semantyka formalnt metodascistego, matematycznego oglenia, jak zmienia
sie stan maszyny abstrakcyjnej na skutek wykonania programu. Wyrdznia sie nastepuja
rodzaje semantyki formalnej:

Semantyka denotacyjn&rogramom przyporzadkowuje sie pewne obiekty matematyczne,
zwane ichinterpretacjamilub denotacjamistad nazwa tego rodzaju semantyki. Prze-
waznie sa to funkcje. W przypadku jezyka D beda to odwzorowdniaS — S
okreslajace, jak zmienia sie stan maszyny na skutek wykonania programu (tj. takie
ze jesli ¢ € S jest stanem maszyny przed wykonaniem programu, ktérego denota-
cja jestf, to f (o) jest stanem maszyny po wykonaniu tego programu). W tym celu
definiuje siead hocpewna algebre nad ustalona sygnatura, zwaodelenopisywa-
nego jezyka programowania, a jezyk traktuje sie jako zbior terméw nad ta sygnatura
Znaczenie programu jest jego interpretacja (jako termu) w modelu. Jest to klasyczn
metoda nadawania znaczenia wyrazeniom jezyka, inspirowana technikami znanyn
z teorii modelj tj. dziatu logiki matematycznej, w ktdrym nadaje sie w ten sposob
znaczenie formutom logicznym. Metode denotacyjna opisu jezykOw programowanie
wynalazt w latach 60-tych zesztego wieku Christopher Strachey. Na potrzeby semar
tyki denotacyjnej Dana Scott stworzyt tzteorie dziedzintj. matematyczna teorie
budowy modeli jezykéw programowania.

Semantyka algebraiczndModel jezyka programowania zadaje sie za pomoca zbioru aksjo-
matéw réwnéciowych. Jest to technika zblizona do sposobu, w jaki definiuje sig i

tektury maszyny i budowy systemu operacyjnego. Sa to przewaznie adresy wzgledne, zorganizowane tak, by k
wynikowy byt przesuwalnytj. by mégt by umieszczony w dowolnym miejscu pamigeci.
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bada rézne struktury (np. grupy) w algebrze ogdlnej, stad nazwa tego rodzaju sema
tyki.

Semantyka operacyjndo podegcie najsilniej akcentuje role maszyny abstrakcyjnej jezy-
ka. Definiuje sie pojecie podobne do tego, ktére méwiac o automatacicaikwych
nazwalémyfunkcja przejcia automatuZnaczenie programu opisuje sie podajac, ja-
kie operacjewykona maszyna realizujaca program, stad nazwa tego rodzaju seman
tyki. We wspotczesnej formie formalizm ten zostat rozwiniety przez Gordona Plotkina
w latach 70-tych zesztego wieku w postaci tatvukturalnej semantyki operacyjne;.

Semantyka aksjomatycznBefiniuje sie specjalny formalizm logiczny do wyrazania wia-
sndsci programoéw i system wnioskowania do dowodzenia tych wisaindezyk jest
wowczas opisany przez zbior odpowiednegksjomatow regut wnioskowania, stad
nazwa tego rodzaju semantyki. Stworzyli ja w latach 60-tych zesziego wieku R. W.
Floydi C. A. R. Hoare. Semantyka aksjomatyczna bywa tez nazylegii@a Floyda-
Hoare'a

11.2. Semantyka denotacyjna

W podrozdziale 8.6 opisd&imy jezyk D jako zbi6r terméw nad odpowiednio dobrana sygna-
tura Xp. Zadalémy wiec sktadnie jezyka D definiujac sygnatdig. Mozemy teraz zada
jego semantyke, definiujac odpowiednia algebte= ({M?}acs, - ™) 0 sygnaturzeEp, t.
budujacmodeljezyka D. Kazdy term (program) bedzie miat wéwczas swoja interpretacje w
algebrzen.

Poniewaz zbiéS = {A, B, C, | } zawiera cztery rodzaje, musimy wpierw pédztery
dziedziny algebn?t. Wartast wyrazenia arytmetycznego jest liczba catkowita zalezna od
stanu pamiec$. Jegointerpretacja(denotacja jest wiec funkcja przeksztatcajaca stany pa-
mieci w liczby catkowite. Termy gatunké bedziemy zatem interpretowgako funkcje
nalezace do zbiorM” = ZS. Podobnie dziedzina interpretacji wyrazgicznych be-
dzie MB = BS. Instrukcje zmieniaja stan maszyny, ich interpretacjami beda wiec funkcje
przeksztatcajace stany w stany, cZyiF = SS. Ostatecznie interpretacjami nazw komérek
pamigci beda adresy, mamy wist = A.

Dla kazdego symbolu sygnatury musimy teraz oo interpretacje™®. Dla przy-
ktadu wart&C statejo wynosi 0 niezaleznie od stanu maszyny. Zatem interpretacja statej
0 jest funkcja stata, przeksztaicajaca dowolny stan maszyny w liézltie 0™(s) = 0
dla kazdegos € S. Podobnie interpretacja binarnego symbaltijest funkcjaif™ :

MB x MC — MC, tj. if™: BS x S5 — SS, taka, zeit™(f, 9)(c) = o, jesli f(6) = F i
if™(f,9)(0) = g(o), jesli f (o) =T.

Dla zadanej funkcjif napis f[a/n] oznacza funkcjg ,poprawiona” w punkcie:

f(b), gdya#b
n, w p.p.

Ponadtof[a;/ny, ..., a/nk] oznaczaf[ai/n1] ... [ak/nk]. Instrukcja przypisanixX = e
zmienia zawartst komorki pamieci o adresia = addi(X) przypisujac jej wartet f (o),

fla/n](b) =
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gdzief = [[e]]mjest interpretacja wyrazenew algebrzet. Denotacja symbolu przypisa-
nia = powinna by zatem funkcja dwu zmiennych (bo symbojest binarny) dostarczajaca

w wyniku funkcje, ktéra dowolnemu stanowi pamieci przyporzadkowuje stan pamigeci ,po-
prawiony” dla adresa, tj. taka, ze="(a, f) = g, gdzieg(c) = s[a/f (¢)].

Pelna definicja interpretacji symboli sygnatiEy, w algebrzed)t jest przedstawiona w
tablicach 11.1 na nastepnej stronie i 11.2 na stronie 210. Na uwage zastuguje interpret
cja symbolu wytuskania (dereferendji)e El'fA. Powiedzielsmy, ze interpretacja nazwy
komérki pamieciX jest pewien adreX™ = addi(X). JezeliX pojawia sie w wyrazeniu
arytmetycznym, to pragniemy interpretadvgo jako liczbe catkowita bedaca zawa&t@
komorki pamieci o adresie addf), a nie jako ten adres. Interpretacja symbiojast wiec
funkcjai ™ : A — Z5, taka, zd ™(a)(c) = o (a).

Dotychczas zaktaddmy, ze interpretacje symboli funkcyjnych w algebrze sa funkcjami
catkowitymi. Tymczasem interpretacja symbgldana wzorem

/Mt 9e) = o)/ go)
nie jest okrélona w sytuacji, gdg(s) = 0. Aby pozosté w zgodzie z dotychczasowa defi-
nicja algebry mozemy do zbioru liczb catkowityZhdoda nowy elementl, reprezentujacy
wartos¢ nieokreslonazdefiniowa interpretacje symboly nastepujaco:

Mt ge) = |18 adg_;w)aéug(a)gzu,m

W podobny warunkowy sposéb musimy tez wowczas sli@énterpretacje pozostatych ope-
ratoréw arytmetycznych. Co wigecej, element reprezentujacy s@rti@okréslona musimy
tez dod& do zbioréw wartéci logicznych i stanéw pamigci i interpretacje wszystkich pozo-
stalych symboli funkcyjnych rowniez rozszetzy ten sposéb. Aby wiec nie komplikowa
definicji przyjmujemy, ze interpretacje symboli funkcyjnych w mod@iumoga by funk-
cjami czgciowymi.
Interpretacja symbolwhile:
whilem(f, g)(o.) — I Whilem( f, g)(g(a)), gdy f(U) =T (111)
o, W p.p.
jest zadana zalez&oia rekurencyjna. Pojawia sie zatem pytanie, czy ta definicja jest po-
prawna i co ona znaczy. Zwykle nie zastanawiamy sie nad pop&siadefinicji rekuren-
cyjnych, takich jak np. definicja funkcji silnia:
o =1
n = nx(n-=1)!
poniewaz wydaje sieczywistezeistnieje doktadnie jedna funkcja: N — N spetniajaca
oba powyzsze réwnan{@aktadamy, ze zbiér liczb naturalnythzawiera liczbe zero). Nie
zawsze jest to prawda! Rozwazmy rekurencyjna ,definicje” funkciji
fn) = fh—-2)+2 (11.2)
f(O) = 0 (11.3)
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0M(s)
1M(o)

Xsm

i (@) (o)
(£ (o)
+7(1,9)(0)
-M(1, g)(0)
«(f,9)(0)
/™ (£, 9)(0)
%1, 9)(0)

=="(f,9)(0)
1="(f,9)(0)
<(f,9)(0)
>M(f,9)(0)
<"(f,9)(0)

>=M(f, g)(0)

truem(a)
falsegﬁ(n)

() (o)
HPY(E, 9) (o)

&&™(f, 9)(0)

Tablica 11.1. Interpretacja symboli funkcyjnych w mod@lujezyka D (cz. 1)

addi(X)

o (@)

—f(o)

f(o) +9(0)
f(e) —9(o)
f(o) x g(o)
f(o) / 9(o),

f (o) modg(o),

9(c) #0
9(c) #0

T, gdyf(s)=09(),
F  wp.p.
T, gdyf(o)#9(@),
|F wp.p.
T, gdyf(o) <9(o),
F  wp.p.
T, gdyf(o) > g(o),
F  wp.p.
T, gdyf(s) <g(0),
F  wp.p.
T, gdyf(s) >9(0),
F  wp.p.
T
F
T, gdyf(oc)=F,
F, wp.p.
T, gdyf(e)=Tigo)=T,
F, wp.p.
T, gdyf(c)=Tlubg(o) =T,
F, wp.p.
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skipm(a) = O

=M, )(0) = ola/f(o)]

P(f,9)00) = T(g(0)

(1L ge) = |9 adg.;.(a)zT
i £ _ Jau(e), gdyf(e)=T
if7(f, 01, 02)(0) = (o), Wpp.
while™(f, 9)(c) = while™(f,9)(g(s)), gdyf(e)=T

’ g, W p.p.

Tablica 11.2. Interpretacja symboli funkcyjnych w mod@lujezyka D (cz. 2)

Istnieje nieskofnczenie wielkunkcji f : N — N spetniajacych powyzsze dwa réwnania,
wsrad nich np. funkcja identyczioi, albo funkcja

£ (M) n, dlan parzystych
n+ 1, dlannieparzystych

(opisz rodzine wszystkich funkcji spetniajacych te dwa réwnamajina z nich nie jest ani

lepsza, ani gorsza! 8k dopiscimy funkcje czgciowe (okr&lone na wtaciwym podzbiorze

N) i przyjmiemy, ze w réwnaniu (11.2) zmienmgprzebiega dziedzing ol&mndsci funkc;ji

f, to do tej dziedzinynuszanalez& wszystkie liczby parzyste (inmaogg ale niemusza.

Woweczas rozwiazaniem uktadu rowsm (11.2) i (11.3) bedzie tez funkcja

fn) = i n, dlan parzystych
nieokreslong dlan nieparzystych

Ma ona ciekawa wiasi$0: zawiera sie (jako relacja ol§na naN x N) w kazdej innej
funkcji spetniajacej rownania (11.2) i (11.3) (udowodnij to przez indukcje). Nie zamierzamy
tutaj rozwijat teorii rowna rekurencyjnych. Powiemy jedynie, ze dla réwnania (11.1) ist-
nieje jego najmniejsze rozwiazarfi®rzyjmujemy wiec, ze interpretacje symboli sygnatury
¥ p sa najmniejszymi rozwiazaniami rowimaefiniujacych interpretacje symboli funkcyj-
nych. Sa to funkcje c&giowe, nieokrglone dla niektorych kombinacji argumentéw. Zatem
takze interpretacja termow w modelit nie bedzie okrslona dla wszystkich argumentéw,
gdyz np. dziedzina okitondsci funkcji [while (true) skip]™ jest zbi6r pusty, Zadzie-
dzina funkciji[2 / X]}fm nie zawiera tych stanéw e S, dla ktéryche (addi(X)) = 0.

Skoro zadaBmy algebredlt, to kazde wyrazenie arytmetyczee logiczneb i kazdy
programC (termy stale gatunkéwA, B i C nad sygnaturé&p) maja swoja interpretacje

2Tak nie zawsze lymusi. Rozwazmy dla przyktadu rownani€2) = — f (1), ktére ma wieleieporéwnywal-
nychrozwiaza minimalnych. Nie ma wigc rozwiazania najmniejszego.
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(denotacje)
[e]™:S - z, dlaee TA(Zp,9)
[b]™:S— B, dlabe TB8(Zp,#)
[C]™:S—S, dlaC e TC(Zp, )

Poniewaz modedt jest ustalony, jego nazwe bedziemy porgjjpiszac np[C] zamiast
[C]™. Interpretacjg]-] terméw w modelWit bedziemy nazywafunkcja semantycznZa-
pisujac funkcje semantyczna bedziemy pofijawiasy wokét jej argumentu, piszac np.

[X+2]o zamiast [X +2](o)

W podrozdziale 8.6 powiedziéliny, ze w praktyce skladnig abstrakcyjna jezyka zadaje
sie nie przez podanie odpowiedniej sygnatury algebraicznej, lecz za pomoca bezkontekst
wej gramatyki abstrakcyjnej (zob. tablica 8.6 na stronie 162). Dlatego rowniez semantyk
denotacyjna jest wygodniej zdefiniotv@odajac wprost rekurencyjna definicje funkcji se-
mantycznej. Semantyka denotacyjna wyrajgzyka D w tej postaci jest przedstawiona w
tablicy 11.3 na nastepnej stronie, a jego instrukcji — w tablicy 11.4 na stronie 213.

11.3. Réwnowaznéc programow

Méwimy, ze programyC; i Cz saréwnowazne wzgledem semantyki denotacygeepzna-
czamyCy ~ Cy, jezeli [C1] = [C2]. Innymi stowy programyC; i Cz sa rownowazne,
jesli efekt ich wykonania jest zawsze taki sam. Podobnie definiujemy rownos@aznoa-
zeh arytmetycznych i logicznych. Jezeli udowodnimy, ze progr&ny C, sa rbwnowazne,
to w dowolnym kontekcie jeden z nich mozemy zastqmirugim. Mozemy dla przyktadu
udowodn€ przez indukcje wzgledem struktury progra@uastepujacy:

Lemat 11.1. JezeliX & 1d(C), too (X) = [C]o (X).

w ktérym 1d(C) oznacza zbioér nazw komérek pamieci wystepujacych w progr&niee-
mat ten mowi, ze j&li nazwa komérki pamiecK nie wystepuje w programi€, to na sku-
tek wykonania tego programu zawastdkomorki pamieci 0 nazwieX nie ulega zmianie.
Korzystajac z powyzszego lematu mozemy udowodgdméw przez indukcje wzgledem pro-
gramucC:

Twierdzenie 11.2. Jezeli IdX = e) N1d(C) = 4, to
while (b) (X=¢e; C) ~ (X=¢; while (b) C)

Mowi ono, ze jezeli progran€ nie zawiera nazwyX ani zadnej nazwy komaorki pamieci
wystepujacej w wyrazenie, to instrukcje przypisania = e mozna przesuriaz wnetrza
instrukcji while przed te instrukcje bez zmiany znaczenia programu. Tgltgmalizacja
petli jest czesto wykonywana przez kompilatory. Dzieki posiadaniu formalnej definicji je-
zyka mozemydowodni¢ ze tego rodzaju optymalizacja jest poprawna.



212

11.3. Réwnowaznos€ programow

[c]o

[X]e
[er+e]o
[e1-e2]o
ler* 2]
[e1/ e]o
[[el%ez]]o

[e1==€]0
[e1!=eo]o
[e1<ez]o
[e1> )0
[e1<=er]o

[e1>=€2]o

[true]o
[false]o

['b]e
[b1 11 bg]o

[[b]_ && bz]]O'

Cc

o (X)

[ei]o + [e2]o

[e1]o — [e2]o

[e1]o x [e2]o

[eilo 1 [e2]o, [eo #0
[e1]e mod[ex]o, [ex]o #0

T, gdy[ei]o = [ez]o
F, wp.p.
T, gdyle]o # [e2]o
F, wp.p.
T, gdy[ei]o < [e]o
F, wp.p.
T, gdy[ei]o > [e]o
F, wp.p.
T, gdy[e]o < [e]o
F, wp.p.
T, gdy[e]o > [e]o
F, wp.p.
T
F
T, gdy[ble =F
F, wp.p.
T, gdy Hbl]]a =T Ilub [[bzﬂa =T
F, wp.p.
T, gdy [[bl]]()' =Ti [[bz]]a =T
F, wp.p.

Tablica 11.3. Semantyka denotacyjna wyraaeytmetycznych i logicznych jezyka D
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[skip]le = o
[X=elo = o[X/[e]o]
[Ci;Coe = [Co([Cilo)
C dy[ble =T
[if (0 Clo = E Jo, \%gﬁp_ﬂ”
; _ | [C]o, gdy[ble =T
[if (b) CielseColo = [Colo. W p.p.
[vhile (b) Clo = [while (b) C]([C]o), gdy[b]e =T

o, W p.p.

Tablica 11.4. Semantyka denotacyjna instrukcji jezyka D

11.4. Semantyka operacyjna

Zamiast wprost definiowafunkcje semantyczne, tj. odwzorowania przyporzadkowujace ele-
mentom pewnych kategorii syntaktycznych (wyrazeniom arytmetycznym, wyrazeniom lo-
gicznym, instrukcjom) pewne obiekty matematyczne @emotacj¢ mozemy opisa zbior
regut, wedtug ktérych pracuje maszyna abstrakcyjna. Dzieki temu powiemy, jak symulo-
wat dziatanie maszyny abstrakcyjnej. Opiszemy, jalperacjeona wykonuje. Taki spos6b
zadania semantyki jezyka programowania nazywaasigantyka operacyjna

Znaczenie konstrukcji jezyka D zdefiniujemy w spos6b modularny — znaczenie ztozone
konstrukcji bedzie funkcja znaczgej sktadowych. Mowi sig, ze taka definicja semantyki
jest sterowana sktadnialest to tatwe dla tzwinstrukcji strukturalnychtj. takich, w kto-
rych kolejnat obliczen jest zadana poprzez strukture programu. Dlatego bedziemy@néwi
o strukturalnejsemantyce operacyjnej jezyka D.

Wykonanie instrukcji zmienia stan maszyny. Bedziemy zatem zapisyaranuty po-
staci:

(C, 01) > 02

Napis (C, 1) bedziemy nazywakonfiguracja(maszyny abstrakcyjnej jezyka D), stap
bedziestanem poczatkowyrnss o, stanem kohcowynPowyzsza formuta znaczy wiec ,je-
zeli maszyna znajduje sie w stanig i wykona instrukcjeC (jezeli maszyna znajduje sie

w konfiguracji (C, o1)), to po wykonaniu oblicze znajdzie sie w stanie,”. OpisaC se-
mantyke jezyka, to podazbidr wszystkich prawdziwych formut powyzszej postaci. Aby
maoc rozstrzygg, ktore formuty postaciC, 1) — o2 sa prawdziwe, zbudujemy formalny
system dowodzenia (zbiér regut wnioskowania) i powiemy, ze prawdziwe sa te formuty,
ktére sa dowodliwe w naszym systemie. Aby méc Skieznaczenie instrukciji, musimy
wpierw miec mozliwast okreslenia znaczenia wyraaerytmetycznych i logicznych. Obli-
czenie wyrazenia nie moze zmiérstanu maszyny (nie wptywa na zawdatdomorek pa-
mieci). Wynikiem obliczenia wyrazenia arytmetycznego (logicznego) jest natomiast liczba
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catkowita (wart&c logiczna). Nadto war&t wyrazenia arytmetycznego (logicznego) zalezy
od stanu maszyny, w ktérym jest ono obliczane. Dla wyheergrtmetycznycle (logicznych

b) bedziemy zatem pigaformuty postaci(e,s) — n (oraz (b,s) — p), gdzien € Z
(z& p € B). Zbior regut wnioskowania bedzeerowany sktadnigv tym sensie, ze kazdej
produkcji gramatyki mowiacej, ze dana konstrukcja w jezyku sktada sie z pewnygbicze
bedzie odpowiadareguta moéwiaca jak zbudowanaczenie tej konstrukcji uzywajac zna-
czeh jej sktadowych. Dla przyktadu wargaia wyrazenia; + € jestny + ny, jesli wartoscia
wyrazeniae; jestni, z& wartécia wyrazenia, jestny:

(e1,0) > N1 (€2,0) > N2
(e1+€,0) > N1+n2

Nie jest to jedna reguta, tylko schemat, za pomoca ktérego mozna zbaddieskdczony
zbidr regut, po jednej dla kazdej pary liczb catkowitychi ny, wyrazeéh e i e i pamiecio .
Zestaw regut wnioskowania dla wyrdzarytmetycznych jest przedstawiony w tablicy 11.5
na sasiedniej stronie, dla wyrdezkmgicznych w tablicy 11.6 na stronie 216 &z#la instrukcji

w tablicy 11.7 na stronie 217. System wnioskowania Skreatem trzy tréjargumentowe
relacje

(V> C AxSx7Z
(w)y—>+- C BxSxB
(9> C CxSxS

Sa to najmniejsze relacje zamkniete wzgledem wszystkich regut wnioskowania.
Zauwazmy, ze nie dla wszystkich konfiguracji maszy@yc ) (konfiguracji arytmetycz-
nych (e, o), konfiguracji logicznychb, o)) istnieje stanr; (liczba catkowitan, wartct lo-
gicznap), takie, ze(C, o) — o1 (oraz{e,o) — ni (b, o) — p). Np. znaczenie wyrazenia
1/ 0 jest nieokrélone (dla zadnego stanu maszyny nie ma liczby catkowitej, ktora bytaby
wartdscia tego wyrazenia w tym stanie), podobnie niesknee jest znaczenie programu

while (true) skip;

(dla zadnego stanu poczatkowegionie istnieje stan kiccowy o, taki, ze maszyna dojdzie
do stanuss z konfiguracji(while (true) skip,o1). | slusznie, powyzszy program sie
bowiem zapetla, nie istnieje zatem stan maszymywykonaniu tego programgi.

Przyktad 11.3. Pokazemy, ze zgodnie z podana semantyka jezyka D program

Z=X;
X=Y;
Y=12Z,

3W odréznieniu jednak od semantyki denotacyjnej poprasgmeguty wnioskowania dla petiihile nie budzi
watpliwasci. Nie definiujemy bowiem funkcji za pomoca zale&aiorekurencyjnej, tylko relacje, méwiac, ze jest
to najmniejsza relacja zamknieta wzgledem wszystkich regut wnioskowania. Najmniejsza relacja zawsze istniej
jest nia bowiem przekréj wszystkich relacji zamknigtych wzgledem regut wnioskowania. Nie mamy za to teraz
pewndci, czy semantyka jest deterministyczna, tj. czy nie istnieje prodgtamstanysq orazoy # o3, takie, ze
zar6wno(P, o1) — a9, jak i (P,01) — 3. Poprawn&t definicji semantyki w tym sensie wymaga osobnego
dowodu.
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(e1,0) > N1 (€2,0) > N2
(C,o) > ¢C (e1-€,0) > N1 —ny

(e1,0) > N1 (€2,0) > N

(X,0) = a(X) (e1*€,0) = N1 X Ny
(&,0) > n (e1,0) > Ny (e,0) >N nN2#0
(-6,0) = —n (e1/e,0)—>n1/ny

(é1,0) > N1 (&,0) = Ny (e1,0) >Ny (e,0) >N N2#0
(e1+€,0) = Np+ny (e1%€,0) = Ny modny

Tablica 11.5. Reguly strukturalnej semantyki operacyjnej jezyka D dla wirazémetycz-
nych

powoduje zamiang miejscami zawatbzmiennychX i Y, tj. ze
(Z=X;X=Y;Y=2Z,0) — 0a[X/o(Y),Y/o(X),Z/o(X)]

dla dowolnego stana. Odpowiedni dowdd jest przedstawiony w tablicy 11.8 na stronie 218.

Przyktad 11.4. Oto stara sztuczka, pozwalajaca zamiamiejscami zawarfa& zmiennych
catkowitych X i Y bez korzystania ze zmiennej pomocniczej:

X=X+Y;
Y=X-Y;
X=X-Y;

Pokazemy, zgodnie z przyjeta semantyka jezyka D, ze tak jest w istocie, tj. ze
(X=X+Y;Y=X-Y;X=X-Y,0) — o[X/o(Y),Y/o(X)]

dla dowolnego stana. Odpowiedni dowdd jest przedstawiony w tablicy 11.8 na stronie 218.

11.4.1. Obliczanie wyrazé logicznych

Reguly semantyki operacyjnej jezyka D dla operatorbwi && méwia, ze ,aby wyzna-
czyt wartést wyrazenia logicznegb; @ by, nalezy oblicz¢ wartdsci logiczne wyrazie by

i by, a nastepnie wyznaczywynik, badajac ktdra z czterech mozliwych kombinacji war-
toSci logicznych zaszta.” Semantyka nie precyzuje, w jakiej kolsghmaja by obliczone
wyrazenia (dopdki obliczanie wa&oi wyrazé nie powoduje skutkéw ubocznych, nie ma

to jednak wptywu na wynik). Taka semantyka wyrazegicznych jest przyjeta np. w stan-
dardzie jezyka Pascal. W jezyku C natomiast, podobnie jak i w SML-u przyjmuje sige, ze
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11.4. Semantyka operacyjna

(true,o) > T

(false,o0) > F

(e1,0) > n (e,0)—>n
(e1==€2,0) > T
(e1,0) > Ny (€2,0) > N2 Ny #nNy

(e1,0) > Ny (€2,0) > N2 Np>nNy

(e1>€2,0) > T

(&1,0) > N1 (€,0) > N2 Np <N

(e1==ep,0) > F

(e1,0) >N (e,0)—>nN
(e1'=e,0) > F
(e1,0) > Ny (€2,0) > N2 Np#nNy
er!=e,0)—>T
(e1,0) > N1 (€2,0) > N2 N <Ny
(e1<=e,0) > T
(e1,0) > Ny (€2,0) > N2 Ng>nNy
(e1<=€p,0) > F
(&1,0) > N1 (&,0)—=> N2 N1 >Ny

(e1>=e2,0) > T

(e1,0) > Ny (€2,0) > N2 Ng <Ny
(e1>=€,0) > F
(1,0) > N1 (€,0) > N2 N1 <Ny
(er<e, o) > T
(e1,0) > N1 (€,0) —> N2 Ng >Ny
(e1<e2,0)—> F

Tablica 11.6. Reguly strukturalnej semantyki operacyjnej jezyka D dla wiraggcznych

(e1>ep,0) > F

(b,e) > T
('b,o) = F

(b,o) > F
('b,o)—> T

(b1,0) > F (bp,0) > F
(byllbp,0) > F

(by,6) > F (bp,0) > T
(brl1bg,0) > T

(b1,0) > T (bp,0) > F
(b1 11bg,0) > T

(b1,0) > T (bp,0) > T
(b l1bp,0) =T

(b1,0) > F (bp,0) > F
(b1&&by, o) > F

(b1,0) > F (bp,0) > T
(b1&& by, 0) > F

(b1,0) > T (b2,0) > F
(b1 && by, 0) — F

(b1,0) > T (bp,0)>T
(br&&bp,0) > T
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(b,e) > T (C,0)—> ¢’

(skip,0) > 0 (if (b) C,0) > o’
(e,c) > n (b,o) > T (Ci,0)—> 0’
(X,=e,0) = a[x/n] (if (b) C1 else Cy,0) — ¢’
(C1,0) > 6’ (Cy, 0"y = ¢” (b,o0) > F (Cp,0)— o’
(C1Cp,0) > o” (if (b) C1else Co,0) — o’
(b,o) > F (b,6) = F
(if b) C,0) > 0o (while (b) C,0) > 0o

(b,c) > T (C,0)— ¢’ (while (b) C,s6’)— ¢”
(while (b) C,0) = o”

Tablica 11.7. Reguly strukturalnej semantyki operacyjnej jezyka D dla instrukcji

w wyrazeniu logicznynb; | | by najpierw oblicza sie warE wyrazeniab; i, jesli okaze
sie ono prawdziwe, nie oblicza sie wyrazehja(bo wynik obliczé jest juz przesadzony).
Podobnie nie oblicza sie wyrazerta, jeSli w wyrazeniub; && b, wyrazenieb; jest fat-
szywe. Taka semantyka operatoréw logicznych bywa nazywhod circuit evaluatiodub
(w kregu jezykdw funkcjonalnychyartosciowaniem leniwyifw odréznieniu odyorliwega
w ktérym najpierw oblicza sie oba podwyrazenia, a nastgpnie bada kombinacje icBaiarto
tak jak w naszej oryginalnej semantyce jezyka D). Zestaw regut dla leniwegoSwiani@-
nia operatoréwl | i && przedstawia tablica 11.9 na stronie 219. W SML-u aby pclkre
fakt, ze wyrazenia logiczne sa wastdowane leniwie, uzywa sie stow kluczowyshdalso

i orelse, zamiastand i or. W Adzie sa oba rodzaje operatorow logicznych: gorlawme i
or oraz leniweand then i or else.

11.5. Réwnowaznét semantyk

Nasuwa sige pytanie, czy definiujac semantyke operacyjna i denotacyjna jezyka Dsopysali
ten sam jezyk. Tak jest w istocie, 0 czym mozna sie przekalmavodzac (przez indukcje
wzgledem struktury odpowiednich wyrdzeprogramow) nastepujace lematy i twierdzenie:

Lemat 11.5. Dla dowolnego wyrazenia arytmetycznegce A, dowolnego stanw i do-
wolnej liczbyn zachodzi

(e,0) > n wiw [e]le =n
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(X,0) > m (Y,o[Z/m]) > n
(Z=X,0) > a[Z/m] (X=Y,c[Z/m]) = c[Z/m, X/n] (Z,0[X/n, Z/mM]) > m
(Z=X; X=Y,0) > o[X/n, Z/m] (Y=2Z,0[X/n,Z/m]) = o[X/n,Y/m, Z/m]

(Z=X;X=Y;Y=2Z,0) - o[X/n,Y/m, Z/m]

(X,6) > m Y,o)—>n (X,o[X/m+n]) > m+n (Y,c[X/m+n]) > n
(X+Y,0) > m+n (X=Y,o[X/m+n]) > m
(X=X+Y,0) > o[X/m+n] (Y=X-Y,o[X/m+n]) > a[X/m+n,Y/m]|
(X=X+Y;Y=X-Y,0) > o[X/m+n,Y/m] A

(X=X+Y;Y=X-Y; X=X-Y,0) = o[X/n, Y/m|

(X,o[X/m+n,Y/m)) > m+n (Y,e[X/m+n,Y/m]) — m
(X=X-Y,o[X/m+n,Y/m]) = o[X/n,Y/m]

gdzieA =

Tablica 11.8. Przyktady wnioskowiav semantyce operacyjnej (dla skrocenia zapisgt o (X) i n = o (Y))
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(b1,0) > F (bp,0) > F (b1,0) > F
(b1 llbp,0) > F (b1 && by, 0) > F
(br,0) > F (bp,0)—> T (b1,0) > T (bp,0)—> F
(brll1bg,o)—> T (b1 && by, 0) — F
(b1,0) > T (b1,0) > T (bp,0)—> T
brllbg,o)—>T (b1 &&bp,0) > T

Tablica 11.9. Reguly strukturalnej semantyki operacyjnej jezyka D dla wiriaigcznych
uwzgledniajace metode skrécona obliczania koniunkcji i alternatywy

Lemat 11.6. Dla dowolnego wyrazenia logicznedpoe B, dowolnego stang i dowolnej
wartcsci logicznejp € B zachodzi

(b,o) > p wtw [b]le = p

Twierdzenie 11.7. Dla dowolnego programu & e C jezyku D i dowolnych stanéw i ¢’
zachodzi

/

(C,o)—> 0o wtw  [C]e =o'

11.6. Przykiad: semantyka wyraz@ regularnych

Semantyke formalna mozna zad@wae tylko dla jezykéw programowania, lecz takze do-
wolnych innych jezykow formalnych. Dla przyktadu rozwazmy wyrazenia, ktorych skladnia
abstrakcyjna jest przedstawiona w tablicy 11.10 na stronie 221. Bedziemy je riazywa
razeniami regularnymi z operatorem punktu stategal alfabetenia, b}. W poréwnaniu

Z wyrazeniami regularnymi opisanymi w paragrafie 3.7.4 nie zawieraja one operatora dc
mknigcia Kleene'go, maja natomiast zmienne i kwantyfikatoZnaczenie tych wyraie
mozna zdefinionaw sposob nieformalny nastepujaco:

¢ oznacza jezyk pusty;

€ oznacza jezyKe} zawierajacy jedynie pusty napis;

oznacza jezyKa} zawierajacy jedynie jednoliterowy napis ztozony z litery
oznacza jezyKb} zawierajacy jedynie jednoliterowy napis ztozony z litery
oznacza dowolny jezyk (zaleznie od interpretaciji zmiennych wolnych);

P X o »

oznacza jezyk napiséw postagb, gdzieu nalezy do jezyka opisanego wyrazeniem
e1, z&b w nalezy do jezyka opisanego wyrazeniesn

€1 + & 0znacza sume mnogoiowa jezykOw opisanych wyrazeniamii e;
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uX.e oznacza najmniejszy jezyk, ktéry zawiera jezyk opisany wyrazeniee) przy
czym interpretacja zmiennef w wyrazeniue jest jezyk L (definicja jest reku-
rencyjna), npu X.(a + a - X) reprezentuje nieskmzony jezyk{a, aa, aaa, .. .}.

Jezyki, ktére mozna opisgpowyzszymi wyrazeniami, to jezyki regularne. Istotnie, kazdy
jezyk regularny mozna opiéaakim wyrazeniem. Wystarczy w tym celu pokazgk ,sy-
mulowet” operator domknigecia Kleene’'go i powdtaie na twierdzenie 3.6. Zauwazmy, ze
poszukiwanym odpowiednikiem wyrazenig jestu X.(e + w - X). Dowdd tego faktu, oraz
dowdd, ze kazdy jezyk opisany wyrazeniem z operatorem punktu statego jest regularny pe
zostawiamy Czytelnikowi jakéwiczenie.

Zdefiniujemy formalnie semantyke denotacyjna tego jezyka wyrdzdowodnimy przy
tym, ze definicja znaczeniaX.e jest poprawna, tj. ze zawsze taki najmniejszy zbior ist-
nieje. Nastepnie zdefiniujemy formalnie semantyke operacyjna wynaieezawierajacych
zmiennych wolnych, tj. za pomoca odpowiednich aksjomatow i regut wnioskowania okre-
Slimy relacje- € -, taka zew € e, gdziew jest stowem nad alfabetefa, b} ae wyrazeniem
regularnym, jéli w nalezy do jezyka opisanego wyrazenienlNa koniec udowodnimy réw-
nowaznd&t obu zdefiniowanych semantyk.

Wopierw zadamy semantyke denotacyjna wyfazegularnych. Niecly : V — {a, b}*,
gdzieV jest zbiorem zmiennych, oznacza interpretacje zmiennych wolnych w wyrazeniact
(dowolne odwzorowanie, ktére zmiennym przyporzadkowuje jezyki). Interpretacje wyraze
definiujemy indukcyjnie wzgledem ich struktury (zob. tablica 11.11 na nastepnej stronie)
Aby pokaz&, ze semantyka denotacyjna zgadza sie z podana wyzej nieformalna definicj
znaczenia wyraZeregularnych dowodzimy najpierw indukcyjnie, ze dla dowolnego wyra-
zeniae, dowolnej interpretacji zmiennych wolnyahi dowolnej niepustej rodziny jezykow
{L¢}t zachodzi

Nelxia = [elyx/n, L (11.4)
t

Dowdd jest standardowy, wigc pozostawimy go j@kdgczenie. Rodzina zbiorow, takich
ze

L 2 [efyrx/1) (11.5)

jest niepusta, poniewaz nfa, b}* do niej nalezy. Nadto przekrdj dowolnej rodziny zbioréw
{Lt}t o wtasndci (11.5) réwniez ja posiada: przyjmijmy, ze kazdy ze zbioddwpewnej
rodziny {Lt}; spetnia wtasngt (11.5), zatemw € [€],[x/L,] pociagaw € L dla kaz-
degot. J&sli w e M [€],ix/n, Ly G- w € [Elyx/n, g = Nilelyix/Lg dla kazdego
t,tow e [e],x/L dla kazdega, wiec w € L¢, dla kazdegd i w € (), L. Zatem
Mt Lt 2 [elyix/n, Ly- Ponadto przekrdj wszystkich zbioréw o wtased(11.5) jest oczy-
wiScie najmniejszym zbiorem o tej wiassw. Jezyk]u X.€], jest zatem najmniejszym je-
zykiemL, takim, zeL 2 [e],x/L]-

Okreslilismy funkcje[-], przyporzadkowujaca wyrazeniom regularnym ich denotacje w
zbiorze wszystkich jezykéw nad alfabetém b}, zadalsmy wiec semantyke denotacyjna.

Dla wyrazéh nie zawierajacych zmiennych wolnych pokazujemy przez indukcje, ze

[e]l, = T[ely
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e = flelalb[X|e-&|er+e|uXe

Tablica 11.10. Skfadnia abstrakcyjna wyrmzegularnych

[[Q]]n = 0

lel, = e

[a], = {a}

[pl, = (b}

Xl = n(X)
ler-e], = {uwlueled,Awelel,}
[ +e], = [al,u[e],

[uxel, = ({LIL2[elyxw)

Tablica 11.11. Semantyka denotacyjna wyfazgularnych

uee wee
€€c Uw € €1 - €
uee uee[X/uX.e
aca uee +e ue—,uXe
uee
beb uee +e

Tablica 11.12. Semantyka operacyjna wyrazegularnych

X-(Y-Z) = (X-Y)-Z X-e X
X+Y+2) = X+Y)+2Z e-X = X
X+Y = Y+X X-0 = ¢
X+Y)-Z = X-Z+Y-Z g-X = 0
X-(Y+2Z) = X-Y+X-Z uX.e e[X/uX.€
X+0 = X

Tablica 11.13. Semantyka algebraiczna wyfeigularnych
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dla dowolnych interpretacjy i #'. Dowdd jest standardowy, wiec pozostawiamy go jako
twiczenie. Dla takich wyraZeinterpretacjg; bedziemy pomijéai pisat [e].

Semantyka operacyjna jest przedstawiona w tablicy 11.12 na poprzedniej stronie. Je
to zbiér regut wnioskowania, za pomoca ktérych mozemy downdodre stowa naleza do
jezyka opisywanego przez wyrazenie regularne. Reguty te mozemy trakjmkeaopisope-
racji, ktére nalezy wykon@ by wygenerowakazde stowo nalezace do jezyka opisywanego
przez wyrazenie regularne. Dlatego te definicje zaliczamy do klasy semantyk operacyjnycl

Na koniec mozemy pokazadéwnowazn& obu semantyk, tj. udowodnprzez indukcje
wzgledem struktury nie zawierajacego zmiennych wolnych wyrazeria

weleg] < wee

Dowdd jest standardowy, wiec pozostawimy go jé@kaczenie.

11.7. Semantyka algebraiczna

Na poczatku biezacego rozdziatu wspomiely, ze zamiast definio@amodel jezykaad
hog tak jak to ma miejsce w semantyce denotacyjnej, mozemy ga&zaipomoca zbioru
réwndsci. Cha jest wiele innych mozliwsci, zwykle przyjmuje sig, ze modelem jezyka za-
danym przez pewien zbidr réwaoi jest algebra poczatkowa dla tego zbioru. Jest togew.
mantyka algebry poczatkowej

Ze wzgledu na problemy ze zdefiniowaniem w semantyce algebraicznej pojecia stan
obliczen, nie zadamy semantyki algebraicznej jezyka D (Czytelnika zainteresowanego alge
braicznym definiowaniem semantyki jezykéw imperatywnych odsytamy do ksiazki Gogu-
ena [62]). W zamian zadamy semantyke algebraiczna wireegularnych z poprzedniego
podrozdziatu. Jest ona przedstawiona w tablicy 11.13 na poprzedniej stronie.

Na mocy twierdzenia 8.20 algebra poczatkowa dla zbioru r&eird jest

T = (T(2,0)/~,-F

gdziet ~s < (t =s) € Th(E)i fP(ta]~,...,[ta]~) = [f(t1, ..., tn)]~. Pozosta-
wiamy Czytelnikowi jakotwiczenie dowod faktu, ze algebra poczatkowa dla zbioru réw-
nosci przedstawionych w tablicy 11.13 jest izomorficzna z algebra zadana przez semanty}
denotacyjna z tablicy 11.11.

Do semantyki algebraicznej powrdcimy w rozdziale 12, w ktérym moéwimy o $pe-
cyfikacjach algebraicznych

11.8. Semantyka aksjomatyczna

Do uzupehienia: TresC tego podrozdziatu jest jedynie naszkicowana i wymaga rozszerze-
nia o dalsze przyktady i komentarze.
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11.8.1. Jezyk asercji

Standardowym jezykiem logiki, stuzacym do formalizacji matematyki jest jezyk rachunku
predykatow pierwszego rzedu ([173], rozdziat 12). Mozemy wyta@anim rézne sady
o badanej przez nas rzeczywistd matematycznej. Dla przyktadu zdanig.x2 > 0 jest
prawdziwe w odniesieniu do zbioru liczb rzeczywistych, falszywg wazbiorze liczb ze-
spolonych. Przypomnijmy, ze termy jezyka predykatéw zbudowane sa ze zmiennych
itd. statychn, m itd. i symboli funkcyjnych o ustalonej arBoi (np. binarnych operatoréw
+, — itp.). Przy ustalonej interpretacji zmiennyichj itd. kazdemu termowi jest jednoznacz-
nie przyporzadkowany pewien element dziedziny interpretacji. Aby moc inowawarto-
§ci komorek pamigci sktadnie terméw rozszerzamy o nazwy komoérek pamigci. Tak rozsze
rzony jezyk rachunku predykatow pierwszego rzedu nazywpmykiem asercjiAbstrak-
cyjna skfadnia jezyka aserciji jest przedstawiona w tablicy 11.14.

Dowolna funkcjel : I — Z, gdziel jest zbiorem zmiennych, nazywanmterpreta-
cja zmiennych. Interpretacja zmiennythwraz ze stanem pamigeeijednoznacznie zadaja
interpretacje termow, : 7 — Z zgodnie z definicja rekurencyjna przedstawiona w ta-
blicy 11.15. Jezeli asercja jest prawdziwa przy danej interpretacji zmiennyichv stanie
o, bedziemy pisal, s = ¢. Prawdziwgt asercji przy danej interpretacji zmiennyttw
stanies jest zdefiniowana w tablicy 11.16. Bedziemy méwze asercja jestprawdziwa
i pisaC = ¢, jesli bedzie ona prawdziwa przy kazdej interpretacji zmiennych i w kazdym
stanie pamieci.

11.8.2. Reguly czgciowej i catkowitej poprawnaosci
Bedziemy teraz méwio programach formuty postaci

{¢)C{y} oraz [¢]C[y]

Formuta{¢}C{y} mdwi, ze j&li w pewnymSwiecie (w pewnym stanie pamigci, przy pewne;j
interpretacji zmiennych) jest prawdziwa asergjdo jesli obliczenie program dobiegnie
kofca, to bedzie prawdziwa aseroja Formute postaci¢}C{w} nazywamywarunkiem
czesciowej poprawnosci programBormuta[¢]C[w] mowi, ze j&li w pewnymSwiecie

(w pewnym stanie pamieci, przy pewnej interpretacji zmiennych) jest prawdziwa asercje
¢, to obliczenie program@ dobiegnie kéica i bedzie prawdziwa asercja Formute po-
staci[¢]C[w] nazywamywarunkiem catkowitej poprawisci programu Reguly cz&ciowe;j
poprawn@ci programoéw dla jezyka D zawiera rysunek 11.% zatkowitej tablica 11.17.
Tablica 11.19 zawiera przyktad dowodu éz@wej poprawnsci programu.

11.8.3. Najstabsze warunki wstepne

Najstabsze warunki wstepne (wp, ekakest preconditiopDijkstry sa zdefiniowane w
tablicy 11.18.

Fakt 11.8. w = wp(C, ¢) wtedy i tylko wtedy, gdy[¢] C [v] i dla kazdegap’ takiego, ze
[¢'] C [w] zachodzip = ¢'.
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11.8. Semantyka aksjomatyczna

state:

zmienne:
nazwy komérek pamieci: X
operatory arytmetyczne: ®

n
i

(=]

W)
T
F

= +|—|x]|/|mod

=|#|<|>|<|>

VIA|=e

nNii|X|-7|7T7T
TIF|ToT|-F|FOoF|Vi.F|I.F

Tablica 11.14. Jezyk asercji

n

1)

a (X)

Iy (e1) + I, (e2)

I (e1) — I (e2)

I (e1) x [ (€2)

lo(e1) I (5(e2), [5(e2)#0
iy (e1) modi,(e2), [,(e2)#0

Tablica 11.15. Interpretacja termow jezyka asercji

jesli I, (t) & 1, (t2),

gdzies jest jednym z operatorow, #, <, >, < lub >
= —¢ je§linie prawda, zé, 0 = ¢
dVvy jesSlil,oc =¢lubl,o = w
oAy jesSlil,o =dil,o Ew
= Vi.¢ jeSli dla kazdej liczbyn € Z zachodzil[i/n], ¢ = ¢

operatory relaciji:
operatory logiczne:
termy:
formuly:
lo ()
I (i)
[ (X)
I (€1 +€)
I (€1 €)
I (€1 % €2)
o (e1/ €2)
Is(e1%€2)
l,o Et10ot
l,o
l,o &=
l,o0 E
l,o
l,o

= di.gp jeSliistnieje liczban € Z, taka, zel[i /n], o = ¢

Tablica 11.16. Definicja prawdzivgoi asercji
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@1 skip (9] NP

=
i

() Caly} {w}Caip}

@ cucC 09
(0]
tak nie
@b @b
ol [

{p Ab] Ca{y} {pA—Db}Co{yl)
{¢} if (b) C1else Co {w}

E¢ =¢ {#}Cly)
{¢'} Cly}

(asgn)

{p[X/€]} X=e {¢}

{¢ A b} C {¢}

itelse) 9ADICH) Eén-b=y

{¢} while (b) C {¢ A —b} (while)

(precond) PICly} Ey=y

@i D C (y] (i

@1C 1w (postcond)

Rysunek 11.1. Reguly caegiowej poprawnsci dla jezyka D
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[l sxip[g] oW

[p[X/€e]] X=e[¢] (asgn)

[¢] C1[w] [y] Calp]
[#] C1;C2 [p]

[pAblCly] E¢n—b=y
[¢] if (0) C [w]

[¢ Ab] Cily] [¢A—b]Coly]
[¢] if (b) C1elseCy [y]

(seq)

(if)

(if-else)

[p Abre=i]Clpre<i]l] EdpAnb=>e>0
[¢] while (b) C [¢ A —b]

(while)

E¢'=4¢

[#] C [v]

[¢'1C [w]

[4] C [v]

(precond)

Ev=

(4] C [y']

Ld (postcond)

Tablica 11.17. Reguty catkowitej poprawsm dla jezyka D

wp(skip, ¢)

wp(x=e, ¢)

wp(Cy;C2, ¢)

wp(if (b) C, ¢)

wp(if (b) Cp else Cy, ¢)

wp(while (b) C, ¢)

Ho

|'|i+1 =

Tablica 11.18.

= ¢

plx/€]

wp(Cz, wp(Cy, ¢))

(bAwp(C, ¢)) v (b A )

(b Awp(Cy, ¢)) v (=b Awp(Ca, ¢))

oo
VH
i=0

—bA ¢
b Awp(C, Hi)

Najstabsze warunki wstepne
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{N>O/\X=k/\N:i}
{x:kzi’N/\N>0}

while (N>1) (
{x:kzi’N/\N>0/\N>1}

{Xxx—k2HMD

/\N—1>0}
X = X*X;
{x:WHM”AN—1>q
= N-1;

X = kzNAN>q

/\N>O/\N§1}

B
Il

K2~
K2~ Nzl}
K2

)

Tablica 11.19. Dowdd c&giowej poprawnsci programu

{
[x
{
&

11.9. Zadania

Zadanie 11.1. Udowodnij lemat 11.1 i twierdzenie 11.2.
Zadanie 11.2. Udowodnij lematy 11.5, 11.6 i twierdzenie 11.7.

Zadanie 11.3. Udowodnij, ze kazdy jezyk regularny mozna o@igaizy pomocy wyrazenia
z operatorem punktu statlego z podrozdziatu 11.6 oraz ze jezyk opisywany przez kazde tak
wyrazenie jest regularny.

Zadanie 11.4. Udowodnij rowndci (11.4) i (11.6) oraz réwnowaz&osemantyki denota-
cyjnej i operacyjnej wyraderegularnych z operatorem punktu statego z podrozdziatu 11.6.

Zadanie 11.5. Udowodnij, ze algebra poczatkowa dla zbioru réowcigprzedstawionych w
tablicy 11.13 jest izomorficzna z algebra zadana przez semantyke denotacyjnafwgraze
gularnych z tablicy 11.11.

Zadanie 11.6. Za pomoca regut strukturalnej semantyki operacyjnej ogisgli podzbior
jezyka D nie zawierajacy instrukcji wagia/wypcia. Jezeli program moze sie komuniko-
wat z otoczeniem, to stan obliczenie jest opisany jedynie przez zawd&tgamieci, ale
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wymaga réwniez uwzglednienia interakcji z otoczeniem. Nigéh= ¢, Zk+1 = 7 x ZX,

Z* = |Upo ZX (skarczone, b moze puste ciagi liczb catkowitych) ord? = 7 x 7 =
[1k21 Z (nieskarczone ciagi liczb catkowitych). Przyjmujemy, i®, s) oznacza ciag zto-
zony z liczbyx i wszystkich elementéw (skmzonego lub nie) ciagsl Kazdy niepusty ciag
liczb catkowitych mozna przedstadwiv tej postaci. Stan oblichez uwzglednieniem operaciji
wejscia/wypcia mozna opigaza pomoca krotkis, i,0) € S x Z® x Z*, gdziec : A — Z
jest opisem pamieci, e Z“ reprezentuje nieskazony ciag danych wegiowych, z&o : Z*
reprezentuje sktczony ciag danych wggiowych wypisanych przez program. Napisz reguty
strukturalnej semantyki operacyjnej jezyka D z uwzglednieniem operaciicieéjvygcia.
Zdefiniuj semantyke denotacyjna tego jezyka.

Zadanie 11.7. Niech £ bedzie zbioremwyjatkéw Rozszerzamy skiadnie jezyka D o in-
strukcje zgtaszania i obstugi wyjatkow:

C = X=A|C;C|if (B)C|if (B) Celse(C |while (B) C|
raise £ | C handle (D)

D .= whenf=>C D|e
€ =

Niech @ oznacza, ze wykonanie instrukcji zdlazyto sie pomglnie. Stan oblicze bedzie
teraz pargd{#}U&) x S, gdzies jest stanem pamieci. Semantyke instrukcji ztozonej opiszemy
reguta:
(C1,0) = (B,6") (Cp, 0"y — (E,c")
(C1Co,0) = (E, 6"

za& propagacije wyjatkow reguta:

(Ci1,0) > (E,0') Ee&
(C1C2,0) = (E,0")

Napisz pozostate reguty strukturalnej semantyki operacyjnej dla nowego jezyka. Zdefiniu
jego semantyke denotacyjna.

Zadanie 11.8. Oto sktadnia wyraze pewnego jezyka:
A = ¢| X|A+A|A-A|AxA| A/ A| A A|try Aotherwise A

Btad moze wystajii podczas dzielenia przez zero. Wyrazetug e; otherwise e ma
wartcst e, jesli obliczeniee; kohczy sie pomglnie i e, jeSli w trakcie jego obliczenia
wystepuje dzielenie przez zero. Przyjmujemy, ze dziedzina interpretaciji wyjegiezbior

D = {E} UZ (przy czymE ¢ Z). Napisz semantyke operacyjna i denotacyjna tych wyraze

Zadanie 11.9. Wyrazenia arytmetyczne jezyka D rozszerzamy o operatory postinkrementa
cji i postdekrementaciji:

A = Cc|ZT|-A|ADA|Z++|T-—-
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Teraz wiec obliczenie wyrahemoze powodow@skutki uboczne. Napisz reguty struktural-
nej semantyki operacyjnej dla nowego jezyka. Zdefiniuj jego semantyke denotacyjna.

Zadanie 11.10. Abstrakcyjna sktadnia instrukcji jezyka D++ jest nastepujaca:

C = X=A|C;C|if (B)C|if (B) Celse(C |while (B) C|
switch (A) (D)
D == casec:C;D]le

€ =
Semantyka instrukciji
switch (e) (casecCy: Cq; ... ; caseCp: Cp)

jest nastepujaca: najpierw jest obliczane wyrazeni@ nastepnie jego waioi poszukuje

sie wsrdd liczbcey, . . ., cy. J&li istnieja dwie (lub wiecej) takie same liczloy, wybiera sie
pierwsza z nich. Gdy juz wybrano liczlog, wykonuje sig instrukcj€;. Jezeli vérod liczb
c1,...,Cnh Nie ma wart8ci wyrazeniae, nie wykonuje sie zadnej akcji. Napisz gramatyke
opisujaca konkretna sktadnie jezyka D++. Opisz algorytm translacji programoéw napisanyc
w jezyku D++ na programy w jezyku D (pierwszy kompilator C++ tez tak dziatal!) Narysu;j
odpowiednie diagramy przeptywu. Napisz reguly strukturalnej semantyki operacyjnej dl
instrukcji switch. Zdefiniuj semantyke denotacyjna jezyka D++.

Zadanie 11.11. Abstrakcyjna skfadnia instrukcji jezyka-b- jest nastepujaca:

C == X=A|l:C|C;C|if (B) C|gotol
gdziel jest klasaetykiet Napisz gramatyke opisujaca konkretna skltadnie jezyka-DOpisz
algorytm translacji programéw napisanych w jezykaB na jezyk D++ i odwrotnie. Na-
rysuj odpowiednie diagramy przeptywu. Napisz reguty strukturalnej semantyki operacyjne

jezyka D——. Zdefiniuj jego semantyke denotacyjna.

Zadanie 11.12.Jezyk D rozszerzamy o dodatkowa konstrukege, tj. przyjmujemy, ze
abstrakcyjna sktadnia instrukcji jest nastepujaca:

C 1= I=A|CC|if (B)C|if (B) CelseC(C |
while (B) C | for (Z from A to A) C

Oto trzy rozne sposoby zdefiniowania semantyki instrukcji
for (X frome; toe) C

w ktdrej X nazywa sigmienna sterujaca petli
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1. Najpierw sa obliczane i zapamietywane wadik; i ko wyrazeh e; i €,. Nastepnie
instrukcjaC jest wykonywan&, — k1 + 1 razy. Przed kazdym wykonaniem instrukcji
C zmiennej sterujaceX jest przypisywana kolejna wab z przedziahk;, . . ., ko.
Ewentualne przypisanie zmienn¥jinnej wartdéci w instrukcjiC nie ma wplywu na
liczbe wykona petli ani na wartét tej zmiennej w kolejnych wykonaniach instrukgji
C.

2. J.w., przy czym teraz zmienné ma poczatkowo warkt ki i jej wartost jest nie-
jawnie zwiekszana o jeden po kazdym wykonaniu instrukcjiPetle wykonuje sie
dopoty, dopoki wartst zmiennejX jest niewieksza nik,. Dla przyktadu po wykona-
niu programu

Y = 0;

for (X from 1 to 12) (
X = X+1;
Y = Y+1;

)

zmiennay ma wart&t 6 (w poprzednim przypadku miataby wastdl 2).

3. J.w., przy czym teraz waio wyrazeniae, jest wyliczana przed kazdym wykonaniem
instrukcji C. Petle wykonuje sie dopo6ty, dopoki wastozmiennejX jest niewieksza
niz biezaca wartst wyrazeniae,. Dla przyktadu po wykonaniu programu

Z = 12;

Y = 0;

for (X from 1 to Z) (
Z=7-1;
Y = Y+1;

)

zmiennaY ma wartée 6.

We wszystkich przypadkach wasfozmiennej sterujacej po zafozeniu wykonania petli

jest nieokrélona. Napisz gramatyke opisujaca konkretna sktadnig rozszerzonego jezyka. N:
pisz dla kazdego przypadku reguty strukturalnej semantyki operacyjnej. Pokaz jak w kazdyr
przypadku dokon@atranslacji programéw w rozszerzonym jezyku na oryginalny jezyk D.
Narysuj odpowiednie diagramy przeptywu. Zdefiniuj semantyke denotacyjna we wszystkict
trzech przypadkach.

Zadanie 11.13. Oto program w jezyku D:

Y =1;

while (X !'= 0) (
Y = Y*N;
X = X-1;
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Nazwijmy goP. Korzystajac z regut strukturalnej semantyki operacyjnej udowodnij,Ste je
c(X) >0i(P,0) = o/, t006'(Y) = (6 (N))°®. Korzystajac z definicji semantyki denota-
cyjnej udowodnij, ze j8li o (X) > 0, to [P]o (Y) = o (W)°®),

Zadanie 11.14.Wynajdz reguty semantyki aksjomatycznej dla nastepujacych instrukcji:

a) do C while (b);

b) switch (&) (n1:Cy;...;nk:Ck), gdzieny,...,nk sa literatami catkowitoliczbo-
wymi (por. zadanie 11.10);

) halt, ktéra zrywa dziatanie programu;
d) for (X from e; to &) C, jak w zadaniu 11.12, punkt 1;
e) for (X from €1 downto &) C, j.w., tylko wart&t X jest zmniejszana o jeden.

Zadanie 11.15.Udowodnij twierdzenie: dla dowolnego prograrmuzachodzi{T }C{T}.
Wyprowadz stad wniosek: dla dowolnej asegciidowolnego programii zachodz{¢} 1 {T}.

Zadanie 11.16.Napisz drzewo dowodu twierdzenia:
{S=x-y—X-Y} while ('odd(X)) (Y=2*Y; X=X/2) {S=X-y—X-Y A odd(X)}

gdzie
| T, njestnieparzyste
odd(n) = [ F, njestparzyste

W ponizszych zadaniach dopisz pomiedzy instrukcjami asercje tak, by mozna bylo :
nich utworzyt dowdd, ze programy spetniaja podane specyfikacje.

Zadanie 11.17.

X=XxAY=y}
S = 0;
while (X!=0) (
while (lodd(X)) (

Y = 2x%Y;
X = X/2;
)
S = S+Y;
X = X-1;
)
{s=x-y}

Zadanie 11.18.
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(X=XAN=nANnZ>=0}
Z=1;
while (N>0) (

if (odd(N))

Z = Z*X;

N = N/2;

X = X*X;
)
{z=x")

Zadanie 11.19.

{A=aAB=D}
while (A<>B) (
while (A>B) A = A-B;
while (B>A) B = B-A;
)
{A=BAA =gcda, b)}

gdzie gcda, b) jest najwiekszym wspolnym podzielnikiem liczh b.
Zadanie 11.20.Wyznacz wigif (X%4!=0) X=X+1,X mod 2= 0).
Zadanie 11.21.Niech

C =while (Y<=R) (R=R-Y; Q=Q+1)

Wyznacz wgC,R < Y AX =R+ Y- Q). (Warunek kéicowy oznacza, zg jest ilorazem &
reszta z dzieleni@ przezy.) Dla jakich asercjip jest prawdziwg¢}C{¢p}?

Zadanie 11.22. Oto gorliwa wersja operatora alternatywy w C:
int or (int x, int y) { return x || y; }

Wyjasnij, czemuor(ey, €) jest obliczany gorliwie, Zae; | | & leniwie. Napisz program,
ktory wypisuje inny wynik, j&li zamienisz w nim| | naor (tj. pokaz, ze strategia warto-
Sciowania ma wplyw na znaczenie programu).



Rozdziat 12

Specyfikacje algebraiczne

Do uzupehienia: Idea specyfikacji algebraicznych. Semantyka algebry poczatkowej. Kon-
struktory, destruktory, selektory i operatory. Dowody indukcyjne.






Rozdziat 13

Programowanie funkcjonalne

Do uzupenienia:

13.1. Skutki uboczne
13.2. Trwate i ulotne struktury danych
13.3. Przetwarzanie list w SML-u






Rozdziat 14

Algebraiczne typy danych

W rozdziale 12 zajmowaimy sie opisywaniem semantyki typéw danych za pomoca specy-
fikacji algebraicznych, tj. definiowaniem tzalgebraicznych typéw danycWiele jezykow
programowania posiada mechanizmy pozwalajace na definiowanie takich typovélesizpo
nio w programie. Po raz pierwszy algebraiczne typy danych wprowadzit Rod Burstall do
jezyka programowania HOPE i jezyka specyfikacji wykonywalnych CLEAR. W podobnej
postaci pojawity sie one nastepnie w Mirandzie Davida Turnera, Standard ML-u, Haskellu
Concurrent Cleanie i innych jezykach.

14.1. Algebraiczne typy danych w SML-u

Opisana w paragrafie 9.1.2 deklaraejge nie definiuje nowego typu danych ani nowych
wartcsci. Mowimy, ze nie jesgeneratywnaW biezacym podrozdziale opiszemy genera-
tywna deklaracje typu, tzvdeklaracjedatatype.

14.1.1. Typy wyliczeniowe

W Pascalu mozemy definiowaypy wyliczeniowe nastepujaco:
type color = (Red, Green, Blue);

Skfadnia deklaracji SML-owej jest bardzo podobna:
datatype color = Red | Green | Blue

Wprowadzono nowy typ danyctiolor i trzy jego konstruktoryo nazwachRed, Green i
Blue. Konstruktory sa to identyfikatory, za pomoca ktérych mozemy budokemstruowac
wartdsci danego typu. Wszystkie konstruktory wymienia sie w dekladagjatype oddzie-
lajac je od siebie kreskami pionowymi. Tywlor i jego trzy elementy sa catkiem nowe,
wygenerowane, inne niz cokolwiek do tej pory. W odpowiedzi system wypisuje
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datatype color = Blue | Green | Red

potwierdzajac, zeolor jest nazwa nowego typu danych i Red, Green i Blue sa kon-
struktorami tego typu. Ponadto dosgigie system zdefiniowat dwie operacje dla tyjal or
— binarne operatory poréwnanid <> (zatemcolor jest typem réwnéciowym). Mozemy
wiec napisa

- Red = Blue;
val it = false : bool

Nie zdefiniowano doméinie (tak jak np. w Pascalu) operasijid, pred i succ.
Funkcje dziatajace na waloiach typucolor moglibysmy definiowa tak jak w Pas-
calu:

fun my_favorite x = x = Green
chat wzorce daja duzo wiecej swobody, np.

fun my_favorite Green = true
| my_favorite = false

We wzorcach typleolor poza zmiennymi moga pojawdasie jedynie identyfikatorfed,
Green i Blue, tylko one sa konstruktorami tego typu.
Predefiniowanym typem wyliczeniowym jest:

datatype bool = true | false

Ze wzgledu na specjalny porzadek obliczania, wyrazefjaandalso i orelse nie moga
byt zaprogramowane jako zwyczajne funkcje dziatajace na eietoh typubool.

W podobny sposdb mozemy tez sprobéveamodzielnie zdefiniovatyp unit. Jego
konstruktor nie jest niestety identyfikatorem. Gdyby by}, to deklaracja tyyit wyglada-
taby w SML-u nastepujaco:

datatype unit = ()

14.1.2. Generatywn@&t a widoczna&C i przestanianie

Poniewaz deklaracjaatatype jestgeneratywnaponowne zadeklarowanie typu o tej sa-
mej nazwie lub powtérne uzycie konstruktora istniejacego typu w deklaracji nowego typu
powoduje przestoniecie poprzednich typdw i konstruktorow. Przest@jaibg dostepne na
zawsze (zatem dziala tu zasada wiazania statycznego), np.

datatype color = Red | Green | Blue
fun my_favorite Green = true
| my_favorite = false

1Dek|aracjadatatype, 0 czym przekonamy sie za chwilg, jest duzo ogdlniejsza od Pascalowej, te operacje nie
we wszystkich przypadkach datoby sie zdefinioveensownie. W Mirandzie Turner wprowadzit pewien porzadek
na konstruktorach, jednak takie rozwiazanie nie jest ani eleganckie, ani przydatne.
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definiuje nowy typcolor i funkcje my_favorite : color -> bool. Jezeli powtdrnie
zadeklarujemy tygolor:

datatype color = Red | Green | Blue
wowczas wywotanie funkcjhy _favorite spowoduje btad:

- my_favorite Red;
Error: operator and operand don’t agree [tycon mismatch]
operator domain: 7.color
operand: color
in expression:
my_favorite Blue

Funkcjamy_favorite odwotuje sie do ,starego” typdolor, ktérego nazwa jest niedo-
stepna (dlatego system piszecolor, kompilator edynburski pisatolor [hidden]), po-
dobnie jak i wart&ci. KonstruktoRed po powtérnej deklaracji jest elementem nowego typu.
Funkcjamy_favorite jest bezuzyteczna, poniewaz nie zachosrmaiy zadnej wartsci pasu-
jacej do typu jej argumentu. Czesto powyzsze zjawisko ma miejsce, gdy poprawiamy i wielo
krotnie kompilujemy program. Powtdrna definicja typu wymaga skompilowania wszystkich
funkciji dziatajacych na jego warsgiach.

Jezeli definicji typu uzywamy jedynie lokalnie, warto zanurjgyw deklaracjilocal lub
wyrazeniulet. Zasieg obowiazywania takiej deklaracji jest ograniczony tymi samymi re-
gutami, co zasieg obowiazywania deklaracji wadio Ujemna strona takiej mozIlivgoi jest
niebezpiecziastwo, ze wartsci typu ,przezyja” jego nazwe (podobne zjawisko wid&ply
juz przy deklaracjach wyjatkéw), np.

- local

= datatype me = Me
= in

= val x = Me

= end;

val x = Me : 7.me

Ani nazwa, ani konstruktory typu waioi x nie sa juz dostepne. Nie jest to zbyt eleganc-
kie, ale nie prowadzi do zadnych komplikaciji, dlatego system SML/NJ nie protestuje przec
skompilowaniem powyzszej deklaracji. Natomiast standard jezyka zabrania, by typ w jaki
kolwiek sposo6b opscit zasieg swojej deklaraciji.

14.1.3. Konstruktory funkcyjne

SML-owa deklaracjalatatype pozwala definiow& znacznie ogolniejsze od typow wyli-
czeniowych, nawet nieskazone kolekcje danych. Mozliwe jest to dzieki temu, ze konstruk-
tory wartdsci definiowanego moga bynie tylko statymi, lecz takze funkcjami (podobnie jak
wyjatki z parametrami). Wystarczy po nazwie konstruktora w jego deklaracji iaglisao
kluczoweof i wyrazenie typowe opisujace typ jego argumentu (typu vémitaie ma po co
piset, bo jest nim zawsze typ waaie definiowany), np.
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datatype number = Num of int | Infty
Powyzsza deklaracja wprowadza nowy tymber i dwa jego konstruktory:

Infty : number
Num : int -> number

KonstruktorInfty, podobnie jak w typach wyliczeniowych, jest po prostu nazwa warto-
§ci typunumber, natomiastium jest funkcja, maszyna do tworzenia réznych wacidypu
number. Jest ich tyle, ile danych typint. Wszystkie sa parami r6zne i sa innego typu niz
int. Zatem fragment deklaracjatatype postaci

datatype T = ... [C | ...
wprowadza jedna wargd C : T, podczas gdy
datatype T = ... | Cofo | ...

wprowadza funkcjeC : ¢ — T do konstruowania warfei typu T. Zaaplikowanie kon-
struktoralNum do liczby catkowitej tworzy wartet typunumber, np. Num 5, Num 7 itd., sa
typunumber.

Typ T zdefiniowany deklaracja postaci

datatype T = Frofo1 | ... | Fhofon | C1 | ... | Cy

jest rowndciowy doktadnie wtedy, gdy wszystkie typy, dlai = 1,...,n, sa réwno-
sciowe. O ile w przypadku typéw wyliczeniowych mozna bys(jektos jest masochista)
zmudnie uzywa kaskady wyraze if i relacji = do zbadania, z jaka wa&oia mamy do
czynienia, o tyle dla bardziej skomplikowanych typéw, takichjakber z ostatniego przy-
ktadu, wzorce sa praktycznie jedynym mechanizmem dostepu do danych zdefiniowanyc
deklaracjadatatype. Mozemy dla przyktadu zdefiniowafunkcje ++ dodajaca warteci
typunumber:

infix 6 ++
fun (Num n) ++ (Num m)
| ++

(Num (m+n) handle Overflow => Infty)
Infty

Poniewaz konstruktolium jest funkcja, we wzorcu powinien byzaaplikowany do innego
wzorca, reprezentujacego jego argument (np. zmiennej).

14.1.4. Jak uchront sie przed nadwaga

Generatywngt deklaracjidatatype mozemy wykorzystado tego, by zmusisystem ty-

péw do kontroli poprawngci uzycia danych. Deklaracjgype nie daje takiej mozliwsci.
Rozwazmy bowiem obliczenia antropometryczne dotyczace wzrostu i wagi oséb. Aby jaw
nie wskaza, ktére dane reprezentuja wzrost, a ktére wage (obie sa liczbamiriygpl
zwykle nieujemnymi), mozemy wprowadzdwasynonimytypu real z pomoca deklaraciji
type i zdefiniowa& odpowiednie state, np.



Rozdziat 14. Algebraiczne typy danych 241

type height = real
and weight = real

val h : height = 170.0

and w : weight = 60.0

System pamieta 0 naszych typach i na pytanie, ile bym mierzyt, gdybym byt wyzszy o 10%
sensownie odpowiada:

-h + 0.1 % h;
val it = 187.0 : height

Niestety rad&t programisty pryska z chwila kompilacji ponizszego wyrazenia:

- h + w;
val it = 230.0 : height

System pozwala dodavzrost do wagi! Faktycznie nie ma zadnej kontroli typéw! Mozemy
temu zapobiec z pomoca deklaratjitatype:

datatype height = Height of real
and weight = Weight of real

Height 170.0

Weight 60.0

val h
and w

Obecnie wzrost i waga sa osobnymi typami danych, a ich konstruktory, to jakby funkcje
jawnie zmieniajace typ. Teraz juz nie mozna napisa

- ht+w;
Error: operator and operand don’t agree [tycon mismatch]
operator domain: height * height

operand: height * weight
in expression:
h+w
Error: overloaded variable not defined at type
symbol: +

type: height

poniewaz+ nie jest zdefiniowany dla tych typow. Mozemy jednak zdefiniowk nich wia-
she operacje dodawania:

fun addHeight (Height x, Height y) = Height (x+y)
fun addWeight (Weight x, Weight y) = Weight (x+y)

System pozwoli dodanp. wzrost do wzrostu (ile bym mierzyt, gdybym stanat sobie na
glowie):

- addHeight (h,h);
val it = Height 340.0 : height
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ale dodanie wzrostu do wagi jest wykluczone:

- addHeight (h,w);
Error: operator and operand don’t agree [tycon mismatch]
operator domain: height * height
operand: height * weight
in expression:
addHeight (h,w)

Mozecie protestow@ ze jest to zbyt restrykcyjne, niekiedy sa bowiem sytuacje w ktérych
dodanie wzrostu do wagi jest sensowne, np. we wzorze na nadwage! Istotnie, w tym prz
padku nalezy od wzrostu odjgeden metr i pomniejszyto co wyjdzie o 10%. Jezeli wynik
jest mniejszy niz nasza waga — mamy nadwage! Porownujemy wiec tu wage ze wzrostel
i prawa uktadu jednostek miar sa pogwatcone. Mozemy zaprogramidaki predykat, na-

lezy jedynie jawnie pokazawe wzorcach, gdzie uzywamy wzrostu, a gdzie wagi:

- fun overweight (Height h, Weight w) = 0.9 * (h - 100.0) < w;
val overweight = fn : height * weight -> bool

- overweight (h,w);

val it = false : bool

i komputer stwierdza, ze nie mam nadwagi! Zauwazmy ze system dla funkajiveight
wywnioskowattyp height * weight -> bool izamiastdwdch anonimowych liczb rze-
czywistych zada — w odpowiedniej kolejsc — wzrostu i wagi. Dzigki temu program jest
duzo bardziej odporny na pomytki. Gdyby funkgjgerweight zaprogramowawprost na
liczbach rzeczywistych:

- fun overweight (h,w) = 0.9 * (h - 100.0) < w;
val overweight = fn : real * real -> bool

woweczas drobna i trudna do wykrycia pomyika:

- overweight (60.0,170.0);
val it = true : bool

mogtaby mnie wprava w niepotrzebne kompleksy (a swoja droga, wyobrazacie sobie czlo-
wieka wzrostu 60 cm wazacego 170 kilograméw?!). Z punktu widzenia efek§evobli-

czeh przetwarzanie danych typieight postaciHeight h jest niemal tak efektywne, jak
operowanie sama liczba rzeczywigtaWygoda i bezpiec#estwo, jakie uzyskuje sie wpro-
wadzajac osobny typ danych znacznie przewyzsza te koszty.

14.1.5. Typy polimorficzne

Jezeli w wyrazeniu typowym opisujacym typ konstruktora pojawi sig zmienna typowa, ha-
lezy ja wymien€ jako parametr typu w postaci podobnej, jak to czynimy w deklatagie:

datatype a T = ...
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gdziea jest albo pustym napisem (wéwczas typ jest monomorficzny i nie ma parametrow)
pojedyncza zmienna typowa, lub lista zmiennych typowych oddzielonych przecinkami i uje-
tych w nawiasy(), np.

datatype (’a,’b) pair = Pair of ’a * °’b

Wymaganie, by kazda zmienna typowa zostata wymieniona jako parametr typu jest istotn
i sprawdzane skrupulatnie przez kompilator. Bez niego system typow zatamaiby sie. Roz
wazmy dla przyktadu deklaracje

datatype T = C of ’a
fun conv x = case C x of C x => x

PoniewazC : ’a -> T,to C x : T. Funkcjaconv, chct jest w istocie identyczrizia,
matyp ’a -> ’b iz jej pomoca mozemy np. dofdarue do jedynki: conv true + 1.2
Z tych powodow SML nie przyjmuje powyzszej deklaracji typu piszac:

Error: unbound type variable in type declaration: ’a
W standardowynsrodowisku SML/NJ jest dostepny niezwykle uzyteczny polimorficzny typ
datatype ’a option = SOME of ’a | NONE

Z jego pomoca mozemy bez uzycia wyjatkéw zdefinibviankcje, ktdrej obliczeniaie-
kiedydostarcza warri, niekiedy z& nie. Np. funkcja ujawniajaca gtowe listy moze mie
typ ’a list -> ’a option ibyC zdefiniowana nastepujaco:

fun hd (x::_) = SOME x
| hd nil = NONE

Teraz jednakkazdewywotanie funkcjihd bedzie sie wiazaz koniecznécia sprawdzenia
(np. z pomoca wyrazeniease) ktory z wariantéw faktycznie zaszedt.Slieprzewidujemy,
ze wynik bedziemy badgpo kazdym wywotaniu funkcji, duzo bardziej elegancko jesttuzy
typu ’a option, w przeciwnym razie lepiej korzysta wyjatkOw.

14.1.6. Typy rekurencyjne

W wyrazeniu typowym opisujacym typ argumentu konstruktora moze wystgmwa de-

finiowanego typu danych. Dzieki temu definiowane przez nas typy danych mogarenie
kurencyjna strukture. Mozemy np. sami zdefiniawsty w takiej samej postaci, w jakiej
predefiniowano je w systemie:

infixr 5 ::
datatype ’a list = :: of ’a * ’a list | nil

2Jestdo pom§lenia rozszerzenie deklaragjitatype, w ktdrej opuszczenie zmiennej typowej powodowatoby
jej egzystencjalna kwantyfikacje. Typeinx bytby wéwczasda.(a T) i powyzsze oszustwo nie bytoby mozliwe.
Takie rozwiazanie jest zaimplementowane np. w jezyku Concurrent Clean.
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Rekurencyjne definicje typow pojawiaja sie czesto tam, gdzie wystepuja naturalnie re
kurencyjne zalezr&i miedzy danymi, np. w parserach. Rozwazmy nastepujaca gramatyke
abstrakcyjna wyraze

(wyrazenie := (liczba) | (wyrazenié + (wyrazenié | (wyrazenié * (wyrazenié
Abstrakcyjne drzewa rozbioru wyrazenozemy reprezentowaako dane typu

infix 6 ‘+°

infix 7 ‘*¢

datatype wyrazenie = $ of int |
‘+¢ of wyrazenie * wyrazenie |
‘x‘ of wyrazenie * wyrazenie

Parser wyraze bedzie funkcja typustring -> wyrazenie i bedzie w wyniku dostar-
czat abstrakcyjne drzewa rozbioru tych wyraz@bstrakcyjne drzewo rozbioru wyrazenia
3% (12+5)+7 zapiszemy w SML-u w postac$3 “*x¢ ($12 ‘+¢ $5) ‘+°¢ $7.

Deklaracjedatatype mozna tez taczy stowemand. Dzieki temu mozemy definiovia
typy wzajemnigekurencyjne, np.

datatype book = Book of {title : string, read_by : reader list}
and reader = Reader of {name : string, borrowed : book list}

W karcie bibliotecznej (wartk typu book) jest zapisany tytut ksazki i lista czytelnikow,
ktorzy dotychczas dana ksiazke pozyczyli. Karta czytelnika (typader) zawiera jego
imig i liste aktualnie wypozyczonych ksiazek. Typyok i reader wzajemnie sig do siebie
odwotuja.

Rozwazmy (troche dziwaczna) funkcje

fun pairlist (x1::x2::xs) = (x1,x2) :: pairList xs
| pairList nil = nil

Kompilator protestuje, ze

Warning: match nonexhaustive
x1 :: x2 11 xs => ...
nil => ...

i maracje, poniewaz wywotanigairlist [1,2,3] kohczy sie katastrofa. Chcielibyny,

by system typow kontrolowat w ja&isposob, czy lista ma parzysta liczbe elementéw, czy
nie. Mozemy w tym celu zdefiniovéadwa typy danych: osobno list o parzystej i nieparzystej
liczbie elementow:

infixr 5 / \
datatype ’a evenlist = \ of ’a * ’a oddlist | %
and ’a oddlist / of ’a * ’a evenlist
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Liste [1,2,3] zapiszemy jako wyrazenie / 2 \ 3 / % typu int oddlist, z& czte-
roelementowal listal \ 2 / 3 \ 4 / ¥ jesttypu int evenlist. Implementacja funk-
cji pairlist dla nowego typu list bedzie typda evenlist -> (Pa * ’a) list (wy-
nikiem jestlist-a, poniewaz nie wiemy, czy bedzie miata parzysta, czy nieparzysta liczbe
elementow):
fun pairlist (x1 \ x2 / xs) = (x1,x2) :: pairlist xs
| pairlist % = nil
Kompilator obecnie nie protestuje, poniewaz wza@geryczerpujace — system typéw gwa-
rantuje, zepairlist nie zostanie zaaplikowana do listy o nieparzystej liczbie elementow.
Najbardziej elegancko byloby, gdyby typya evenlist i ’a oddlist byly podty-
pamitypu ’a list. Systemy typOw z podtypami sa jednak trudnym zagadnieniem i wy-
magaja dalszych baflaanim zostana zaimplementowane w opisanej wyzej postaci.
Rekurencyjna definicje typu mozna tez wykorzygsti opisu catego rodzaju ludzkiego
(w sensie biblijnym). Otéz pierwszymi ludzmi byli Adam i Ewa. Cztowiek, to:
e Adam,
e Ewa,
e K-ty potomek dwach innych ludzi, dla > 0 (przyjmijmy, ze numerujemy od zera).
Otrzymujemy natychmiast SML-owa definicje typu
datatype czlowiek = Adam |

Ewa |
Potomek of word * czlowiek * czlowiek

Kazdemu cziowiekowi odpowiada pewien element typlowiek oraz dwom réznym lu-
dziom odpowiadaja r6zne wa#oi tego typu. Niestety pewne wasto typuczlowiek nawet
potencjalnie nie moga odpowiatlaadnemu cztowiekowi, np.

Potomek (Ow5, Adam, Adam)
Mozemy jednak poprawinasza definicje. Mezczyzna, to:
e Adam,
e Kk-ty syn mezczyzny i kobiety,
a kobieta, to
e Ewa,
e k-ta corka mezczyzny i kobiety.

Whiosek: ludzie powstaja w wyniku rekursji wzajemnej. W SML-u mozemy ten fakt w§razi
nastepujaco:

datatype mezczyzna = Adam | Syn of word * mezczyzna * kobieta
and kobieta Ewa | Corka of word * mezczyzna * kobieta

Zachecam Czytelnika, by sprobowat nagiseartde, ktora jest jego nazwa.
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datatype a1 T1 = Flofol |l ... | Fjofay IClI ... ICx
and a2T; = Ffofof| ... |Fiofaoh ICZI ... |Ch,
and axTc = Ffofol| ... | FXofak ICKI ... 1CK
withtype f1S1 = n1
and 2 =
and /1§ = 7

Tablica 14.1. Postadeklaracjidatatype w SML-u

14.1.7. Deklaracja withtype

Ciag wzajemnie rekurencyjnych deklaradgfitatype mozemy potacz§ stowemand. De-
klaracjetype chct nierekurencyjne, réwniez mozna ta€ztowemand. Jednaldatatype

i type to rézne deklaracje, dlatego ich ze soba nie mozna nesiiakiedy jest to ktopo-
tliwe. Najstynniejszy przyktad pochodzi od Robina Milnera:

datatype ’a tree = Node of ’a forest
type ’a forest = ’a tree list

Definicja typutree odwotuje sie do typdforest i odwrotnie. Aby méc tacz§ oba rodzaje
deklaracji, wprowadzono specjalne stowo kluczaviehtype ktdre zastepuje stowoype.
Dzigki niemu mozemy potactydeklaracjglatatype z deklaracjaype:

- datatype ’a tree = Node of ’a forest
= withtype ’a forest = ’a tree list;
datatype ’a tree = Node of ’a tree list
type ’a forest = ’a tree list

14.1.8. Semantyka deklaracji datatype

Najogolniejsza postadeklaracjidatatype jest przedstawiona w tablicy 14.1. Zbiory ele-
mentéw nowo utworzonych typow T; dla dla dowolnych typéwy orazi = 1,...,k sa
opisane nastepujaca definicja rekurencyjna:

1. wartcat Cij jestelementem typd Ti, dlaj = 1,..., m;;

2. jezeli E jest wartécia typUJ} [a/p], to F} E jest elementem typy T;, dla j =
1,...,n;;

3. zbioér elementéw typy T jest najmniejszym zbiorem spetniajacym wiaSecidl—2.
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Za pomoca definicji rekurencyjnej mozemy tez opighior wszystkich wzorcow ty-
pup T. Bedziemy méwg, zex jest identyfikatorenprefiksowymijesli jest identyfikatorem
i nie zostat zadeklarowany jako infiksowy, lub jest napisem postagi, gdziey jest iden-
tyfikatorem infiksowym. Identyfikatox jestzmiennajeSli nie jestkonstruktorenzadnego

typu.

=

. Prefiksowy konstruktoﬁ?ij jestwzorcemtypwy T, dlaj =1,...,mj;

2. jezeli P jest wzorcem typu:} [a/p], a konstruktor funkcyjn)FJi jest prefiksowy, to
napisti P jest wzorcem typw T, dlaj = 1, ..., nj; aplikacja, jak wszedzie, wiaze
najsilniej, jesli wiec P jest ztozonym wyrazeniem, nalezy je @ja nawiasy;

3. jezeliPy i P, sa wzorcami typéw odpowiednig; i pa2, gdzieaJi [a/p] = p1 * p2, @
konstruktor funkcyjnyF]! jest infiksowy, toPy FJ! P jest wzorcem typw T;;

4. jezeliP jest wzorcem typw T;, to (P) jest wzorcem typyp Ti;

5. jezeli prefiksowy identyfikatax jest zmienna, to jest wzorcem typwp Ti;

6. jezeli prefiksowy identyfikatax jest zmienna, & jest wzorcem typw T;, tox as P
jest wzorcem typw T;. Stowo as wiaze stabiej niz aplikacja konstruktora do argu-
mentu, dlatego we wzorcu postd€i(x as P) nawiasy sa niezbedne;

7. znak podkrglenia ,_” jest wzorcem typwy Ti;
8. zbiory wzorcow typw T; sa najmniejszymi zbiorami spetniajacymi warunki 1-7.

Nadto aby wzorzec mogt lzyuzyty w programie SML-owym musi lgyliniowy, tj. kazda
zmienna moze w nim wystapto najwyzej raz.

14.1.9. Wyjatki jako typ danych

W poczatkowym okresie rozwoju SML-a wyjatki byty traktowane jako specjalne klasy obie-
ktow. Nie byly warté&ciami. W roku 1988 Robin Milner zaproponowat, by utwazpe-
cjalny typ danychexn i by wyjatki byly jego konstruktorami. Jedyna r6znica w poréwna-
niu z innymidatatype-mi polega na tym, ze mozemy definiodvaowe konstruktory juz
istniejacego typu, dlatego méwimy, a&n jest (jedynym w SML-u)ypem otwartymDe-
klarowanie wyjatkdw takie samo znaczenie, jak gdyby zdefiniowano wyjatki standardowe
deklaracja

datatype exn = Match | Bind

a nastepnie kazda deklaracja wyjatku postaci
exception E lub exception E of ¢
dodawata do powyzszej deklaragitatype nowy fragment postaci

TET L lub ... |Eofa | ...
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Zastanawiano sig, czy nie uczgnotwartéci ogolna cecha wszystkichatatype-Ow w
SML-u. Z powodu ktopotéw z polimorfizmem (por. definiowanie polimorficznych wyjat-
kéw) nie wprowadzono takiego rozszerzenia do standardu SML-a. Druga przyczyna jes
watpliwost, czy takie typy bylyby uzyteczne.

Typ parametru wyjatku powinien lBymonomorficzny. Gdyby dofseic, by typ wyjatku
mogt zawier& zmienne typowe, to system typow nie dziatatby poprawnie. Rozwazmy bo-
wiem program:

let
val (E,f) =
let
exception E of ’a
in
(E, fn E x => x)
end
in
f (E true) + 1
end

SKOroE jest typua — exn, wiec w szczegolngci bool — exn, t0 E true ma typexn

i moze by argumentem funkcjf. Z drugiej stronyf : exn — «, wiec w szczegoln&ci

exn — int i jej wynik moze byt dodany do jedynki. W efekcie system typow dépitby
dodanie wartsci logicznej do liczby catkowitej! Problem polega na tym, ze w deklarac;ji
datatype wszystkie zmienne typowe wystepujace w typach parametréw konstruktoréw po-
winny byt wymienione na Bcie parametrow typu. Tymczasem &gn nie ma parametrow.
Jest to jedna z komplikacji wynikajacych z tego, ze éyp jest definiowany ,na raty”, tj. jest
typem otwartym.

Z podobnych powodow typxn nie jest typem réwngciowym. Z definicji typ wprowa-
dzony deklaracjdatatype jest rowngciowy, gdy rown8ciowe sa wszystkie typy parame-
tréw jego konstruktorow. W przypadku typu otwartego nie mozna tej wisnastale a
priori.

14.2. Drzewa

Drzewoto albolis¢ albo obiekt zbudowany wierzchotka wewnetrznegawanegaokorze-
niemi (byc moze nawet nieskmzonej liczby) mniejszych drzew, zwanych jego poddrze-
wami. Czesto spotyka sigrzewa binarnew ktérych kazdy wierzcholek wewnetrzny ma
dokfadnie dwa poddrzewa. Bedziemy rozwadazewa, w ktérych kolejri poddrzew jest
istotna, tj. poddrzewa korzenia beda ustawione w ciag. Bedziemy tez zakmaoddrzew
jest skarczona liczba. Formalnie zbiér drzew mozemy Zadiefinicja rekurencyjna. Niedh
bedzie zbiorem etykiet8ci, aW zbiorem etykiet wierzchotkéw wewnetrznych. Zaktadamy,
Ze oba zbiory sa niepuste.

1. Kazdy It € L jest drzewem.



Rozdziat 14. Algebraiczne typy danych 249

2. Jezelity, ..., t, sadrzewami, @ € W — wierzchotkiem wewnetrznym, to
(U), <t15 ] tn))
jest drzewem, ktérego korzeniem jest ktére man poddrzewty, ..., th, n > 1.

3. Wszystkie drzewa mozna zbuddwva skahczonej liczbie krokéw w podany wyzej
sposaob.

14.2.1. Podstawowe definicje i wiasrszi drzew

Zbior wierzchotkow wewnetrznydh (t) drzewat, to zbior ztozony z etykiety jego korzenia
i ze zbioru wierzchotkéw wewnetrznych wszystkich jego poddrzew. Zbior wierzchotkéw
wewnetrznych pojedynczegdtia jest pusty:

Wil = 0, lel

W(<w> <t19 R tn)))

n
wyu [ Jwa), weW
i=1
Analogicznie definiujemybidr L (t) lisci drzewat:
Ly = |

L(<wa <t1: RN} tn)))

—_

1 lel

UL, weW
i=1

Scie'qu w drzewigazywamy ciag etykiet jego wierzchotkow, taki, ze

1. ciag pusty jestsciezka w drzewié, dlal € L;

2. j&sli {(wq, ..., wn) jestsciezka w drzewid;, i = 1,...,n, to ciag(w, wy, ..., wp)
jestsciezka w drzewigw, (t1, ..., th)), dlaw € W;

3. nie ma innyclsciezek w drzewach poza opisanymi wyzej.

Wysokoscia drzewaedziemy nazywadtugdt najdtuzszefgciezki w tym drzewie.
Korzystajac wprost z definicji drzew fatwo udowodni

Twierdzenie 14.1 (Zasada indukcji dla drzew). Jezeli wiasn&t @:
1. jest spetniona dla kazdegédial € L;

2. zalozenie zaD jest spetniona dla poddrzety, ..., t, pociaga prawdziwg @ dla
drzewa(w, (1, ..., tn)) dla kazdego wierzchotka wewnetrznegos W,

wowczas whasngt @ jest spetniona dla wszystkich drzew.
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Rekursja strukturalnéao metoda definiowania funkcji dziatajacych na drzewach, w kté-
rej schemat rekursji odpowiada strukturze drzewa. Vartonkcji f, zdefiniowanej z po-
moca rekursji strukturalnej, diskial jest pewna statg .2 Aby obliczyt wartct funkciji f
dla drzewa(w, (11, ..., ty)), nalezy wpierw oblicz§ jej wartcsci f (t1), ..., f(tn) dla jego
poddrzew, a nastepnie zaaplikando nich i oryginalnych poddrzew specjalna funkgjg
dobrana odpowiednio dla wierzchotka

f = g, lel
f(w, (t1,...,th)) = Owl,...,th, F(t1),..., f(th)), weW
Schemat iteracji otrzymamy przez odrzucenie parametiow . , t, funkcji g,,:
fd) = g, lelL
f((w, (t1,...,th))) = Qu(f(ty),..., fth), weW

W wiekszaci przypadkéw (jsli tylko wierzchotekw ma wiecej niz jedno poddrzewo) re-
kursja strukturalna dla drzew nie jest liniowa. Zamiast kolekcji statych € L, bedziemy
niekiedy mowe o funkcji c okreslonej na zbiorzé.. Podobnie zamiast wielu funkaii,, be-
dziemy uzywa jednej funkcjig otrzymujacej jako dodatkowy parametr wierzchotek W.

Obejstdrzewo binarne, znacaydwiedziéwszystkie wierzchotki wewnetrzne i/lulsiie
drzewa w ustalonym porzadku:

infiksowq gdy wierzchotki lewego poddrzewa sa wizytowane jako pierwsze, nastepnie ko-
rzeh, a na koniec wierzchotki prawego poddrzewa;

prefiksowg gdy na poczatek jest wizytowany kofggotem wierzchotki lewego poddrzewa,
a ha koniec wierzchotki prawego poddrzewa;

postfiksowp gdy wierzchotki lewego poddrzewa sa wizytowane jako pierwsze, nastepnie
wierzchotki prawego poddrzewa, a na koniec korze

Odwiedzeni@olega na wykonaniu pewnej czyrsw dla wierzchotka/Bcia drzewa.

14.2.2. Implementacja drzew w SML-u

Do zaprogramowania drzew w SML-u uzyjemy deklardejtatype. Najpierw rozwazymy
drzewa binarne. Musimy ustéliczym sa zbiory etykiet wierzchotkéw wewnetrznych i li-
§ci drzewa. W najprostszej wersji oba zbiory sa jednoelementowe. Pomimo prostoty, taki
drzewa sa bardzo przydatne. Rozwazmy na przyktad gry polegajace na rzucaniu mone
Lewe poddrzewo bedzie symbolizogvevryrzucenie orta, prawe — reszki. Dowolne drzewo
jest wowczas zbiorem pewnych ciagéw losdwaliech zwyciestwo polega na tym, ze w
trakcie rzucania moneta wyniki dotychczasowych losowawieraja co najmniej tyle ortéw

co reszek. Drzewo reprezentujace wygrywajace ciagi czterech lasowe grze jest przed-
stawione na rysunku 14.1, na ktérym zaznaczono jedynie wierzchotki wewnetrzne drzew:
Drzewo jest wiec w tym przypadku albo pojedynczyisciem (nazwijmy gd.eaf), albo
wierzchotkiem wewnetrznym (niech nazywa Sigle) zwiazanym z dwoma poddrzewami:

Sstatag moze by dowolna wartécia, w szczegolrazi funkcja.
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Rysunek 14.1. Drzewo wygrywajacych ciagéw czterech rzutéw moneta w pewnej grze

datatype tree = Node of {0 : tree, R : tree} | Leaf
Drzewo z rysunku 14.1 jest wafoia

Node{0 = Node{0 = Node{0 = Node{0 = Leaf,
R = Leaf},
R = Node{0 = Leaf,
R = Leaf}},
R = Node{0 = Node{0 = Node{0 = Leaf,
R = Leaf},
R = Leaf},
R = Leaf}},
R = Leaf}

typu tree. Poniewaz taki napis nie jest zbyt czytelny, lepiej zdefinioweerzchotek we-
wnetrzny jako operator infiksowy i uzyidentyfikatoréw symbolicznych:

datatype tree = /\ of tree * tree | L
infix 4 /\

Operator/\ faczy w lewo, mozna wiec opuszdzaiektdre nawiasy. Drzewo z rysunku 14.1
bedzie teraz reprezentowane przez wyrazenie

L/\L /\ (L/\L) /\ (L/\L/\L/\L) /\ L
typutree.
Zasada indukcji dla typtiree upraszcza sie do postaci:
DdL) A (Vi tr:tree. O(f) A D(t) = O(t1 /\ 1)) = Vi:tree. D)

Z jej pomoca mozemy dla przyktadu udowoénze liczba Isci drzewa (oznaczmy ja |)
jest co najwyzej o jeden wieksza od liczby wierzchotkéw wewnetrznych (ktéra bedziemy
oznacza|-|w) tego drzewa. Formalnie obie wielkci nalezy zdefiniow@z pomoca rekursji:

Ll = 1
[te /N2l = [tz +[t2L
Llw = 0
t1 N tolw = |talw+It2lw+1
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(zauwazmy, ze jest to rekursja strukturalna) i wowczas nasze twierdzenie przyjmie: posta
Vit:tree. |t|L < |tlw+1
Istotnie, dla drzewa ztozonego z pojedyncze§oik:
LIL=1=0+1=|Llw+1
Zatézmy zelty|L < |t1lw + 1oraz|ty|L < |taolw + 1. Wbwcezas
[t /\ 2l = [talL + It2lL < Italw + t2lw +2=[ta /\ tolw + 1

Na mocy twierdzenia o indukcji dla typtree powyzsza nierOwrit jest zatem prawdziwa
dla dowolnego drzewa.

Pojedynczy krok indukcyjny polega na przeju od dwoch drzewy i to do wigkszego
drzewat; /\ t2. Rekursja strukturalna jest rowniez podporzadkowstnakturzedrzewa:
wynik wywotania funkcji f dla drzewat; /\ tz nalezy obliczg¢ na podstawie wyniku wy-
wotania tej funkcji osobno dla drzety i to. Dla typutree schemat rekursji strukturalnej
wyglada zatem nastepujaco:

fun fL=c
| £ (ts /\ t2) = g(t1, tz, F(t1), F(t2))

Schemat iteracji otrzymamy odrzucajac paramétiiyt; funkcji g:

fun f L=c
| f (e /\t2) =g(f(t), f(t2))

Mozemy zdefiniowa uniwersalne funkcjonaty — rekursor i iterator — realizujace rekursje
i iteracje strukturalna dla typtiree:

fun treeRec g c L = ¢
| treeRec g c (t1 /\ t2) =
g (t1l, t2, treeRec g c tl, treeRec g c t2)
fun treelter gc L = ¢
| treelter g c (t1 /\ t2) = g (treelter g c tl, treelter g c t2)

Wiele funkcji mozna tatwo zapigaz uzyciem rekursji strukturalnej, np. funkd@ight
ujawniajaca wysok& drzewa mozemy zaprogramaodvaastepujaco:

fun height L = 0
| height (t1 /\ t2) = 1 + Int.max (height t1, height t2)

lub uzyt iteratora:

val height = treelter (fn (1,r) => 1 + Int.max(1l,r)) O
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Rysunek 14.2. Binarne drzewo poszukiwa

14.2.3. Drzewa binarne o etykietowanych wierzchotkach

W tym przypadku mamy jedenst i wiele wierzchotkéw wewnetrznych. Drzewo jest wiec
albo lisciem, albo trojka ztozona z etykiety wierzchotka i dwéch poddrzew. Nie warto usta-
lat, czym sa etykiety wierzchotkéw — wygodniej zdefinianigp polimorficzny, ktérego
parametrem bedzie typ etykiet wierzchotkéw. Poniewaz mamy tylko jedengiia on role
.korka”, za pomoca ktérego mozna zdlazy¢c budowanie drzewa, podobnie jakl dla list.
Analogia z listami jest bardzo trafna. Jedyna réznica to ta, ze lista niepusta jest para ztozoi
z etykiety ijednejlisty, tu z& mamydwa poddrzewa. L& nazwiemydrzewem pustym
bedziemy oznacZzd),. Dla wierzchotkéw wewnetrznych przyjmiemy notacje infiksowa:

datatype ’a tree = $ of ’a * (’a tree * ’a tree) | %
infix 4 §

Np. drzewo

jest reprezentowane przez wato
28 (3853 (%, %) ,48CL, %)), 78, %))

typu int tree. Niekiedy jest wygodnie pomifaliscie i traktow& powyzsze drzewa tak,
jakby ich wierzchotki miaty od zera do dwdch poddrzew.

14.2.4. Binarne drzewa poszukiwa

Jezeli na wartsciach typus okreslono relacje porzadkup< : ¢ * ¢ — bool, to < wraz

Z typemo tree moze postuz§ do budowy algorytméw przetwarzajacybmarne drzewa
poszukiwahtj. drzewa binarne etykietowane elementami typw taki sposdéb, ze etykiety
wszystkich wierzchotkéw lewego poddrzewa sa mniejsze (wzgledem reglaog etykiety
korzenia, a ta jest niewigksza od wszystkich etykiet prawego poddrzewa (por. rysunek 14.:
i wlasndt ta zachodzi rowniez dla obu jego poddrzew.
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i nsert op<(A, )
insert op< ( (x), 1)
A A i nsert op<(A, )

i nsert 0p<(J_,I) :> (1)

Rysunek 14.3. Wstawianie elementu do drzewa poszukiwa

Operacje wstawiania i usuwania (z powtdrzeniami) elementow z takich drzew wygodnie
zaprogramow@ jako funkcje polimorficzne sparametryzowane relacjdVstawianie po-
lega na zdjciu w drzewiesciezka az do $icia zgodnie z relacjg, tak, by nowo wstawiony
element nie zaburzyt porzadku. Wstawianie elementu do drzewa pustggja)(fbolega na
utworzeniu korzenia, ktérego oba poddrzewa sa puste (por. rysunek 14.3):

fun insert _ (1,%) = 1$(%,%)
| insert op< (1,x$(t1,t2)) =
if 1 < x
then x$(insert op< (1,tl1), t2)
else x$(t1, insert op< (1,t2))

Jezeli drzewo jest w miare dobrze wywazonest@zka po ktorej schodzi funkcjasert
jest jedynie logarytmicznej dlugai wzgledem rozmiaru drzewa. Taki jest wiec réwniez czas
pracy funkcji insert. Pamigcia réwniez gospodaruje ona oszczednie. Nowa pajesg
rezerwowana jedynie do wybudowania nosejezki zak@czonej wstawianym elementem
(por. rysunek 14.4). Sytucja znacznie sie pogarsza, jezeli drzewo nie jest wywazone. \
najgorszym przypadku, gdy drzewo jest pojedyncza nitkgert dziata w czasie liniowym
i kopiuje cate drzewo (wéwczas dziata tak samo, jak wstawianie elementu na koniec listy).
Najwiekszy wierzchotek drzewa poszukiiwvasiagniemy schodzac w dét drzewa po
Sciezce wybierajac prawe poddrzewa az do napotkania wierzchotka nie posiadajacego pi
wego poddrzewa (wynika to wprost z warunku na uporzadkowanie drzewa, zobacz ryst
nek 14.5). Wybieranie najwiekszego elementu realizuje funkajel:

exception Maxel
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Rysunek 14.4. Funkcjinsert zuzywa pamié jedynie do wybudowania nowsgiezki za-
kohczonej wstawianym elementem. Pozostate poddrzewa sa wspotdzielone ze starym drz
wem

fun maxel (x$(t1,%)) = (x,t1)
| maxel (x$(t1,t2)) =

let

val (y,t2’) = maxel t2
in

(y,x$(t1,t27))
end

| maxel % = raise Maxel

ktéra zwraca pare ztozona z najwiekszej etykiety i drzewa z ktdrego ja usunieto. Czas dzic
tania i zuzycie pamieci sa podobne jak dla funkojisert. Poniewaz w drzewie pustym

nie ma najwiekszego elementu, zadeklarowano wyjitetel, zgtaszany w razie zadania
wyznaczenia najwiekszego elementu drzewa pustego.

Usuwanie elementu z drzewa poszukinj@st operacja ciut bardziej skomplikowana
(por. rysunek 14.6). Wszystkie usuwane wierzchotki o danej etykiecie (zaktadamy ze ety
kieta moze sige powtarza— tak zdefiniowabmy funkcjeinsert) leza na jednegciezce
(jest to ta samé&ciezka, ktéra zostataby wybrana przez funkgjgert przy wstawianiu tej
etykiety). Nalezy nia z&f az do Iscia usuwajac po drodze znalezione wierzchoiki. Jest to
tatwe, jesli usuwany wierzchotek nie ma lewego poddrzewa (wéwczas po prostu usuwamy
korzeh i kontynuujemy schodzenie w prawym poddrzewie). Jezeli lewe poddrzewo usuwa:
nego elementu jest niepuste, nalezy z pomoca funkejél wybraC zeh najwigksza etykiete
i uczynic ja etykieta korzenia:

fun delete _ (_,%) =%
| delete op< (1,x$(t1,t2)) =
if 1 < x
then x$(delete op< (1,tl), t2)
else if x < 1
then x$(t1l, delete op< (1,t2))
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Ae —> @
£ 4 )

Rysunek 14.5. Wybranie najwiekszego elemenpolega na zé&ciu w drzewiet; na prawo
az do znalezienia wierzchotka nie posiadajacego prawego poddrzewa. Usunigcie tego wiel
cholka jest tatwe, poniewaz ma co najwyzej jedno niepuste poddrzewo

del ete op< ( , D) :> del ete op<(A, 1)

delete op< ( (1), 1) :> Cdelete op<(A, )

del ete op<(A, 1)
delete op< ( (x) , 1)
A A deleteop<(A, 1)

delete op< (| . 1) :> B

Rysunek 14.6. Usuwanie wszystkich wystgpeéementu z drzewa poszukitva
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else (case tl1 of
% => delete op< (1,t2) |

_ => let
val (y,t1’) = maxel t1
in
y$(t1’, delete op< (1,t2))
end)

Wyposazeni w mozliwgt wstawiania i usuwania elementéw z drzewa mozemy odby
komputerem np. ponizsza rozmowe:

- val ins = insert op< : int * int tree -> int tree;

val ins = fn : int * int tree -> int tree

- val del = delete op< : int * int tree -> int tree;

val del = fn : int * int tree -> int tree

- ins(10,%);

val it = 10 $ (%,%) : int tree

- ins(3,it);

val it = 10 $ (3 $ (%,%),%) : int tree

- ins(20,1it);

val it = 10 $ (3 $ (%,%),20 $ (%,%)) : int tree

- ins(3,it);

val it = 10 $ (3 $ (4,3 $ (%,%)),20 $ (%,%)) : int tree

- ins(20,it);

val it = 10 $ (3 ¢ (4,3 $ (%,%)),20 $ (%,20 $ (%,%))) : int tree

- ins(10,it);

val it = 10 $ (3 ¢ (%,3 $ (%4,%)),20 $ (10 $ (%,%),20 $ (%,%)))
: int tree

- del(3,it);

val it = 10 $ (%,20 $ (10 $ (%,%),20 $ (%,%))) : int tree

- del(20,it);

val it = 10 $ (%,10 $ (%,%)) : int tree

Poniewaz drzewo zawiera klucze w porzadku niemalejacym, wystarczy je po zbudowa
niu obeft infiksowo, by otrzyma ciag posortowany. Zaprogramujemy do tego celu funkcje
flatten, ,Sptaszczajaca” drzewo do listy:

fun flatten (x$(t1,t2)) = flatten t1 @ [x] @ flatten t2
| flatten % = nil

Co prawda rekursja w drzewie nie jest liniowa, a wiec i nie jest ogonowa, jefinaiten
warto zaprogramowaz uzyciem akumulatora i podwo6jnego wywotania rekurencyjnego w
argumencie. Dzigki temu oszczedza sie ha pamieci marnowanej przez fankcje

fun flatten t =
let



258 14.2. Drzewa

fun aux acc (x$(t1,t2)) = aux (x :: aux acc t2) ti
| aux acc % = acc
in
aux nil t
end

Caly algorytniTreesorzmiesci sig juz teraz w jednej linijce — z pomoca iteratéed dr bu-
dujemy drzewo wstawiajac elementy listy zgodnie z relacjap<, a nastepnie obchodzimy
drzewo infiksowo:

fun treesort op< = flatten o foldr (insert op<) %

Algorytm treesort jest stabilny, tj. nie zmienia kolejsai réwnych elementow.

Spinanie list w funkcjiflatten przypomina wyrazenie, ktore analizovgtly podczas
programowania algorytm@Quicksort(opisanego na stronie 20). Istotni@eesort Quicksort
dziataja wedtug tej samej zasady, réznia sie jedynie uzytymi strukturami danych. Podczz
obliczania funkcjigsort rowniez jest budowane drzewo i to dokladnie takiej samej postaci
jak jawnie budowane drzewo w funkgjireesort — jego wierzchotkami sa rekordy akty-
wacji kolejnych wywota rekurencyjnych.

14.2.5. Sterty

Definicja 14.2. Drzewo(w, (t1, ..., tn)) jestwywazongjesli |h(t) — h(tj)| < 1dlai, j =
1,...,n, gdzieh(t) jest wysok&cia drzewd i jesli drzewaty, .. ., t, sa wywazone. & |
jest drzewem wywazonym.

Ztosliwe dane (np. ciag posortowany na &@jl algorytmutreesort) powoduja, ze
budowane drzewo nie jest wywazone i w najgorszym przypadku moze ptzgbsid li-
sty. Wéwczas efektywriid algorytméw znacznie sie pogarsza. Aby zadbawvywazenie
binarnych drzew poszukiviewymyslono nietrywialne algorytmy (np. AVL). W wielu przy-
padkach jednak nie potrzeba az tak uporzadkowanych drzew — wysttsrna Drzewo

(w, (1, ..., tn)), 0 wierzchotkach wewnetrznych etykietowanych elementami typipo-
rzadkowanego relacjgp< : ¢ *o6 — bool jeststerta(albo stogien), jesli jest drzewem
wywazonym orazoj < w,i = 1,...,n, gdziew; jest korzenient; (pomijamy tet;, ktére
sa listmi). Drzewo puste jest sterta. Zwykle bedziemy zakiad® sterta jest drzewem bi-
narnym.

Wstawianie elementu do sterty jest duzo prostsze niz do drzewa posiuldbg za-
pewnt wywazenie, numerujemy wierzchotki drzewa wierszami (zob. rysunek 14.7a) i za-
damy, by drzewo @ wierzchotkach zawierato wierzchotki o numerathk- n. Miejsce na
wstawienie elementu de-elementowej sterty jest zatem jednoznacznie kree. Aby za-
chowet warunek sterty, nalezy jeszcze wymieniiejscami etykiety wierzchotkow lezacych
nasciezce od wstawionego elementu do korzenia. Razem z drzewem przechowujemy zate
jeszcze liczbe elementow sterty:

datatype ’a heap = Heap of int * ’a tree
val empty = Heap (0,%)
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Rysunek 14.7. Dwudziestoelementowa sterta z elementami etykietowanymi wierszami zgot
nie z a) naturalna i b) odwrécona kolefua bitow

Sciezka od korzenia do-tego elementu jest zadana przez binarne rozwiniecie liozby
odrzuceniu najstarszego bitu, np. 19 element sterty osiagniemy wybierajac dwukrotnie lew
(00) a nastepnie dwukrotnie prawe (11) poddrzewo korzenia, poniewaz rozwinieciem binat
nym liczby 19 jestl 0011(rys. 14.7a). Poniewaz duzo tatwiej obli€zkolejne bity liczby
poczynajac od bitu najmniej znaczacego (uzywajac opetadjii div), to sterte zwykle
numeruje sie w takiej kolejrézi (zob. rysunek 14.7b). Ostatecznie funkcja wstawiajaca ele-
ment do sterty ma posta

exception Impossible of string
fun impossible message = raise Impossible message
exception WrongHeap
fun insert op< (1, Heap (n,x$(t1,t2))) =
if nmod 2 =0
then (case insert op< (1, Heap ((n-1) div 2, t2)) of
Heap (_,y$(tl,tr)) =>
if x <y
then Heap (n+1, y$(t1,x$(tl,tr)))
else Heap (n+1, x$(t1,y$(tl,tr))) |
_ => impossible "insert")
else (case insert op< (1, Heap (n div 2, t1)) of
Heap (_,y$(tl,tr)) =>
if x <y
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then Heap (n+1, y$(x$(tl,tr),t2))
else Heap (n+1, x$(y$(tl,tr),t2)) |
_ => impossible "insert")
| insert _ (1, Heap (0,%)) = Heap (1, 1$(%,%))
| insert _ _ = raise WrongHeap

Poniewaz w wyrazenicase analizujemy stertg, do ktérej waaie wstawilsmy element,
jest ona na pewno niepusta. Jednak kompilator nie jest tego w stanie udov@aairmy nie
jestésmy w stanie tego udowodnkompilatorowi) i ostrzega, ze jeden wzorzec nie wystar-
czy. Pomimo iz jesteamy pewni, ze o ile program jest poprawny, drugi wariant nigdy sie nie
zdarzy, wygodnie zdefiniovéaspecjalna funkcjgmpossible wywolywana w razie gdyby
zdarzyta sie taka nieprzewidziana sytuacja. Program mozétiegny!

Nie wszystkie dane typua Heap Sa poprawnymi stertami. WyjatékrongHeap jest
zgtaszany przy probie wstawienia elementu do takiej danej.

Zupetnie podobnie programujemy funkejexel usuwajaca najwiekszy element sterty.
Algorytm Heapsortbuduje wpierw stertg, a nastepnie usuwa z niej cyklicznie najwigkszy
element az do jej opréznienia:

fun heapsort op< =
let

fun takelIt acc (Heap(0,%)) = acc
| takeIt acc h =
let
val (m,h’) = maxel h
in
takeIt (m::acc) h’
end
in
takeIt nil o foldr (insert op<) empty
end

Pesymistyczny czas pracy funkagapsort dla listy diugacin, w odréznieniu od funkcji
gsort, jest rzedwnlogn (dlagsort jest rzedwun?).

Sterty mozna wykorzyséaréwniez do implementowania tablic o ,beAvednim” doste-
pie. Méwi sig, ze czas dostepu do elementu tablicy w jezyku imperatywnym jest staty, nie
zalezny od wielkéci tablicy. Takie rozumowanienplicite zaktada, ze maszyna wykonuje
operacje arytmetyczne (dodarmffsetudo poczatku tablicy) na adresach w stalym czasie, a
wiec, ze rozmiar komoérek pamigci jest nieograniczony. Przy przyjeciu bardziej realistycz-
nego logarytmicznego kryterium kosztow, czas adresowarseepgaiego wynosO (logn),
gdzien jest rozmiarem tablicy. Pamigtajac elementy w wywazonym drzewie zgodnie z ry-
sunku 14.7 mozemy zaprogramadwatrukture danych przypominajaca tablice o koszcie
wstawienia, zmiany, usunigcia i ujawnienia elementu wynosza@ftagn), wiec asymp-
totycznie tak samo dobrym, jak dla imperatywnej tablicy przy logarytmicznym kryterium
kosztéw. Szczeglly mozna znabaip. w ksiazce Paulsona [135].
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Najtrudniej zaimplementovezastruktury danych, ktére jednoca@e moga ulegazmia-
nie (ang.mutablg i byt trwate (angpersistent Tablice tego rodzaju implementuje sie w
postaci stert. Typy implementujace tablice i spetniajace tylko jeden z powyzszych warunkév
sa dostepne w Bibliotece Standardowej SML-a w struktuvaettor i Array. Sa tam zdefi-
niowane abstrakcyjne typy danycta vector i ’a array izestaw funkcji do przetwa-
rzania wart&ci tych typow. Wektory sa trwate, ale nie mozna ich modyfikoveas tablice
mozna modyfikowg, ale sa ulotne. Wektory nadaja sie do reprezentowania statych danych
ktére tatwo ponumerov@ai z ktorych czesto sig korzysta. Tabliceszadpowiadaja tabli-
com znanym z imperatywnych jezykéw programowania. Do zapisywania wektoréw i tablic
przewidziano w SML-u specjalne konstrukcje sktadniowe podobne do zapisu list:

#[Xl, ...,Xn]
[IXg,...,X%nl]
Pierwsza z nich oznacza wektor, drugé t@blice elementdwy,, . . ., Xn. Napisy [, |1 i#[

sa stowami kluczowymi, oba znaki nie mogathwiec rozdzielone spacja.

14.3. Abstrakcyjne drzewa rozbioru w SML-u

Deklaracjadatatype pozwala reprezentowalowolnie skomplikowane dane, byleby miaty
strukture drzewa, w szczegébm wyrazenia. Rozpatrzmy dla przyktadu wyrazenia aryt-
metyczne ztozone z liczb catkowitych, zmiennych, podstawowych dzadgmetycznych i
funkciji trygonometrycznych:

infix 6 ++

infix 7 *x*

datatype expr = Real of real | Var of string |
++ of expr * expr | ** of expr * expr |
Sin of expr | Cos of expr

(typ danych zostat uproszczony, by tatwiej analizoywaogram). Za zmienna mozna w wy-
razeniu podstawiinne wyrazenie:

infix 9 subst
fun (el as Var x’) subst (x,e) = if x’=x then e else el
| (el ++ e2) subst p = el subst p ++ e2 subst p
| (el ** e2) subst p = el subst p ** e2 subst p
| (Sin el) subst p = Sin (el subst p)
| (Cos el) subst p = Cos (el subst p)
| el subst _ = el
Dla przyktadu wyrazenie
Real 2.0 ** Sin (Var "x") #*x Cos (Var "x")

typu expr reprezentuje wyrazeni2sinx cosx. Jezeli zax podstawimyy?, to otrzymamy
wyrazenie2 sin(y?) cog(y?):
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- (Real 2.0 ** Sin (Var "x") #**x Cos (Var "x")) subst
= ("X", Var nyn *x Var Ilyll);
val it = Real 2.0 ** Sin (Var "y" ** Var "y") *x*

Cos (Var "y" ** Var "y") : expr

O ile wyrazenie nie zawiera zmiennych, jego wattdaje sie oblicz§:

fun eval (el ++ e2) =
(case (eval el, eval e2) of
(Real rl1, Real r2) => Real (ri+r2) |
(el,e2) => el ++ e2)
| eval (el **x e2) =
(case (eval el, eval e2) of
(Real rl, Real r2) => Real (rix*r2) |
(el,e2) => el *x e2)
| eval (Sin e) =
(case eval e of
Real x => (Real o Math.sin) x
e => e)
| eval (Cos e) =
(case eval e of
Real x => (Real o Math.cos) x |
e => e)
| eval e = e

W szczegolnsci mozemy oblicz§ wartde funkeji, gdy jej parametr ma zadana waio

infix 8 at
fun f at x = eval (f subst x)

Korzystajac ze wzorow na pochodne funkcji elementarnych, mozemy afpiskcje d,
obliczajaca pochodna wyrazenia wzgledem zadanej zmiennej:

infix 8 d
fun (Real _) d _ = Real 0.0
(Var x’) d x = if x’=x then Real 1.0 else Real 0.0
(el ++ e2) d x = el d x ++ e2 d x
x =el dx *xkx e2 ++ el *x e2 d x

(Sin e) d x = Cos e *x e d X

|
|
| (el ** e2) d
|
| (Cos e) d x = Real (71.0) ** Sin e ** e d x

Umiejac obliczé& pochodne, mozemy rozwiddunkcje w szereg Maclaurina dotego wy-
razu:

n sk (0)

foo ~ > k! xK

k=0
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gdzie f ® jestk-ta pochodnaf wzgledem zmiennex. W SML-u zaprogramujemy funk-
cje maclaurin otrzymujaca jako argumenty paramatrzmiennax i wyrazenie opisujace
funkcje f:

fun maclaurin n x £ =

let
fun aux (acc, fack, xk, edxk, k) =
if k > n
then acc
else
let
val coeff = eval (Real (1.0/fack) x*x*
(edxk subst (x, Real 0.0)))
in
aux (acc ++ coeff **x xk,
fack * real (k+1),
(Var x) **x xk,
edxk d x,
k+1)
end
in
aux (Real 0.0, 1.0, Real 1.0, £, 0)
end

Rozwihmy dla przyktadu w szereg funkciesinx cosx:

- val f = Real 2.0 *x Sin (Var "x") ** Cos (Var "x");
val £ = Real 2.0 ** Sin (Var "x") ** Cos (Var "x") : exp
- val f’ = eval (maclaurin 5 "x" f);
val f’ =
Real 0.0 ++ Real 2.0 ** (Var "x" ** Real 1.0) ++
Real 0.0 *x (Var "x" ** (Var "x" ** Real 1.0)) ++
Real 71.33333333333333 *x*
(Var "x" ** (Var "x" *x (Var "x" #*x Real 1.0))) ++
Real 0.0 **x (Var "x" ** (Var "x" **
(Var "x" ** (Var "x" ** Real 1.0)))) ++
Real 0.266666666666667 *x*
(Var "x" **x (Var "x" xx (Var "x" *x
(Var "x" x*x (Var "x" #x Real 1.0))))) : expr

Mozemy wyliczyc wart&e funkcji £ dlax np. rownega . 3:

- f> at ("x", Real 0.3);
val it = Real 0.564648 : expr

Przyblizenie jest nie najgorsze:
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- Math.sin 0.6;
val it = 0.564642473395035 : real

Niestety problem upraszczania wyrazeawierajacych funkcje przestepne jest nieroz-
strzygalny (doktadniej nie sposéb nafisdgorytmu odpowiadajacego na pytania typu: ,czy
sin(2x) jest rowne2 sinx cosx?”). Mozna probowa stosowa rézne heurystyki.

Przydatoby sie wyposagzypowyzszy program w prosty parser wyradeiruchomg in-
terakcyjna petle, tak, by uzytkownik mogt wprowadaayrazenia i zadasymbolicznego
obliczenia pochodnych, catek (!) itp.

14.4. Zadania

Zadanie 14.1. Zdefiniuj typy ksiazek i czytelnikéw dla problemu opisanego na stronie 244
nie odwotujac sie do rekursji wzajemnej. Czy Twoja definicja jest lepsza, czytelniejsza,
prostsza?

Zadanie 14.2. Napisz konkretna gramatyke wyrdwdla gramatyki abstrakcyjnej przedsta-
wiobej na stronie 244 i parser tych wyrazdj. funkcje typu string -> wyrazenie.

Zadanie 14.3. Zdefiniuj wart&ci typdwmezczyzna | kobieta opisanych na stronie 245
bedace nazwami bohateréw Ks. Rodzaju 4:1-26 i 5:1-32.

Zadanie 14.4. Dla typéw z poprzedniego zadania zaprogramuj funkcje

sa_bracmi : mezczyna * mezczyzna —> bool
sa_rodzenstwem : mezczyzna * kobieta -> bool
jest_ciotka : kobieta * mezczyzna -> bool
jest_babcia : kobieta * mezczyzna -> bool

jest_kuzynka : kobieta * mezczyzna -> bool
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Moduty

Zapisanie programu w jednym pliku w postaci ciagu deklaracji jest mozliwe tylko w przy-
padku prostych zagadrieWieksze kolekcje procedur trzeba gromadai postaci biblio-

tek. Biblioteka (modut, pakiet, struktura — nazwy bywaja rézne w zalgzinod jezyka)
powinna sktadé sie z czéci publicznej, opisujacej zawa#b biblioteki i czeci prywat-

nej, implementujacej odpowiednie procedury. Zawsritzeci prywatnej powinna kynie-
dostepna dla uzytkownika modutu, tak, by nie wykorzystywat on konkretnych cech dane
implementacji a uzywat jedynie (abstrakcyjnych) wtascimpisanych w cZ&gi publiczne;.
Obie czéci powinny by od siebie w miare niezalezne, w szczeg8bimie powinny bg
powiazane sktadniowo w jednym pliku.

Do uzupetnienia:

15.1. Oddzielenie specyfikacji i implementacji: Modula 2
15.2. Rodzajowst w Adzie

15.3. Moduty w SML-u

System modutéw SML-a jest powszechnie uwazany za najdoskonalszy, najbardziej rozbud
wany i wyrafinowany system modularyzacji programow, jaki kiedykolwiek zaimplemento-
wano w rzeczywistym jezyku programowania. Definicja jezyka SML traktuje system modu-
tow jako osobna, wydzielona c&ejezyka. Cz& SML-a nie zawierajaca modutow nazywa
sie Core ML-em. Omoéwimy ja w poprzednich rozdziatach.

15.3.1. Motywacja

Wykorzystujac jedynie Core ML opiszemy po krétce na czym polega modularyzacja pro-
gramu i dlaczego Core ML nie wystarcza do jej petnej realizaciji.

Rozwazmy zestaw prostych funkcji arytmetycznystec obliczajaca nastepnik liczby
typu int, pred obliczajaca poprzednikdouble podwajajaca swdj argument. Odpowiednie
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deklaracje mozemy unéeic w osobnym pliku, wczytywanym dérodowiska za pomoca
funkcji use. Jestémy w stanie zapanowanad taka ,biblioteka”, jgli zawiera dziesig lub
dwadziécia deklaracji. W przypadku setek funkcji powstatby zupetny chaos. Dlatego funk-
cje powiazane ze soba w j&ksposob dobrze bytoby zgromatiai postaci osobno nazwanej
kolekcji wartdsci. W SML-u mogtyby do tego postuzyekordy:

- type INTLIB =

= A

= succ : int -> int,
= pred : int -> int,
= double : int -> int
= 3}

= val IntLib : INTLIB =

= A

= succ = fn x => x+1,
= pred = fn x => x-1,
= double = fn x => 2%*x
= X

type INTLIB = {double:int -> int, pred:int -> int, succ:int -> int}

val IntLib = {double=fn,pred=fn,succ=fn} : INTLIB

Typ INTLIB jest niejako czgcia publiczna naszego ,modutu”, rekoIdtLib — czgscia
prywatna. Uzytkownikowi wystarczy znajorsotypu INTLIB, by mogt z naszej biblioteki
korzysta:

- val user = {mkOdd = fn n => ((#succ IntLib) o (#double IntLib)) n};
val user = {mkOdd=fn} : {mkOdd:int -> int}

Teraz zamiast anonimowych funkejicc i double piszemy
#succ intLib i #double intLib

jawnie wskazujac, ze sa elementami ,bibliotekiitLib i dlatego tatwo jest je odszukav
programie. Nadto system sprawdza, czy implementator biblioteki wywiazat sie z zadanis
tj. czy zaprogramowat wszystkie funkcje wymienione w&@gpublicznej i czy maja one
zadeklarowane wcaaiej typy. Implementacje mozna zmietiaielokrotnie i dopoki dopa-
sowuje sie do typUNTLIB, wystarczy skompilow@program jeszcze raz, zadne zmiany w
programie uzytkownika nie sa konieczne.

Korzystajac z definicji typINTLIB uzytkownik moze programovia kompilowatswoj
program zanim jeszcze implementacja rekordtiL.ib zostanie dostarczona (np. przez in-
nego programiste). Wystarczy te implementacje udzy@rametremprogramu uzytkow-
nika:

- fun generic_user (IntLib : INTLIB) =
= {mk0dd = fn n => ((#succ IntLib) o (#double IntLib)) n};
val generic_user = fn : INTLIB -> {mkOdd:int -> int}
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Programgeneric_user dalo sie skompilowg mimo iz bibliotekaIntLib jeszcze nie ist-
nieje! Specyfikacja zostata oddzielona od implementacji. Z chwila dostarczenia bibliotek
IntLib programu nie trzeba kompilowaowtornie, wystarczy utworzyjegoinstancjeapli-

kujac progranrodzajowydo parametru:

- val user = generic_user (IntLib);
val user = {mkOdd=fn} : {mkOdd:int -> int}

Nie zachecam nikogo do modularyzowania swoich programéw przy uzyciu rekordow i
funkcji. Chodzito mi o pokazanie pewnej analogii. Odpowiedbipomiedzy elementarnymi
konstrukcjami jezyka i mechanizmami tworzenia modutéw jest nastepujaca:

typy = czesci publiczne (specyfikacje) modutow,
rekordy = czgsci prywatne (implementacje) modutéw,

funkcje = moduty rodzajowe (moduly sparametryzowane innymi modutami), tj. funkcje
przeprowadzajace implementacje jednych modutéw w implementacje innych
modutdw.

15.3.2. Struktury, sygnatury i funktory

Do programowania c&gi prywatnych modutdow uzywa sie w SMLsiruktur, niezwykle
podobnych do rekordéw. Zamiast nawiaséw klamrowych pisze sie stowa kluczonet
i end, pomiedzy ktérymi zamiast pdl rekordu wypisuje sie zwykte deklaraeje (oraz
wszelkie inne deklaracje, o czym dalej):

struct
val succ = fn n => n+1
val pred = fn n => n-1
fun double n = 2x*n
end

Jak wid& zamiast deklaracjial mozna tez uzywadeklaracjifun. Powyzsza struktura zyje
w zupetnie innymSwiecie niz poznane wcgeiej wart@ci, nie moze wiec by zwiazana
Zz nazwa za pomoca deklaraejl. Jest natomiast odpowiednik deklaragfil w postaci
deklaracjistructure:

- structure IntLib
struct
= fun succ x = x+1
fun pred x = x-1
fun double x = 2*x
= end;
structure IntLib :
sig
val double : int -> int
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val pred : int -> int
val succ : int -> int
end

Do wartcsci zdefiniowanych w strukturze odwotujemy sie za pomoca prefiksowania ich
nazw nazwa struktury zakezona kropka, npIntLib.succ. Nazwy obiektow prefikso-
wane nazwami struktur to tzwlugie identyfikatoryang.long identifier§. Dla zagniezdzo-
nych struktur mozna napic&atasciezke dostepu do wagai, np.

- Posix.FileSys.S.irusr;
val it = MODE Owx100 : 7.POSIX_FileSys.S.mode

Teraz mozemy napiggrogram uzytkownika, rowniez w postaci struktury:

- structure user =

= struct

= fun mkOdd n = (IntLib.succ o IntLib.double) n
= end;

structure user : sig val mkOdd : int -> int end

Potwierdzajac deklaracje struktury system wypisujg oa ksztatt jej typu, tzwsygnature
struktury. Podobnie jak typy warkai, najogolniejsze sygnatury sa automatycznie rekon-
struowane przez system. Ich pdsjast podobna do typu rekordowego: zamiast nawiaséw
klamrowych pisze sie stowaig i end, pomiedzy ktérymi znajduje sie listspecyfikacji
Specyfikacje wartosonaja posté:

val X : o

gdziex jest identyfikatorem warkzi ac — jej typem. Sygnatura przypomina wyrazenie ty-
powe, ale zyje w innej przestrzeni, dlatego nie mozna jej zvtigzaeazwa za pomoca dekla-
racji type. Mamy natomiast odpowiednik deklaraejipe w postaci deklaracjgignature:

- signature INTLIB =

= sig
= val pred : int -> int
= val succ : int -> int
= val double : int -> int
= end;
signature INTLIB =

sig

val pred : int -> int

val succ : int -> int

val double : int -> int
end

Deklarujac strukture mozemy jawnie wymasiprawdzenie, czy struktudopasowuje sie
do danej sygnatury, podobnie jak to czysiliy dla typow:
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- structure IntLib : INTLIB =
= struct

fun double x 2%x

fun pred x = x-1

= fun succ x = x+1

= end;
structure IntLib : INTLIB

Typ wartdsci polimorficznej mozemyawezifoprzez jawne wymuszenie typu:

- fun id x : int = x;
val id = fn : int -> int
- id true;
Error: operator and operand don’t agree [tycon mismatch]
operator domain: int
operand: bool
in expression:
id true

Funkcjaid otrzymuje typint — int, mimo iz mogtaby mié (ogdlniejszy) type — a.
Nie mozna juz jej uz§ do argumentu typtool. Podobnie dziata tzweawgezenie sygnatury
(ang.signature constraint

- signature INT =

= sig

val id : int -> int
val zero : int

= end

structure Int : INT =
struct

fun id x

= val zero

]
N o X

= fun succ x x+1
= end;
signature INT =
sig
val id : int -> int
val zero : int
end

structure Int : INT

Najogélniejsza sygnatura dla struktury

struct
fun id x = x
val zero = 0
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fun succ x = x+1
end

jest sygnatura

sig
val id : ’a -> ’a
val zero : int

val succ = int -> int
end

Na skutek zawezenia sygnatury za pomoca sygndtNTy wartcsC Int.id otrzymuje typ
int — int i (uwaga: now&t!) wartcst Int . succ przestaje b§ widoczna:

- Int.id;

val it = fn : int -> int

- Int.succ;

Error: unbound variable or constructor: succ in path Int.succ

Tu analogia z rekordami przestaje dzi@atéypu rekordu nie mozemy zawézprzez pomi-
niecie ktéregé z jego pol (jest to dogyciekawe i teoretycznie mozliwe, wywotatoby jednak
spore komplikacje implementacyjne).

StrukturaS dopasowuje sie zatem do sygnatyjesli zawiera (co najmniej) wszyst-
kie wartcsci wyspecyfikowane w sygnaturZe i jesli ich typy dopasowuja sie do typéw
podanych w sygnaturzg.

Zawezenia sygnatury uzywamy do ukrywania przed uzytkownikiem detali implementa-
cyjnych. Nawet j6li chcemy pozostawinajogdlniejsza sygnature, warto ja osobno zadekla-
rowat, poniewaz petni role cagi publicznej, specyfikacji naszego modutu.

Kontynuujac analogie z rekordami z poprzedniego paragrafu, oczekujemy, ze dla struk
tur rébwniez istnieja specjalnego rodzaju ,funkcje”. Istotnie, odwzorowania przeprowadza-
jace struktury w inne struktury nazywanfiynktoramii definiujemy w podobny sposéb jak
funkcje. Funktor nie moze layzdefiniowany anonimowo (nie ma odpowiednika wyrazenia
fn). Odpowiednikiem deklaracfiun jest deklaracjgunctor postaci

functor f (s: Xg) : Z7 =T

gdzie f jest nazwa deklarowanego laie funktoras jest identyfikatorem struktury bedace;j
jego parametrenT jest struktura bedaca wynikiem aplikacji funktora do argumentts a
YT to sygnatury (identyfikatory lub wyrazenia postatg . . . end) odpowiednio strukturg

i wyniku T (zatem strukturd musi dopasowyw@sige do sygnaturgt). W tresci struktury

T mozna sie odwolyw@do strukturys. Zauwazmy, jak bardzo deklaracja funktora przypo-
mina deklaracje funkcji postaci

funf X:0) :7 = M

SygnatureZt wraz z poprzedzajacym ja dwukropkiem mozna pormingéwczas system
zrekonstruuje dla wyniku funktora najogoélniejsza sygnature. Sygnatury parametru pomina
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nie wolno. Przyktad rodzajowego programu uzytkownika z poprzedniego paragrafu mozn.
przy pomocy funktora zapisanastepujaco:

- functor generic_user (IntLib : INTLIB) =

= struct

= fun mkOdd n = (IntLib.succ o IntLib.double) n
= end;

functor generic_user : <sig>

W definicji funktora mozemy nie odwotyveasie do sygnaturgNTLIB (czesci publicznej
naszej biblioteki), jawnie specyfikujac, z czego korzystamy:

- functor generic_user

(Intlib : sig

= val succ : int -> int

= val double : int -> int

= end) =

struct
= fun mkOdd n = (IntLib.succ o IntLib.double) n
= end;

functor generic_user : <sig>

Obecnie argument funktora dopasuje sie do kazdej struktury w ktérej zdefiniowano (co na|
mniej) dwie wart&cisucc i double, obie (co najmnigj) typint — int. Takie rozwiazanie
bywa niekiedy wygodne, lepiej jednak jawnie uzywalefiniowanych wczmniej sygnatur.

Utworzenie gotowej strukturyser jest juz dziecinnie tatwe (pod warunkiem, ze mamy
juz zdefiniowana strukturgntLib):

- structure user = generic_user (IntLib);
structure user : sig val mkOdd : int -> int end

Struktury moga b§ elementami innych struktur (podobnie jak rekordy moga éle-
mentami innych rekordéw). Odpowiednia specyfikacja struktury w sygnaturze m&posta

structure S: X

gdzies jest nazwa struktury, & — jej sygnatura. W celu ograniczenia zasiegu obowiazywa-
nia deklaracji struktury, mozna un&ei¢ ja wewnatrz innej struktury i przestdnza pomoca
zawezenia sygnatury lub uzgleklaracjilocal.

Deklaracja sygnatury moze wystagedynie na zewnetrznym poziomie programu, nie
moze by uwiklana w konteksty lokalne i nie moze bgzecia struktury. W kompilatorze
SML/NJ dopuszczono, by deklaracja sygnatury wystepowata pomiedzy stavsasii oraz
in w deklaracjilocal. Standard jezyka przewiduije, ze réwniez funktory muszadskla-
rowane globalnie. W implementacji SML/NJ wprowadzono mozégvokalnych deklaraciji
funktorow. Spowodowato to znaczne rozszerzenie jezyka, ktérego jednak nie bedziemy
tym miejscu opisywa.
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Deklaracji sygnatur, struktur i funktorow nie mozna midszavart&ciami. Moduty to
jakby wyzszy poziom: wartci moga b czgciami sktadowymi struktur, jednak struktury
niemoga by czgciami skladowymi wartgci. Dlatego zadne z powyzszych trzech deklaraciji
nie moga wysta@iw wyrazeniulet dostarczajacym warszi. Mamy natomiast analogiczne
wyrazenielet, ktérego wynikiem jest struktura. W tym wyrazeniu mozna uzyaeklaracji
struktur (a w SML/NJ takze sygnatur i funktoréw), np.

signature TSIG = sig val y : int end
structure S =

let

val x = 5

structure T : TSIG = struct val y = x end
in

T
end

Deklaracjestructure, signature i functor mozna, tak jak wszystkie inne deklara-
cje, faczy stowem kluczowymand. Identyfikatory struktur, sygnatur i funktoréw zostaja
udostepnione verodowisku dopiero po zakezeniu opracowania ich deklaracji, dlatego nie
ma mozliwdsci uzycia definicji rekurencyjnych.

Podsumowujac analogie z rekordami nalezy wskamstepujace istotne roznice:

e Funktory przypominaja funkcje, ale przeprowadzaja jedynie struktury w strukiury
nie moga bg definiowane rekurencyjnie.

e Zawezenie sygnatury struktury moze polege zastonieciu niektorych pél, co jest
niemozliwe przy zawezaniu typu rekordu.

e Elementami struktury moga bynie tylko wart&ci (jak w rekordach), ale takze typy
(por. nastepne paragrafy).

Uwagi. Nazwy sygnaturai strukturapochodza z algebry (por. rodziat 8). Istotnie, na&zpubliczna modutu
mozna patrze jak na sygnature, a na odpowiadajaca jejscagywatna jak na algebre (strukture algebraiczna) o
danej sygnaturze. Odwzorowania przeksztatcajace jedne algebry w inne nazywa sie w algebrze (a przede wszystl
w teorii kategorii)funktorami

15.3.3. Dodatkowa skfadnia parametru funktora

Jezeli zechcielibymy przekaza funktorowi f jako parametr wiecej niz jedna strukture,
np. dwie strukturys; : X1 s : X, to mozemyad hocwyspecyfikow& nowa strukture
s stanowiaca ,opakowanie” dla obu struksiri s; i bedaca parametrem funktofa

functor f (S: sig structure § : X1and S : pend) = S
a nastepnie aplikowzago do struktury zbudowanaf hocz jego parametrow, np.

structure S = f (struct structure $=S and S =S end)

1podatkowa, opisana dalej sktadnia moze Ipod tym wzgledem mylaca. Ponadto w SML/NJ parametrem
funktora moze b§ nie tylko struktura, ale takze funktor.
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W ciele funktoraf do strukturs; i s, nalezy sie odwotyw@ prefiksujac ich nazwy nazwa
strukturys, np.s.s; itp. Nie jest to zbyt wygodne. Dlatego wprowadzono dodatkowa sktad-
nig, polegajaca, z grubsza méwiac, na uproszczeniu powyzszej techniki zapisu wielu par
metréw. W nawiasach ograniczajacych parametr deklaracji funktora moze @is#dista
specyfikacji tak, jakby byta otoczona stowaniig i end. W jego aplikacji musi wéwczas
wystapt lista odpowiednich deklaracji tak, jakby byly ograniczone stowataiuct i end.
Powyzszy przyktad w dodatkowej sktadni zapiszemy zatem jako:

functor f (structure S : X1and S : X2) = S
structure S = f (structure $;=S and =)
Wszystkie specyfikacje wymienione w definicji funktora sa widoczne w jego ciele (w tym
przypadku sa widoczne obie struktugyi sp).
Obu rodzajéw sktadni nie wolno mieszalezeli zdefiniujemy funktor nastepujaco:

signature SIG = sig val x : int end
structure Str : SIG = struct val x = 13 end
functor F (S : SIG) = struct fun £ _ = S.x end

wowczas mozna go zaaplikotéylko w ,stary” sposoéb:

- structure S’ = F (Str);

structure S’ : sig val £ : ’a -> int end
- structure S’ = F (structure S = Str);

Error: unmatched value specification: x

.Nowy” sposéb jest niedopuszczalny. | odwrotnie, definiujac funktor w ,nowy” sposéb:
functor F (structure S : SIG) = struct fun f _ = S.x end

mozemy go uzywajedynie w ,nowy” sposob:

- structure S’ = F (structure S = Str);

structure S’ : sig val £ : ’a -> int end

- structure S’ = F (Str);
Error: unmatched structure specification: S

Dodatkowej sktadni uzywa sie zwykle wowczas, gdy parametrem funktora jest wigce]
niz jedna struktura lub gdy chcemy funktorowi przekagako parametr nie strukture a
np. wartce lub typ, np.

functor £ (type t) =
struct
fun f (x:t) = x
end

Niekiedy bywa wygodne zdefiniowanie funktora bez parametrow postaci
functor f ) = S
Aplikacja funktoraf do argumentu ma wowczas pasta

structure T = ()
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15.3.4. Deklaracje typow w strukturach

Na poczatku biezacego podrozdziatu zaznaényy, ze nasz przyktad modularyzacji pro-
gramoOw za pomoca typow rekordowych daje jedynie intuicje, ale nie rozwiazuje problemu
Dotychczas przez analogige z rekordami ops&sal struktury, sygnatury i funktory, ale do tej
pory nie oferowaly one niczego nowego, przeciwnie, pozarhgze czytelniejsza sktadnia
i ogolniejszym warunkiem dopasowania struktury do sygnatury (pomijanie komponentéw)
system modutéw byt istotnie stabszy (np. brak rekursji) od rekordéw i nie oferowat niczego
nowego w zamian. Ta novaia jest mozliwét umieszczania w strukturach deklaracji typow
danych. Zatem struktura jest ,rekordem”, ktérego polami mogavbgrtdsci, inne struktury
oraz typy Aby rekonstrukcje typdw uczyairozstrzygalna nalezato w zamian zabtonielu
rzeczy dopuszczalnych dla rekordéw, np. definicji rekurencyjnych i dakgsteatyfikacji”
programu: na dolnym poziomie znajduja sie wadio ktére moga zawietajedynie inne
wartcsci, na gérnym — moduty, ktére moga zawietak wartdci, jak i inne moduty.
Wewnatrz struktury mozna umiesz€zzaréwno generatywne, jak i niegeneratywne de-
klaracje typow. Mozna wiec uty(generatywnej) deklaragjiatatype:

- structure Natl =
= struct
datatype nat = zero | succ of nat
= fun add (succ n, m) = succ (add (n,m))
= | add (zero, m) = m
= end;
structure Natl :
sig
datatype nat = succ of nat | zero
val add : nat * nat -> nat
end

Dedukujac najogdlniejsza sygnature dla struktiisy system ujawnit implementacje typu
nat i typ funkcji add. Jawnie sygnature struktuliat zapiszemy w postaci:

signature NAT1 =
sig
datatype nat = succ of nat | zero
val add : nat * nat -> nat
end

Zatem specyfikacjdatatype konkretnego typu danych ma doktadnie taka sama pogtia
deklaracja. Mozemy jedynie zmidnkolejn&t konstruktoréw. Nie mozemy jednak zadnego

z nich poming ani zmient lub zawezt jego typu. Typ jest widoczny we wszystkich specyfi-
kacjach nastepujacych w sygnaturze po nim. Mozna sie tez do niego i do jego konstruktord
odwolywet na zewnatrz strukturyat:

- fun prod (Natl.succ m, n) = Natl.add (n, prod (m,n))
= | prod (Natl.zero, _) = Natl.zero;
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val prod = fn : Natl.nat * Natl.nat -> Natl.nat

W strukturze moze tez wystdp{niegeneratywna) deklaracigpe:

- structure Nat2

= struct

= type nat = int

= val zero = 0

= fun succ n = n+l1

= fun add (m,n) = m+n
= end;
structure Nat2 :
sig
type nat = int
val add : int * int -> int
val succ : int -> int
val zero : int
end

Tutaj specyfikacjaype rowniez jest takiej samej postaci, jak jego deklaracja. Jawnie sygna-
ture strukturynat zapiszemy w postaci:

signature NAT2 =
sig
type nat = int
val succ : nat -> nat
val zero : nat
val add : nat * nat -> nat
end

Zauwazmy, ze dla wiekszej czytebm w typach wartsci succ, zero i add uzyliSmy typu
nat a nieint. Poniewaz jednak typat jest wyspecyfikowany jako rownowazny z typem
int, obie sygnatury sa rownowazne. Opisane wyzej dwie formy specyfikacji typu:

datatype a T = Ciof o1 | ... | Chofon | D1 | ... | Dn
type aT = o
sa zwan&onkretnymi specyfikacjami typujawniaja one bowiem implementacje tego typu

w strukturze. W SML-u istnieje jeszcze trzecia specyfikacja typu, zvadstrakcyjna po-
staci

type a T

gdziea jest lista parametréw (zmiennych typowych), podobnie jak w deklatagié. Za jej
pomoca mozemy (ckgiowo) uknt implementacje typu danych, np.
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signature NAT3 =
sig
type nat
val add : nat * nat -> nat
end

Zawezenie sygnatury za pomak&T3 ukrywa konstruktory typmat chat nazwa typu po-
zostaje widoczna:

- structure Nat3 : NAT3 = Nati;

structure Nat3 : NAT3

- Nat3.zero;

Error: unbound variable or constructor: zero in path Nat3.zero

Konstruktory typunat mozemy na powr6t ujawaijako zwykte wart8ci przez umieszczenie
specyfikacji ich wartéci w sygnaturze:

signature NAT4 =
sig
type nat
val zero : nat
val succ : nat -> nat
val add : nat * nat -> nat
end

Tak wyspecyfikowane warfgizero i succ sa dostepne:

- structure Nat4 : NAT4 = Nati;

structure Nat4d : NAT4

- Nat4.add (Nat4.succ Nat4.zero, Nat4.zero);
val it = succ zero : Natl.nat

ale nie maja juz statusu konstruktorow:

- fun prod (Nat4.succ m, n) = Natd.add (n, prod (m,n))

= | prod (Natd.zero, _) = Nat4d.zero;

Error: variable found where constructor is required: Nat4.succ
Error: constant constructor applied to argument in pattern:bogus
Error: unbound variable or constructor: m

Error: variable found where constructor is required: Nat4.zero

Abstrakcyjna specyfikacjaype czyniac typ bardziej anonimowym pozwala na sterowanie
stopniem abstrakcji. Jezeli nasz program korzysta ze struktury o sygnEnTZeo imple-
mentacja typwhat jest ukryta i mozemy tatwo ja zmieti

structure Natb : NAT4 =
struct
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datatype nat = Nat of int

val zero = Nat O

fun succ (Nat n) = Nat (n+1)

fun add (Nat m, Nat n) = Nat (m+n)
end

Zauwazmy ze catkowicie zmiergliiny deklaracje typu i funkcji na nim operujacych. Struk-
turaNat5 dopasowuje sie do sygnatikT3 i NAT4, ale nie dopasowuje sie do sygnallar 1
i NAT2.

15.3.5. Przezroczysts sygnatur

Informacja o typie zadanym abstrakcyjna specyfikagjpe w sygnaturze ,wycieka” na
zewnatrz struktury. Dla przyktadu system ,wie”, ze wéttliat6.zero jest tak na prawde
typu int i godzi sie na obliczenie wyrazenia:

- structure Nat6 : NAT4 = Nat2
= Nat6.zero + Nat6.succ 5;
structure Nat6 : NAT4

val it = 6 : Nat2.nat

Jest to zwiazane z faktem, ze deklaragjpe w strukturzeat6 nie jest generatywna —
nie tworzy nowego typu. W standardzie SML-a przyjeto, ze zawezenie sygnatury nie ukryw:
~prawdziwej natury” typu i ze kontrola typéw przebiega po siegnieciu do generatywnych
deklaracji odpowiednich typéw. Dlatego typi¢it1.nat, Nat3.nat i Nat4.nat sa réwno-
wazne i sa typeriat1.nat (poniewaz jego definicja w struktur@iat1 jest generatywna).
Typ Nat5.nat jest nowym typem, ZatypyNat2.nat i Nat6.nat Sa rownowazne z typem
int. W szczego6lngci mozemy miesZaze soba warfeci zdefiniowane w strukturadfati,
Nat3 i Nat4, np.

- Nat3.add (Natl.succ Nat4.zero, Natl.zero);
val it = succ zero : Natl.nat

Jak sie za chwile przekonamy, mechanizm ujawniania informacji o typach zdefiniowa-
nych w strukturze jest w pewnych sytuacjach bardzo wygodny, jednak nie zapewnia do
statecznego stopnia rozdzielenia specyfikacji i implementacji modutéw. Dlatego w SML-u
istnieja dwa rodzaje zawezenia sygnatymmzezroczystéang.transpareny, ktore juz znamy,
postaciS: X i nieprzezroczyst@ng.opaqué postaciS : > X. Jezeli napiszemy

structure Nat7 :> NAT4 = Nat2

woéwczas zadna informacja o typach i wéd@mch zadeklarowanych w struktuntet7 po-
nad to, co jest wyspecyfikowane w sygnatuli2ag4 nie jest brana przez system pod uwage.
Dlatego system ujawnia naturge watbzero w strukturzeNat6, zas nie czyni tego w struk-
turzeNat7:
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- Nat6.zero;
val it = 0 : Nat2.nat
- Nat7.zero;
val it = - : Nat7.nat

(znak - zamiasto w odpowiedzi systemu oznacza odmowe podania przez system warto-
SciNat7.zero). Co wiecej, system ,nie wie”, zBat7.zero jest liczbao typu int i nie
pozwala na uzycie tej warkgi w wyrazeniu typunt:

- Nat6.zero + 1;
val it = 1 : Nat2.nat
- Nat7.zero + 1;
Error: operator and operand don’t agree [literall]
operator domain: Nat7.nat * Nat7.nat
operand: Nat7.nat * int
in expression:
Nat7.zero + 1

Nieprzezroczystego zawezenia sygnatury mozna tez uzylwazawezenia sygnatury
wyniku funktora:
functor f (s: Xg) :> X7 =T

Zauwazmy natomiast, ze zawezenie sygnatury w parametrach formalnych funktora dzia
zawsze tak, jakby byto nieprzezroczyste, wstiefunktora nie jest bowiem dostepna infor-
macja o jego parametrach faktycznych. Dlatego inny sposdb wymuszenia nieprzezrocz)
stego dopasowania sygnatury, bardzo faworyzowany przez niektérych programistéw, polec
na definiowaniu jedynie funktoréw, nawes|efunktorowi nie przekazujemy argumentow.
Dzigki temu wszystkie warfzi nielokalne, do ktérych sa odwotania w strukturze sa parame-
trami formalnymi funktorow a nie istniejacymi strukturami i nie mozna wykorzZygtdne;j
dodatkowej informaciji (nie istnieje ona bowiem) ponad to, co jest opisane w sygnaturze. Dl
przyktadu w strukturzéiat8 widat, ze typNat8. one jest rbwnowazny Ant:

- structure Nat8 = struct val one = Nat6.zero + 1 end;
structure Nat8 : sig val one : Nat2.nat end

Jednak (na pierwszy rzut oka catkiem réwnowazna deklaracja)

- functor Nat9fun (N : NAT4) = struct val one = N.zero + 1 end
= structure Nat9 = Nat9fun (Naté);
Error: operator and operand don’t agree [literall
operator domain: N.nat * N.nat
operand: N.nat * int
in expression:
N.zero + 1

jest niepoprawna, poniewaz paramgtfunktora jest jedynie parametreformalnymi nie
wiadomo, jak zostanie zaprogramowany argunfiekttycznyprzekazany funktorowi podczas
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tworzenia strukturyNat9 i czemu bedzie w nim rownowazny typ.nat. Dzieki temu w
definicji funktoraNat9fun wymusilismy traktowanie typli .nat jako typu abstrakcyjnego.

15.3.6. Specyfikacja exception

Poniewaz deklaracjaxception wprowadza nowy konstruktor do (konkretnego) typu da-
nych exn, spodziewamy sige, ze wyjatki mozna specyfikowa spos6b podobny do spe-
cyfikacji datatype. Istotnie, w sygnaturach mozemy ursa€ specyfikacjgexception 0
sktadni identycznej deklaracjaexception, np.

- signature S = sig exception E end

= structure T : S = struct exception E end;
signature S = sig exception E end
structure T : S

- T.E;

val it = E(-) : exn

Deklaracjaexception w strukturze dopasowuije sie do specyfikasjiteption w sygnatu-
rze tylko wowczas, gdy obie maja doktadnie taka sama posta

15.3.7. Specyfikacja typu réwnéciowego

Nieprzezroczyste zawezenie sygnatury
signature ¥ = sig ... type a T ... end

lub umieszczenie struktury o sygnaturZegako parametru funktora powoduje traktowanie
typua T jako typu catkowicie abstrakcyjnego o ktérym wiadomo jedynie, ze ma parametry
a i ze mozna na nim wykonyvizoperacje opisane w sygnaturZzeNie mozna nawet poréw-
nywat elementéw tego typu. Poniewaz w SML-u podzielono wszystkie typy na réviowe

i nieréwndsciowe, dobrze bytoby méesposob wyspecyfikowania, zeT jest (abstrakcyj-
nym) typem réwnéciowym. W tym celu w specyfikacjiype zamiast stowa kluczowego
type piszemyeqtype. Specyfikacjaeqtype ma dokfadnie takie samo znaczenie jgipe,

a ponadto pozwala uzywaperacji poréwnania dla elementéw typu w niej wyspecyfikowa-
nego, np.

functor F (S : sig type t val x : t and y : t end) =
struct
val b = S.x = S.y
end

powoduje btad kompilacji:

Error: operator and operand don’t agree (equality type required)
operator domain: ’’Z x ’’Z
operand: S.t * 8.t
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in expression:
= (x,y)

podczas gdy
functor F (S : sig eqtype t val x : t and y : t end) = ...

kompiluje sie poprawnie. Podczas aplikacji funkt&rdo strukturys system sprawdzi, czy
rzeczywscie typs. t jest rownéciowy i jesli nie — odmowi skompilowania takiej aplikaciji.
W Adzie mamy podobne specyfikacje:

type T is private

specyfikuje parametr rodzajowyktory jest typem abstrakcyjnym, dla ktérego zdefiniowano
tylko jedna operacje — poréwnanie, podczas gdy

type T is limited private

jest catkowicie abstrakcyjnym typem dla ktérego nie zdefiniowano zadnych operacji. Pierw
sza specyfikacja odpowiada SML-owej specyfikagjtype, podczas gdy druga — specyfi-
kacji type.

Interpretacja elementéw typu danych w pewnym zbioxzgstwolna, jesli rézne war-
toSci tego typu reprezentuja rézne elementy zbi¥ruPoniewaz interpretacja elementow
danego typu w programie jest ustalona, czesto o samym typie méwi sig, czy jest wolny, cz
nie. Podrecznikowy przykiad typu, ktory nie jest wolny, to implementacja liczb catkowitych:

datatype positive = One | Succ of positive
datatype integer = Zero | Succ of integer | Pred of integer

Typpositive reprezentujacy liczby dodatnie jest wolny, poniewaz r6zne \sairtego typu
zawsze reprezentuja rozne liczby catkowite. Typeger nie jest wolny, poniewaz nieske
czenie wiele roznych warkei tego typu reprezentuje np. liczbe 0:

Zero
Succ (Pred Zero)
Pred (Pred (Succ (Succ Zero)))

itd. Wolnost jest kwestia naszej interpretacji, a nie syntaktyczna wkaadypu. Jgli be-
dziemy uzywé typuinteger do reprezentowania liczb catkowitych, to standardowa relacja
poréwnania nie bedzie zgadzaie z nasza intencja. Dla takiego typu operacje poréwnania
nalezy zaprogramowasamodzielnie. Syntaktycznie identyczny z typemeger typ

datatype walk = Center | Up of walk | Down of walk

ktérego wart&ci opisuja potozenie punktu podczas btadzenia po kra@eeter jest punk-
tem wyjscia,Up oznacza, ze przesuwamy sie 0 jedno oczko kraty w gore i o0 jedno w prawo, &
Down — 0 jedno w déti o jedno w prawo) jest wolny. Tyfyteger i walk roznia sie jedy-
nie wyborem identyfikatoréw, maszyna przetwarza je tak samo, tylko my, ludzie, rozumiemy
je réznie.

Czesto wybdr innej implementacji pozwala na zaprogramowanie typu wolnego, np.
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datatype integer = Zero | Plus of positive | Minus of positive

Brak wolndsci pojawia sie czesto wtedy, gdy reprezentujemy (multi-)zbiory elementow
w postaci list, poniewaz porzadek nadie jest istotny. Ji sa to elementy typu wolnego li-
niowo uporzadkowanego, to mozemy je przechowywa liscie w kolejn&ci np. rosnacej i
woéweczas niektore warfi naszego typu nie beda w ogole reprezenitoniezego. Pozostaty
fragment bedzie wolny. Tu jednak pojawia sie niewykrywalny w czasie kompilacji problem
sprawdzenia, czy wszystkie dane sa sensowne (z podobna sytuacja mozna sigispotka
plementujac np. sterty lub drzewa poszukiwgdzie nie kazda warb danego typu jest
sensowna).

Za pomoca specyfikadiigtype nalezy specyfikow@jedynie typy wolne, gdy jest nasza
intencja, by uzytkownik korzystat ze standardowej relacji poréwnania. Uzywajac specyfi-
kacji type mozemy zabroti uzytkownikowi poréwnywania elementéw typu, ktéry nie jest
wolny.

15.3.8. Replikacja typdéw i wyjatkéw
Oto nastepujacy problem: rozwazmy sygnature:

signature S =
sig
datatype T=C | D
val £ : T -> int
end

i strukture o tej sygnaturze:

structure s1 : S =
struct
datatype T=C | D
fun £ C =1
| £D =2
end

Chcemy zdefiniowastruktures2 o tej samej sygnaturze, ale tak, by funksja £ mogta tez
dziatet na danych z tej nowej struktury. Nie mozemy ponowniediggneratywnej deklaracji

typu:

structure s2 : S =

struct
datatype T=C | D
fun £ C =3
| £D=4
end

poniewaz wowczas typyl.T i s2.T sa rozne:
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- s1.f (s2.0);
Error: operator and operand don’t agree [tycon mismatch]
operator domain: s1.T
operand: s2.T
in expression:
sl1.£ C

Nie mozemy tez uzyniegeneratywnej deklaradjipe:

structure s2 : S =
struct
type T = sl
fun £ C =3
| £D =4
end

.T

poniewaz woéwczas konstrukto€yi D sa niedostepne i pojawia sig btad kompilacji:

Error: unmatched constructor specification: C
Error: unmatched constructor specification: D

Zadeklarowanie ich warfzi takze nie pomoze:

structure s2 : S =

struct
type T = s1.T
val C = s1.C
val D = s1.D
fun £ C =3
| £D =4
end

poniewaz dalej nie maja one statusu konstruktoréw i dlatego nie mozna z nich konagsta
wzorcach. W takich sytuacjach mozna @deklaracijireplikacji typupostaci:

datatype T1 = datatype T

gdzie Ty jest identyfikatorem, ZaT, dlugim identyfikatorem. W naszym przyktadzie mo-
zemy napisa

structure s2 : S =

struct
datatype T = datatype s1.T
fun £ C = 3
| £fD=4

end
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Poniewaz deklaracja replikacji jest niegeneratywna, typyT i s2.T sa rowne i system
dopuszcza ich mieszanie w jednym wyrazeniu:

- s1.f (s2.0);
val it = 1 : int

Z podobnych powodéw w celu umozliwienia importowania wyjatkow z innych struktur,
wprowadzono deklaracpeplikaciji wyjatkupostaci

exception E; = Ep

gdzieE; i E> sa dwiema nazwami wyjatkow, przy czyli» moze by nazwa diuga.

15.3.9. Modularyzacja programu a przezroczystéc sygnatur

Rozwazmy modut implementujacy operacje symboliczne na wyrazeniach arytmetycznyc
opisany sygnatura:

signature EXPR =
sig
datatype expr = Var of string | Real of real | ++ of expr * expr
val diff : expr * string -> expr
end

Zdecydowatem sig potraktowdyp expr jako konkretny typ danych i ujawaijego imple-
mentacje (inaczej nie moglibyny zbudowa ani jednej wartéci tego typu). Odpowiednia
strukturg postanowitem zaprogramawaoznie;.

Obecnie zamierzam zaimplement@wvaperacje konwersji abstrakcyjnych drzew roz-
bioru typuexpr do tahcuchow znakdéw. Gdyby implementacja struktuEypr : EXPR juz
istniata, mégtbym napisa

structure ExprPrint =
struct
fun toString (Expr.Var x) = x
| toString (Expr.Real r) = Real.toString r
| toString (Expr.++ (el,e2)) =
toString el = " + " © toString e2
end

Poniewaz strukturBxprPrint korzysta ze strukturixpr o sygnaturz&XPR, ktérej jeszcze
nie zdefiniowatlem, moge struktuEgpr uczynt jej parametrem, tj. zaprogramogvenktor:

functor ExprPrintFun (Expr : EXPR) =
struct
fun toString (Expr.Var x) = x
| toString (Expr.Real r) = Real.toString r
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| toString (Expr.++ (el,e2)) =
toString el = " + " 7 toString e2
end

Zauwazmy, ze funktoExprPrintFun zostat zdefiniowany przed zaprogramowaniem struk-
tury Expr, w szczegolnsci przed zdefiniowaniem typexpr (ktéry w chwili definiowania
funktoranie istniejg. Aby moc w podobny sposéb korzyétae struktunExprPrint przed

jej zdefiniowaniem, a nawet przed zdefiniowaniem funkExprPrintFun, wystarczy na-
piset jej sygnature. Tu jednak czeka nas niespodziankastypp jest zdefiniowany w struk-
turzeExpr, jest wiec parametrem funktoExprPrintFun i jeszcze go nie ma, nie mozemy
sie zatem do niego odwolydaWyjsciem jest zdefiniowanie drugiego typu, rownowaznego
Z typemexpr wewnatrz strukturfExprPrint:

signature EXPR_PRINT =

sig

type expr

val toString : expr -> string
end

Obecnie musimy w definicji funktorBxprPrintFun umiescic definicje typuexpr odpo-
wiadajaca powyzszej specyfikacji. Nie moze t@ bigfinicja generatywna, wéwczas bowiem
oba typy bylyby rézne i nie mozna byloby uzyévlunkcji ExprPrint.toString do war-
toSci typuExpr . expr. Dlatego wybierzemy deklaracje replikacji typu:

functor ExprPrintFun (Expr : EXPR) : EXPR_PRINT =
struct
datatype expr = datatype Expr.expr
infix 6 ++
fun toString (Var x) = x
| toString (Real r) = Real.toString r
| toString (el ++ e2) =
toString el = " + " ~ toString e2
end

Najwyzszy juz czas zdefiniowastrukturgExpr:

structure Expr : EXPR =
struct
datatype expr = Var of string | Real of real | ++ of expr * expr
infix 6 ++
infix 9 diff
fun (Var x) diff y = Real (if x=y then 1.0 else 0.0)
| (Real _) diff _ = Real 0.0

| (el ++ e2) diff x = el diff x ++ e2 diff x
end
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Rodzajowego modut@xprPrintFun nie musimy powtornie kompilowa Wystarczy zde-
finiowaC strukturgExprPrint jako instancje powyzszego moduiastrojonana implemen-
tacje moduhExpr:

- structure ExprPrint = ExprPrintFun (Expr);
structure ExprPrint : EXPR_PRINT

Dzieki przezroczysteci sygnatur system jest w stanie stwietqzie typyExprPrint . expr
orazExpr.expr Sa rownowazne i pozwala napisa

- ExprPrint.toString (Expr.++ (Expr.Real 3.4, Expr.Var "z"));
val it = "3.4 + x" : string

Obliczenie powyzszego wyrazenia jest mozliwe jedynie dzieki temu, ze sygnatura struktur
ExprPrint jest przezroczysta. Zadeklarowanie struktBrprPrint z nieprzezroczystym
zawezeniem sygnatury wyklucza taka mozlgxo

- structure ExprPrint :> EXPR_PRINT = ExprPrintFun (Expr);
structure ExprPrint : EXPR_PRINT
- ExprPrint.toString (Expr.++ (Expr.Real 3.4, Expr.Var "z"));
Error: operator and operand don’t agree [tycon mismatch]

operator domain: ExprPrint.expr

operand: Expr.expr

in expression:

ExprPrint.toString (++ (Real 3.4,Var "z"))

15.3.10. Specyfikacja sharing

Z przezroczystsci nie mozemy skorzystavéwczas, gdy strukturfxpr orazExprPrint
obie sa parametrami kolejnego funktora, implementujacego np. program gtéwny:

- functor MainFun (structure Expr : EXPR
= structure ExprPrint : EXPR_PRINT) =
= struct
= fun main () = ExprPrint.toString (Expr.Var "z")
= end;
Error: operator and operand don’t agree [tycon mismatch]
operator domain: 7.expr
operand: Expr.expr
in expression:
ExprPrint.toString (Var "z")

Istotnie, nigdzie nie obiec&imy, ze implementacje struktBgpr i ExprPrint beda wspot-
dzielic ten sam typxpr! Dlatego w sygnaturach mozemy uzy@vspecjalnego rodzaju spe-
cyfikacji, tzw. specyfikacjsharing postaci:

sharing type T1 = T2
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gdzie Ty i To sa dtugimi identyfikatorami typow. Typ¥1 i T, musza pojawi sie w tej
samej sygnaturze we wcagiejszych specyfikacjach. Specyfikasjering deklaruje syn-
taktyczna rownowazrés nazw (tj. identyfikatorow), a nie semantyczna roantypow, nie
mozna np. napisa

sharing type S.tl1 = S.t2 * S5.t2

poniewaz po prawej stronie znaku réveEmowystepuje nie nazwa typu, tylko wyrazenie ty-
powe. Nie mozna tez napisa

sharing type S.t = int

gdyz int nie jest typem lokalnie wyspecyfikowanym w sygnaturze.
W naszym przykladzie aby ,obiecd ze typyExpr.expr | ExprPrint.expr sa row-
nowazne, nalezy napisa

sharing type ExprPrint.expr = Expr.expr
w sygnaturze (anonimowej) struktury bedacej parametrem funktoiraFun:

functor MainFun (structure Expr : EXPR
structure ExprPrint : EXPR_PRINT
sharing type ExprPrint.expr = Expr.expr) =
struct
fun main () = ExprPrint.toString (Expr.Var "z")
end;

Podczas aplikacji funktorBainFun do argumentu system sprawdzi zgo&htypow i nie
przyjmie takich struktuExpr i ExprPrint, w ktorych typyexpr zostaly roznie zdefinio-
wane jako parametrow funktoMainFun.

Dodatkowa forma specyfikagjharing jest

sharing § = &
gdzieS i & sa nazwami struktur. Jest ona réwnowazna ciagowi specyfikacji
sharing type S.ti = S

dla wszystkich typowt; wystepujacych w strukturach; i $. Ta forma specyfikacji jest
jednak rzadko uzywana.

15.3.11. Wyrazenie with type

Specyfikacjasharing nie pozwala na wymuszenie rowsm typu pojawiajacego sie w sy-
gnaturze i typu opisanego np. wyrazeniem typowym, np. w kaaiekdeklaracji
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signature NAT =
sig
type nat
val zero : nat
val succ : nat -> nat
val add : nat * nat -> nat
end

nie mozemy napisafragmentu specyfikacji postaci

structure N : NAT
sharing type N.nat = int

Aby narzuc€ dodatkowe warunki na typat z sygnatunNAT mozemy sygnature struktury
N opis& za pomocavyrazeniawith type, ktGrego wart8cia jest sygnatura, postaci:

structure N : NAT where type nat = int

Wyrazeniewhere type ma posta:
Y where type T = ¢

i opisuje sygnature zgodna z sygnatrav ktorej dodatkowo typl' jest rowny typowic .

15.3.12. Zasada zamkniefeci sygnatur

Podstawowa zasada dobrego stylu w programowaniu w SML-agestda zamknigetosci sy-
gnatur (signature closure rulewedtug ktérej jedynymi wolnymi identyfikatorami w sygna-
turze powinny bg¢ nazwy predefiniowanych obiektéw standardowych (., ’a list
itp.) i innych sygnatur.

Niektorzy programuja moduty wykorzystujac jedynie funktory nawet wéwczas, gdy de-

finiowana struktura nie ma parametréw. Kompilacja funktora nie wprowadsaadtmwiska
zadnego nowego obiektu, wszystkie funktory sa zatem kompilowaseodowisku stan-
dardowym i nie moga korzystaz zadnych (poza standardowymi) obiektéw nielokalnych.

Kolejnost kompilacji funktoréw jest nieistotna. Dopiero ostatnia faza budowy programu —
taczenie modutéw polega na aplikacji funktoréw do argumentéw. Budowa programu modu

larnego jest zatem rozbita na trzy etapy:

1. Specyfikacja modutéw za pomoca zestawu zdefiniowanych globalnie sygnatur, do kté

rych wszystkie moduly (i np. wszyscy prograui) moga sie odwotywa

signature EXPR =
sig
datatype expr = Var of string | Real of real |
++ of expr * expr
val diff : expr * string -> expr
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end
signature EXPR_PRINT =
sig
type expr
val toString : expr —-> string
end
signature MAIN =
sig
val main : unit -> string
end

Sygnatury odwotuja sie nielokalnie jedynie do obiektow standardowych ftitajng
i real).

2. Implementacja funktoréw odwotujacych sie jedynie do obiektow standardowych i
zdefiniowanych w poprzedniej fazie sygnatur:

functor ExprPrintFun (Expr : EXPR) : EXPR_PRINT =
struct
type expr = Expr.expr
fun toString (Expr.Var x) = x
| toString (Expr.Real r) = Real.toString r
| toString (Expr.++ (el,e2)) =

toString el = " + " ~ toString e2
end
functor ExprFun () : EXPR =
struct

datatype expr = Var of string | Real of real |
++ of expr * expr
infix 6 ++
infix 9 diff
fun (Var x) diff y = Real (if x=y then 1.0 else 0.0)
| (Real _) diff _ = Real 0.0
| (el ++ e2) diff x = el diff x ++ e2 diff x
end
functor MainFun (structure Expr : EXPR
structure ExprPrint : EXPR_PRINT
sharing type ExprPrint.expr = Expr.expr)

: MAIN =
struct
fun main () = ExprPrint.toString (Expr.Var "z")
end

Kolejnost definiowania i kompilacji funktoréw jest catkowicie dowolna i sa one od
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siebie niezalezne. Po ich skompilowarsitodowisko pozostaje standardowe. Nie u-
tworzono jeszcze zadnej struktury.

. taczenie modutéw w program. W tym miejscu bardzo wazna jest k@ejmmrzenia

struktur:

structure Main =
let
structure Expr = ExprFun()
in
MainFun (structure Expr = Expr
structure ExprPrint = ExprPrintFun (Expr))
end

Do Srodowiska wstawiono jedynie strukturgin implementujaca gtéwny program.
Nalezy uwazé, by nie stato sige tak, ze dwie struktumzajemniend siebie zaleza. Ze
wzgledu na brak rekurencyjnych definicji struktur, taczenie programu bedzie w takim
przypadku niemozliwe.

Zmiany w pierwszej fazie (definiowanie sygnatur) moga poddgmieczn&t przebu-
dowywania catego programu. Zmiany w implementacjach funktoréw sa catkowicie lokalne
— wystarczy jeszcze raz przekompilobvdany funktor i wykona (zwykle krétka) faze ta-
czenia, by zbudowacaly program na nowo. Kompilowanie pozostatych modutéw nie jest
konieczne.

15.3.13. Dyrektywa open

W standardzie jezyka wprowadzodgrektywgopen 0 sktadni

open § ... §

gdzie$S ... S, sa (b moze dtugimi) nazwami struktur. Po wydaniu tej dyrektywy, do kom-
ponentéw struktu§ mozemy sie odwotyw@abez konieczngci prefiksowania ich nazw na-
zwami struktur§, np:

- structure S = struct val x = 5 end;
structure S : sig val x : int end

- open S;

open S

val x = 5 : int

- x;

val it

I
al

: int

- 8.x;

val it

I
¢}

: int
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Po otwarciu struktung identyfikatorx zostat wstawiony dérodowiska. Do warfeci x mo-
zemy sie oczyvéicie tez odwola za pomoca dtugiego identyfikatogax. Jezeli nastepnie
przestonimy wartét x kolejna deklaracja, pozostaje ona widoczna na powrét jedynie w
strukturzes:

-val x =7;
val x = 7 : int
- S.x;

val it = 5 : int

Dyrektywa open przypomina przypomina nieco instrukcjgth Pascala. Tu jednak
otwarcie nastepuje permanentnie. Ze wzgledu na niekontrolowane odstanianie identyfik:
torow z deklaracjbpen nalezy korzysta z najwyzsza ostroziscia. Niekiedy jednak z pew-
nych modutéw korzystamy tak czesto, ze uzywanie dtugich identyfikatorow jest bardzo nie
praktyczné i strukture nalezy otworay. Najlepiej zrobt to jednak w kontekcie lokalnym
tj. local lublet

- let open S in x + X + x + X + x end;
val it = 25 : int

ewentualnie wewnatrz kontrolowanej zawezeniem struktury. Zawezenie jest konieczne, pe
niewaz otwarcie struktury wewnatrz innej struktury sprawia, ze wszystkie ujawnione obiekty
sa dotaczone jako komponenty domniemanej sygnatury tej struktury:

- structure T = struct open S end;
structure T : sig val x : int end

15.3.14. Dyrektywa include

Co prawda sygnatury mozemy definictvaiezaleznie, niekiedy jednak, szczegoélnie w sy-
tuacjach, gdy modu& : X, jest rozszerzeniem moduly : X1, wszystkie specyfikacje
umieszczone w sygnatur2g trzeba by przepisaw sygnaturzez,. Aby tego unikng wpro-
wadzono specjalndyrektyweinclude postaci

incude X1 ... Xp

ktéra moze pojava sie wewnatrz sygnatury i ma, z grubsza méwiac, takie samo dziatanie,
jak fizyczne wstawienie tekstu sygnafil . .. X, do wnetrza sygnatury w ktérej wystepuje,

np.:

- signature SIGl = sig type t end

= signature SIG2 = sig include SIG1 val x : t end;
signature SIGl = sig type t end

signature SIG2 =

2Podstawowy problem polega na komplikacjach uzycia identyfikatoréw infiksowych w strukturach.
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sig
type t
val x : ¢t
end

Ze wzgledu na nielokalrsg dyrektywainclude ma swoich zagorzatych przeciwnikéw ar-
gumentujacych, ze jest rownie niebezpieczna i nieeleganckepiak Z drugiej strony fana-

tycy programowania obiektowego widza w niej pewna poronna forme dziedziczenia i uzy-
waja jej namietnie. Dziedziczenie duzo ,&jej” mozna zrealizow@za pomoca lokalnej
deklaraciji struktury:

- signature SIGl1 = sig type t end
= signature SIG2 = sig structure S1 : SIG1 val x : S1.t end;
signature SIG1 = sig type t end
signature SIG2 =
sig
structure S1 : sig type t end
val x : 81.t
end

Jedyna wada (a moze zaleta?) takiego rozwiazania jest pojawienie sig dtugich identyfikat
row.

15.3.15. Dyrektywa infix w strukturach

Zakres obowiazywania dyrektywanfix jest ograniczany przez deklaradjecal i wyra-
zenialet. Dyrektywainfix umieszczona wewnatrz definicji struktury zmienia taczBvo
identyfikatora jedynie w jej wnetrzu. Zatem dyrektyiaf ix jest znaczeniowo zwiazana z
miejscemuzyciaidentyfikatora, nie z miejscem jegadeklarowania

Dlugie identyfikatory zawsze sa prefiksowe i nie mozna zngiésh faczliwdci. Jest to
niekiedy bardzo klopotliwe. 3 bowiem zdefiniujemy strukture zawierajaca (dcimye)
identyfikator infiksowy, np++:

structure S =
struct
infix 7 ++
exception VecSum

fun (x::xs) ++ (y::ys) = x+y :: xs++ys : int list
| nil ++ nil = nil
| _ ++ _ = raise VecSum
end

to jest on infiksowy jedynie wewnatrz struktu8yNa zewnatrz musimy pigas . ++(xs,ys)
a wyrazeniexs S.++ ys oraz dyrektywainfix S.++ sa niepoprawne. Standard prze-
widuje, ze wykonanie dyrektywypen S nie powoduje wykonania zawartych w strukturze
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S dyrektywinfix. Zatem zgodnie ze standardem, w celu uzycia funkejiv sposoéb infik-
sowy, nalezatoby np. otworzys a nastepnie powtérnie wydalyrektywe infix 7 ++ W

niezgodzie ze standardem, kompilator SML/NJ wykonuje (potajemnie) dyrekiysrix

zawarta w strukturze podczas otwierania tej struktury, np.

- nonfix ++;

nonfix ++

- open S;

open S

exception VecSum = VecSum

val ++ = fn : int list * int list -> int list
- [1,2] ++ [3,4];

val it = [4,6] : int list

Jest to znaczne utatwienie i putapka zarazem — przy otwieraniu struktury nie wiemy jak
zmieni sie sktadnia jezyka! Niektore identyfikatory moga nieoczekiwanie sg@np. in-
fiksowe. Takie rozszerzenie powinnotbgkojarzone zepecyfikacjaginfix w sygnaturze.
SML/NJ pozwala na umieszczenie takiej specyfikacji, ale ostrzega, ze ja zignoruje:

- signature SIG =
sig
infix 7 ++
exception VecSum
val ++ : int list * int list -> int list
end;
Warning: Fixity specification in signatures are ignored

i nie sprawdza podczas zawgezania sygnatury, czy w strukturze wystepuje odpowiadajaca |
dyrektywainfix. Mimo to warto umieszcZaspecyfikacjenfix ze wzgledow informacyj-
nych.

Zamiast otwieré strukture w celu umozliwienia korzystania z operatorow infiksowych,
czesto tatwo sobie poradziv inny sposéb — deklarujemy nowa, lokalna wattd zmie-
niamy lokalnie jej faczliw@ct:

let
val ++ = S.++
infix 7 ++
in
[1,2] ++ [3,4]
end

Powyzsze rozwiazanie dziata @mienicie dopoty, dopdki identyfikatorem infiksowym nie
jest konstruktor. W przeciwnym razie nowego identyfikatora nie mozemy uzyweanzor-
cach. W takich wypadkach moze pomdc deklaracja replikacji typu.
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15.3.16. Polimorfizm w modutach

W Core ML-u powszechnie uzywa sie polimorfizmu parametrycznego, osiaganego prze
niedospecyfikowanie warsai, np. w funkcji identyczngci:

fun id x = x

Poniewaz niczego nie mozemy powiedzienaturze parametrukompilator przyjmuje, ze
x moze mi€ dowolny typi wnioskuje dla funkcjiid typ a« — a, gdziea jestzmienna
przyjmujaca jako wart&€ dowolnytyp (a wisciwie schemat typwa.(a — «), gdzieV
gwarantuje, zex jest dowolne). Zatem jest tu niejako parametrem, za ktéry bedzie pod-
stawiony odpowiedni typ w chwili uzycia funkcjid, np. w wyrazeniuid 5 zmiennaa
przyjmuje wart&€ int. Zgodnie z idea niepodawania typéw w programach, wszystko to
dzieje sie ,za kulisami kompilacji” i o ile nie nastapi btad typowania, programista nie jest
ani uczestnikiem, ani nawétviadkiem tego procesu.

Funktory wprowadzaja podobny rodzaj polimorfizmu, w ktorym jednak typy musza by
podawanexplicite

functor idM (type T) = struct fun f (x:T) = x end

15.3.17. Precyzyjna kontrola polimorfizmu

Binarne drzewa poszukiflanozna zaprogramowav strukturze o sygnaturze

signature BST1 =
sig
infix 5 §
datatype ’a tree = $ of ’a * (’a tree * ’a tree) | %
val insert : (Pa * ’a -> bool) -> ’a * ’a tree -> ’a tree
val delete : (’a * ’a -> bool) -> ’a * ’a tree -> ’a tree

val maxel : ’a tree -> ’a * ’a tree
val find : (Pa * ’a -> bool) -> ’a tree -> ’a
end

Na barkach uzytkownika spoczywa tu obowiazek pilnowania, czy powyzsze operacje sa wy
korzystywane zgodnie z ich przeznaczeniem, np. czy budujac drzewo uzytkownik za kazdyr
razem korzysta z tej samej operacji poréwnania. W odréznieniu od pojedynczych drzew
elementow do nich wstawianych, operacja poréwnania powinagdaina, podobnie jak typ
wszystkich elementéw wstawianych do tego samego drzewa. Niewygodnie byloby zaprc
gramow& operacje na drzewach w postaci funkcji monomorficznych, bo trzeba by pisa
ich implementacje osobno dla kazdego typu elementéw i dla kazdej operacji poréwnanie
Zamiast tego mozemy typ i operacje poréwnania uazparametrem funktora implementu-
jacego nasza biblioteke operacji na drzewach. Elementy wstawiane do drzewa powinny by
uporzadkowane relacj piszemy wiec najpierw sygnature zbioru uporzadkowanego:
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signature ORD_SET =

sig

type elem

val < : elem * elem -> bool
end

i sygnature naszej biblioteki:

signature BST =
sig
structure Label : ORD_SET
infix 5 §
datatype tree = $ of Label.elem * (tree * tree) | %
val insert : Label.elem * tree -> tree
val delete : Label.elem * tree —-> tree

val maxel : tree -> Label.elem * tree
val find : tree -> Label.elem
end

Nastepnie implementujemy modut w postaci funktora

functor Bst (Label : ORD_SET) : BST =
struct
structure Label = Label
infix 5 §
datatype tree = $ of Label.elem * (tree * tree) | %

end

Operacje na drzewach implementujemy tylko raz i pozostaja one polimorficzne, teraz jedna
w innym sensie: ogranicz@my swobode uzytkownika. Musi on zbuddwgyle réznych
struktur, ile typow i operacji poréwnania bedzie wykorzystywat w swoim programie. System
gwarantuje, ze o ile struktura zostanie dobrze zbudowana (j.definicji Label bedzie
relacja porzadku), to budowane drzewa na pewno beda poprawnie zbudowanymi drzewal
poszukiwd.



Rozdziat 16

Abstrakcyjne typy danych

Do uzupenienia: Konkretne i abstrakcyjne typy danych. Deklaragjgstype w SML-u.
Wykorzystanie systemu modutéw SML-a do definiowania typéw abstrakcyjnych. Esej o
przewadze Linux-a nad Windows-ami.
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Programowanie obiektowe

Do uzupenienia: Idea programowania obiektowego. Obiekty i klasy, dziedziczerief
i super. Simula 67, C++, Java. Jezyki bezklasowe, Smalltalk.
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Programowanie wspotbiezne

18.1. Modele wspotbiezngci
Do uzupeienia:

18.1.1. Procesy, zdarzenia i przeplot

18.1.2. Temporalny rachunek zda z czasem liniowym

Rozwazmy nieskiaczony zbiérzmiennych zdaniowycR = {p,q,r,...}. Formuty tem-
poralnego rachunku zdabudujemy ze zmiennych zdaniowych, spojnikprawdziwoscio-
wych negacji—, koniunkcji A, alternatywyv, implikacji O i rGwnowazné&ci <, orazmo-
dalnychspéjnikéw koniecznsci [l i mozliwosci ¢, uzywajac nawiaséwi ) w celu wymu-
szenia wiaciwego rozbioru gramatycznego (zaktadamy nastepujace pigrsisae opera-
toréw: najsilniej wiaza spojniki jednoargumentowe i ¢, nastepnie, w kolejrri male-
jacej sity: A, v, DI ©; spojnik implikacji wiaze w prawo, pozostate &apdjniki binarne
— w lewo). ,Zwykte” spdjniki logiczne nazywa sigrawdziwoSciowymiponiewaz wartst
logiczna zdania zawierajacego taki spojnik jest zdeterminowana poprzezAuidagiczne
sktadowych tego zdania. Spéjnikieprawdziwéciowenazywa signodalnymiPrawdziw&t
zdania zawierajacego takie spajniki nie jest lub nie jest waralokreslona poprzez warfzi
logiczne jego sktadowych.

Zbiér formut temporalnego rachunku Zuaawiera jako podzbior zbiér formidasycz-
nego rachunku zda{CPC, classical propositional calculys Jest to zbior formut nie za-
wierajacych modalnych spoéjnikéwi i ¢. Przypomnijmy, ze formuta CPC jeptawdziwa
(jesttautologia CPC), gdy jest spetniona w kazdym modelu, tj. dla kazdego weida/a-
nia zmiennychWartdsciowanie zmiennyctv CPC, to dowolne odwzorowanie : P —
{0, 1}. Definicja spetniania formuty przy danym wasttiowaniu jest nastepujaca (zob. [173],
str. 113):
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lEp jeslil(p)=1
| &= —¢ jesli nie prawda, zé = ¢
l=EdAy JeSli| =gorazl =y
I
|
|

Eovy jesSlil E=¢lubl =y
E¢Dw jeslil = wlub nie prawda, zé¢ = ¢
E¢< v jesli| = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdyl = w

Formuta¢ jestprawdziwa oznaczenie: CPE= ¢, jeSli jest prawdziwa dla kazdego warto-
Sciowanial : P — {0, 1}.

Obecnie zmierzamy do rozszerzenia pojecia spetniania tak, by udhzjgeiiska zmien-
ne w czasie. Przyjmijmy, ze chwile czasu beda reprezentowane przez liczby naturalne (zbi
liczb naturalnych oznaczamy). Zatem czas bedzidyskretny liniowy i bedzie miatpo-
czatek! Obecnie wartsciowanie bedzie funkcjgwéchparametréw: zmiennej zdaniowe; i
czasu,l : P x w — {0,1}. Gdy I (p,t) = 1, moéwimy, ze przy wartsciowaniul zmienna
zdaniowap ma wart& logicznal w chwili t. Podobnie jak w przypadku CPC, mozemy
wartasciowanie zmiennych rozszekzgo wart@ciowania formut, otrzymujac pojecie spet-
niania w chwilit formuly ¢ przez wart&ciowaniel w PLTL (propositional linear temporal
logic):

I,LtEp jeslil(p,t) =1

I,t = —¢ jesli nie prawda, zé,t &= ¢

I,Lt=EdAy jesSlil,t Egorazl,t =y

I,tEovy jeslil,t=¢lubl,t =y

I,t=¢ Dy jeslil,t = wlub nie prawda, zé,t = ¢
I,t=E¢ e w jeslil,t = ¢ wtedyitylko wtedy, gdyi, t = v

Spoéjnikom modalnym przypisujemy nastepujace znaczenie: gapaoacza, zé zachodzi
teraz [J ¢ oznacza, zé zachodzzawszéod teraz), za) ¢ 0znacza, zé zachodzniekiedy
czasenttj. ze zdarzy sie taki moment, Zebedzie spetniona):

I,t =0¢ jeslil,t' = ¢ dlakazdegd’ >t
I,t =0¢ jeslil,t' = ¢ dlapewnegd’ >t

Formuta¢g jest prawdziwa w PLTlL oznaczenie: PLTL= ¢, jeSli jest spetnionazawszé
wszedzigtj. gdy |, t = ¢ dla kazdej interpretacji : P x o — {0, 1} i kazdej chwilit € w.

Uwagi. Logiki temporalne sa zwykle traktowane jako szczegdine przypadkiltmik modalnychWspoétczénie
pojecie modalngci (tzw.aletycznejtj. odnoszacej sie do prawdziea) wprowadzit J. C. Lewis po to, by updra
sie z paradoksami implikacji materialnej. Ot6z zwykta implikacja (zwana materi@loa)y jest prawdziwa, gdy
jest fatszywe luby prawdziwe. W szczegélisai musimy uzna— whbrew zdrowemu rozsadkowi — za prawdziwe
wszelkie kontrfaktyczne zdania warunkowe, np.§ll&owalski ma duzego fiata, to wczoraj padato,” w sytuacji,
gdy Kowalski ma malucha, a wczoraj byta piekna pogoda. Wolsliby by okres warunkowy wyrazkbniecznosc
zajscia konkluzji, j&li prawdziwe sa przestanki. Wprowadzamy spéjniki modalhie) o nastepujacym znaczeniu:
sama formutap oznacza, z@ jestfaktycznie prawdziwd 1¢ oznacza, ze jestkonieczngzachodzi w kazdym
Swiecie, w szczegolrdi tym faktycznym), z&0 ¢, ze¢ jestmozliwe(zachodzi w pewnyrSwiecie, niekoniecznie

INie jest to jedyne mozliwe rozwiazanie. Rozwaza sie réwniez czas, ktory nie jest liniowo uporzadkowany
(tzw. branching-time logix:
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tym faktycznym). Spéjniki te zachowuja sie bardzo podobnie, jak ich odpowiedniki temporalne, sa np. wzajemnie
dualne: nie prawda, ze &gest konieczne znaczy ni mniej, ni wiecej tylko tyle, ze mozliwe jest, ze §m@jest
prawdziwe. Pomiedzy logika modalna i temporalna sa jednak pewne réznice, ktérych tu jednak nie zamierzam
precyzow&. Wyposazeni w aparat do ,gdybania” mozemy teraz zdefirtaspejnik tzw. implikacjiscistej:¢p =

w < —0(¢ A —y) (niemozliwe jestby jednoczénieg byto prawdziwe iy fatszywe). Zauwazmy przy tym,

ze dla implikacji materialnep > v < —(¢ A —y) (nieprawdziwe jestze ¢ jest prawdziwe iy fatszywe).
Implikacjascista wyraza zatem koniecAtamplikacji materialnejp = v <= (¢ D y). Poniewaz jes@my
sktonni przyjg& ¢ D ¢ za aksjomat naszej logiki, zatensfiezachodzi implikacj&cista, zachodzi tez i materialna,
niekoniecznie jednak na odwr6t. Jestey w stanie wyobrazisobieswiat, w ktérym Kowalski istotnie ma duzego
fiata i od kilku dni jest piekna pogoda. Zatem wczorajszy opad atmosferyczny nie jest warunkiem koniecznyn
zmotoryzowania Kowalskiego i cytowane wyzej zdanie w sensie implikagtej nie zachodzi.

Do uzupetienia:

18.2. Programowanie wspétbiezne — programowang&edowisku z pamiecia dzie-
lona

18.2.1. Semafory

18.2.2. Monitory

18.2.3. Warunkowe rejony krytyczne

18.3. Programowanie rozproszone

18.3.1. Ada

18.3.2. Concurrent ML

18.3.3. Occam

18.4. Wspothiezngt w jezyku C — semafory i sygnaty

Literatura zastepcza: [19, 18, 185, 143, 67, 77, 76, 146]

18.5. Zadania

Zadanie 18.1. Pokaz, ze PLTL jeskonserwatywnym rozszerzeni€@RC, tj. formuta nie
zawierajaca spojnikbw modalnych jest prawdziwa w PLTL wtedy i tylko wtedy, gdy jest
prawdziwa w CPC.

Zadanie 18.2. Pokaz, ze spdjniki modalrég i ¢ sadualnew podobny sposéb jak kwan-
tyfikatory Vi 3, tj. ze -0 ¢ < ¢ —¢ (nie zawszep jest rownowazne mozliwe, ze nig).
Jakie inne podobfestwa zachodza miedzy spojnikami modalnymi i kwantyfikatorami? Co
oznaczaja formul1O ¢ i O O ¢?

Zadanie 18.3. Na zbiorze formut PLTL definiujemy relacje

b~y e PLTLE¢oy
p<y &= PLTILE¢Dy

Pokaz ze~ jest relacja rownowazrsei a< praporzadkiem. Pokaz, ze relacja

[~ <[yl = o<y
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jest poprawnie zdefiniowana (definicja nie zalezy od wyboru reprezentantéw klas abstrakcj
i ze jest porzadkiem na zbhiorze klas abstrakciji.

Rozwazmy formuty zbudowane z jednej ustalonej zmiennej zdanipwegjomoca jedy-
nie unarnych spojnikéw-, i . lle klas abstrakcji ma relacja na zbiorze takich formut?
Wypisz ich najkrétszych reprezentantdéw. Narysuj diagram porzadka zbiorze tych re-
prezentantow.

Zadanie 18.4. Sktadnie formut rozszerzamy o unarny spéjil(jak neXt) i binarny spo6j-
nik U (jak Until) o nastepujacym znaczeni¥, jeSli ¢ jest prawdziwa w nastepnej chwili
(czas jest dyskretny), orazU y gdy ¢ jest prawdziwe tak dtugo, nim zajdzie. Zdefiniuj
formalnie spetnialngt powyzszych formut.

Zadanie 18.5. Rozwazmy model, w ktérym czas jest pewnym zbiorfEmporzadkowanym
czesciowo pewna relacja porzadky niekoniecznie liniowa. Napisz przyktad formuty praw-
dziwej w PLTL, ktéra nie jest prawdziwa w modelu, w ktérym czas moze sige rozgéatezia

Zadanie 18.6. Wzorujac sie na konstrukcji PLTL zdefiniuj sktadnig i semantyke FOLTL
(first order linear temporal logi}; tj. temporalnego rachunku predykatéw pierwszego rzedu
z czasem liniowym.



Rozdziat 19

Programowanie logiczne

Do uzupenienia:

19.1. Wprowadzenie do Prologu. Dane atomowe, fakty i reguly. Prologowa baza wie:
dzy. Cel. Sukces, niepowodzenie i nawroty. Konwersacja z interpreterem Pro-
logu

19.2. Dane nieatomowe. Funktory, termy, struktury

19.3. Listy w Prologu

19.4. Rekursja w Prologu, rekursja ogonowa

19.5. Arytmetyka w Prologu

19.6. Prologowe drzewo poszukitudJnifikacja celu z glowa reguty

19.7. Odciecie

19.7.1. Negacja jako niepowodzenie. Koncefavjgata zamknietego

19.8. Metodologia programowania w Prologu

19.8.1. Akumulator

19.8.2. Struktury otwarte

19.9. Zadania

Literatura zastepcza: [30, 159]






Rozdziat 20

Lingwistyka porownawcza
jezykOw programowania

Do uzupetienia:

20.1. Sortowanie
20.2. Sito Eratostenesa






Rozdziat 21

Zastosowania teorii jezykow
programowania

Do uzupenienia:

21.1. AnnoDomini: Problem Roku 2000 w COBOL-u i jego rozwiazanie za pomoca
systemu typéw [49]
21.2. Proof-carrying code [125]
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