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Programowanie

Notatki do wykladow?

Streszczenie

Haskell, ewaluatory wyrazen, monady, klasy typéw, semantyki denotacyjne, semantyki
operacyjne, transformatory monad, leniwos¢, funkcje monolityczne, Strachey, funkcje inkre-
mentacyjne, predykaty, baba-w-babie, tamigtéwki, drzewa czerwono-czarne, teorie modeli,
dowody indukcyjne, metodologie programowania, Wadler, cukierki o smaku kaszanki, sinusy,
Tarski, cyklisty, generatory, polimorfizm, algebry, modele, formuly, predykaty ...

Trzeba ksztaltowaé¢ mlode umysty. Gdybysmy z Haskellem zaczynali (podobnie
jak chca z nauka Religii) w przedszkolu, to polska informatyka wygladataby zupelnie
inaczej.

ToMasz Wierzbicki

1 Wyklad 04.03.2008

To co si¢ dzieje w komputerze, to nie ,magia”. John von Neumann — program i dane w
jednej pamieci operacyjnej. Opowies¢ o metodologiach programowania, podziat jezykdéw na te
yhiskiego poziomu” i ,wysokiego poziomu”. A C++ — jaki jest, kazdy widzi. Leniwo$¢, gorli-
wos¢, strukturalizacja kodu, goto jest zle, instrukcja przypisania jest do bani, czlowiek potrafi
zapamieta¢ 2.5 bita informacji... Komputery dobrze radza sobie z duzg iloécia takich samych
(badz bardzo podobnych) ,obiektéw”, a ludzie dobrze radza sobie z mala ilodcia ,,obiektéw”
(ale obiekty te moga byé¢ zupelie rézne od siebie — krzesto, samolot, obiad...). Wstepik do
Haskell’a. Chcemy pisaé specyfikacje a nie , kodowac”.

2  Wyklad 06.03.2008

1. http://kno.ii.uni.wroc.pl/ii/ — (ksztalcenie na odleglosé...) — Moodle — Programowanie —
Strachey

2. Rekursja strukturalna...

3. ,,List comprehensions”:
* [e | True| = [e]

 [e | b, qf =if bthen [e| q] else ]

'rozdzialy oznaczone ,,(TW1i)” sa autorstwa ToMasza Wierzbickiego i pochodzg z udostepnionych przez niego
notatek
2a w zasadzie luzne mysli, hasta i zlepki dziwnych symboli...



concatMap f 1

« [e]q] =[e]q, True]

3 Wyklad 11.03.2008

3.1 Dwa fajne sposoby na generowanie liczb pierwszych

primes :: [Integer]
primes = map head § iterate (A (x:xs) > [y | y < xs, y ‘mod"‘ x #

0]) [2.]

primes :: [Integer]
primes =2:[n | n« [3.], all (A\p—>n ‘mod‘p #0)
(takeWhie (Ap - p xp <n) primes)]

3.2 Fajny sposdb na ciag fibonacciego

tez byl omoéwiony i pokazany ...

3.3 Monoid (pélgrupa z jedynka)
(X, o,€)
o laczna: (z@y)@z=x® (y o 2)

e ma obustronny element neutralny:
edr=1
r®e=x

3.4 Klasy typéow

class Monoid a where
(xx) :: a—> a—> a
e :: a

instance Monoid Integer where

(xx) = (+)
e =0

class Show a where
show :: a — Show




3.5 O monadach

class Monad m where -—m :: * => %
(>>=) ::ma->(a->mb) >mb
return :: a -> m a

(u>>= N\x > w) >»>= (N\y > w) u>>= (\x -> (v >>=\y -> w))

return x >>= f = fx
u >>= return = u
4 Wyklad 13.03.2008
4.1 Monoid raz jeszcze
Monoid (a, plus, zero)
class Monoid a where
plus :: a > a -> a
zero :: a
(x ‘plus y) ‘plus® z = x ‘plus‘ (y ‘plus‘ z)
zero ‘plus‘ x = x
x ‘plus‘ zero = x
4.2 O ciggu fibonacciego
Specyfikacja ciaggu fibonacciego
fo=0
fi=0

fn+2 = fn+1 + fn

Programik w Haskellu:

fib :: Num a =>a - a

fib0 =1

fibl=1

fib (n+2) = fib (n+1) + fibn

e memoizacja,
e programowanie dynamiczne
e kompresja Sciezek,

Szybki fib co sie do while’a skompiluje:

f£ib _ £0 0 = £0
ffib f1 _ 1= f1
£fib £1 £0n = £fib (£1+£0) £1 (n—1)




Mozna go uogdlnié:

fib :: (Monoid a, Num n) ==a »a »>n —»a
fib _ £0 0 = £0

fibf1 1= f1

£ib £1 £0n = fib (£1 ‘plus’ £0) £1 (n—1)

Integer moze by¢ instancja monoidu:

instance Monoid Integer where
plus = (+)
0

zero

ale mozemy bardziej uogdlni¢:

instance Num n => Monoid n where -- <---- tu nawet moze byl rekursja
plus = (+)
zero = 0

dygresja o klasie Show:

instance Show a => Show (a, a) where
show (x, y) = "(" ++ show x ++ ", " ++ show y ++ ")"

String jest aliasem type String = [Char] itrzeba ustawié¢ flage ~-XTypeSynonymInstances

instance Monoid String where

plus = (++)
zero = ""
albo tak:
instance Monoid [a] where
plus = (++)
zero = []

to sobie mozemy napisaé tak:
h = fib "a" "b" 3 ...

napiszmy szybki ,,power”:

power :: (Monoid t, Integraln) =t >n >t
power x 0 = zero

power x n
| n ‘mod‘2==0=y ‘plus‘y
| otherwise =y ‘plus‘y ‘plus‘ x where

y = power x (n ‘div‘ 2)
type Matrix2x2 a = ((a, a), (a, a))
instance Num a = Monoid (Matrix2x2 a) where

((al1, a12), (a21, a22)) ‘plus‘ ((b11, b12), (b21, b22))
= ((alixbll + al2xb21) ...

Z€ro = ((170)7 (071>)




zatem nowy fibonacci tak wyglada:

fib :: (Integral n, Num a) =n » a
fib n = snd . snd power a0 $ n—1 where
a0 = ((0,1), (1,1))

4.3 Monady

—-— * => %

class Monad m where

>>=) ::ma->(a->mb) ->mb
return :: a -> m a
{-
(m>= (N\a->n)) >= (\b ->p) = m>>= (\a -> (n >>=\b -> p))
return a >>= (\x > m) = (\x -> m) a
return a >>= f = f a
m >>= return = m
-}

return — ,,owin w sreberko”

Maty przyktad wyjasniajacy dzialanie monad:

data Tree = Node Tree Int Tree | Leaf deriving Show

renumber :: Tree -> Tree
renumber = snd . aux 1
aux n Leaf = (n, Leaf)
aux n (Node t1 _ t2) = (n’’, Node t1’ n’ t2’) where
(n’, t1’) = aux n t1
(n’’, t2’) = aux (n+1) t2

Stowo kluczowe newtype — dziala tak jak data, ale nie tworzy konstruktora, kompilator moze
lepiej optymalizowaé, konstruktor widoczny tylko na poziomie kodu Zréodlowego...

newtype IntState a = IntState (Int -> (Int, a))
-- Sciema lekka, bo IntState musi najpierw naleze¢ do klasy Functor,
-- zeby méc by¢ monads...

instance Monad IntState where
return a = IntState (\n -> (n, a))

(IntState stl1) >>=f = IntState (\m -> let (n, s1) = stl m
IntState st2 = f si
in
st2 n)



Wyposazmy uzytkownika w jakie$ narzedzia operujace na tym liczniku:

fetch :: IntState Int
fetch = IntState (\n -> (n, n))

assign :: Int -> IntState ()
assign n = IntState (\_ -> (n, ())

run :: Int -> IntState a -> a
run n (IntState st) = snd $ st n

renumber :: Tree -> Tree
renumber = run O . aux where
aux :: Tree —-> IntState Tree

aux Leaf = return Leaf
aux (Node t1 _ t2) = aux t1 >>= \tl1’ -> (fetch >>=
\n -> (assign (n+1)) >>=
N\ —> (aux t2 >>=
\t2’ -> return (Node t1’ n t2’)))

Powyzszy zapis jest bardzo nieczytelny. Mamy taki oto cukier:

do
€1
b<eé2
let p=e3
do )
. jest tym samym co e1>»>=(Ax > eg)
Xr < €1
€2
do ]
. jest tym samym co e1 >»=(A_—e2)
€1
€2

Przepiszmy renumber uzywajac powyzszego cukru syntaktycznego:

renumber = run O . aux where
aux Leaf = return Leaf
aux (Node t1 _ t2) = do
t1’ <- aux tl1
n <- fetch
assign (n+1)
t2’ <- aux t2
return (Node t1’ n t2’)



5 Wyklad 18.03.2008

Glownie source w Haskellu...

6 Wyklad 20.03.2008

Slajdy w PDF’ach i source w Haskellu...

7 Wyklad 27.03.2008

7.1 Semantyka Denotacyjna

1. Rachunek predykatéw formul pierwszego rzedu

= R(t1, tn) [0 @1V | o1 Ape | 1= 2|1 e pa | Vap | Fxp
tu=a| f(t1,...,tn)
Y ={Ri, f;} - sygnatura

2. A. Tarski, 1934
[]:7T—-A [0]=0¢€¢ A

3. Interpretacja zmiennych
Niech X — zbiér zmiennych.
Interpretacja zmiennych: n: X - A — dowolne odwzorowanie

[1:7 > (X » 4) > A
{ [X], = n(x) o
[[f(tlv"‘utn)]]n:f ([[tl]]nﬂ""[[tn]]n)
Skoro mamy termy, to mozemy przej$¢ do punktu ,a co znacza cale formuly?”:
m = <N7 17 +7 <>
Y ={J,P,M}, gdzie
JM=1
pPP= (+)
M7 = (<)

Wprowadzimy sobie specjalna relacje (£):

MnE ( n — ,wartoSciowanie”)



7.2

3

(odpowiednikiem homomorfizméw® w §wiecie relacji sa kongruencje)

M, 0k R(ty, . ts)  wtw.  R™([t1]y, - [t2]y)
M, nE=-p wtw. nieprawda, ze ME @
M, 1 Ep1V wtw. MneEpr lub M nE o
M, nE Vo wtw. dla kazdegoae A M, n[z » a] E ¢
gdzie:
a, jezeliy =x
il ={ 5,y W

Chcielibysmy mieé jakie$ efektywne procedury sprawdzania co jest prawdziwe, a co nie.
Tym si¢ zajmuje dualna do teorii modeli ,teoria dowodéw” (w informatyce ,semantyka
operacyjna”). Jest takie fajne twierdzenie, méwiace ,,Udowodni¢ mozna tylko to co jest
prawda”.

Rodzaje semantyki formalnej (TWi)
W definicjach wielu starszych jezykéw (np. Algolu 60, Algolu 68 i in.) opisywano abstrak-

cyjng maszyne danego jezyka, a nastepnie zadawano znaczenie programu w sposob nieformalny,
opisujac stownie, jak sie zmienia stan takiej maszyny w trakcie wykonywania programu. Jezyk
naturalny jest jednak niejednoznaczny. Lepiej uzyé¢ formalizmu matematycznego. Semantyka
formalna to metoda $cistego, matematycznego okreslenia, jak zmienia sie stan maszyny abstrak-
cyjnej na skutek wykonania programu. Wyrdznia sie nastepujace rodzaje semantyki formalnej:

Semantyka denotacyjna.

Programom przyporzadkowuje sie pewne obiekty matematyczne, zwane ich interpreta-
cjami lub denotacjami, stad nazwa tego rodzaju semantyki. Przewaznie sg to funkcje. W
przypadku jezyka z wyktadu beda to odwzorowania f:S — S okreslajace, jak zmienia sie
stan maszyny na skutek wykonania programu (tj. takie, ze jesli o € S jest stanem maszyny
przed wykonaniem programu, ktérego denotacja jest f, to f(o) jest stanem maszyny po
wykonaniu tego programu). W tym celu definiuje sie ad hoc pewna algebre nad ustalona
sygnatura, zwana modelem opisywanego jezyka programowania, a jezyk traktuje sie jako
zbiér terméw nad ta sygnatura. Znaczenie programu jest jego interpretacja (jako termu) w
modelu. Jest to klasyczna metoda nadawania znaczenia wyrazeniom jezyka, inspirowana
technikami znanymi z teorii modeli, tj. dzialu logiki matematycznej, w ktérym nadaje sie
w ten sposéb znaczenie formutom logicznym. Metode denotacyjna opisu jezykdéw progra-
mowania wynalazt w latach 60-tych zesztego wieku Christopher Strachey. Na potrzeby
semantyki denotacyjnej Dana Scott stworzyl tzw. teorie dziedzin, tj. matematyczna teorie
budowy modeli jezykéw programowania.

Semantyka algebraiczna.

Model jezyka programowania zadaje sie za pomocg zbioru aksjomatéw réwnosdciowych.
Jest to technika zblizona do sposobu, w jaki definiuje sie i bada rézne struktury (np. grupy)
w algebrze ogdlnej, stad nazwa tego rodzaju semantyki.

Semantyka operacyjna.
To podejécie najsilniej akcentuje role maszyny abstrakcyjnej jezyka. Definiuje sie pojecie
podobne do tego, ktére méwiac o automatach skoniczonych nazwaliSmy funkcjq przejscia

gyeee

a panstwo nie lubicie homomorfizméw, niestety, bo jestescie homofobami ...”



automatu. Znaczenie programu opisuje sie podajac, jakie operacje wykona maszyna reali-
zujaca program, stad nazwa tego rodzaju semantyki. We wspolczesnej formie formalizm
ten zostal rozwiniety przez Gordona Plotkina w latach 70-tych zeszlego wieku w postaci
tzw. strukturalnej semantyki operacyjne;j.

o Semantyka aksjomatyczna.
Definiuje si¢ specjalny formalizm logiczny do wyrazania wtasnosci programéw i system
wnioskowania do dowodzenia tych wtasnosci. Jezyk jest wéwczas opisany przez zbiér od-
powiednich aksjomatow i regut wnioskowania, stad nazwa tego rodzaju semantyki. Stwo-
rzyli ja w latach 60-tych zeszlego wieku R. W. Floyd i C. A. R. Hoare. Semantyka
aksjomatyczna bywa tez nazywana logikqg Floyda-Hoare’a.

8 Wyklad 01.04.2008

8.1 Przypomnienie

Ostatnio sobie rozmawialiSmy o logice. To jeszcze pare stéw przypomnienia. ZaczeliSmy opisa-
nia sobie rachunku predykatéw formut pierwszego rzedu.

Mamy jakby 2 kategorie gramatyczne. Termy budujemy tak:
t == f(t1,...,tn), n >0 |z — to jest algebra termdw.

Na term patrzymy jak na drzewo.
Jak chcemy zobaczy¢ ,,co jest w jezyku” to patrzymy na jego skladnie abstrakcyjna.
Mamy tu zasade¢ indukcyjna.

pu=R(t1,...tn) | ~¢ | o1 ® @2 | Yoo | Jzp
6922:\/‘ A | = | <~

p,n, M ey
E? o wtw. gdy dla kazdego mozliwego 1 zachodzi n =™ ¢

W rachunku zdan ,$wiaty” to sa mozliwe wartosciowania zmiennych.
Chcemy poznawaé takie prawdy, ktore obowiazuja w kazdym mozliwym rozwazanym Swiecie
(tautologia).

Tautologia — formuta prawdziwa.
E ¢ wtw. gdy E™ ¢ dla kazdego M.
To byla teoria modeli. A teraz mozemy zosta¢ w samym jezyku. Centralnym punktem

naszego zainteresowania jest jezyk. Chcemy mie¢ automatyczne narzedzia weryfikacji co jest
prawdziwe, a co nie.



8.2 Teoria Dowodu

Przyjmujemy sobie pewne zdania za prawdziwe, oraz mamy pewne reguly wyprowadzania no-
wych zdan. Kazdy sobie moze taki system wyprowadzania wymysli¢*:

1. Aksjomaty (ktére sa tak naprawde kombinatorami)
I'ra—-0-a«
I'r(a>f->7)->(a>pF) > (a>7)
lFa—-a

2. reguly wnioskowania:
'ra 'ra-p

I'epg

itp...
moéwimy:

E ¢ — ¢ jest prawdziwa
@ — ¢ jest dowodliwa

Ustalamy sobie konkretny model i staramy sie sprawdzié¢ co jest prawdziwe w tym modelu.

) o

Jesli co$ udowodnig to to jest prawdziwe. Ale jest cala masa rzeczy prawdziwych, ktorych
nie moge udowodnié. Zawsze prawd jest wiecej niz to co jesteSmy w stanie wywnioskowaé w
samym systemie.

8.3 Maly wstep do skladni
1. Swiat naszych instrukcji wyglada tak:

¢ == skip| X :=e|if b then ¢; else ¢ | if b then ¢ | while bdo ¢ | ¢1; o
ex=n|X|e ®es

® == +| - | x |div| mod

b= e1©ea|-b|byAba|b1Vby

4np. formalizacja ,Hilbertowska” w whitebooku...

10



2. Budujemy model 91:

o Typy:
om:X—>7Z
o m=7%
o fe]:m—->m
o [[c]] em=T
ole]:m—>2Z
[b] : m — B, gdzie B={T, F'}
e Przykladowe funkcje semantyczne:
o [skip] (r) = =
o [X = e](r) = 7 [X/[e] ()]

o [if b then c](7) = { Eéﬂ (), fvdil[gb]](ﬂ) =F

[¢]

T, jezeli [b](w) = F

o [while b do c[(7) = { [while b do c]([c]7), W p.p.

9 Wyklad 03.04.2008

9.1 Skladnia

Ostatnio zaczeliémy badaé jezyki imperatywne’.

e a — wyrazenia arytmetyczne,
e b — wyrazenia boolowskie,

e ¢ — instrukcje,

o n — state catkowitoliczbowe,

e X — identyfikatory,

n|X|ada

+| — | x |div| mod
al@a2|ﬂb|bl@b2

ANV]=>| e

<|>|<l>2]=]#

o O & —~ & o
i

skip | abort | X := a | if b then ¢ else ¢; | if b then ¢ | while bdo ¢ | ¢1; ¢

9.2 Semantyka Denotacyjna

1. maszyna abstrakcyjna,
Biezacy stan pamieci mozna opisaé jako I1: X — Z, a zbiér stanéw pamieci to IT = Z¥ .

2. Denotacja (znaczeniem) programu jest funkcja zmiany zawartosci pamieci [¢] : II - II
(funkcja z pamieci w pamieé¢). Mamy tu funkcje czesciowe.

Sz lekkim obrzydzeniem (w kontekscie Haskella)

11



3. Dziedzina interpretacji programéw: I
Maly przyktad: [while ¢true do skip] =¢ =1
Intuicja: Dom([c]) = {m € Il : program uruchomiony w stanie 7 si¢ zatrzyma}

Denotacje wyrazen arytmetycznych i boolowskich sg proste:
o [a] € Z" - catkowite,

o [b] cBY - catkowite (B = {T, F}),

9.2.1 Funkcja semantyczna
o [skip]mr =7
o [abort] =1
[X :=a](7) = 7[X/[a] ()]
[e1;ea] = [e2] o [ei]

[if b then c](7) = { E[ré]] (), ifdggb]](ﬂ) =F

[if b then c; else co](7) = { %Ej EZ;: jZ:E %Z% EZ; zi

{ m, jezeli [b](m) = F
[while b do c]|([¢]r), w p.p.

[while b do c](7) =

Z denotacja funkcji while mamy pewne problemy. Spéjrzmy na réwnosci opisujace funkcje

,,silnia”:
(%) ol=1
nl=nx(n-1),n>0
W jakim sensie te réwnosci sa definicja funkcji silnia?
Istnieje dokladnie jedna funkcja calkowita f : N - N. Te jedyng funkcje nazywamy funkcje
definiowana przez réwnosci ().

Problemy:
' f2n)=2nx(2n-1)x f(2n-2), n>0
Funkcja ,silnia” spelnia te rownosci.

Ale jest jeszcze continuum innych funkcji catkowitych g : N - N spelniajacych te réwnosci.

2. Problem powazniejszy:
F(0) =1
() F(1)=13
f(n)y=nxf(n-1),n>0

Nie istnieje zadna funkcja spetniajaca te réwnosci!

12



Rozwazmy funkcje czesciowe f : D — N, gdzie {2n | n € N} ¢ D. Czy istnieje wérdd nich
najmniejsza funkcja?
Intuicja: Jezeli zbiér takich funkcji jest niepusty, to zawsze bedzie w nim istnie¢ najmniejsza
funkcja.

(NQN, E) — zbidr funkcji czeSciowych z relacja zawierania.

_ 1, gdy n=0
f=An { 2nx (2n-1)x f(2n-2), w p.p.

) 1, gdy n=0
f-()‘gﬁ)‘n%{2n><(2n—1)><f(2”_2)’ W p.p. )f

Funkcja f spelnia réwno$é (*) wtw gdy jest punktem stalym operatora:

1, dy n=0
®(g)(n) ={ 2 x (2n—1) x f(2n -2), %vg-p-

Chcemy pokazaé, ze istnieje najmniejszy punkt staly tego operatora.

9.2.2 Powtérka z logiki

o Jezeli (X, <) jest krata zupelna, a ® : X — X jest funkcja monotoniczna, to ® posiada
najmniejszy punkt staty.

o Jezeli (X,<) jest porzadkiem zupelnym, ® : X — X jest ciagla, to ® ma najmniejszy
punkt staly agiag = V{f™(1)}.

Fakt. (NQN,Q jest porzgdkiem zupelnym, zas operator ® jest ciggly. Zatem ® posiada naj-
mniejszy punkt staly.

)™ g(m)=F
fm) = { F(h(m), v pp.
Definicja.

(f)(m) = { ;&h(ﬂ)), fvdgi(ﬂ) -

Fakt. (NQN&) jest porzgdkiem zupelnym, zas operator ® jest ciggly. Z twierdzenia o punkcie
statym istnieje funkcja spelniajaca réwnosé (x).

[]: P~ (I ~1II)

10 Wyklad 08.04.2008

10.1 Wstep

Omoéwimy sobie inne sposoby zadawania znaczenia (denotacji) jezykéw programowania.
Dana Scott (ok. 1965) — Teoria dziedzin (Algol 60).

Sprébujmy przeprowadzié¢ sobie rozumowanie (zamiast ,zagladaé¢” do $wiata i stwierdzaé, czy

co$ jest prawdziwe, czy nie). Zbudujmy sobie zatem system wnioskowania®.

Definicja. System wnioskowania to zbiér aksjomatéw oraz zbior regut wnioskowania.

Najstarszym systemem wnioskowania jest System Hilbertowski.

Ssiedzimy sobie w pustelni i my$limy...

13



10.2 Semantyka operacyjna
Jezyk ktory w catodci opisano semantyka operacyjng to SML.
Definicja. S.0.S. — Strukturalna Semantyka Operacyjna (Gordon Plotkin, ok. 1970)

»Sady”, ktére bedziemy wypowiadaé¢ beda troszke ,skazone” naszym meta-jezykiem (nie
beda one do konica formalne).

10.2.1 Semantyka Duzych Krokéw
1. (a,m)y—>n (n: X > Z, well, neN),
2. (bymr)y > T,F B,

3. (¢,m) > 7' ell,

Definicja. Dowdd to ciag wypowiedzi w jezyku, o takiej wtasnosci, ze kazda wypowiedz jest
aksjomatem, albo konkluzja z poprzednich aksjomatéw (i konkluzji) na podstawie regut wnio-
skowania. Informatycy lubia patrze¢ na dowdd jak na drzewo w ktérego liSciach sg aksjomaty,
a jego wierzchotkach — reguty. W korzeniu jest formuta v, ktéra jest teza tego dowodu.

Chcemy mieé narzedzie, ktérym udowonimy, ze jesli jaki§ program c jest uruchomiony w
pamieci 7 to da jaka$ pamieé¢ 7’ ({(c,7) - 7').

Taki system (narzedzie) bedzie zdefiniowany indukcyjnie (to bedzie indukcja strukturalna —
system sterowany skladnia).

Rozwazmy sobie jezyk:

n|X|ada

+| — | x |div| mod
al@a2|ﬂb|b1@b2

ANV =] e

a
®
b
Q@ =
©u=<|>|s|2]=]%
&

== skip |abort | X :=a | if b then ¢ else ¢y | if b then ¢ | while bdo ¢ | ¢3¢0
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I mamy kilka przyktadowych jego regul wnioskowania:

(X.7) > (X))’

(n,m) >n’

(a1, m) > n1  (ag,7) > ngy

. )
{

, =n1 ®ng,
a; ® ag, Ty >N

(b1,m) >T (bg,m)—>T
(b1Vb2,7T>—>T ’
(b1,m) >T (bo,m)>F
(b1 vy, ) > T ’
(b1,m) > F (bg,m)>T
<b1Vb2,7T>—>T ’

(b1,m) > F (bg,7w) > F
(b1Vb2,7T>—>F ’

A jakby to wygladalo w C (albo Haskellu) — chodzi o kolejno$¢ wykonywania tych dziatan:

(b1, m) >T
<b1Vb2,’/T> —>T7

(b1,m) > F  (by,m) > x
(bl\/bg,ﬂ') —> X

;v e{T, F},

Zmierzamy do opisania semantyki operacyjnej dla instrukcji:

(skip, ) - 7’

(abort, ) buchmiil’ abort definiujemy przez brak jego definicji!,
abort, ) - wybuchni)!

(a,m) > n
(X =a,7) > n[X/n]’

(c1,m) > 7" (co, ') > 7"

(c1;¢9, ) > 7" ’

(bym) > F
(if b then ¢, 7) - 7’

(byry=>T (c,m)—>7'
(if b then ¢, 7) — 7’

(bym7y > T (c,m)—>x" (whilebdoc,7')—>n"

(while b do ¢, ) - ="

)

(b,7) > F
(while b do ¢,7t) - 7’
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10.2.2 Semantyka Malych Krokéw
(c,m) > (c, ')
A co jak program si¢ zakoniczy?
(e,m) -7’
Rozwazmy poprzedni jezyk programowania i zadajmy mu reguly wnioskowania dla seman-

tyki matych krokow:

(skip, ) = 7’

(a,7) > n
(X :=a,7) > 7[X/n]’

" a7 - (7))’

Zdefiniujmy ,,—*>”:

(a,m) >n’
. (a,7r)—>n’
(a,7) >n
. (a,7) = (a’, ) (a',w)—in’
(a,7) > n

Wyrazenia arytmetyczne:
" X))

(n,m) >n’

° , M="n1 O ny,
(n1 ®@ng,m) >n

{a1,7) > (ay7)

(a1 ® ag, ) — (a’l ® a2,7r)’

(CL?’W) - <al27ﬂ->

(n1 ®ag, ) — (nl ® a'2,7r>7

A jak to bedzie ze zlozeniem instrukcji?

{c1,m) = (e}, ')

(c15c0,m) = (c)se,7)

(c1,m) > 7'

(c1;09,) = (co,7')’
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A co z while’'m?

b,y >T (c,m) > 7
(while b do ¢, ) — (while b do ¢, 7’)

(bm) > F
(while b do ¢,7) - 7

Wzigliémy sobie pewien jezyk (ktéry wszyscy intuicyjnie rozumieliémy) i nastepnie zadali-
$my semantyke denotacyjna: [c](7) = 7" (funkcje semantyczna z pamieci w pamieé) i dzisiaj
okredlilisémy semantyke operacyjna (¢, 7) - 7’. Mamy zatem...

Twierdzenie. O réwnowaznosci semantyk:

[e](m)=7" < +{c,7)—>7

11 Wyklad 10.04.2008

11.1 Wstep

Semantyka operacyjna (strukturalna) — myslimy sobie o abstrakcyjnej maszynie i pokazujemy
krok po kroku co ona zrobi, zeby ,dotrze¢” do wyniku:

o wielkich krokéw (albo ,semantyka naturalna”),

« malych krokéw (,5.0.87) — (p,7) > (p/, @) > (', 7"} > ... &> 7 (n+D)

Mamy tez semantyke denotacyjna. Ale to nie wszystko — jest cala masa semantyk.

11.2 Semantyka aksjomatyczna — Floyd

Schemacik blokowy (np. while’a...)

Jest tak, ze chcemy moéc wnioskowaé cos o programach — przed wykonaniem programu
sa spelnione pewne warunki, wiec chcemy dowiesé, ze po jego wykonaniu tez beda ,, jakies”
spelnione”.

Sformalizujmy sobie ta semantyke:

"np. w Macroco$cie buduja sobie taki system, zeby dowiesé, ze Windows nie ma bledéw... A powazniej, to
udatlo im si¢ dowie$é, ze w pewnym systemie nie bedzie dereferowania NULL-pointeréw (i to jaki$ wielki CRAY
wymy$lil systemem wnioskowania w ciagu miesiaca, czy jakos...)
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F {¢} C {¢¥}, gdzie C to program, lewy nawias wasaty oznacza, ze co$ zachodzi przed
wykonaniem programu, a prawy nawias wasaty oznacza, ze co$ zachodzi po wykonaniu
programu,

o termy to beda: tuz=n|X | f(t1,....,t2), feX={+ -, x,1,...},
o formuly to: ¢ = R(t1,....tn) | ¢ Y V|- | Ve | Ing,

o jak u Tarskiego — robimy sobie prawdziwy model (ale z pamiecig): 9 = (Z,-Em) oraz
™, ET @,

o wazne! Chcemy mieé tak:

={e} C{y}

wtedy dla kazdej 7 € IT (pamieci), dla kazdego n (wartosciowania):
jesli m,nE ¢ i me Dom[C], to

[Clm,nEp

Ten system wnioskowania bedzie troszke ,hybrydowy” — oprécz + {¢} C {1} bedziemy mieli
jeszcze (chcemy moc zapytaé, czy 2 + 2 = 4):

E o wtw m,n E @ dla kazdej 7 € Il i kazdego n

{} skip {¢}’

{0} abort {1}’

{p[X/e]} X =e{p}’
{o} e {v} {¥} ca{o}
{¢} e1;¢2 {0} ’

{brvte{y) {=bry}e{y}
{,} if b then c; else co {9}

{onblc{y} Fon-b=1
{¢} if b then ¢ {¢} '

b
. {brole{p) , gdzie @ jest niezmiennikiem petli,

{¢} while b do ¢ {¢ A -b}

« reguly oslabiania®:

L lprely) FY=o0
{pyefoy 7
L Ee=v {¢}c{o}
{eyefey 7

8a.k.a. ,system pytania siekierki” (lub ,wyroczni”) o to, czy jesli z =2+2to z =4
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12 Wyklad 15.04.2008

12.1 Wprowadzenie

Mamy & 2 + 2 = 4, ale czesto wystarcza - 2+ 2 = 4 (bo arytmetyka nie musi by¢ wcale ,taka
skomplikowana”) do weryfikowania poprawnosci programéw.

Definicja.
o H{p}c{v} = E{plc{} — moéwimy, ze taki system jest adekwatny

o E{p}c{v} = +{ptc{} — méwimy, ze taki system jest zupelny

Ale z zupelnoscia jest pewien problem?.

WeZmy sobie nasz imperatywny jezyk:

n|X|ada

+| = | x | div | mod
a1 ©az | =b|b; @by

ANMv]=| <

a
@
b =
Q
©wm<|>|<]2|=]4
C

== skip | abort | X := a | if b then ¢ else ¢; | if b then ¢ | while bdo ¢ | ¢1; ¢

Mozna dolozy¢ asercje do jezyka — kazda instrukcja w tym jezyku bedzie miala ,z przodu”
i,z tytu” jakie§ asercje:
c == {p} skip {9} | .. [ {¢} if b then {¢"} ¢ {¢"}; {¥}
| {¢} while bdo {¢'} c {¢"}; {¥}
[ {e} exs {¥} 2 {0}
[{eHe'} e {}
[ {e} e {v}{v'}

W Haskellu mamy rekonstrukcje typéw'? — zatem nie wszedzie musimy pisa¢ typy. Sa jednak
miejsca, gdzie takie typy trzeba napisaé¢ (bo rekonstrukcja typéw jest czasami nierozstrzygalna,
ale weryfikacja poprawnosci juz tak — nawet liniowa).

12.2 Asercje

Problem z dowodzeniem poprawnosci programéw polega na tym, ze tablica moze by¢ za mala...
Popatrzmy na taki programik obliczajacy silnie:

1|x {X=n}
2 S:=1
3 while X # 1 do
4 S =Xx8S;
5 X:=X-1;
6 done
7 |x  {S=nl}

9mamy np. niezupelno$é arytmetyki
Ygystem typéw Haskella jest duzo bardziej skomplikowany niz w SMLu
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Problematyczny dowéd to takie drzewo (wieeeelkie, niefajne, nudne, zmudne i paskudne)*!:

CoS...
__mne requly rutututu
tu mozemy wstawi¢ regule na ztozenie... {¢} blablablabla...

{X =n}S:=1,whilez # 1 do ... blablabla {S = n!}

Potrzebujemy jakiegos lepszego mechanizmu (bo przekonanie kogos, ze program liczy silnie
za pomoca takiego drzewka nie jest raczej spektakularnym sukcesem...).

Bedziemy sobie robili co$ takiego jak ,dedukcja asercji” (rekonstrukeja):

1|x {X=n}
2 |+ {X=nal=1}
3 S:=1

4% {X=nAaS=1)
5 |« {S-X!=nl}

6 while X # 1 do

7 | % {S-X!=nlrX =1}

8 | * {(X-9) - (X-Dl=nl}
9 S =X xS;

10 | *x {§- (X -1)!=nl}

11 X:=X-1;

12 | x {5 -X!=nl}

13 done

1 | {S-X!l=nlA-X=+1}
15 | {S=nl}

A co bedzie, jedli ten program wywolamy tak, ze w poczatkowym stanie pamieci bedzie
mial za X podstawione 07 Oczywiscie program sie zapetli (X nigdy nie przyjmie wartosci 1 —
zakladamy, ze mamy komoérki pamieci o nieskoriczonej pojemnosci).

Definicja. Cze$ciowa poprawnosé:
E{otc{v} wtw Vadn(m,neE@ameDom[c]) = [c]mnEy
Prawdq jest, ze przed wykonaniem programu ¢ zachodzi formuta ¢ a po jego wykonaniu
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
dla kazdej pamieci w istnieje wartoSciowanie n takie, Ze

jesli prawdziwa jest formula ¢ (przy wybranej pamieci © ¢ wartoSciowaniu m) oraz program c sie zatrzyma

to formula v jest prawdziwa w pamieci [c]m i przy wartosciowaniu 7.

Definicja. Caltkowita poprawnos¢:
E[ple[v]  wtw  Vadnm,n = (7€ Dom[c] A [c]m,nE )

Prawdq jest, ze przed wykonaniem programu c zachodzi formula ¢ a po jego wykonaniu ¥

Hrysowanie tego drzewa zajeto pierwsza godzine wyktadu
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program ¢ sie zatrzyma i Y jest prawdziwa w pamieci [c]m i przy warto$ciowaniu 1.

Definicja. Dobry porzadek — taki porzadek, w ktérym nie istnieje zaden nieskonczony malejacy

lancuch.

Popatrzmy jak udekorowaé program asercjami w taki sposéb, aby mie¢ dowdd catkowitej
poprawnosci:

10

11

12

13

14

15

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

dla kazdej pamieci w istnieje wartoSciowanie n takie, Ze

[X>21AX =n]
[X>1AX=nAl=1]
S:=1

while X # 1 do
[S-X!=nIAX>1AX=inX £1]
(X-9)- (X-D=nIAX-121AX-1<1]
S =X xS;
[S-(X-D=nlAX-121AX-1<1]
X:=X-1;
[S-X!=nlAX>1AX<i]

done

[S-X!=nlAX>1A-X #1]

[S=n!]

13 Wyklad 17.04.2008

13.1 Ciag dalszy semantyk

Dalej méwimy o semantykach aksjomatycznych. Przyjeliémy, ze ,prawdziwym” Swiatem (jego
opisem) jest semantyka denotacyjna [c] : IT — II*2. Przypomnijmy:

o {p}c{t¥} — czedciowa poprawnosé,

o [¢] ¢ [¢] — calkowita poprawnosé,

Przed przystapieniem do jakiegokolwiek zadania programistycznego opisuje sie jego specy-
fikacje (w jezyku naturalnym) — jest to odpowiednikiem opisu odpowiednich formut ¢ i . Po
co w takim razie robi¢ takie opisy bardzo formalnie? Metody formalne sugeruja rézne me-
tody programowania — np. pojecie niezmiennika. Dla przykladu rozwazmy algorytm (program)

obliczajacy najwiekszy wspoélny dzielnik:

12konwencja notacyjna jest taka, ze uzywamy symbolu ,—” w celu podkreélenia, ze mowa o funkcjach czescio-

wych
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1|x [X=zAY=yarz>0Ay20]

2 |x  [ged(X,Y) =ged(z,y) AX >0AY >0]

3 while Y # 0 do [ged (X,Y) =ged (z,y) AY >O0AY 20AY 20AY =1]
4 | % [gcd (Y, X modY) =ged (z,y) AY >0A X modY >0]
5 Z=XmodY

6 | % [gcd (Y, Z) =ged (z,y) AY >0A Z > 0]

7 X=Y

8 | % [gcd (X, 2) =ged (z,y) AX >0A Z > 0]

9 Y=1Z

10 | * [gcd (X,Y) =ged (z,y) AX >0AY 20AY <]

1 done

12 [*  [ged(X,Y)=ged(z,y) Ax>0Ay>20A=Y #0]

13 | x [X =ged(z,y)]

Poczatkowo nie mamy pomystu jak taki program napisa¢. Pomy$lmy sobie o jakim$ nie-
zmienniku. Cheemy jako$ tak zmieniaé liczby X 1Y, zeby nie zaburzyé warunku {gcd(X,Y") =
ged(z,y) Az >0 Ay >0}3. Uprawiamy tu taka (fajna) technike: nie przejmujac sie pisanym
programem wymyslamy dowdd poprawnosci i dopisujemy odpowiednie fragmenty programu w
taki sposob, aby ,,przepchna¢” dowdd. Znajdzmy sobie jakie§ réwnosci opisujace najwickszy
wspélny dzielnik:

1. ged (X,0) = X, X #0,

2. ged (X, Y) =ged(Y, X modY), gdzie Y >01i X >0,

Aby napisane asercje stanowity dowdd catkowitej poprawnoéci musimy jeszcze znalezé
pewng miare, ktéra w czasie dziatania programu bedzie si¢ zmniejsza¢. W powyzszym przykla-
dzie mamy np. Y (stad warunkiem wejscia do petli jest m.in. Y =i i tuz przed wykonaniem
,obrotu” mamy Y <1).

13.2 O algorytmie unifikacji
Algorytm znany z logiki. Obrazuje przydatna technike wyprowadzania programu (algorytmu)
ze specyfikacji.

mgu(E)-0 =0

13.3 Najstabsze warunki wstepne
wp:Px®d—>®

Chcemy mie¢ najogoélniejsze warunki — zbiér pamieci poczatkowych, ktére zagwarantuja ze
program bedzie spelnial jaki$ (konkretny) warunek. Np. popatrzmy na funkcje silnia:

(X =nAX>0)
wp(e,S=nl)= (X =nan>0)

13 poczatkowo pisalisémy dowdd czesciowej poprawnodci i stad nawiasy 215 »t”
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Problem polega na tym, ze mamy Rg réznych warunkéw wstepnych na rézne sposoby opi-
sujacych to samo'®. Zeby sie z tym jako$ uporaé¢ wprowadzimy klasy abstrakcji. Mamy zatem
relacje réwnowaznosci:

p~Y  wWtw Ep <Y
Teraz dla
wp:Px®/.—>®/.
chcemy, zeby

wp(c, 1) = najstabsza formula ¢ taka, ze E[¢]c[¢].

Coz to takiego najstabsza formutal®?

* wp(skip, ¢) = ¢

» wp(abort, p) = False

« wp(X:=e,p) = p[X/e]

* wp(cr; e, @) = wp(er, wp(ez, ¢))

o wp(ifbthenc,p) = (bAwp(c,¢)) Vv (=bAp)

o wp(if b then ¢ else ca,0) = (bAwp(cr,p)) vV (=bAwp(c2,¢))
7 while’m oczywiScie sa problemy:

Definicja.
Niech {¢x}z2, — rodzina formut.

\/ ¢k oznacza klase abstrakcji formut [¢], takich ze Vran (m,nE¢ < Ik m,nE ©k)
k=0

o wp(while b do ¢,p) = \/ Hy, gdzie
k=0
while wykonal k iteracji.

{ Hy =-bagp i Hj, oznacza formule, ze

Hyyr =bawp(c, Hy)

13.4 Termy algebraiczne
Y — sygnatura ar: X -» N X — zbi6ér zmiennych 7(3,X)
l.zeX=>ze7(X,X)

2. ty,entpneT(B,X)1 feXiar(f)=n,
to para zlozona z f i ciagu tq,...,t, tez jest termem z 7(X2, X)

3. Zbiér (X, X) jest najmniejszym zbiorem spelniajacym warunki 1. i 2.

Mozna powiedzieé, ze jest to sktadnia abstrakcyjna. Ale do porozumiewania sie potrze-
bujemy jakiejs sktadni konkretnej. To jest jezyk, ktéry budujemy sobie po to, aby mdc méwié
cos o jakichs swiatach. Te Swiaty to algebry.

14 . ; . ’ o
np. zamiast ,umarl pani maz” gérnik moégt powiedzieé ,przepraszam... czy to wdowa Kowalska?”...

15 s

°wp — ,,weakest precondition”
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13.5 Algebry

o = (A, 4 ) — algebra nad sygnatura 3
jezeli 7 : % » | J(A™ - A), gdzie f7 : A™ - A dla n = ar(f)

n>0
(+/ — interpretacja symboli w algebrze).

Definicja.
o [ :7(2,2)> A

| IRT = (@)
Lf(tr,st)] = £ ([0]2ons Tl

14 Wyklad 22.04.2008

14.1 Algebra abstrakcyjna

Bedziemy ja rozumie¢ jako opis termow pierwszego rzedu.

14.1.1 Slowo wstepne (TWi)

Matematyka jest sztuka budowania abstrakcyjnych modeli rzeczywistosci. Logika mate-
matyczna zajmuje sie badaniem sposobéw opisu, mdwienia i rozumowania na temat rzeczywisto-
Sci. W Swiecie istnieja rozne obiekty. Gdy stana sie one przedmiotem naszego zainteresowania,
zaczynamy o nich méwié. Matematycznymi modelami naszych wypowiedzi sa termy (wyra-
zenia), a zbioréw obiektéw, o ktérych méwimy — algebry. Wezedniej opisywali$my jezyki w
sposéb bardzo konkretny, jako ciggi znakéw. Obecnie rozwazymy metody ich abstrakcyjnego
opisu.

14.1.2 Skladnia

Term to abstrakcyjny obiekt matematyczny; np: 2 + x to para (+,(2,z)) (oczywidcie nalezy
patrze¢ — badz ,lubimy” patrze¢ — na ta pare jak na odpowiednie drzewko).

 Zaczynamy od tego, ze wybieramy sobie zbiér gatunkéw .71

o Typ algebraiczny: niepusty cigg gatunkdw.
Zapisujemy go przewaznie w postaci (a1, ...,a,) = b, gdy n >0, lub b gdy n = 0.

o Chcemy klasyfikowaé symbole funkcyjne w termach: (+) = (a,a) - a, badz (<) :: (a,a) >
b.

e 7Zbiér typéw: T,

o Sygnatura ¥ = {¥;},er,,, 2r N X, gdy 7 # 7
Czasem tez tak: |UX,| < oo.

o Zmienne { X},
o Termy: {74(3,X)}acsr
1. &, ¢ Ta(Z,X), dla ae.”,

6 gatunki to sa takie ,bazowe” typy, jak np. int, bool i co kto lubi...
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2. jezelit;ero, (X, X) 1 fe Z(al,...,an)»b to f(t1,....,tn) € TH(2, X).
3. {74(X, X) }4es jest rodzina najmniejszych zbiordéw spelniajacych 1. i 2.

e jezyk while”:

A = N| I A DA

® = +| — | x |div| mod

B = A QA |-B| B |true | false

@ = AlV|=>| <

Sum<|> <>+

¢ == skip |abort| ¢ := o/ |if % then ¢ else ¢ | if 2 then ¢ | while Zdo ¢ | ¢;¢

e to koniec machania rekami, teraz... formalnie:

o & ={a,b,c,i},

o Yg={n:neZ},

° ¥(g.a)—a = {+,— %, div,mod},
o Y = {true, false},

Ypp = {not},

E(b,p)- = {and, or},

Y(aa)=b = {<,<,>,2,=,#},

Y. = {skip,abort},

o]

e}

o

[e]

Tu lekko sobie gtowe rozbiliémy i dojrzeliSmy do ,lvalue”... potrzebujemy jeszcze:

o Yina={!},

° Y(ia)e = 1=},

o S(pe)ac = {if, while},
o Yiee)me =i}

0 Y(pee)-e = {if else},

o Y, = ¢ dla 7 nie wymienionych wyzej,

Programy w jezyku while 7'(ZWhile ¢)’

14.1.3 Algebra, interpretacje zmiennych, interpretacje termoéw
o Algebra & = ({Aa}aey, -ﬂ), gdzie:

o {Ay}aes — uniwersum,

o -7 — interpretacja symboli w algebrze,

o Dla kazdego f € ¥4, . a,)-b jego interpretacja 17 Aoy X ... x Aqg,, = Ap.

o Interpretacje zmiennych {1, }eco, gdzie 1, : Xy - Aq.

If(t, - tn)]];;y = f&{([[tl]];?v ey [[tn]]f;{)

Definicja. Interpretacja terméw w algebrze: { [[xﬂﬁf —n(x), gdzie @ € X
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14.1.4 Semantyka denotacyjna algebraicznie
o A, =7 gdzie Z - zbiér liczb catkowitych
o Ay=B gdzie B={T,F},
o A, =T gdzie II = Z",
o A;=L 1L — zbiér adresow,
Musimy jeszcze wyinterpretowaé wszystko co zdefiniowalisSmy wyzej:
e X7 elL, X7 = alloc(X), gdzie alloc : J — L jest alokatorem pamieci,
« interpretacja stalej: n () =n,
« interpretacja plusa: +7 (f,g)w = f(7) + g(),

e tak samo z minusem i mnozeniem,

. diV"Q{(f g)7T= l%Jv gdy 9(71'):/:0
’ nieokre$lone w p.p. ’

. skipAw =T,

« abort’r = nieokreslone,
=7 (1, f)m = x[l/ f (],
7 (f.9)=g°f,

T, gdy m € Dom(f) i f(w)=F

it (f,g)m =1 g(m), gdy m € Dom(f) n Dom(g) i f(7) =T
nieokreslone, w p.p.

T, gdy me Dom(f) A f(n)=F
while” (f,g)m = { while”(f,9)(g(r)), gdy 7 Dom(f)nDom(g) A f(r) =T
nieokreslone, W p.p.

a formalnie
T, gdy m e Dom(f) A f(m)=F

while” = Fix®, gdzie (®h)(f,g)m =1 h(f,g)(g97), gdy me€ Dom(f)nDom(g) A f(x)=T
nieokreslone w p.p.

Ten jezyk jest strasznie prosty, ale pozwala robi¢ skomplikowane rzeczy...

. {Ta(Ea X)}aef’a

Podstawienie: skonczony zbiér par [z;/t; ], taki, ze dla kazdego i = 1..n gatunek z; jest réwny
gatunkowi termu t; oraz x; # x; dla i # j.

. t;, gdy x; =y dla pewnego 7
o O,: X, > 7 (X,X) gdzie O, = ,
(.2) e 0,0) - | 10 5

0, = ...
R @a . Ta(E, X) N Ta(E,X): f(tl, ,tn)@a = f(t1®a7 ,tn@a)

)
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14.1.5 Sygnatury i termy (TWi)

Niech § # @ bedzie niepustym (przewaznie skoniczonym) zbiorem gatunkdéw (rodzajéow,
sorts). Jego elementy zwykle oznaczamy literami a,b itd, niekiedy z indeksami. Skonczony
niepusty ciag gatunkéw (ai,...,an,b) dlan>0iay,...,an,be S nazywamy typem algebraicznym
(krécej typem), oznaczamy o, T, p itd, niekiedy z indeksami i zapisujemy w postaci aj x...xa, = b
dla n > 0 oraz b dla n = 0. Liczbe n nazywamy arnoscig typu. Zbiér typéw algebraicznych
oznaczamy T1(S). Z kazdym typem 7 zwiazujemy zbiér X7 symboli typu 7. Symbole typu 7
oznaczamy f7, g7 itd, niekiedy z indeksami. Arnoscig (liczbg argumentéw) symbolu nazywamy
arnosé jego typu. Symbole o arnosci 0, tj. typu 7 = a € S nazywamy stafymi i oznaczamy c%,d"
itd, niekiedy z indeksami. Symbole o arnoéci 1 nazywamy unarnymi, symbole o arnosci 2 za$
binarnymi. Z kazdym gatunkiem a € S zwiazujemy (zwykle przeliczalny nieskonczony) zbiér
X zmiennych gatunku a. Zmienne gatunku a oznaczamy x®,y®, z% itd, niekiedy z indeksami.
Zakladamy, ze zbiory 37 i X sg parami roztaczne, cho¢ czasem dopuszczamy pewne wyjatki.
Rodzing ¥ = {¥"} e, (s) nazywamy sygnaturq algebraiczng (krécej sygnaturg), rodzing X =
{X%} 4es za$ rodzing zmiennych. Gdy nie prowadzi to do nieporozumieri, pomijamy oznaczenie
typu lub gatunku i piszemy f,c, x zamiast f7,c% x®. Piszemy tez x € X na oznaczenie faktu, ze
x € X* dla pewnego a € S itp.

Zbiory terméw (wyrazen) gatunku a € S nad sygnatura ¥ i zbiorem zmiennych X', oznaczane
TX,X) dla a €S, definiujemy indukcyjnie:

1. kazda zmienna gatunku a jest termem tego gatunku, tj. X% ¢ 7%, X);

2. jezelit; e T4 (X, X) dlai=1,...,nin>0oraz f e D4**@>b to para zlozona z symbolu
f iciagu terméw (t1,...,t,) jest termem gatunku b, tj.

(f(t1,- ) € TH(S, X)

3. kazdy term mozna zbudowaé uzywajac regut 11i 2.

Term (f,(t1,...,t,)) przewaznie zapisujemy w notacji prefiksowej z nawiasami, tj. w postaci
f(t1,...,tn), cho¢ dla niektérych symboli binarnych przyjmujemy notacje infiksowa. Termy
przedstawiamy takze graficznie w postaci drzewa o wierzchotkach etykietowanych symbolami z
sygnatury. Jezeli ¢ jest symbolem o arnosci 0 (stala), to term zlozony z tego symbolu zapisujemy
po prostu jako c. Nie rozpatrujemy osobno przypadku symboli o arnosci 0. Piszac ,term
f(t1,...,ty) dla n > 0” mamy na mysli term f(t1,...,t,) gdy n > 0 i term f, gdy n = 0.
Podobnie a; x ... x a, - b dla n = 0 oznacza typ b. Uzywajac skréconego zapisu sumy zbioréw
UA; przyjmujemy, ze suma pustej rodziny zbioréw jest zbiorem pustym.

Przyktad. Rozwazmy zbior gatunkéw S = { N, B}, sygnature

>V o= {0,1,2,...}

w8 - {1 F)
BB o ()
ENXN%N _ {+,><}
ENXN*)B — {S,Z,<,>,=,¢}
wBBB -ty A =, o)

przy czym zbiory 7 dla pozostalych typéw 7 sg puste, oraz zbiory zmiennych
N
xB

{z,y,2,...}
{pJQ7T7‘ . }
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Przykladem termu gatunku N jest +(3, x(5,z)). Wygodniej go jednak zapisa¢ w postaci 3+5xx.
Jego graficzna reprezentacja jest przedstawiona na rysunku. Przykladem termu gatunku B jest
<(z,+(4,y)). Mozemy go czytelniej zapisa¢ w postaci x <4 +y.

Graficzne przedstawienie termu
Przykltad. Rozwazmy zbior gatunkéw S = {obiekt, fakt}, sygnature
sobiekt — Ipies, kot, st61}

yobiekt—~obickt  _ {maly, wysoki, brzydki}
Eob’iekt%fakt _ {biegnie, épl}
Eobzektx obiekt—fakt  _ {gryzie, hze}

przy czym zbiory %7 dla pozostalych typéw 7 sa puste, oraz zbiory zmiennych
= {X,Y,Z,...}
XM= {P,Q,R,...}

Xobiekt

Przyktadami terméw gatunku obiekt sa

pies maly(pies) wysoki(brzydki(kot))
maly(matly(stot)) X maly(X)
za$ gatunku fakt sg
biegnie(wysoki(stét)) $pi(brzydki(kot)) lize(maly(pies), kot)
gryzie( X, brzydki(X)) Q lize(X,Y)

Termy zdefiniowane wyzej nazywamy termami pierwszego rzedu. Za ich pomoca nie mozna
wyrazi¢ kwantyfikacji (wigzania) zmiennych. W teorii jezykéw programowania wielkie zna-
czenie maja termy wyzszych rzedow, tzw. lambda termy lub lambda wyrazenia, wyposazone w
mechanizm wiazania zmiennych. Sg one uniwersalnym jezykiem, w ktérym mozna wyrazié¢ cala
matematyke.

14.1.6 Termy nad pojedynczym gatunkiem (TWi)

Bardzo czesto rozwaza sie szczegdlny przypadek, gdy zbiér gatunkéw S jest jednoelemen-
towy. Woéwczas typy réznig sie jedynie arnoscig i nie potrzeba ich uzywaé. Mamy wtedy jeden
zbiér zmiennych X, zbiory X, symboli o arnosci n, sygnature (zwana sygnatura jednogatun-
kowg) ¥ = {X, }ns0 1 jeden zbiér terméw T (3, X), zadany nastepujaca definicja indukeyjna:

1. XcT(3,X);
2. jezeli t1,...,t, e T(X,X)dlan>0oraz feX,, to f(t1,...,tn) € T(3,X);
3. kazdy term mozna zbudowaé uzywajac regut 11i 2.

Sygnature nad wiecej niz jednoelementowym zbiorem gatunkéw bedziemy nazywaé sygnatura
wielogatunkowq.
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15 Wyklad 24.04.2008

15.1 O unifikacji

W 1965 r. stalo sie co$ bardzo interesujacego — urodzit sie prof. Marcinkowski... Ale nie bylo
to najwazniejszym wydarzeniem tego roku'”. W tym roku Alan Robinson zaczal sobie my$le¢
o automatycznym dowodzeniu twierdzen i odkryl unifikacje.

o skolemizacji...

m;

. /z’l\l(\:/lRi,j(tl,...,tk))

e 0 rezolucji...

PowiedzielisSmy, ze podstawienie to taki skonczony zbidér par:
. 92[28@'/751‘]?:1 CL’Z'E)C', tiET(E,X), T T dlaiij,
e podstawienie bedziemy zapisywaé postfiksowo: t6160s,

zb =t;, gdy z =z
. xf = x, gdy x#x; dlai=1,...,n ,
fty,.stn)l = f(t10,....t,0),

o Domf ={x1,...,x,},

« 0:7(2,X) > (3, X),

o =[] L:7(X,X) > (3, X) — funkcja identyczno$ciowa,
e 01,05 — podstawienie,

e 6105 — zlozenie df: £(6160) = (161)6s,

« Dom(01) n Dom(0) = ¢ to [zi/t;] U [y;/s;] = [wi/ti, yj/s5],

o Obserwacja: nie zawsze 01 -0 = 01 Uy, Jest tak gdy: U  FV(z61)n Dom(6s) = ¢,
zeDom(61)

o (S,-,1) — pélgrupa z jedynka = monoid (i S — rodzina podstawien),

Definicja. Bardzo wazna. Podstawienie 6 jest co najmniej tak ogdlne jak 05 jezeli istnieje
podstawienie o takie, ze 010 = 05. Wtedy piszemy, ze 01 < 5.

Definicja. Term t; jest co najmniej tak ogdlny jak to jezeli istnieje p takie, ze t10 = to. Piszemy
wtedy ¢ < ta.

Fakt. < na podstawientach oraz < na termach sq czesciowymi praporzgdkams.
Definicja.

o 01 ~0y wtw 61 <6y <6y to (S/.,-,1,<) — monoid z porzadkiem,

o t1 ~ta wtw ty <ta <t to (7(X,X/.),<) — zbiér uporzadkowany,

Widzimy, ze mamy tu bardzo ciekawa przestrzen o bardzo ciekawej strukturze.

Definicja. Unifikator terméw ¢1 i to — podstawienie 6 takie, ze t160 = to6.

1 .
7ChOC ZnaczacCym na pewno...
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15.2 Podstawienie (TWi)

Nie wyjasniliSmy do tej pory roli zmiennych w termach. Zbior zmiennych termu t, ozna-
czany FV(t) (od free variables; tu akurat wszystkie zmienne sg wolne), definiujemy indukcyjnie:

FV(z)
EV(f(ti,....tn))

{z}, dlaxeX
FV(t1)u...uFV(t,)

Termy nie zawierajace zmiennych nazywamy termami statymi (ground terms). Zatem term
t jest staly, gdy FV(t) = @. Zbiér terméw stalych gatunku a to 7%(3,2). Termy stale,
np. maly(pies) nazywaja ustalone obiekty. Zmienne w termach pozwalaja opisaé cale zbiory
takich obiektéw, np. maly(X) nie nazywa pojedynczego obiektu, tylko jest schematem, opisuje
zbiér wszystkich terméw maly(t), gdzie t jest dowolnym termem gatunku obiekt, np. maty(kot),
maly(pies) itd. Term maly(t) otrzymujemy podstawiajgc term t w miejsce zmiennej X w
termie maly(X). Formalnie podstawienie jest skoniczonym zbiorem par zmiennych i terméw
zapisywanym w postaci

0 = [SUl/tl, e ,:En/tn]

gdzie x; e X% it; e T%(X,X),dlai=1,...,n. Zwr6émy uwage, ze gatunek zmiennej x; musi sie
zgadzaé z gatunkiem termu t;. Wynik podstawienia 6 = [z1/t1, ...,z /t,] W termie ¢ oznaczamy
t0 (a wiec w tzw. zapisie postfiksowym) i definiujemy indukcyjnie:
.%0 = t, dlaizl,...,n
yb y, dlayeX, y+x;dlai=1,...,n
f(s1,...,8m)0 f(s10,...,5m0)

Dla przyktadu maly(X)[X /kot] = maly(kot), za$ gryzie(X,Y)[Y/X] = gryzie(X, X). Zatem
na podstawienie mozna patrzeé¢ jak na odwzorowanie

0: 742 x) > JTUZ, X)

aeS aeS
ktore termom przyporzadkowuje termy (tego samego gatunku).
Fakt. Jezelit € TY(X,X) i 0 jest podstawieniem, to t0 € T*(X, X).

Podstawienia mozna sktadad, tak jak wszelkie odwzorowania. Formalnie zlozZeniem podsta-
wien 01 i 65 nazywamy podstawienie zapisywane 61605, takie ze

t(6102) = (t601)62

dla kazdego termu ¢ € Uges T4(X, X).

Zbiér zmiennych Dom(6) = {z1,...,2,} nazywamy dziedzing (nosnikiem) podstawienia
0 = [z1/t1,...,2n/tn]. Podstawienie identycznosciowe (o pustej dziedzinie) oznaczamy []. Dla
kazdego termu t € Uges T*(X, X) zachodzi t[] = t. Podstawienie [] jest zatem faktycznie iden-
tycznoscig. Dla podstawien

0, = [l’l/tl,...,xn/tn]
92 = [y1/31>"'7ym/8m]

o roztacznych dziedzinach definiujemy ich sume wzorem

01U92 = [xl/tla---7$n/tnay1/sl7'"7ym/sm]
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Lemat. (O podstawianiu) Jezeli podstawienia 6y = [x1[t1,...,xn[tn] @ O2 majg rozlaczne dzie-
dziny, to

9192 = [.1‘1/15192, .. .,$n/tn92] @] 92

Moéwimy, ze term s jest ukonkretnieniem (konkretyzacjq, instancjq) termu t, jezeli istnieje
podstawienie 6, takie, ze t0 = s.

Na podstawieniach wprowadzamy relacje czesciowego praporzadku <: méwimy, ze podsta-
wienie 01 jest co najmniej tak ogdlne, jak podstawienie 0o, co zapisujemy 61 < 6o, jezeli istnieje
podstawienie p, takie ze 01p = 0. Niech 01 ~ 02 jesli 01 <05 1 02 < 0.

Fakt. Relacja < na podstawieniach jest czeSciowym praporzqdkiem (jest zwrotna i przechodnia),
za$ ~ jest relacjg rownowaznosci. Relacja < na klasach rownowaznoscs

[91:|N < [92]N — 91 < 92

jest poprawnie okreslona i jest czesciowym porzqdkiem (jest zwrotna, przechodnia i stabo an-
tysymetryczna). Od tej pory bedziemy czesto utozsamiaé podstawienia réwnowazne i de facto
rozwazac nie podstawienia, tylko ich klasy abstrakcji modulo ~. KaZda para podstawien ma wow-
czas kres dolny, tj. najmniej ogblne uogdlnienie, oznaczane 01 Ay (rodzina podstawien z relacjq
< jest dolna pétkrata). Elementem najmniejszym jest podstawienie identycznosciowe []. Kres
gorny pary podstawien nie zawsze istnieje, elementu najwiekszego w zbiorze podstawien nie ma
(z wyjatkiem przypadkow o zdegenerowanej sygnaturze).

15.3 Algorytm unifikacji (TWi)

Roéwnaniem nazywamy pare termow tego samego gatunku. Réwnanie zapisujemy zwykle
w postaci ¢ = s. Zbi6r réwnan nazywamy ukladem réwnai. Podstawienie 6, takie ze t0 = s
nazywamy unifikatorem pary termow t i s. Ogdlniej, unifikatorem ukladu réwnan {t; Z Sitiy
nazywamy podstawienie 0, takie ze ;0 = s;0 dla i = 1,...,n. Najbardziej ogélny unifikator
terméw ¢ i s oznaczamy mgu(t, s) (most general unifier). Najbardziej ogdlny unifikator uktadu
réwnan oznaczamy mgu{t; L5, .ty = sn}. Najbardziej og6lny unifikator nie zawsze istnieje,
jesli jednak zbidr unifikatorow danego rownania jest niepusty, to istnieje wsréd nich unifikator
najbardziej ogdlny. Zadanie unifikacji to problem znalezienia najbardziej ogdlnego unifikatora
dla zadanego réwnania (lub ogdlniej ukladu réwnan). Algorytm znajdowania najbardziej ogdl-
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nego unifikatora pary termow:

R« {t s}, gdzie t = s jest réwnaniem do rozwiazania
0 <]
dopdki R # @ wykonuj ponizsze czynnosci:
wybierz dowolne réwnanie ¢t = s z R i usufi je z R
jezeli t Zs jest postaci
Tz dla z € X', to pomin je
x;tlubt;x, gdzie x e XY i x # 1, to
jesli x ¢ FV(¢), to
R < R[x/t]
0 < 0[x/t]
w przeciwnym razie koniec, unifikator nie istnieje
1, tn) = f(S15-.,8n), tO
R<—RU{t1 ;Sl,...,tnésn}
f(t1, .. tn) = g(s1,...,8m), pray czym f # g, to
koniec, unifikator nie istnieje
0 jest poszukiwanym najogdlniejszym unifikatorem

Algorytm znajdowania najbardziej ogélnego unifikatora pary terméw

Zmienne wystepujace w tym algorytmie, to uktad réwnan R i podstawienie . Poczatkowo
R zawiera wejéciowe réownanie do rozwiazania, R = {s Z t}, za$ 0 jest podstawieniem iden-
tycznosciowym, 6 = []. W gléwnej petli algorytmu sa wykonywane pewne transformacje pary
(R,0). Napis R[z/t] oznacza wynik podstawienia [z/t] we wszystkich termach ukladu réwnan
R, natomiast 0[x/t] jest zlozeniem podstawien 6 i [z/t]. Dowdd poprawnosci algorytmu polega
na uzasadnieniu nastepujacego faktu.

Fakt. Niech (R',60') bedzie wynikiem wykonania dowolnej transformacji wystepujgcej w algo-
rytmie unifikacji. Wowczas

{0p | p jest unifikatorem R} = {6'p"|p’ jest unifikatorem R’}

Niech s = ¢ bedzie wejsciowym réwnaniem, 6 zas wynikiem pracy algorytmu (za chwile uza-
sadnimy, ze algorytm zawsze si¢ zatrzymuje). Z faktu 15.3 wynika natychmiast przez indukcje
wzgledem liczby krokéw algorytmu, ze

{p| p jest unifikatorem réwnania s =t} = {6p|dla dowolnego p}

gdyz na koricu uklad R jest pusty, kazde podstawienie p jest wiec jego unifikatorem. Zatem
wszystkie unifikatory réwnania s Lt sg postaci #p. Najogdlniejszym z nich jest oczywiscie 6.
W przypadkach, w ktérych algorytm twierdzi, ze unifikator nie istnieje latwo sprawdzié, ze
nie istnieje unifikator wyréznionego w danym kroku réwnania, a wiec i catego uktadu R. Na
mocy faktu 15.3 nie istnieje zatem réwniez unifikator wyjsciowego réwnania. Aby dowie$é, ze
algorytm sie nie zapetla, definiujemy pewna ,miare ztozonosci” uktadu R. Jest to para nie-
ujemnych liczb catkowitych (n,m), gdzie n jest liczbg zmiennych wystepujacych w R, za$§ m —
liczba wystapien wszystkich zmiennych i symboli w R. Zbiér par nieujemnych liczb catkowitych
jest dobrze uporzadkowany relacja porzadku leksykograficznego. Pozostaje sprawdzi¢, ze wyko-
nanie jakiejkolwiek transformacji uktadu (R, 6) powoduje zmniejszenie naszej miary zlozonosci.
Poniewaz w zbiorze dobrze uporzadkowanym nie istniejg nieskonczone ciagi Scisle malejace, po
wykonaniu skonczonej liczby krokéw algorytm musi sie zatrzymac.
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Przyktad. Niech sygnatura jednogatunkowa ¥ zawiera binarny symbol f i unarny symbol g.
Zmiennymi sa X, Y, Z itd. Znajdziemy najogdlniejszy unifikator réwnania

FOX P, 9(Y) 2 f(Z,2)

Poczatkowo R = {f(X, f(Y,g(Y))) 2 f(Z,Z)}, wybieramy zatem wejSciowe réwnanie. Pasuje
do niego przedostatnia tranformacja opisana w algorytmie unifikacji. Tworzymy zatem nowy
uklad R = {X £ Z, f(Y,g(Y)) £ Z}, a podstawienie 0 nadal jest identycznosciowe. Teraz mo-
zemy wybra¢ jedno z dwéch réwnan. Rozwazmy np. pierwsze. Jest ono postaci z L, gdzie
x ¢ FV(t). Zatem w drugim réwnaniu ukladu R dokonujemy podstawienia [X/Z] i podsta-
wienie to skladamy z podstawieniem 6. Otrzymujemy R = {f(Y,g(Y)) = Z} i 6 = [X/Z]. W
kolejnym kroku algorytmu rozwazamy réwnanie f(Y,g(Y)) 2 Z. Podobnie jak w poprzednim,
jest ono postaci z = ¢, gdzie z ¢ FV(t). Mamy wiec R = @ i 0 = [X/Z][Z]f(Y,9(Y))] =
[(X/f(Y,9(Y)),Z]f(Y,g(Y))], gdzie ostatnia réwno$¢ jest prawdziwa na mocy lematu o pod-
stawianiu. Najogdlniejszym unifikatorem réownania f(X, f(Y,g(Y))) Z f(Z,7) jest zatem

[(X/f(Y,9(Y)), Z[f(Y,9(Y))]

Zauwazmy, ze proces rozwiazywania uktadu réwnan R bardzo przypomina metode rozwigzy-
wania ukladéw réwnan liniowych zwana eliminacjq Gaussa. Eliminacji struktury (transformacji
réwnania f(t1,...,t,) Z f(s1,...,8,) do ukladu {t; L8,y = sn}) odpowiada normaliza-
cja réwnania liniowego, eliminacji zmiennej (usunieciu réwnania z ity ukladu) — podobna
eliminacja w algorytmie Gaussa. Tam réwniez w miejsce eliminowanej zmiennej wstawia sie
jej wyliczong wartoé¢. W algorytmie Gaussa otrzymujemy ostatecznie uklad w tzw. postaci
rozwikianej. W algorytmie unifikacji role takiego uktadu peini podstawienie.

16 Wyklad 29.04.2008

16.1 Teorie syntaktyczne (TWi)

Termy sg narzedziem pozwalajacym nazywaé¢ pewne obiekty. Dotychczas zaglowaliSmy
tymi nazwami nie prébujac nadaé¢ im zadnego znaczenia. Sygnatura, okre$lajaca postaé ter-
mow, méwi jedynie, co jest poprawng wypowiedzia, a co nie. Gra role¢ stownika ortograficznego.
Trudno byloby zrozumieé¢ sens zdania w nieznanym nam jezyku postugujac sie przy tym stow-
nikiem ortograficznym! Stowniki wyjasniajace znaczenie stéw podaja zwykle réwnowazne opisy
tej samej rzeczy na zasadzie ,to jest to to samo co tamto”. Mozemy podobnie postapi¢ z ter-
mami, definiujac pojecie rownosci. Jest to para terméw tego samego gatunku, zawierajacych
przewaznie zmienne, zapisana w postaci t = s, np. 1 +2 =3, (x+y)xz =z xz+yxz lub
prawdziwy(przyjaciel) = Cudak. Wybrane réwnosci przyjmujemy za spelnione ad hoc i nazy-
wamy aksjomatami rownosciowyms. Wyliczajac aksjomaty pragniemy podaé zasady utozsamia-
nia terméw, uwazania ich za rownowazne. Definiujemy zatem pewng relacje rownosci termoéw.
Relacja réwnosci powinna by¢ relacja rownowaznosci: by¢ zwrotna, przechodnia i symetryczna.
Nadto powinna by¢ monotoniczna: jezeli uznaliémy termy ¢ i s (byé moze zawierajace zmienng
x) za réwne, to cokolwiek podstawiliby$my za zmienna z w obu termach jednoczesnie nie po-
winno tej relacji réwnosci zaburzyé. Np. jesli x +y = y + x, to takze (z +w) +y =y + (2 + w),
1+2=2+1itd. Za zmienna x w obu termach nie potrzeba nawet wstawia¢ tego samego termu.
Wystarczy, ze wstawimy tam termy, o ktérych wiemy, ze sa rowne. Zatem bedziemy mowié, ze
binarna, okreslona na termach relacja R jest monotoniczna, jezeli

tRsArRu = (t[z/r])R(s[z/u])
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— (Refl)

I =% (Sym)  SELEEE (Trang) St (Mon)

s=t =t t{z/r] = s[z/u]
Regutly wnioskowania dla réwnoéciowych teorii syntaktycznych

Dla uproszczenia definicji rozwazmy zbiér terméw T (3, X') nad jednogatunkowa sygnatura
Y i zbiorem zmiennych X (przypadek sygnatury wielogatunkowej mozna rozwazy¢ analogicznie,
definicje sie jednak nieco komplikuja). Rdéwno$ciowq teorig syntaktyczng zadana przez zbior
aksjomatéw A i oznaczang Th™ (A) nazywamy najmniejsza monotoniczng relacje réwnowaznosci
zawierajaca zbior A. Niekiedy bedziemy pisaé¢ A + t = s na oznaczenie faktu, ze (t = s) € Th™(A)
i méwié, ze réwnos$é ¢t = s jest twierdzeniem teorii Th™(A). Poprawno$é definicji wymaga
dowodu (elementy najmniejsze nie zawsze istnieja). Niech {Ry}, bedzie rodzina wszystkich
monotonicznych relacji réwnowaznosci zawierajacych zbiér A. Rodzina ta jest niepusta, bo
nalezy do niej relacja totalna (zawierajaca wszystkie pary terméw). Poniewaz przekr6j dowolnej
liczby monotonicznych relacji réwnowaznosci jest monotoniczna relacja réwnowaznosci, to N, Ry
jest najmniejsza monotoniczng relacjg rownowaznosci zawierajaca zbior A. Definicja jest zatem
poprawna.

Relacje Th™(A) mozna tez budowaé indukcyjnie. Niech

Ry = Au{t=t|teT(%,X)}
Roiy1 = Ryu{s=t|(t=s)eRy,}u{s=t|(s=u),(u=t)eR,}U
{tlz/r] = s[z/u] [ (t=s),(r = u) € Rn}

R = JRa
n=0

Woéwezas R = Th™(A). Wpierw pokazujemy indukcyjnie wzgledem n, ze R, € Th™(A) dla
kazdego n > 0, wigc R ¢ Th"(A). Nastepnie zauwazamy, ze R jest monotoniczna relacja
réwnowaznosci zawierajaca A, mamy wiec Th™(A) € R. Aby sprawdzié, czy réwnosé ¢ = s nalezy
do teorii Th™ (A) mozemy zaczaé¢ od aksjomatéw ze zbioru A i réwnosci t =t dlat e T(X,X) i
stosowaé nastepujace reguty wnioskowania:

1. jezeli (t =s) e Th™(A), to takze (s=1t) € Th™(A);

2. jezeli (s=7) e Th"(A) i (r=t) e Th™(A), to takze (s=t) € Th™(A);

3. jezeli (t =s) e Th"(A) i (r=u) € Th"(A), to takze (t[z/r] = s[x/u]) €e Th"(A);
tak dlugo, az dojdziemy do réwnosci, ktora nas interesuje. Powyzszy mechanizm mozna wy-
godnie opisaé¢ w postaci tzw. formalnego systemu wnioskowania, sktadajacego sie ze zbioru
aksjomatéw A i zestawu czterech requl wnioskowania. ROwnosé t = s jest twierdzeniem teorii

Th"(A), jezeli istnieje drzewo dowodu, w ktérego korzeniu znajduje sie réwnosé ¢ = s a w lisciach
— aksjomaty ze zbioru A lub réwnosé ¢ = ¢, tj. aksjomat (Refl).

16.2 Algebry (TWi)

Niech ¥ = {¥%},cs bedzie sygnatura nad zbiorem gatunkéw S. Algebrqg (strukturg alge-
braiczng) o sygnaturze ¥ nazywamy pare A = (A,-?) zlozong z rodziny A = {A%},es zbioréw
zwanych dziedzinami (nosnikami, uniwersami) algebry (po jednym dla kazdego gatunku) i od-
wzorowania -2 zwanego interpretacig symboli funkcyjnych, ktére kazdemu symbolowi sygnatury
f e Raxexan=b nrrohorzadkowuje funkcje

fm:Aalx,..an"eAb
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Przyktad. Rozwazmy sygnature jednogatunkowa X = {3,}>° . w ktérej g = {e}, o = {®} i
pozostale zbiory symboli sa puste. Przyktadami algebr o sygnaturze X sa

1. addytywna pélgrupa liczb naturalnych 9% = (N,-™), w ktérej N jest zbiorem liczb natu-
ralnych, e =0, a "W jest operacja dodawania;

2. multiplikatywna pétgrupa liczb naturalnych 9 = (N, -mx), w ktérej N jest zbiorem liczb
naturalnych, ™ =1, a @0 jest operacja mnozenia;
3. pélgrupa stéw 2 = (2%, -m), w ktérej E* jest zbiorem stéw nad pewnym alfabetem =, eZ¥

jest stowem pustym, a ®% jest operacja konkatenacji stéw.

Przyktad. Rozwazmy zbiér gatunkéw S = {B, N} i sygnature, w ktérej 28 = {T,F}, =V =
{0,1,...}, SVN=N -y sy mBxB=B _ () g BXNN=N _ (21 4 pozostale zbiory symboli
sa puste. Przykladem algebry o tej sygnaturze jest A = ({AB, AN}, ), w ktérej AP = (T, F},
AN = N (zbiér liczb naturalnych), T* = T, F* = F, 0% = 0, 1% = 1 itd, +* jest operacja
dodawania liczb naturalnych, *® jest operacja mnozenia liczb naturalnych, | jest alternatywa
a &% koniunkcja wartosci logicznych, zag ?%(T,n,m) =n i ?*(F,n,m) = m dla dowolnych liczb
naturalnych n,m € N.

Przyklad. Niech ¥ bedzie sygnatura nad zbiorem gatunkéw S a X rodzing zmiennych oraz

5t otn) = f(t,. . tn)
dla f € Zovexem=b ¢ ¢ TS X) dladi = 1,...,n i a1,...,an,b ¢ S. Wowezas T(5,X) =
({T(Z, &) }aes,-7) jest algebra o sygnaturze ¥. Nazywamy ja algebrq termouw.

Rozwazmy algebre 2 = ({A%}4es,-2) 0 sygnaturze ¥ nad zbiorem gatunkéw S. Niech X =
{X?}4es bedzie rodzing zmiennych. Dowolng rodzine odwzorowan 1 = {n®}.s, takich ze n® :
X - A% nazywamy interpretacjq zmiennych w algebrze 2. Interpretacja symboli funkcyjnych
wraz z interpretacja zmiennych jednoznacznie zadaja interpretacje [[]]?7[ dowolnych terméw w
algebrze U:

[Ty = u"(«%)
[f(trst)ly = S0 Ttad)

dla 2% € X, f e Rox-xan=b i ¢, e T9(D X),i=1,...,n oraz a,ay,...,a,,beS.

Fakt. Jezeli warto$Sciowania zmiennych n1 i ny zgadzajg sie na zbiorze zmiennych termu t,
tg. n{(z®) = ng(xz*) dla z* € FV(t), to [[15]],72(1 = [[t]]?,[2 W szczegdlnodci wartosciowanie termu
statego mie zalezy od warto$ciowania zmiennych. Bedziemy wiec pisac [[t}]m, pomijajgc warto-
Sciowanie zmiennych, gdy FV(t) = @.

16.3 Homomorfizmy algebr (TWi)

Rozwazmy dwie algebry 2 = ({A% 4es,- %) i B = ({BVyes,-2) 0 tej samej sygnaturze 3.
Rodzine odwzorowan h = {h®}4cs, gdzie h® : A* - B* dla a € S, nazywamy homomorfizmem,
jezeli

R (ur,. . un)) = fE(A (w),. .., h% (up))

dla f e Xaxan=b 4. e A;dlai=1,...,n oraz ay,...,an,beS. Homomorfizm bedacy bijekcja
(odwzorowaniem réznowartosciowym i ,na’”) nazywamy izomorfizmem. Jezeli istnieje izomor-
fizm z algebry 2 na algebre 9, to méwimy, ze algebry 2 i B sa izomorficzne. Izomorfizm algebr
jest relacja réwnowaznosci.
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Przyktad. Rozwazmy algebry SR+ = (R,-%) i ®* = (R*,-™") nad jednogatunkowa sygnaturg
zawierajaca stala e i binarny symbol ®, gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych a R* zbiorem
liczb rzeczywistych dodatnich, ™ jest dodawaniem a ®® mnozeniem liczb rzeczywistych,
e =01 e™ = 1. Wéwezas funkcja logarytmiczna In : R* — R jest homomorfizmem z algebry

R* w algebre R*, bo
1n(emx) = ln(l) =0 =N
In (u1 ™ ug) = In (u1 ><u2) =1In (ul) +In (ug) = In (ul) &M In (ug)

dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych uy,us € R*. Poniewaz jest ona takze bijekcja, to
jest izomorfizmem algebr R* i R™.

Przyktad. W kazdej algebrze 2 wartosciowanie termoéw dla dowolnego wartosciowania zmien-
nych jest homomorfizmem z algebry terméw w algebre .

Przykltad. Podstawienie jest homomorfizmem z algebry terméw w nia sama.

16.4 Podalgebry i algebry generowane (TWi)

Podalgebrg algebry 2 = ({A%}4es, Q[) o sygnaturze Y nad zbiorem gatunkéw S nazywamy
rodzine zbioréw {B%}.es, taka, ze:

1. B*c A% dla a € S;

2. fHuy,...,u,) € B dla f e R0>an=b e B% qy.... ap,beS (zbiory B® sy zamknicte
ze wzgledu na dziatania f2).

Podalgebra { B®} s jest algebra B = ({B%}4cs,-T) 0 sygnaturze ¥, jedli potozy¢ fP = f¥ gary. xBan
dla f e ITo*an=>b i g a, beS (dzialania f® sg obcieciami dziatan f% do dziedzin algebry
B).
Niech G = {G}4es bedzie rodzina zbioréw, taka, ze G* ¢ A®. Algebrq generowang przez ro-
dzine G nazywamy najmniejsza (w sensie relacji inkluzji dziedzin) podalgebre 4(G) = ({B%} ges, -*(9))
algebry 2, taka, ze G* ¢ B® dla kazdego a € S. Uzasadnienia wymaga poprawnos¢ powyzszej
definicji (postulujemy, by odpowiednie zbiory byly najmniejsze w pewnej klasie, podczas gdy
elementy najmniejsze nie zawsze istnieja). Niech zatem {98, }., gdzie B, = ({B }aes, 2*), be-
dzie rodzing wszystkich podalgebr algebry 2, ktérych dziedziny zawieraja zbiory G*. Rodzina ta
jest niepusta, bo nalezy do niej sama algebra 2. Niech B® =N, B¢ dla a € S. Rodzina {B®},cs
jest, jak tatwo sprawdzi¢, podalgebra algebry 2. Nadto jest ona najmniejsza podalgebra, ktorej
dziedziny zawieraja zbiory G*.

16.5 Zasada indukcji (TWi)

Twierdzenie. (Zasada indukcji strukturalnej) Rozwazmy rodzine predykatéw @ = {®%} s
okreslonych na dziedzinach algebry 2 = ({ A%} 4cs, %) 0 sygnaturze ¥, tj. niech ®* c A% dlaa e S.
Niech {G} 4es bedzie rodzing zbioréw, taks, ze GO ¢ A% dla a € S i niech A(G) = ({ B} ges, -9))
bedzie algebra generowana przez rodzine {G®}.es. Jezeli

1. G*cd®dlaaces;

2. U (up)A. . . AD (uy,) = OO(fH(ui,...,u,)) dla f e D>t e B%iay, ... an,be

S,

to ®*(u) dla kazdego ue B*ia€S.
Dowdéd. Z warunku 2 rodzina {®“},cs jest podalgebra algebry 2. Z warunku 1 jest wiec po-
dalgebra algebry 2, ktérej dziedziny zawieraja zbiory G®. Poniewaz algebra generowana jest
najmniejsza algebra o powyzszych wlasnosciach, wigc B® € ®% dla a € S. O
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Niech ¥ bedzie sygnatura nad zbiorem gatunkéw S, a T algebra termow statych o sygna-
turze X.. Wtedy ¥(@) = . Mamy wiec w szczegblnosci:

Twierdzenie. (Zasada indukcji strukturalnej dla terméw) Niech ¥ bedzie sygnatura
nad zbiorem gatunkéw S. Rozwazmy rodzine ® = {®*} s predykatéw okreslonych na zbiorach
terméw {T%(X, D) }aes nad sygnaturg X, tj. niech ®* ¢ 79X, ) dla a € S. Jezeli

BU(t) A ... AD™(t,) = B(f(t1,...,tn))

dla f e ROvxan=b ¢ e TOU(S &) iaq,...,an,beS, to ®*(t) dlateTHE,@)iacsS.

16.6 Konstruktory (TWi)

Niech A = ({A%}4es,-) bedzie algebra o sygnaturze ¥ i niech T’ bedzie sygnatura zawie-
rajacg wybrane symbole sygnatury X (tj. T™ ¢ X7 dla 7 € T1(S)). Niech Atr = ({A% ges, - 1)
bedzie obcieciem algebry 2 do sygnatury I'. Jezeli wartoSciowanie terméw [-] w algebrze A
jest izomorfizmem 7z algebry terméw statych T = ({T%(T, @) }acs, ~) o sygnaturze T' na algebre
Atr, to sygnature I' nazywamy zbiorem konstruktoréw algebry 2. Jezeli I' jest zbiorem kon-
struktoréw algebry 2 = ({A%}4es,-%), to T = ({T%(T, @) }acs, ) mozna rozwazaé jako algebre o
sygnaturze ¥, kladac f¥ takie, by

/5t t)] = A0 [t

dla f nie nalezacych do I'. Wéwczas algebra terméw ¥ jest izomorficzna z algebra 2.

Jezeli I jest zbiorem konstruktoréw algebry 2, to kazdy element algebry 2l ma jednoznaczna
nazwe w postaci termu nad sygnatura I'. Mozemy takze dowodzi¢ wlasnosci algebry 2 przez
indukcje strukturalna wzgledem zbioru konstruktoréw I.

Nie kazda algebra posiada zbiér konstruktoréw. Niektére zas posiadaja wiele zbioréw kon-
struktoréw. Pojecie zbioru konstruktoréw ma wielkie znaczenie w teorii specyfikacji algebraicz-
nych.

16.7 Teorie semantyczne (TWi)

Rozwazmy algebre 2 = ({A%}4es,-¥) nad sygnatura . Powiemy, ze réwnosé t = s jest
spelniona w algebrze 2, co oznaczamy 2 = t = s, jezeli [[16]],%l = [[s]]%[ dla kazdego warto$ciowania
zmiennych 7. Jezeli E jest zbiorem réwnosci, to méwimy, ze jest on spelniony w algebrze A, co
oznaczamy A E E| jezeli A =t = s dla kazdej réwnosci (¢t = s) € E. Zbiér réwnosci spelnionych
w algebrze 2 oznaczamy Th(2l) = {t = s | A = t = s} i nazywamy teorig algebry A. Klasa
algebr zdefiniowang przez zbiér réwnosci (aksjomatéw) E nazywamy klase E(E) = {2 | A = E}.
Rownosciowq teorig semantyczng zadana przez zbiér réwnosci E nazywamy zbiér réwnosci
spelnionych w kazdej algebrze speliajacej E:

Th™(E) = {(t=s) | YA(AEE=>Art=s)}= () Th(A)
AA=F

Twierdzenie. Dla kazdego zbioru réwnosci E jest Th™(E) = Th™(FE).

Mozemy wiec méwié¢ po prostu o teorii réwnosciowej Th(E) nie zaznaczajac, czy jest ona
syntaktyczna, czy semantyczna. Pojecia te sa bowiem zbiezne.

Mozna zada¢ pytanie, czy istnieje jedna konkretna algebra 2, taka, ze jej teoria jest teoria
zadana przez ustalony zbiér réwnosci F, tj. czy istnieje algebra 2, taka, ze Th(2) = Th(FE).
Nie zawsze tak jest. Jesli jednak kazda algebra spelniajaca E ma wszystkie no$niki niepuste,
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to taka algebra jest % = (T(2, X)/.,?) gdzie t ~ s <= (t=5) e Th(E) i f*([t1]~,...,[tn]-) =
[f(tla s ,tn)]m

Niech A bedzie klasg algebr o sygnaturze Y. Algebra %A € A jest algebrq poczgtkowqg w klasie
A, jezeli dla kazdej algebry 9 € A istnieje dokladnie jeden homomorfizm z algebry 24 w algebre
B. Algebrq poczgtkowq dla zbioru réwnoéci E nazywamy algebre poczatkowa w klasie £(E).

Twierdzenie. Algebra poczatkowa dla zbioru réwnosci F jest algebra
% = (T(Ev Q)/~7 &B>

gdzie t ~ 5 < (t=s5) e Th(E) i fP([t1]er--,[tal) = [F(t1,. .. t0)]-

W algebrze poczatkowej sa spelnione te réwnosci miedzy termami stalyms, ktére sa dowo-
dliwe ze zbioru réwnoséci E. W algebrze poczatkowej moga by¢ jest spelnione inne réwnosci
(pomiedzy termami zawierajacymi zmienne), ktére nie sa dowodliwe ze zbioru réwnosci E.

17 Wyklad 06.05.2008

17.1 Mini-Haskell
7(X,X) X={0,1,:, Nil,++}

data Nat where
0 :: Nat
1 :: Nat

data List where

Nil :: List
(:) :: Nat -> List -> List
(++) :: List -> List -> List
Nil ++ ys = ys \
(x:x8) ++ ys = x : (xs ++ ys) / <- to jest to ,,E’’ (nizej)

Definicja. Semantyka Operacyjna - najmniejsza relacja monotoniczna bedaca praporzadkiem
i zawierajaca nastepujace rownosci:

t—>t’

t—>s s—r

® )

t—>r
t—>s u—>v
ulz/t] = s[z/v]’
(t=s)cFE

t—>s

9y
redex = reducible expression

Definicja. Wyrazenie w postaci normalnej, to takie wyrazenie, ktére nie zawiera redexow.
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Definicja. System jest konfluentny jezeli warto$¢ wyrazenia nie zalezy od kolejnosci redukowa-
nia redexéw.

Definicja. System (albo pojedynczy term) jest normalizowalny, jesli posiada postaé¢ normalna.
Powiemy, ze jest mocno normalizowalny, jezeli kazda kolejno$é¢ redukcji prowadzi do postaci
normalnej.

Definicja. Jezeli zawsze zamykamy najbardziej zewnetrzny redex polozony najbardziej na lewo,
taka strategia to strategia normalna (leniwa).

Definicja. Jezeli zawsze zamykamy najbardziej wewnetrzny redex potozony najbardziej na lewo
to taka strategia = strategia aplikatywna (gorliwa).

17.2

¥ ={0,1,:, Nil,++} — taka sobie mamy algebre dwugatunkowa. Jej uniwersa to:
e Unar=1{0,1} uft,
o UList =Uxye 9T,

i tak otrzymaliSmy semantyke denotacyjna.

17.3 Semantyka algebraiczna
Ert=s FE — skoniczony zbiér réwnosci.
Twierdzenie. Dla kazdej algebry A, w ktérej AE E jest Aet=s.

Frt=s< FEet=s

Chcemy mie¢ jedna, konkretng algerbe A (i chcemy, zeby ona byla izomorficzna z semantyka
denotacyjnal).

e no junk — algebra ma by¢ osiagalna,
¢ no confusion — utozsamia tylko te elementy, ktére musi

Definicja. Algebra poczatkowa: Taka algebra A, ze istnieje dla kazdej innej algebry doktadnie
jeden homomorfizm przeksztatacajacy ta algebre w inna algebre.

18 Wyklad 08.05.2008

18.1 Smutek i nostalgia

Opuszczamy fajny Swiat semantyki algebraicznej, a szkoda... Bo to bardzo proéciutka
teoria byla.

{-# RULE "assoc ++"
forall xs ys zs . (xs ++ ys) ++ zs = xs ++ (ys ++ zs)

#-}
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18.2 Rachunek Lambda
Alonzo Church

A= x | AN | XA | ¢
aplikacja  abstrakcja

gdzie ¢ to sygnatura (a ,,czyste rachunki lambda” jej nie zawieraja). Powyzej podaliémy lambda-
notacje.

o Va.p=A()x.00)
o aelez =e1Aey
e ne=-e
Paradoksalny kombinator punktu statego:
o Y= Af.(Ax.f(zx))(Ax.f(2x))
e Ye=e(Ye)

Chcemy wprowadzi¢ pewna relacje rownosci, ktéra bedzie moéwita, kiedy dwa wyrazenia sa
réwne.
€1 = €9

Przyjmujemy sobie, ze aplikacja wiaze w lewo
o ereg...en = ((e1€2)...6p)
o A\z.€y...ep = Ax.(e1...ep)
o Axi..xp.€ = Ax1.(Ax2....(AT€)...)
Definicja. Dowody indukcyjne: niech S bedzie zbiorem A-terméw takim, ze
e z €S dla kazdej zmiennej,
e jezelir,seS,torsels,
o jezelire S, to Ax.r € S dla kazdej zmiennej x
to S zawiera wszystkie termy.

Jednoznacznos¢:
Jezeli t jest A-wyrazeniem, to

e albo jest zmienna,
e albo jest aplikacja jakiegos termu 71 do jakiegos termu 7o,
e albo jest abstrakcjg w postaci Ax.r1,
Definicja. Funkcje definiowane przez rekursje strukturalna:
. F(2) = Fa(o),
e F(rs)=Fup(F(r),F(s)),
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o F(A\z.r)=Fys(z,F(r)),
Definicja. Zbiér zmiennych wolnych

. FV(2) = {2}

o FV(rs)=FV(r)uFV(s),

o FV(Ax.r)=FV(r)\{z},
Definicja. Zbiér zmiennych zwigzanych

e BV(z)=0

o BV(rs)=BV(r)uBV(s),

o BV(A\x.r)=BV(r)u{z},
Definicja. Zbiér podtermdow

o sub(z) ={x}

o sub(rs)={rs}usub(r)usub(s),

o sub(Az.r)={\xr}u{ry},

Definicja. Sciezki Az.xz(\z.2)

o paths( x ) = {e}
o paths(rs) ={efu{Lp:pepaths(r)} u{Rp:pepaths(s)}
o paths (Az.r) ={e} u{* p:pepaths(r)}
Definicja. occ(Ax.z(Az.x),*R) = Az.x)
o occ(t,e) =t,
o occ(rs, L p) = oce(r,p)
o occ(rs, R p) = occ(s,p)
o occ(Az.r,*p) = occ(r, p),
Definicja. Alfakonwersja t =, wtw
1. paths (t) = paths (s)

2. {pepaths(t) | occ(t,p) € FV(t)} = {p € paths(s) | occ(s,p) € FV (s)}
{p € paths(t) | occ(t,p) € BV (t)} = {p € paths(s) | occ(s,p) € BV (s)}

3. pepaths(t) i oce(t,p) € FV(t) to oce(t,p) = oce(s,p) i to samo dla s,

4. Jezeli p jest wystapieniem zmiennej zwiazanej w t to jest tez wystapieniem zmiennej
zwigzanej w s i ich wystgpienia wigzace sg réwne.
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19 Wyklad 13.05.2008

19.1 Lambda, lambda, lambda...
Definicja. t =, s wtw gdy:
1. zbiory $ciezek w t i s sg réwne,
2. zbiory wystapien zmiennych wolnych w t i s sa rowne,
3. zbiory wystapien zmiennych zwiazanych w ¢ i s sg réwne,
4. jezeli g jest wolnym wystapieniem zmiennej, to occ(t, 9) = oce(s, o),
5. jezeli p jest wystapieniem zmiennej zwiazanej, to binder(t, o) = binder(s, o),

Definicja. Term jest regularny, jezeli FV (t) n BV (t) = @, oraz kazda zmienna zwigzana ma w
t doktadnie jedno wystapienie wigzace.

Fakt. Jezeli S ¢V jest taki, ze |V\S| = oo, to dla kaidego termu t istnieje t' taki ze t' =, t i
BV(t)nS=a.

Whniosek: w kazdej klasie abstrakeji [¢]=, istnieja reprezentanci ,omijajacy” zbiér S. Inaczej:
dla wszelkich klas abstrakcji [t]=, i [s]z, istnieja reprezentanci t' i s’ tacy, ze t'[x/s'] jest
wykonalne.

Definicja. Podstawowa relacja dedukcji: (Ax.t)r —g t'[z/r], gdzie t’ =, t i takie, ze t'[x/r]
jest wykonalne.

t—>gs

t—>5187

t—>gls

)
tr —>p, sr

t—p s
Tt —>p, TS

t—g s
Azt =g, Az.s’

—3 — zwrotne i przechodnie domkniecie — g, ,
=g — najmniejsza relacja rownowaznosci zawierajgca —g,,

Definicja. Redukt termu ¢ — taki term s, ze t =3 s, V — redukt ¢ (¢,s) € E wtw. t —g, s.
Definicja. Term jest (stabo) normalizowalny, jezeli istnieje s w postaci normalnej t. ze t -3 s.

Twierdzenie. Church — Rosser'® Niezaleznie od tego jak bardzo sie rozejdziemy, to zawsze
mozemy sie jeszcze zejsc...

Twierdzenie. R — stabo konfluentna

e jesli xRy i xRz to istnieje r takie ze yR*r i zR*r

1 . .
8Romantyczne twierdzenie...
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20 Wyktlad 29.05.2008

20.1 Rachunek lambda z typami

tu=x|yl|ts| Azt |n]| + |true| false|if t thent else t
o == int | bool
T u=0->T|0o
i : x € Vipt
x ot
_— eV
y bool Yy bool

t:0—>7T Ss:0

ts : T

t:bool s:0 r:o

iftthenselser : o

t: T
— zeV;
* Ax.t int -1 nt

n :int

t:wmt s :int

t+s :int

true, false : bool

t:T
S — eV,
Ay.t @ bool — T Y & Vool

Powyzej byt sobie fortran, a teraz jest sobie pascal... (czy co$ na ksztalt).
t o= x|ts| ot
ou=0|01 > 09

Ix:orz:0

I'tt:0->7 T'+s:o

I'rts:r
Tx:ort:r
'eXx:io—>T1

o '={x1:01,...,xp:0n}
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20.2 Kontrola typow
I'—t:..

Typowanie a la Church (explicite):
o type(I',t) =0
o type(l',z) =T'(z)

. X[ge(F, ts)
let

o = type(T, t)
T = type

if o jest postaci 7 — o’
then return ¢’
else undefined

Typowanie a la Curry (implicite):

« -
I'zx:orzxz:0

I't:o->7 T'ks:o
IPrts:r

z:ort:7

I'Xzt:io—T

Term = preterm dla ktérego istnieje typowanie.

20.3 Rekonstrukcja typéw — bledna, ale za to jaka ladna!

I x: :
|tz Traz:g LTFE0
F'eXet:p
I : I :
9. t= 11ty R AR )
I‘l—tthZﬁ

type(T',t) = (I, 0)

type(T',z) =T'(x)

type(T', ts) =
let
(1—\/70.) = type(I', t)
(F”vT) = M(Flv s)
in

if o jest postaci oy — 0}
then © = mgu(o1,7)
return (I'"0,0,0)
else undefined
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o type(l', \z.t) =
let
= fresh variable
I"=Tu {m : fy}
(FH U {x : 0}77) = M(Flv t)

return (I, 0 - 1)

21 Wyklad 03.06.2008

21.1 Lambda c.d.
A-termy: t u= x| tity | Azt
typy: o = alop - oy
Mamy typowania Church-style — explicite oraz Curry-style — implicite. W 1978
Robin Milner oraz jego doktorant Luis Damas pracowali nad jezykiem ML. Programista, gdy
program jest poprawny, nie musi widzie¢ typéw — program jest wtedy prostszy. Pisanie typow

explicite jest potrzebne, gdy chcemy np. zawezié¢ typy, lub gdy program z jakichs$ przyczyn jest
nietypowalny. Mads Tofte — Anno Domini — odrobaczanie millienium bug’a.

e jak wyliczyé¢ najogélniejszy unifikator dwéch typéw?

o mgu(oy > 09,7 > T2) =
let
©1 = mgu(oy,71)
@2 = mgu(og@l,Tg@l)
in

010,
o mgu(e, o) = ]
[e/o], edy agFV(o)
1, W p.p-
o mgu(o, ) = mgu(w,o)

o mgu(q, o) = {

e do tych A-terméw chcemy dodaé typy:

o]

L= {w; 0}y,

oI'+t:o,

e}

Ix:0=Tu{x:0} przy czym = ¢ Dom(T),

)
I'zx:orzxz:0
I'tt:o->7 T'ks:o

)

I'ts:71
Nx:ort:7

'-Xetio—-1’

o rachunek intuicjonistyczny...
o 1968 — Logika/Hindley, Jezyki Programowania/Strachey-Milner...

e Izomorfizm Curry’ego-Howard’a,
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21.2 Rekonstrukcja typow
o type(I',t) = (©,0)

ynie zadeklarowana zmienna”, gdy x ¢ Dom/(T")

* tpe(l o) { ([1.T(2))

o type(T, ts) =
let
(@1,0‘1) = ty[ge(F, t)
(@2,02) = tyge(F@l, S)
(3 = fresh variable
@3 = mgue(al@g, o9 —> ﬂ)
in

(016203, 503)

o type(T, \z.t) =
let
(8 = fresh variable

(©1,01) = type(l'u{z:3},1)

in

(01,801 > 01)

22  Wyktad 03.06.2008
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