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Monady

class Monad m where

(>>=) ::ma-(a->mb) > mb
(>>) ::ma-mb-mb
return :: a ®- m a

fail :: String - m a

Aksjomaty monad:

returna >>=f = fa
m >>= return = m
(m >>= Xa—n) >>=f = m >>= Xa— (n >= f)

Domyslne definicje:

m>>mn=m>>= (A _ - n)
fail = error



Preludium standardowe definiuje tez:

(<<) :: Monad m = (a " mb) ma-mb
(=<<) = flip (>>=)

sequence :: Monad m = [m a] - m [a]
sequence = foldr mcons (return []) where
mcons p q = p >>= Ax = q >>= Ay - return (x:y)

sequence_ :: Monad m = [m al] = m O
sequence_ = foldr (>>) (return ()

mapM :: Monad m = (a @ m b) - [a]l » m [b]
mapM f as = sequence (map f as)

mapM_ :: Monad m = (a 2 m b) = [a]l = m O
mapM_ f as = sequence_ (map f as)



sequence bez tajemnic

sequence [my, myp,...,my] = do
X1 <— MM

X2 <— M>

Xp <— Mp

return [xq, X2, ...

sequence_ [my, myp,...,my,] = do
my

my

mp

return ()

 Xn]



mapM dokfadnie objasniony

mapM f [x1,x2,...,x5] = do
n—fx
y2 — f xo

}/n<_an

return [y1,y27 ce ayn]

mapM_ f [x1,x2,...,x5] = do
fX1

fX2

f xp,

return ()



Przyktady uzycia sequence, mapM i mapM :

f k xs = sequence $ take k (repeat xs)

putStrLln :: String - I0 O

mapM_ putStrLn ["Ala","ma","kota"]

openFile :: FilePath - IOMode - IO Handle

fhs :: I0 [Handlel
fhs = mapM (flip openFile ReadMode)
["ala.txt","ma.txt","kota.txt"]



Inne wazne funkcje przetwarzajagce monady

join :: (Monad m) = m (m a) “ m a
join = (>>= id)

1iftM :: (Monad m) = (a =+ b) » (ma » m b)
1iftM f = (>>= X a = return$ f a)

1iftM2 :: (Monad m) = (a2 b ~+c) - (ma-mb->m c)
1liftM2 £ a b = do

a’ « a

b’ « Db

return$ f a’ b’

ap :: (Monad m) = m (a2 b) ma-mb
ap = 1liftM2 ($)



~Instrukcje” wyboru:

when :: (Monad m) = Bool - m () = m ()
when p s = if p then s else return ()

unless :: (Monad m) = Bool » m () » m ()
unless p s = when (not p) s



Uogdlnienia funkcji dla list

mapAndUnzipM :: (Monad m) =

(@a-m (b,c)) = [a]l » m ([b], [c])
mapAndUnzipM f xs =

sequence (map f xs) >>= return . unzip

zipWithM :: (Monad m) =
(@->b-mc) = [a]l » [b] » m [c]
zipWithM f xs ys = sequence $ zipWith f xs ys

zipWithM_ :: (Monad m) =
(@=2b-mc) = [al » [b] > m O
zipWithM_ f xs ys = sequence_ $ zipWith f xs ys



foldM :: (Monad m) = (a2 b-ma) - a- [b] “ma
foldM f a [] = return a
foldM f a (x:xs) = f a x >>= Ay - foldM f y xs

filterM :: Monad m => (a - m Bool) - [a] - m [a]
filterM p [] = return []
filterM p (x:xs) = do

b «px

ys « filterM p xs

return (if b then (x:ys) else ys)



Monada + Monoid = MonadPlus

class Monad m = MonadPlus m where
mzero :: m a
mplus :: ma-ma -~ ma

Dodatkowe aksjomaty monad z plusem:

mzero ‘mplus‘ m = m
m ‘mplus‘ mzero = m
(m ‘mplus‘ n) ‘mplus‘ p = m ‘mplus® (n ‘mplus® p)
mzero >>= f = mzero
m >>= \a — mzero = mzero

MonadPlus przypomina wiec algebraiczny pierscieri (gdzie mzero
gra role zera, mplus — dodawania, return — jedynki, zas (>>=)
— mnozenia).



Dla monad z plusem mamy tez:

msum :: MonadPlus m = [m a] ® m a
msum xs = foldr mplus mzero xs

guard :: MonadPlus m = Bool = m ()
guard p = if p then return () else mzero



Listy jako monady (z plusem)

instance Monad [] where
(>>=) = flip concatMap
return = (:[])
fail _ = []

instance MonadPlus [] where
mzero = []
mplus = (++)

Listy moga stuzy¢ do reprezentowania wynikéw obliczen, ktére
zwracaja wiecej niz jedng wartosé:

type Generator = []



Funkcje standardowe w notacji monadycznej

enumFrom :: Num a = a - Generator a
enumFrom n = return n ‘mplus‘ enumFrom (n+1)

filter :: (a - Bool) - Generator a - Generator a
filter p g = do
acg
guard$ p a
return a
map :: (a = b) - Generator a - Generator b
map £ g = do
a+cg

return$ f a



Liczby pierwsze

primes :: [Integer]

primes = 2 : filter (A n -+ all (A p » n ‘mod‘ p # 0)
(takeWhile (A p - p*p < n) primes))
(enumFrom 3)

primes :: [Integer]
primes =2 : [n | n+« [3..], all (A p = n ‘mod‘ p # 0)
(takeWhile (A p = p*p < n) primes) ]

primes :: Generator Integer
primes = return 2

‘mplus‘

do

n < enumFrom 3

guard (all (A p @ n ‘mod‘ p # 0)
(takeWhile (A p - p*p < n) primes))

return n



Podlisty

sublist :: [a]l - [[all

sublist [1 = [[1]

sublist (x:xs) = map (x:) yss ++ yss where
yss = sublist xs

Bez $miecenia:

sublist :: [a] - [[all

sublist [1 = [[]]

sublist (x:xs) = foldr (A ys - ((x:ys):)) yss yss where
yss = sublist xs



Podlisty tadniej (choé $miecac)

sublist :: [a] - [[all
sublist [1 = [[]]
sublist (x:xs) = [ ys | zs « sublist xs, ys « [zs, x:zs]]

sublist :: [a] - Generator [a]
sublist [] = return []
sublist (x:xs) = do

zs + sublist xs

return zs ‘mplus‘ return (x:zs)



Permutacje przez wstawianie

permi :: Permut a
permi [] = return []
permi (x:xs) = do
ys ¢« permi xs
insert ys where
insert [] = return [x]
insert ys@(y:ys’) =
return (x:ys)
‘mplus‘ do
zs + insert ys’
return (y:zs)



Permutacje przez wstawianie w notacji listowej

permi :: [a] - [[al]
permi [1 = [[1]
permi (x:xs) = [ zs | ys « permi xs, zs « insert ys ]
where
insert [] = [[x]]
insert ys@(y:ys’) =
(x:ys) : [ y:zs | zs « insert ys’ ]



Permutacje przez wybieranie

perms :: Permut a
perms [] = return []
perms xs = do
(x,xs’) « select xs
ys « perms xs’
return (x:ys) where
select [y] = return (y,[])
select (y:ys) =
return (y,ys)
‘mplus‘ do
(z,zs) « select ys
return (z,y:zs)



Permutacje przez wybieranie w notacji listowe;j

perms :: [a] - [[al]
perms [1 = [[]]
perms xs = [ x:ys | (x,xs’) « select xs, ys « perms xs’ ]
where
select [x] = [(x,[])]
select (x:xs) =
(x,xs) : [ (y,x:ys) | (y,ys) « select xs ]



Co to jest sortowanie?

monotone :: Ord a = [a] - Bool

monotone [] = True

monotone [_] = True

monotone (x:xs@(y:_)) = x < y A monotone xs

sort :: Ord a = Permut a - Permut a
sort perm xs = do

ys ¢ perm Xxs

guard (monotone ys)

return ys

iSort’, sSort’ :: Ord a = Permut a
iSort’ = sort permi
sSort’ = sort perms

Wyktadnicze!!!



Algorytmy kwadratowe

iSort :: Ord a = [a] - [a]

iSort [1 = []

iSort (x:xs) = insert . iSort $ xs where
insert [1 = [x]

insert ys@(y:ys’)
| x 2y =y : insert ys’
| otherwise = x:ys

sSort :: Ord a = [a] = [a]
sSort [1 = []
sSort xs = y : sSort ys where
(y:ys) = select xs
select ys@[_] = ys
select (y:ys)
| y<z = y:zs
| otherwise

= z:y:zs’ where
zs0(z:zs’) =

select ys



W teorii list mozemy jednak udowodnic, ze

iSort xs ‘elem‘ iSort’ xs

sSort xs ‘elem‘ sSort’ xs

dla kazdej listy xs :: Va.Ord a = [a].



Monada IO

type I0 a = --- ukryte przed programista
instance Monad I0 where --- ukryte przed programista
putChar :: Char - I0 ()

putStr :: String - I0 ()

putStrLn :: String - I0 ()

print :: Show a = a = I0 ()

getChar :: IO Char

getlLine :: IO String

getContents :: IO String

interact :: (String - String) - I0 ()
type FilePath = String

readFile :: FilePath - I0 String
writeFile :: FilePath - String - I0 ()
appendFile :: FilePath - String - I0 ()

Wiecej w module I0.



Ewaluator wyrazen z dzieleniem

Por.:

Philip Wadler, Monads for functional programming,
Marktoberdorf Summer School 1992,

Bastad Spring School 1995



Ewaluator klasycznie

data Expr = Const Integer | Expr :/: Expr

eval :: Expr - Integer
eval (Const n) =
eval (el :/: e2) = eval el ‘div‘ eval e2

kalkulator :: Expr - String
kalkulator = show . eval



Z ochrong przed dzieleniem przez zero — wymaga
przepisania catej funkgji eval

data Wynik a = Blad String | OK a

eval :: Expr - Wynik Integer
eval (Const n) = OK n
eval (el :/: e2) =
case eval el of
Blad s » Blad s
0K n1 -
case eval e2 of
Blad s -+ Blad s
0K n2 -
if n2 ==
then Blad "dzielenie przez zero"
else OK$ n1 ‘div‘ n2



Wypisywanie wyniku

kalkulator :: Expr - String
kalkulator e =
case eval e of
Blad s =+ s
0K n -+ show n



Ze zliczaniem operacji dzielenia — réwniez wymaga
przepisania funkcji eval w catosci

type Tick a = Int - (a, Int)

eval :: Expr - Tick Integer
eval (Const n) ¢ = (n,c)
eval (el :/: e2) c =
let
(n1,c1) = eval el ¢
(n2,c2) = eval e2 cl

in
(n1 ‘div‘ n2, c2+1)

kalkulator :: Expr - String
kalkulator e =
"Wynik: " ++ show n ++ ", liczba dzielen: " ++ show c
where (n,c) = eval e O



Z ochrong przed dzieleniem przez zero i zliczaniem operacji
dzielenia — oba rozszerzenia sie przeplataja

eval :: Expr - Tick (Wynik Integer)
eval (Const n) ¢ = (0K n, c)
eval (el :/: e2) c =
case eval el c of
(Blad s, c1) - (Blad s, cl)
(0K n1, ci1) =
case eval e2 cl of
(Blad s, c2) - (Blad s, c2)
(0K n2, c2) -
if n2 ==
then (Blad "dzielenie przez zero", c2)
else (OK$ nl ‘div‘ n2, c2 + 1)



Wypisywanie wyniku

kalkulator :: Expr - String
kalkulator e =
case eval e 0 of
(Blad s, c) -
s ++ " po wykonaniu " ++ show c ++ " dzielen"
(0K n, c) -
"Wynik: " ++ show n ++ ", liczba dzielen: "
++ show ¢



Monadycznie

eval :: Monad m = Expr - m Integer
eval (Const n) = return n
eval (el :/: e2) = do

nl « eval el

n2 « eval e2

return$ n1 ‘div‘ n2

Kazdy wie, ze to cukier syntaktyczny dla definicji:

eval :: Monad m = Expr - m Integer
eval (Const n) = return n
eval (el :/: e2) =
eval el >>= A nl -
eval e2 >>= )\ n2 -
return$ nl1 ‘div‘ n2



Aby odtworzy¢ oryginalne rozwigzanie wystarczy
zdefiniowa¢ monade identycznosciowa

data Id a = Id { unId :: a }
instance Monad Id where
return = Id
(Id a) >>=f = f a

kalkulator :: Expr - String
kalkulator = show . unld . eval



Monadycznie z ochrong przed dzieleniem przez zero

instance Monad Wynik where
return = 0K
fail = Blad
0K w >>= f = £

w
Blad s >>= _ Blad s



Teraz przerobienie eval wymaga lokalnej zmiany w jednym
miejscu:

eval :: Monad m = Expr - m Integer
eval (Const n) = return n
eval (el :/: e2) = do
nl « eval el
n2 « eval e2
if n2 # 0 -- lokalna zmiana tylko tutaj
then return$ nl ‘div‘ n2
else fail "dzielenie przez zero"

Por. kalkulator — catkiem bez zmian!

kalkulator :: Expr - String

kalkulator e
case eval e of
Blad s » s

0K n - show n



Ze zliczaniem operacji dzielenia

Typ Tick owijamy w celofanik zeby mozna byto okresli¢ na nim
strukture monady

newtype TTick a = TTick { unTTick :: Tick a }
instance Monad TTick where
return a = TTick (A ¢ = (a,c))
(TTick f) >>= g = TTick (A c =
let
(a,c’) = f c
TTick h = g a
in
h c’)

tick :: TTick ()
tick = TTick (A ¢ =» (O),c+1))



Zndw przerobienie eval wymaga dopisania jedynie operacji
tick.

(Zaweza sie tez typ jedynie do monad, ktére mozna ticknac).

eval :: Expr - TTick Integer
eval (Const n) = return n
eval (el :/: e2) = do

nl « eval el

n2 + eval e2

tick -- tu jedyna zmiana

return$ n1 ‘div‘ n2

kalkulator :: Expr - String
kalkulator e =
"Wynik: " ++ show n ++ ", liczba dzielen: " ++ show c
where (n,c) = unTTick (eval e) O



Z ochrong przed dzieleniem przez zero i zliczaniem operacji
dzielenia

Whktadamy monade w monade. ..
Program gtéwny datoby sie jeszcze napisadé:

kalkulator :: Expr - String
kalkulator e =
case unTTick (eval e) O of
(Blad s, c) -
s ++ " po wykonaniu " ++ show c ++ " dzielen"
(0K n, c) =
"Wynik: " ++ show n ++ ", liczba dzielen: "
++ show c



Jak napisaé eval?

eval :: Expr - TTick (Wynik Integer)
eval (Const n) = return (return n)
eval (el :/: e2) = do

wl « eval el

7?7

Jak odwing¢ jeden celofanik?



Trzeba zdefiniowac jedng monade obstugujaca i wyjatki i
licznik

class Monad m = ExcMonad m where
throw :: String @ m a

class Monad m = TickMonad m where
tick :: m Q)

data Expr = Const Integer | Expr :/: Expr



Monada m musi obstugiwac i wyjatki i licznik

eval :: (ExcMonad m, TickMonad m) => Expr - m Integer
eval (Const n) = return n
eval (el :/: e2) = do
nl « eval el
n2 « eval e2
if n2 # 0
then do
tick
return$ nl ‘div‘ n2
else throw "dzielenie przez zero"



Transformator monad

class Transformer t where
promote :: Monad m = ma - t m a

Rodzaj typu t jest trzeciego rzedu!

t o (k2 %) =2 (ko %)



Monada wyjatkéw

data Wynik a = Blad String | OK a
newtype Exc m a = Exc (m (Wynik a))

instance Monad m = Monad (Exc m) where
return a = Exc (return (0K a))
(Exc m) >>= f = Exc (m >>= g) where
g (Blad s) = return (Blad s)
g (0K a) = case f a of Excm 2 m

instance Monad m = ExcMonad (Exc m) where
throw s = Exc (return (Blad s))

instance Transformer Exc where
promote m = Exc (m >>= return . 0K)



Monada licznikéw

= Tick (Int - m (a, Int))

newtype Tick m a

instance Monad m = Monad (Tick m) where
return a = Tick (A st - return (a, st))
(Tick £) >>= g = Tick (Ast -
do
(a, st’) « f st
let Tick h = g a
h st?)

instance Monad m = TickMonad (Tick m) where
tick = Tick () st = return ((), st+1))

instance Transformer Tick where

promote m = Tick (A st - do

a+m
return (a, st))



Monada identycznosciowa

data Id a = Id { unId :: a }
instance Monad Id where
return = Id
(Id a) >>=f = f a



Sktadamy monady

instance ExcMonad m => ExcMonad (Tick m) where
throw = promote . throw

evalTE :: Expr - Tick (Exc Id) Integer
evalTE = eval



