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1 Elementy teorii jezykéw formalnych

1.1 Motywacja — notacja BNF
Przyklad definicji jezyka przy pomocy notacji BNF:

(cyfra) == 0]1|2]|3]4|5]|6|7]8]|9
(liczba) == (cyfra) | (liczba) (cyfra)
(czynnik) == (liczba) | ((wyrazenie) )
(skladnik) := (czynnik)
| (skladnik) (operator multiplikatywny) (czynnik)
(wyrazenie) = (skladnik)
| (wyrazenie) (operator addytywny) (skladnik)
(operator multiplikatywny) == *|/
(operator addytywny) == +|-

Gloéwny problem: jak w skonczony sposob opisywaé nieskonczone jezyki.

1.2 Symbole, stowa i jezyki

Definicja 1 (alfabet). Skonczony niepusty zbiér ¥ nazywamy alfabetem, a jego elementy literami lub
symbolami. Alfabet jest unarny, jeSli zawiera tylko jednag litere, binarny, jesli zawiera dwie litery.

Definicja 2 (stowo). Skoficzony ciag liter (alfabetu ) nazywamy slowem (nad alfabetem ¥). Ciag
nie zawierajacy liter nazywamy slowem pustym i oznaczamy e. Zbiér wszystkich stéw nad alfabetem X
oznaczamy X*. Zbiér wszystkich niepustych stéw nad alfabetem ¥ oznaczamy 3+.

Definicja 3 (dlugosé stowa). Liczbe liter stowa u nazywamy jego dlugoscig i oznaczamy |u|. Liczbe
wystapien litery a € ¥ w stowie u oznaczamy |ul,.



Mamy: |e| = 0 oraz |u| = )5, |ula dla dowolnego stowa u € X*.

Definicja 4 (konkatenacja stéw). Napis uw oznacza stowo (zwane konkatenacjqg lub zlgczeniem stéw
u ¢ w) powstale przez wypisanie wszystkich liter stowa w, a nastepnie wszystkich liter stowa w. Operacje
konkatenacji stéw bedziemy niekiedy oznaczaé symbolem ,-”. Napis u’, gdzie i jest dodatnia liczba
naturalng oznacza stowo powstale przez zlaczenie i kopii slowa u ze soba. Napis u' oznacza stowo
puste e.

Fakt 1 (wlasnoS$ci konkatenacji). Konkatenacja stéw jest operacja taczna. Slowo puste jest elemen-
tem neutralnym konkatenacji. Jezeli alfabet zawiera wiecej niz jedna litere, to konkatenacja nie jest
operacja przemienng.

Struktura (X*, -, €) jest wiec (przewaznie nieprzemienna) pélgrupa z jednoscia.

Fakt 2 (dlugo$é jest homomorfizmem). Funkcje | | oraz | |, dla ¢ € ¥ sa homomorfizmami tej
pélgrupy w pélgrupe (N, +,0) liczb naturalnych z operacja dodawania i zerem. W przypadku alfabetu
jednoliterowego homomorfizmy te sa izomorfizmami. Algebra stéw nad alfabetem wiecej niz jednolitero-
wym nie jest izomorficzna ze zbiorem liczb naturalnych.

Fakt 3 (alfabet dwuliterowy jest uniwersalny). Niech 35 bedzie dowolnym alfabetem dwulitero-
wym. Dla dowolnego alfabetu ¥ istnieje homomorfizm h : (X*, - €) — (33, -, €), ktory jest réznowarto-
Sciowy. Poniewaz zbiér h(X*) jest zamkniety wzgledem konkatenacji i zawiera slowo puste, to algebra
(3*, -, €) jest izomorficzna z podalgebra (h(X*), -, €) algebry (X3, -, €). Powyzszej wlasnosci nie ma alfabet
jednoliterowy.

Whiosek: mozemy ograniczy¢ nasze rozwazania do alfabetu dwuliterowego.

Definicja 5 (podstowo). Jezeli dla danych stéw w i v istnieja stowa w; 1 wo takie, ze u = wyvws, to
stowo v nazywamy podstowem stowa u. Podstowo v jest wiasciwe, jezeli v # € oraz v # u. Jezeli wy = €,
to podstowo v nazywamy prefiksem stowa u. Jezeli wo = €, to podstowo v nazywamy sufiksem stowa u.

Definicja 6 (jezyk). Dowolny podzbidr zbioru stéw (nad alfabetem X)) nazywamy jezykiem (nad alfa-
betem X).

Zbiér stéw 2* nad dowolnym alfabetem ¥ jest zbiorem nieskonczonym przeliczalnym. Rodzina jezy-
kéw nad dowolnym alfabetem jest wiec zbiorem mocy kontinuum.

Definicja 7 (operacje na jezykach). W zbiorze jezykéw wprowadzamy nastepujace operacje:

L = {ulun|u26L}
= yr
1=0
Lt = Yyr
=1
1Ly = {’LL1UQ | u € Ll,UQ S LQ}

dla dowolnych jezykéw L, Ly, Ly C ¥*.

Operacja L* bywa nazywana domknieciem Kleenego jezyka L. Na jezykach wykonujemy tez operacje
mnogoéciowe sumy, przekroju, dopelnienia, réznicy i réznicy symetryczne;j.

1.3 Procedury mechaniczne (efektywne)

Pozostaniemy przy intuicyjnym rozumieniu pojecia procedury mechanicznej i nie bedziemy go formali-
zowaé (podobnie jak nie formalizowali$émy teorii mnogosci pdki nie natrafiliémy na paradoksy). Mozemy
utozsamiaé¢ procedury mechaniczne z programami w pewnym jezyku programowania, takim jak Java,
Pascal lub C.

Definicja 8 (jezyk rekurencyjny). Jezyk L C X* jest rekurencyjny (rozstrzygalny) jezeli istnieje pro-
cedura mechaniczna, ktéra dla dowolnego slowa u € ¥* odpowiada na pytanie, czy u € L. Zbiér jezykéw
rekurencyjnych nad alfabetem ¥ bedziemy oznacza¢ R(X) lub R, gdy alfabet bedzie ustalony.



Definicja 9 (jezyk rekurencyjnie przeliczalny). Jezyk L C X* jest rekurencyjnie przeliczalny (po-
zytywnie rozstrzygalny) jezeli istnieje procedura mechaniczna, ktéra (dziatajac w nieskonczonoéé) wypi-
suje wszystkie stowa jezyka L (by¢ moze z powtdrzeniami) i nie wypisuje stéw spoza jezyka L. Zbiér
jezykow rekurencyjnie przeliczalnych nad alfabetem ¥ bedziemy oznaczaé £(X) lub &, gdy alfabet bedzie
ustalony.

Zbior jezykow rekurencyjnie przeliczalnych nad dowolnym alfabetem jest przeliczalny. Poniewaz wszyst-
kich jezykow jest kontinuum, zatem istnieja jezyki, ktore nie sa rekurencyjnie przeliczalne.

1.4 Gramatyki generacyjne

Definicja 10 (gramatyka generacyjna). Gramatykq generacyjng nazywamy czworke G = (X, V, S, P),
gdzie ¥ 1 V sa dwoma rozlacznymi alfabetami (X NV = @), ¥ jest zwany alfabetem terminalnym, V

za$ — nieterminalnym, S jest wyréznionym symbolem nieterminalnym, zwanym symbolem startowym,

za$ P jest skoniczonym zbiorem produkcji, tj. par stéw u,w € (X U V)* zapisywanych w postaci u — w,

gdzie stowo u zawiera co najmniej jeden symbol nieterminalny. Stowo nad alfabetem terminalnym X

nazywamy stowem terminalnym. Symbole nieterminalne bywaja tez nazywane symbolami pomocniczymi

lub kategoriami gramatycznyms.

Definicja 11 (relacja bezposéredniego wyprowadzenia). Na zbiorze stéw nad alfabetem YUV wpro-
wadzamy binarng relacje =g, zwana relacjg bezposredniego wyprowadzenia lub relacjg wyprowadzenia w
jednym kroku (z gramatyki G):

=¢ = {(uzw,uwvw)|(z—y) € P, u,w,z,y € (ZUV)*}

Definicja 12 (wyprowadzenie stowa). Wyprowadzeniem stowa w ze slowa u w gramatyce G nazy-
wamy ciag stéw uo, ..., u, € (ZUV)*, taki, ze ug = u, u, = w, oraz u,—1 =g u; dlai =1,...,n. Liczbe n
nazywamy dlugosciq wyprowadzenia. Wyprowadzeniem stowa w z gramatyki G nazywamy wyprowadzenie
tego stowa z symbolu startowego S tej gramatyki.

Definicja 13 (relacja wyprowadzenia). Slowa u i v sa w relacji wyprowadzenia, co oznaczamy u 2a
v, jezeli istnieje w gramatyce G wyprowadzenie slowa v ze slowa u.

Relacja wyprowadzenia jest zwrotnym i przechodnim domknieciem relacji bezposredniego wypro-
wadzenia, tj. jest najmniejsza zwrotna i przechodnia relacja binarna na slowach ze zbioru (X U V)*
zawierajaca relacje =q.

Definicja 14 (jezyk generowany przez gramatyke). Jezyk generowany przez gramatyke G, ktéry
oznaczamy £(G), jest zbiorem stéw terminalnych wyprowadzalnych z symbolu startowego S tej grama-
tyki:

LG = {wex|S3cw}

Stowo nalezy wiec do jezyka generowanego przez gramatyke wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje jego
wyprowadzenie z tej gramatyki.

Zbiory gramatyk generacyjnych i jezykéw przez nie generowanych sa przeliczalne. Poniewaz jezy-
kéw nad dowolnym alfabetem jest kontinuum, to istnieja jezyki, ktore nie sa generowane przez zadne
gramatyXki.

Definicja 15 (réwnowazno$é gramatyk). Méwimy, ze gramatyki G i G2 nad tym samym alfabetem

sa réwnowazne, jezell £(G1) = £(Ga).

1.5 Hierarchia Chomsky’ego

Definicja 16 (hierarchia Chomsky’ego). Nakladajac na postaé produkcji gramatyki dodatkowe wa-
runki, wyrézniamy nastepujace zbiory gramatyk generacyjnych:

Gramatyki kontekstowe (typu 1): kazda produkcja ma postaé

vAw — uzw, gdzie u,x,w € (XUV)*, A€V, oraz x # e.



Zauwazmy, ze zaden jezyk generowany przez taka gramatyke nie zawieralby slowa pustego. Dlatego
dopuszczamy dodatkowo jeden wyjatek: gramatyka moze zawiera¢ produkcje

S — e,

ale wéwczas S nie moze wystapi¢ po prawej stronie zadnej produkeji tej gramatyki. Jesli dla danego
jezyka istnieje gramatyka kontekstowa, ktéra go generuje, jezyk ten nazywa sie jezykiem kontek-
stowym.

Gramatyki bezkontekstowe (typu 2): kazda produkcja gramatyki ma postaé
A—x, gdzieAeV,zadzxe (ZUV)*.

Jesli dla danego jezyka istnieje gramatyka bezkontekstowa, ktora go generuje, jezyk ten nazywa sie
jezykiem bezkontekstowym.

Gramatyki regularne (typu 3): kazda produkcja gramatyki ma postaé
A—x, gdzieAeV,zeXU(XV)U/{e}.

Jesli dla danego jezyka istnieje gramatyka regularna, ktéra go generuje, jezyk ten nazywa sie jezy-
kiem regularnym.

Moéwimy tez, ze dowolna gramatyka generacyjna jest typu 0. Zbidr jezykéw typu i (dla i =0,...,3) nad
alfabetem ¥ bedziemy oznaczaé L£;(3) lub L;, jezeli alfabet bedzie ustalony.

Definicja 17 (inne klasy gramatyk). Poza powyzsza klasyfikacja Chomsky’ego wyrézniamy takze
nastepujace typy gramatyk:

Gramatyki monotoniczne (nieskracajace): dla kazdej produkeji u — v € P zachodzi |u| < |u|.
Gramatyka monotoniczna moze dodatkowo zawieraé¢ produkcje

S — e,

ale woéwczas S nie moze wystapi¢ po prawej stronie zadnej produkeji tej gramatyki. Zbior jezykdw
generowanych przez gramatyki monotoniczne nad alfabetem ¥ oznaczamy L0, (2) lub L,0n, gdy
alfabet jest ustalony.

Gramatyki liniowe: kazda produkcja gramatyki ma postaé
A—x, gdzie AeV, zasx e XU (Z*VEY).

Jedli dla danego jezyka istnieje gramatyka liniowa, ktéra go generuje, jezyk ten nazywa sie jezykiem
lintowym. Zbior jezykéw generowanych przez gramatyki liniowe nad alfabetem ¥ oznaczamy £, 1 (%)
lub £, 1 gdy alfabet jest ustalony.

Gramatyki prawostronnie liniowe: kazda produkcja gramatyki ma postaé
A—x, gdzie A€V, za§x e X*U(T*V).

Jedli dla danego jezyka istnieje gramatyka prawostronnie liniowa, ktéra go generuje, jezyk ten
nazywa sie jezykiem prawostronnie lintowym. Zbioér jezykéw generowanych przez gramatyki prawo-
stronnie liniowe nad alfabetem ¥ oznaczamy L, (2) lub L4, gdy alfabet jest ustalony.

Gramatyki lewostronnie liniowe: kazda produkcja gramatyki ma postaé
A—x, gdzie AcV, za§x e X*U (VLY.

Jedli dla danego jezyka istnieje gramatyka lewostronnie liniowa, ktéra go generuje, jezyk ten nazywa
sie jezykiem lewostronnie liniowym. Zbior jezykéw generowanych przez gramatyki lewostronnie
liniowe nad alfabetem ¥ oznaczamy Ly, (2) lub Ly, gdy alfabet jest ustalony.



1.6 Relacje miedzy klasami jezykow

Twierdzenie 1. Dla dowolnego alfabetu ¥ zachodzi

£3 = Lllm = ‘Crlm 9 52% Q Lo 9 L= Emon Q R 9 LO =¢.
Idee dowodu. Réwnosci L3 = Ly oraz L1 = Loon sa tatwe do udowodnienia (por. zadania 11 i 12).
Idea dowodu réwnosci Ly, = Ly polega na zbudowaniu dla danej gramatyki lewostronnie liniowej
G, = (¥,V, S, P)) gramatyki prawostronnie liniowej G, = (£, V,., S,., P.) w ktérej dla kazdej produkcji
(X; — Xju) € P, istnieje produkcja (X; — uX;) € P.. Dowéd réwnosci Ly = £ wymaga sprecyzowania
definicji zbioru &, pozostawimy go wiec bez komentarza.

Inkluzje L3, Lyiin, Litin S Ly 1 C L5 oraz R C &€ wynikaja wprost z definicji. Uzasadnienie inklu-
zji Lo C Lyon nie jest trudne, ale wymaga pewnych narzedzi, np. twierdzenia o postaci normalnej
Chomsky’ego, ktore mowi, ze dla dowolnej gramatyki bezkontekstowej istnieje réwnowazna jej gramatyka
zawierajgca wytgceznie produkcje postaci X — Y Z oraz X — a, gdzie X, Y, Z sq symbolami nieterminal-
nymi, zas a symbolem terminalnym; gramatyka ta moze dodatkowo zawierac produkcje S — €, gdzie S jest
symbolem startowym tej gramatyki, ale wowczas S nie moze wystgpic po prawej stronie Zadnej produkcyi.
Dowdd tego twierdzenia jest elementarny, ale dosy¢ zmudny.

Zawieranie L,,,, C R uzasadniamy nastepujaco: niech bedzie dana gramatyka monotoniczna G =
(3,V, S, P) istowo u € ¥*. Rozwazmy zbiér W,, ciagdéw réznowartosciowych (S, v1,...,v,), takich, ze
|v;| < |vig1| dla i < n. Zbiér W, jest skonczony i zawiera (po$réd innych ciagéw) wszystkie réznowarto-
Sciowe wyprowadzenia stéw nie dtuzszych niz u. Zauwazmy, ze dla dowolnej gramatyki generacyjnej jezeli
istnieje wyprowadzenie stowa y ze stowa x, przy czym x # y, to istnieje réznowartosciowe wyprowadzenie
stowa y ze slowa x. Zatem slowo u € ¥* nalezy do jezyka generowanego przez gramatyke G wtedy i tylko
wtedy, gdy w zbiorze W, istnieje ciag bedacy wyprowadzeniem stowa u ze stowa S.

Ostatnia cze$¢, to dowdd pieciu nieréwnosci. Trzy pierwsze z nich najlatwiej uzasadni¢ przez wska-
zanie przykladéw. Niech

o Ly ={0"1" [ n € N}; wéwezas Loy € Ly, ale Lyy & Ls,

e L5 bedzie opisany gramatyka ({0,1},{S},S,{S — €, S — 051,S — SS}); woéwczas Ly € Lo, ale
Ly ¢ ‘CQ%a
o L; ={0™1"0" | n € N}; wowczas L1 € L1, ale L1 & Lo.

Budujac odpowiednia gramatyke tatwo pokazaé, ze L; € L;. Wszystkie trzy dowody, ze L; & L; dla j <1
opieraja sie na tej samej idei, jednak zawieraja zbyt wiele szczegdtéw, by je tu przytaczac.

Jezyki odrézniajace klasy £1 i R oraz R i € sa bardziej skomplikowane. Naszkicujemy konstrukcje
pierwszego z nich, oparta na metodzie przekgtniowej, znanej z dowodu twierdzenia Cantora.

Dowolng gramatyke generacyjna nad ustalonym alfabetem ¥ = {ai}le mozna jednoznacznie opi-
sa¢ podajac listy symboli nieterminalnych i produkcji tej gramatyki. Symbol startowy umieszczamy na
poczatku listy symboli nieterminalnych. Elementy tak powstalych list mozna polaczyé w jedno slowo
oddzielajac je dodatkowym symbolem, np. #. W ten sposéb gramatyke (X, V, Vi, {u; — v;}7 ), gdzie
V = {V;},, mozemy przedstawi¢ w postaci slowa

HVI# VA . HF VUL — v FU, — U

nad alfabetem ¥’ = X UV U {—,¢,#}. Niech a i b beda dwiema réznymi literami alfabetu ¥ (alfabet
jednoliterowy mozna rozwazy¢ osobno). Zakodujemy stowa nad alfabetem X/ przy pomocy stéw zlozonych
z symboli a i b w nastepujacy sposéb: i-tej literze alfabetu ¥ przyporzadkowujemy stowo ab’. Jezeli
teraz u jest pewnym slowem nad alfabetem 3, to istnieje procedura mechaniczna pozwalajaca stwierdzié,
czy u jest opisem pewnej gramatyki monotonicznej: stowo to powinno sktadaé sie wytacznie z symboli a i b,
zadne dwa symbole a nie powinny staé¢ obok siebie, a symbole alfabetu ¥’ odczytane na podstawie dlugosci
blokéw symboli b oddzielonych literami a powinny ulozy¢ sie w poprawny opis gramatyki monotoniczne;.
Rozwazmy jezyk

R = {u€X*|u jest opisem pewnej gramatyki monotonicznej G i u ¢ £(G)}.

Jezyk R jest rekurencyjny, poniewaz stwierdzilisémy, ze dla dowolnego stowa wu istnieje procedura mecha-
niczna, ktéra sprawdza, czy u jest poprawnym opisem gramatyki monotonicznej i jesli tak, to odtwarza
te gramatyke na podstawie u. Ponadto wiemy, ze sprawdzenie, czy dane stlowo nalezy do jezyka genero-
wanego przez gramatyke monotoniczng réwniez daje sie wykonaé¢ przy pomocy odpowiedniej procedury



mechanicznej. Mamy wiec procedure mechaniczna, ktéra odpowiada na pytanie, czy dane stowo u nalezy
do jezyka R. Zauwazmy ponadto, ze dla dowolnej gramatyki monotonicznej G istnieje stowo u (bedace
jej opisem) o tej wlasnosci, ze u € £(G) wtedy i tylko wtedy, gdy u € R. Zatem dla dowolnej gramatyki
monotonicznej G mamy R # £(G), czyli R € Lyon.-

1.7 Algebry

Definicja 18 (gatunek). Niech S # @) bedzie niepustym (przewaznie skoficzonym) zbiorem gatunkdéw
(rodzajéw, ang. sorts). Jego elementy zwykle oznaczamy literami a, b itd, niekiedy z indeksami.

Definicja 19 (typ algebraiczny). Skoficzony niepusty ciag gatunkéw (ay,...,a,,b) dlan > 0iay,...,a,,b €
S nazywamy typem algebraicznym (krécej typem), oznaczamy o, 7, p itd, niekiedy z indeksami i zapisu-

jemy w postaci a3 X ... X a, — b dlan > 0 oraz b dla n = 0. Liczbe n nazywamy arnoscig typu. Zbiér
typ6w algebraicznych oznaczamy T;(S).

Definicja 20 (sygnatura). Z kazdym typem 7 zwiazujemy zbidr X7 symboli typu 7. Symbole typu 7
oznaczamy f7, g7 itd, niekiedy z indeksami. Arnoscig (liczbg argumentdw) symbolu nazywamy arnosé
jego typu. Symbole o arnosci 0, tj. typu 7 = a € S nazywamy stalymi i oznaczamy ¢, d* itd, niekiedy
z indeksami. Symbole o arnosci 1 nazywamy unarnymi, symbole o arnosci 2 za$ binarnymi. Z kazdym
gatunkiem a € S zwiazujemy (zwykle przeliczalny nieskoficzony) zbidr X zmiennych gatunku a. Zmienne
gatunku a oznaczamy z%, y*, z® itd, niekiedy z indeksami. Zakladamy, ze zbiory ¥7 i X' sa parami
roztaczne. Rodzing ¥ = {X7} cr, (s) nazywamy sygnaturq algebraiczng (krécej sygnaturq), rodzing X' =
{X%}aes zas rodzing zmiennych. Gdy nie prowadzi to do nieporozumieni, pomijamy oznaczenie typu lub
gatunku i piszemy f, ¢, x zamiast f7, ¢*, . Piszemy tez x € X na oznaczenie faktu, ze z € X* dla
pewnego a € S itp.

Definicja 21 (term). Zbiory termdw (wyrazeri) gatunku a € S nad sygnatura ¥ i zbiorem zmien-
nych X, oznaczane 7%(X, X) dla a € S, definiujemy indukcyjnie:

1. kazda zmienna gatunku a jest termem tego gatunku, tj. X* C T%(X, X);

2. jezelit; € T% (X, X) dlai=1,...,nin >0 oraz f € L9XXan=b t5 para zlozona z symbolu f
i ciagu terméw (t1,...,t,) jest termem gatunku b, tj.

(f(tr, o ta)) € TO(B, X);

3. kazdy term mozna zbudowaé uzywajac regul 11 2.

Definicja 22 (algebra wielogatunkowa). Niech ¥ = {¥%},cs bedzie sygnatura nad zbiorem gatun-
kéw S. Algebrq (strukturq algebraiczng) o sygnaturze ¥ nazywamy pare 2 = (A, -%) zlozona z rodziny
A = {A%},es zbioréw zwanych dziedzinami (nosnikami, uniwersami) algebry (po jednym dla kazdego
gatunku) i odwzorowania -* zwanego interpretacjg symboli funkcyjnych, ktére kazdemu symbolowi sy-
gnatury f € X9 XXan=b nrzyporzadkowuje funkcje

A x L x A% — AL

1.8 Sktadnia konkretna i abstrakcyjna

Sktadnia abstrakcyjna jezyka, to jego opis przy pomocy abstrakcyjnych drzew rozbioru. Do takiego opisu
bedziemy uzywaé m. in. algebr terméw nad odpowiednig sygnatura wielogatunkowaq.

Skladnia konkretna jezyka, to opis zbioru stow, ktére do niego naleza. Do takiego opisu bedziemy
uzywaé m. in. gramatyk bezkontekstowych.

1.9 Gramatyki bezkontekstowe

Definicja 23 (drzewo wyprowadzenia). Drzewem wyprowadzenia (rozbioru) stowa u € ¥* w grama-
tyce bezkontekstowej G = (X, V, S, P) nazywamy drzewo o wierzchotkach wewnetrznych etykietowanych
symbolami nieterminalnymi i liciach etykietowanych symbolami terminalnymi lub symbolem e, ktérego
korzen ma etykiete .S, etykiety liéci wypisane od lewej do prawej tworza stowo w i w ktérym dla kazdego
wierzchotka wewnetrznego albo wierzcholek ten ma etykiete X a jego jedyny syn etykiete e i X — €
jest produkcja gramatyki, albo X jest jego etykieta, ai,...,ar € X UV — etykietami jego potomkdw
w kolejnosci od lewego do prawego i istnieje w P produkcja X — aq - - - a.



Definicja 24 (gramatyka jednoznaczna). Gramatyka bezkontekstowa jest jednoznaczna, jesli dla
kazdego stowa z jezyka przez nia generowanego istnieje dokladnie jedno drzewo wyprowadzenia tego
stowa. W przeciwnym razie gramatyka jest niejednoznaczna.

Definicja 25 (jezyk istotnie niejednoznaczny). Jezyk bezkontekstowy jest istotnie niejednoznaczny,
jezeli nie istnieje jednoznaczna gramatyka, ktéra go generuje.

Definicja 26 (gramatyka bezkontekstowa jako algebra wielogatunkowa). Rozwazmy gramatyke
bezkontekstowa G = (X, V, S, P), przy czym P = {X; — r;}! ;. Niech § = V. Produkeji X; — r;, gdzie
7 = w1 Y1u2Ys .. upYpur41 € P, przy czym u; € ¥* zad Y; € V, przyporzadkowujemy symbol funkeyjny
fi 1 Y1 x ... x Y, — X,. Definiujemy algebre & = ({L;}"_,,-®) nad sygnatura I' = {f;}"_, nastepujaco:
L = L£((2,V, X;, P)), za$ f2(v1,...,vk) = ugv1ugvs . .. URVRU(41) -

Termy stale nad sygnaturg I' utozsamiamy z drzewami wyprowadzenia. Interpretacja termu stalego
t € (T',0) w algebrze & jest stowo wyprowadzane przez odpowiadajace mu drzewo wyprowadzenia.

1.10 Gramatyki atrybutowe

Definicja 27 (Sciezka). Sciezkq nazywamy skonczony ciag dodatnich liczb naturalnych p € N?% . Niech
T (%, X) bedzie algebra terméw i niech ¢t € T(X, X). Sciezka p jest poprawna w t jezeli p = € lub p = ip/,
t = f(t1,...,tn) i$ciezka p’ jest poprawna w t;. Zbiér poprawnych $ciezek w termie ¢ oznaczamy Paths(t).

Definicja 28 (podterm). Podtermem termu t € 7 (3, X') wystepujacym na Sciezce p € Paths(t) jest
t, gdy p = € lub podterm termu ¢; wystepujacy na Sciezce p', jesli ¢ = f(t1,...,t,) 1 p = ip’. Podterm
termu ¢ wystepujacy na Sciezce p bedziemy oznaczaé t[p.

Definicja 29 (zbiér zmiennych termu). Zbiér Var(z) zmiennych wystepujacych w termie ¢ definiu-
jemy indukcyjnie:

Var(x)

Var(f(ty,....tn)) = | Var(t).
i=1

{z}, dlazelX,

Definicja 30 (podstawienie). Podstawienie jest skohczonym zbiorem par zmiennych i terméw zapi-
sywanym w postaci

0= [$1/t17...,$n/tn],

gdzie x; € X% it; € T*(X,X), dlai = 1,...,n. Gatunek zmiennej x; musi si¢ zgadzaé z gatunkiem
termu t;. Wynik podstawienia § = [z1/t1,..., %, /t,] W termie ¢t oznaczamy t6 i definiujemy indukcyjnie:
.%‘19 = ti, dlaizl,...,n,
yd = y, dlayeX, y#zx;dlai=1,...,n,

f(Sl,...,Sm)a = f(sleavsme)

Niech V' bedzie zbiorem gatunkéw, IT — sygnatura nad zbiorem V' i 7 (II, ) zbiorem terméw statych
nad sygnaturg II. (Termy te bedziemy utozsamiaé ze zbiorem drzew wyprowadzenia z pewnej gramatyki
bezkontekstowej).

Niech § bedzie zbiorem gatunkéw, I' — sygnatura nad zbiorem S i 7 (T, () zbiorem terméw stalych
nad sygnatura I'. (Termy te bedziemy utozsamiaé z abstrakcyjnymi drzewami rozbioru).

Zmierzamy do zdefiniowania mechanizmu przyporzadkowywania termom z 7 (II, ) terméw z 7 (T, )
(tj. przyporzadkowywania abstrakcyjnych drzew rozbioru drzewom wyprowadzenia z pewnej gramatyki).

Definicja 31 (zbiory atrybutéw). Skonczony zbiér Attr bedziemy nazywaé zbiorem atrybutdw. Zbior
Attr jest rozlaczng sumg zbioréow: Inh — atrybutéw dziedziczonych i Syn — atrybutéw syntezowanych.
Z kazdym atrybutem a € Attr jest zwiazany pewnien gatunek S(a). Z kazdym gatunkiem X € V
zwiazujemy podzbidr atrybutéw Attr(X) C Attr. Definujemy tez Syn(X) = Attr(X)NSyn oraz Inh(X) =
Attr(X) N Inh.

Definicja 32 (wystapienia atrybutéw). Z kazdym symbolem p € II typu X; x ... x X, — Xj
zwigzujemy zbiér zmiennych Attr(p) = (J;_o{a; | a € Attr(X;)} taki, ze a; jest gatunku a i zmienne a;
dla réznych a oraz i sa rézne. Zbiér Attr(p) nazywamy zbiorem wystapieni atrybutéw dla symbolu p.



Definicja 33 (atrybuty wejSciowe i wyjSciowe). Zbiory atrybutéw wejsciowych i wyjsciowych defi-
niujemy nastepujaco:

In(p) = {a; € Attr(p) | (a € Inh(Xo) Ai =0)V (a € Syn(X;) Ai>0)},
Out(p) = {a; € Attr(p) | (a € Syn(Xo) At =0)V (a € Inh(X;) Ai > 0)}.
Definicja 34 (regula semantyczna). Niech p € II. Regulg semantyczng (dla p) nazywamy pare zlo-

zong ze zmiennej a; € Out(p) i termu 7, ; , € T%(I', Attr(p)). Regule semantyczng zapisujemy w postaci
réwnosci a; = rp i q-

Definicja 35 (gramatyka atrybutowa). Gramatykq atrybutowq nazywamy széstke AG = (V,I1, S, T, Attr, R),
gdzie R = {(a; =1p,i6) | p € I, a; € Out(p)} jest zbiorem regul semantycznych dla wszystkich atrybu-
tow wyjsciowych wszystkich symboli z II.

Definicja 36 (instancje atrybutéw). Niech dany bedzie term t € TX(I1, (). Zbiorem instancji atry-
butdw termu t nazywamy zbiér parami réznych zmiennych {a, | p € Paths(t),a € Attr(V (¢t]p))} i takich,
ze a, jest gatunku a. (Przez V(s) oznaczamy gatunek termu s).

Definicja 37 (wartoSciowanie atrybutéw termu). Wartosciowaniem atrybutéw termu t w grama-
tyce AG nazywamy najogolniejszy unifikator uktadu

{(a; = rpia)lai/ap | a; € Attr(p)] | p € Paths(t),t[p = p(ti,...,tn),a; € Out(p)}, (1)
przy czym ktadziemy p0 = p.

Definicja 38 (gramatyka atrybutowa niecykliczna). Gramatyka atrybutowa jest niecykliczna, je-
zeli dla dowolnego termu ¢ € 7 (II,0) uklad (1) jest unifikowalny i jego najogdlniejszy unifikator jest
staty.

Przyklad 1 (Knuth ’68). Rozwazmy gramatyke bezkontekstowa G = (X, V, Z, P), gdzie ¥ = {0, 1,. },
V ={Z N, B} oraz

P={
Z—>NN, <p1>
ZV—)]VB7 (pg)
N—>€’ (p3)
B — ]-7 (p4)
B—0 (ps)

}.
Gramatyka ta ma opisywaé liczby zmiennopozycyjne w zapisie dwéjkowym. Z produkcjami tej gramatyki
zwigzaliSmy symbole sygnatury II:

p1:NXN — Z,

ps: N X B — N,

p3: Na

Y2 Ba

D5 ¢ B.
(Zauwazmy, ze w istocie sygnatura II jest po prostu innym zapisem produkeji, w ktérym pomijamy postaé
symboli terminalnych). Skojarzona z gramatyka G algebra drzew wyprowadzenia jest algebra 7 (11, 0).
Niech § = {N,R} oraz ' ={0:Z,0' : R,— : Z — Z,succ : Z — Z,+ : R x R — R, exp : Z — R}. Niech
Syn={l:Z,v: R}, Inh = {r: Z} oraz Attr(Z) = {v}, Attr(N) = {r,,v}, Attr(B) = {r,v}. Zbiér regul
semantycznych jest nastepujacy:

p1: Vo = V1 + V2
T1:0
7’2:712

P2 Vg = U1 + V2

lop = succ(ly)
r1 = succ(ro)

To =T0
3 : v =0
lo=0
Y2 vo = exp(ro)
Ps : Vo = 0/



Zbiér regul semantycznych zapisuje sie czesto tacznie z produkcjami gramatyki bezkontekstowej. Przyj-
muje sie¢ wéwczas nieco inng konwencje numerowania atrybutéw: zamiast a; (atrybut i-tego symbolu
nieterminalnego liczac od lewej, > 0) pisze sie a(X;) (atrybut j-tego wystapienia symbolu nieterminal-

nego X liczac od lewej, j > 1). Jezeli w danej produkcji symbol nieterminalny ma tylko jedno wystapienie,
to jego indeks opuszczamy. Powyzsza gramatyke atrybutowa zapisujemy w tej konwencji nastepujaco:

Z — N.N v(Z) = v(Ny) + v(Na)

T(Nl) =0
r(N2) = —I(Na2)
N — NB v(Ny) = v(N1) + v(B)
1(No) = succ(l(Ny))
r(N7) = succ(r(No))
H(B) = r(No)
N —e¢ v(N)=0

I(N) =0
B—1 v(B) = exp(r(B))
B—0 v(B) =0

Definicja 39 (posta¢ normalna reguly semantycznej). Regula semantyczna ma postaé normalng,
jezeli Var(r, ;) C In(p) dla kazdego symbolu p € II i dla kazdego atrybutu a; € Out(p).

Definicja 40 (gramatyka atrybutowa czysto syntezowana). Gramatyka atrybutowa jest czysto
syntezowana, jezeli ma postaé¢ normalng oraz Inh = ().

Definiowanie atrybutéw przy pomocy gramatyki czysto syntezowanej sprowadza sie do definiowania
poprzez rekursje strukturalna.

Fakt 4. Dowolna gramatyka atrybutowa czysto syntezowana jest niecykliczna.

1.11 Notacje uzywane do zapisu wyrazen

Rozwazmy sktadnie abstrakcyjna wyrazen z operatorami binarnymi:
W o= A|WaWw,

gdzie A opisuje klase wyrazen atomowych, zas @ — klase operatoréw binarnych. Wyrazenia takie zapi-
sujemy zwykle w notacji infiksowej (czyli jednym z mozliwych wariantéw sktadni konkretnej odpowiada-
jacej tej sktadni abstrakeyjnej jest zapis infiksowy). Notacje infiksowa mozna opisaé¢ podajac nastepujaca
regule zapisywania wyrazen: aby zapisa¢ wyrazenie zlozone z operatora @ i ciagu jego dwoch argumentéw
(e1, e2) nalezy:

e napisaé (",
e wypisa¢ wyrazenie eq,
e napisaé ,,B”,
e wypisa¢ wyrazenie es,

e napisaé ,)”.

Wada tej notacji jest duza liczba nawiaséw. Dlatego przyjmuje si¢ pewne konwencje opuszczania nawia-
SOW.

Wyrazenie postaci e; P e; ® e, gdzie & 1 ® sa operatorami binarnymi zapisanymi infiksowo, nie jest
jednoznaczne, tj. nie wiadomo, czy oznacza (e @ es) ® es, czy tez e; @ (e2 ® e3). Aby nadaé sens takim
wyrazeniom wprowadza sie dodatkowe reguly ich rozbioru. Z kazdym operatorem zwiazujemy liczbe
naturalna, zwana jego priorytetem, oraz ustalamy jego {gczliwosé (kierunek wigzania), tj. ustalamy, czy
{gczy w lewo, w prawo, czy moze nie jest {gczny w ogoble. Méwimy, ze operator o wyzszym (wigkszym)
priorytecie wigze silniej. Algorytm ,odtwarzania” nawiaséw w wyrazeniu jest nastepujacy: zaczynamy
od operatoréow o najwyzszym priorytecie, jesli wiaza w lewo, to od lewej strony wyrazenia, jesli w prawo,
to od prawej. Znajdujemy najmniejsze poprawnie zbudowane wyrazenie zawierajace dany operator i
wmujemy je w nawiasy (,wiazemy” jego argumenty). Nastepnie powtarzamy czynnosé dla operatoréw
o coraz nizszych priorytetach. Np. jesli operator & ma priorytet 3 i taczy w prawo, zas ® ma priorytet
17 i taczy w lewo, to w wyrazeniu 1 @2 3 ® 4 ® 5 @ 6 zaczynamy od operatora ® od lewej strony:



1920 (3®4)®5® 6, nastepnie 1 ®2® ((3®4) ® 5) @ 6, potem dla operatora @ od strony prawej:
1020 (((304)®5)®6), na konicu 1 (20 (((304)®5)®6)). Powyzsze reguly nie gwarantuja jednoznacznosci
w przypadku, gdy w wyrazeniu e; @ e2 ® ez operatory & i ® maja ten sam priorytet, przy czym & wiaze
w lewo, zas ® w prawo (lub odwrotnie). Mozna temu zaradzié¢ albo zabraniajac nadawania tego samego
priorytetu operatorom wiazacym w réznych kierunkach (np. zadajac, by priorytety operatoréw wiazacych
w lewo byly nieparzyste, zas§ wiazacych w prawo — parzyste), lub zakladajac, ze w takim przypadku
wszystkie operatory wigza np. w lewo. Dla niektorych operatoréw mozemy przyjac, ze w ogéle nie sg
taczne. Wowczas dwa takie operatory nie moga wystapi¢ w jednym wyrazeniu nie rozdzielone jawnie
napisanymi nawiasami.

1.12 Opis wyrazen w notacji infiksowej przy pomocy gramatyki bezkontek-
stowej

Niech A bedzie symbolem nieterminalnym opisujacym (pewne) wyrazenia atomowe, za$ {P1,...,Dn}
zbiorem operatoréw binarnych o ustalonych priorytetach i kierunkach tacznosci. Cheemy opisaé za po-
mocg gramatyki bezkontekstowej jezyk wyrazen zbudowanych z wyrazen atomowych, wymienionych
operatoréw binarnych i nawiaséw. Nastepujace produkcje dla symbolu nieterminalnego W (wyrazenia)
tworza najprostsza gramatyke opisujaca taki zbiér wyrazen:

W — A wyrazenie atomowe jest wyrazeniem

w - (W) wyrazenie ujete w nawiasy jest wyrazeniem

W — WeWw dwa wyrazenia rozdzielone operatorem binarnym sa wyrazeniem
S — ®1|...|@n

Taka gramatyka jest niejednoznaczna. ChcielibySmy na podstawie drzewa wyprowadzenia danego wy-
razenia méc zbudowaé jego abstrakcyjne drzewo rozbioru. Aby zapewnié jednoznaczno$é, gramatyke
musimy nieco skomplikowaé. Bez zmniejszania ogdélnosci mozemy przyjac, ze priorytetem operatora @®;
jest 7. Zbiér symboli nieterminalnych bedzie sie skladal z n 4+ 1 symboli oznaczanych Wy, ..., W,,. Jezyk
wyprowadzony z symbolu W; bedzie zawieral wyrazenia atomowe, dowolne wyrazenia ujete w nawiasy
i te spoSréd wyrazen zlozonych, w ktérych operator gléwny ma priorytet wigkszy niz ¢. Symbol Wy
bedzie zatem symbolem startowym gramatyki, symbol W,, za$ bedzie opisywal jezyk zlozony wylacznie
z wyrazeh atomowych i dowolnych wyrazen ujetych w nawiasy:

w, — A

Wp — (WO)

Dlai¢=0,...,n — 1 dodajmy produkcje:
Wi, — W; ®ip1 Wi, gdy @1 wiaze w lewo lub
Wi — Wit1 @1 Wi, gdy @iq1 wiaze w prawo,
oraz produkcje

Wiy — Wiy

Powyzszy zbiér produkceji zadaje jednoznaczna gramatyke z symbolem startowym Wy opisujaca wyraze-
nia.

Przykltad 2. Wyrazenia ztozone z czterech podstawowych dziatan arytmetycznych, w ktérych priorytety
i tacznosé operatoréw sa takie, jak przyjeto w matematyce, opisujemy nastepujacym zbiorem produkcji

Wy — A

Wy — (W)

Wiy — Wy

Wy — Wy x W,
Wy, — Wy /) W
Wo — Wi

Wy — Wo+ W4
Wo — Wy—-Wi
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1.13 Wyrazenia regularne

Definicja 41 (wyrazenia regularne). Wyrazenia reqularne nad alfabetem ¥ i zbiorem zmiennych X
opisujemy nastepujaca gramatyka abstrakcyjna:

e u= a|X|e|l|er+ex]|eren]e”,

gdzie a € ¥, X € X. Przy zapisywaniu wyrazen regularnych przyjmujemy nastepujaca konwencje opusz-
czania nawiasOw: operatory infiksowe lacza w lewo, najstabiej wiaze ,+”, najsilniej zas ,,*”. Niech n
bedzie interpretacja zmiennych, tj. funkcja n : X — P(X*). Znaczenie wyrazen regularnych okreslamy
zadajac ich interpretacje w zbiorze jezykow P(X*):

lal, = {a}, aeX
[X], = nX), Xe&X
[e], = {e}
[[m]n = 0
ler + e2], le1], U [e2],
lerez], lei]n[e2],

[e]y =[]y

Zbiér wyrazen regularnych nad alfabetem X i zbiorem zmiennych V' oznaczamy R(%, V).

Najczesciej rozwaza sie wyrazenia regularne z pustym zbiorem zmiennych. Wéwczas warto$ciowanie
zmiennych w interpretacji opuszczamy.

Twierdzenie 2 (wyrazenia regularne definiuja jezyki regularne). Dla dowolnego jezyka L C X*
jezyk ten jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wyrazenie regularne e € R(X, (), takie, ze
L = [e].

Napis [z;/y;]"_; oznacza funkcje okreslona na zbiorze {z;}? ; o warto$ciach w zbiorze {y;}_,, ktéra
wartosci x; przyporzadkowuje warto$¢ y;. Zakltadamy przy tym, ze x; # x; dla x # j. Niechn: X — YV
bedzie pewng funkcja i niech {x;}? ; C X oraz {y;}?.; C Y. Napis n[z;/y;|’_, oznacza taka funkcje, ze

m _ Yi gdy x = x; dla pewnego i =1,...,n,
nlzi/yiliz (z) = { n(xz) gdy z # z; dla wszystkich i =1,... n.

Niech ¥ bedzie alfabetem. Na (P(X*))™ wprowadzamy porzadek < wzorem
Uy,...,Un) x (V1,..., V) = Vie{l,...,n} U, CV,.

Definicja 42 (gramatyka EBNF). Niech ¥ bedzie alfabetem i niech V = {X;}? ; bedzie zbiorem
zmiennych. Gramatykq EBNF nazywamy uklad réwnan na zbiorach postaci

{Xi =ei}isq,

gdzie e; € R(X,V). Krotka jezykéw definiowanych przez powyzsza gramatyke EBNF nazywamy naj-
mniejszg (w sensie relacji x) krotke (Lq,...,L,) € (P(X*))", taka, ze

Li = [eilix,/L,-

Fakt 5 (poprawno$¢ definicji EBNF). Definicja powyzsza jest poprawna, gdyz zbiér uporzadko-
wany ((P(X*))", <) jest krata zupelna, a operator f((L;)i=;) = ([ei]x,/L,])i=1 jest monotoniczny,
posiada wiec najmniejszy punkt staty.

Fakt 6 (gramatyki EBNF definiuja jezyki bezkontekstowe). Jezeli krotka jezykéw (Lq,...,L,) €
(P(X*))™ jest zadana pewng gramatyka EBNF, to jezyki L1, ..., L, sa bezkontekstowe. Dla dowolnej gra-
matyki bezkontekstowej G = (X, V, S, P) istnieje gramatyka EBNF definujaca krotke (£((X,V, X, P))) xev .

Podobnie jak w przypadku ,zwyklych” gramatyk bezkontekstowych, ktore w praktyce zapisuje sie

w notacji BNF, gramatyki EBNF réwniez zapisuje sie w wygodnej z punktu widzenia praktyki notacji.
Zamiast ,+” pisze sie ,|”, zamiast ,4” uzywa sie dwoch rodzajéw nawiaséw: [e] oznacza e + €, zas {e}
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oznacza ee* (zatem e* mozna zapisaé jako [{e}]). Aby odréznié symbole terminalne od nieterminalnych, te
pierwsze ujmuje sie w cudzystowy. Dla przyktadu jezyk ze strony 1 opiszemy w notacji EBNF nastepujaco:

liczba = {707 717|727 |73 |47 | 757 | 767 | *7" | 78" | 797 }
czynnik = liczba | 7(” wyrazenie”)”
sktadnik = czynnik [{ ("+” | 7=") czynnik }]
wyrazenie = skladnik [{(”4" | ”7—") skladnik }]

2 Zadania

Zadanie 1. Udowodnij, ze funkcje | | oraz | |, dla a € ¥ sa homomorfizmami algebry (X*,- €) stéw
z konkatenacja i stowem pustym w algebre (N, +,0) liczb naturalnych z operacja dodawania i zerem.
Wykaz, ze w przypadku alfabetu jednoliterowego homomorfizmy te sg izomorfizmami. Udowodnij, ze
algebra stow nad alfabetem wiecej niz jednoliterowym nie jest izomorficzna ze zbiorem liczb naturalnych.

Zadanie 2. Niech Y5 bedzie dowolnym alfabetem dwuliterowym. Udowodnij, ze dla dowolnego alfabetu
¥ istnieje homomorfizm h : (3* - €) — (X3, ¢), ktéry jest réznowartosciowy. Pokaz, ze zbiér h(X*)
jest zamkniety wzgledem konkatenacji i zawiera stowo puste. Pokaz, ze powyzszej wlasnosci nie posiada
alfabet jednoliterowy.

Zadanie 3. Udowodnij, ze dla dowolnych jezykéw L1, Lo i L3 sa prawdziwe nastepujace réwnosci:

1. (L1Lo)Ls = L1(L2Ls) (konkatenacja jezykéw jest laczna)

2. (Ll U LQ)LS = L1L3 U L2L3 i Ll(Lg @] L3) = L1L2 @] L1L3 (prawa rozdzielnosci konkatenacji
wzgledem sumy mnogosciowej)

Li{e} = L1 i {e}L; = Ly ({€} jest obustronnym elementem neutralnym konkatenacji)
0= = {e}

L})* = L7 (domkniecie Kleene’go jest idempotencja)

LiL5)" = (L1 U Ly)*

LyUfep)” = Lii({e}ULy)" = L]

LyLy UL )*Ly = Ly(LaLy U Ly)*

® N e
_~ o~~~

Zadanie 4. Rozwazmy gramatyke G = (X, V, X,, P), gdzie

Y = {0,1},
vV = {XO7X1aX2}7
P = {X0—>X00, X0—>X1]., X0—>0,

X1 — X020, X; — Xol, X; — 1,
X2 — X10, X5 — Xo1 }.

Ciagi zero-jedynkowe traktujemy jako zapisy liczb naturalnych w postaci binarnej, tj. dlaw = wy ... w, €
{0,1}* przyjmujemy

val(w) = Z w; 2"
i=1

Udowodnij, ze dowolne stowo w € {0,1}* nalezy do £(G) wtedy i tylko wtedy, gdy val(w) jest podzielne
przez 3. Wskazdwka: pokaz przez indukcje wzgledem dlugosci stowa, ze dla dowolnego stowa w € {0,1}*
oraz i € {0,1,2} zachodzi w € £(G;) wtedy i tylko wtedy, gdy val(w) = i mod 3, gdzie G; = (X, V, X;, P)
dlai=0,1,2.

Zadanie 5. Slowo z nad alfabetem {(,) } jest ciggiem poprawnie rozstawionych nawiasdw, jedli bilans(x) =
0 i bilans(y) > 0, dla kazdego prefiksu y stowa z, gdzie bilans(e) = 0, bilans(z () = bilans(z) + 1, oraz
bilans(z)) = bilans(z) — 1. Dla przykladu ((() ()) ()) jest ciagiem poprawnie rozstawionych nawiaséw,
za$ (())) (O nim nie jest. Udowodnij, ze gramatyka G = ({(,)},{S},S,{S — (5),S — 55,5 — €})

generuje zbioér wszystkich ciagéw poprawnie rozstawionych nawiaséw.
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Zadanie 6. Niech |w]|o i |w|; oznaczaja liczbe wystapien odpowiednio zer i jedynek w stowie w € {0, 1}*.
Napisz gramatyke generujaca jezyk

L = {we{0,1}* : |w|o =2w|1 A Vv <w.|v]p < 2|v|1},
gdzie v < w oznacza, ze v jest prefiksem stowa w. Prosze napisa¢ gramatyke na tyle prosta, by autor
rozwiazania mogl w rozsadnym czasie przekonaé¢ widownie, ze jego gramatyka generuje jezyk, o ktory
nam chodzi. Wskazdwka: nalezy wzorowaé sie na zadaniu 5, przy czy teraz definiujemy bilans(e) = 0,

bilans(z0) = bilans(z) — 1 i bilans(z1) = bilans(z) + 2.

Zadanie 7. Udowodnij, ze gramatyka G = (X, V, Xy, P), gdzie

Y = {a,b,c},
V = {XO;XDXQ}a
P = {Xy— abe, Xg — aXibe,

X1b — bX,, Xic— Xsbee
bXo — Xob, aXy — aaXy, aXy — aa }

generuje jezyk L = {a"b"c™ | n € N}.

Zadanie 8. Zdefiniuj gramatyke monotoniczng generujaca jezyk L = {a”2 | » > 0} nad alfabetem

¥ ={a}.
Zadanie 9. Zdefiniuj gramatyke typu 0 generujaca jezyk L = {a®" | n > 0} nad alfabetem ¥ = {a}.

Zadanie 10. Zdefiniuj gramatyke typu 0 generujaca jezyk L = {ww | w € {a,b}*}, tj. zbi6ér wszystkich
stow bedacych dwukrotnym powtérzeniem jakiegos stowa.

Zadanie 11. Pokaz, ze L3 = L.
Zadanie 12. Pokaz, ze L1 = Lon-

Zadanie 13. Zaprojektuj algorytm, ktory dla podanej gramatyki bezkontekstowej rozstrzyga, czy jezyk
przez nig generowany jest niepusty.

Zadanie 14. Napisz gramatyki bezkontekstowe opisujace nastepujace jezyki nad alfabetem ¥ = {0,1}:

{0"1™0" | n,m € N};

{0™1™0™ | n,m € N};

{0m1™0% | n,m,k € N,n < m};

{(01)"0% | n € N};

zbior ciagéw zerojedynkowych, w ktérych liczba zer i jedynek jest taka sama;

A

zbidr ciagéw zerojedynkowych zawierajacych dwukrotnie wiecej zer niz jedynek.

Zadanie 15. Zdefiniuj gramatyke liniowa generujaca jezyk wszystkich palindromdéw nad alfabetem {a, b}.
Stowo jest palindromem, jesli przeczytane wspak jest sobie réwne. Informacja: nie istnieje gramatyka
regularna (typu 3) generujaca ten jezyk.

Zadanie 16. Napisz gramatyki regularne opisujace nastepujace jezyki nad alfabetem ¥ = {0,1}:

{0 | n e N}

{0™1™ | n,m € N};

zbidr ciagéw zerojedynkowych, ktore nie zawieraja trzech kolejnych jedynek;

zbior ciagéw zerojedynkowych, w ktérych liczba zer jest parzysta, a jedynek — dowolna;
zbiér ciagoéw zerojedynkowych, w ktérych liczba zer jest parzysta, a jedynek — nieparzysta;

S Gk W

zbiér ciagéw zerojedynkowych, w ktérych réznica liczby zer i jedynek jest parzysta.

Czy mozna napisa¢ gramatyki bezkontekstowe posiadajace prostsze zbiory produkcji i opisujace powyzsze
jezyki?
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Zadanie 17. Udowodnij, Ze jezeli ¥ jest alfabetem unarnym, to L£3(3) = L,1 (%)

Zadanie 18. Wzorujac si¢ na szkicu dowodu nieréwnosci L,,,, # R pokaz, ze nie istnieje procedura
mechaniczna odpowiadajaca na pytanie, czy dana gramatyka typu 0 generuje jezyk rekurencyjny.

Zadanie 19. Jaki jezyk opisuje gramatyka G = (X, VS, P), gdzie ¥ = {0,1}, V ={S}, za§ P = {S —
051,58 — 05,5 — €}?. Wykaz, ze jest ona niejednoznaczna. Zdefiniuj jednoznaczna gramatyke opisujaca
ten sam jezyk.

Niech ¥ = {a, b},

bilans(e) = 0
bilans(wa) = bilans(w) + 1
bilans(wb) = bilans(w) — 1
dla w € ¥* i
L = {weX"|Vv<w.bilans(v) >0}
Gy = (5,{5},5 {5 —¢S5—aSbhs,S — aS})
Gy = (E,{N},N,{N — ¢, N — aNbN})
Gy = (S {N,T},T,{N — ¢,N — aNbN,T — ¢,T — aNVT,T — aT?})

gdzie v < w oznacza, ze stowo v jest prefiksem stowa w.
Zadanie 20. Udowodnij, ze

1. £(Gy) = L,

2. £(Gs) =1L,

3. £(G2) = LN {w € ¥* | bilans(w) = 0}.

Zadanie 21. Udowodnij, ze

1. G nie jest jednoznaczna,
2. G jest jednoznaczna,

3. G3 jest jednoznaczna (wskazdwka: rozwaz dwa drzewa wyprowadzenia pewnego stowa; pokaz ze ich
korzenie musza by¢ takie same; dalej przez indukcje wzgledem struktury drzew pokaz, ze drzewa
te sa réwne).

Zadanie 22. Z dwdéch poprzednich zadan wynika nastepujacy wniosek: £(G1) = £(G3) i G3 jest jedno-
znaczna.
Opcjonalna fraza else w gramatyce

= if (wyraZenie logiczne) then (instrukcja) else (instrukcja)
| if (wyrazenie logiczne) then (instrukcja)
| (instrukcja prosta)

(instrukcja)

powoduje, ze gramatyka ta jest niejednoznaczna. Korzystajac z powyzszego wniosku napisz jednoznaczna
gramatyke opisujaca ten sam jezyk, w ktérej fraza else jest wigzana z najblizszym ,,wolnym” if.

Zadanie 23. Pokaz, ze istnieje gramatyka nieskonczenie niejednoznaczna, tj. taka, ze istnieje stowo
posiadajace nieskonczenie wiele drzew wyprowadzenia z tej gramatyki.

Pokaz wiecej, ze istnieje gramatyka opisujaca nieskonczony jezyk, taka, ze dowolne stowo albo nie ma
wcale, albo ma nieskonczenie wiele drzew wyprowadzenia w tej gramatyce.

Zadanie 24. Zaprojektuj algorytm, ktory dla podanej gramatyki bezkontekstowej rozstrzyga, czy jezyk
przez nig generowany jest niepusty.

Zadanie 25. Wyprowadzenie u; = us = ... = u, z gramatyki bezkontekstowej jest skrajnie lewe,
jezeli dla kazdego i < n jesli u; = ujAuj oraz uj,, = wjwuj, gdzie A — w jest produkcja gramatyki, to
u} nie zawiera symboli nieterminalnych (innymi stowy przepisaniu zawsze podlega skrajny lewy symbol
nieterminalny). Pokaz, ze kazde slowo ma tyle samo drzew rozbioru i skrajnie lewych wyprowadzen
(innymi slowy gramatyka jest jednoznaczna wtedy i tylko wtedy, gdy kazde stowo posiada co najwyzej
jedno skrajnie lewe wyprowadzenie).
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Zadanie 26 (ciag dalszy zadania 23). Czy istnieja jezyki bezkontekstowe, dla ktérych kazda grama-
tyka je opisujaca jest nieskonczenie niejednoznaczna? Jesli nie, to czy istnieje algorytm, ktory dla danej
gramatyki G buduje gramatyke G’ opisujaca ten sam jezyk, jednak taka, ze kazde stowo posiada tylko
skonczenie wiele drzew wyprowadzenia?

Zadanie 27. Pokaz, ze kazdy jezyk bezkontekstowy nie zawierajacy slowa pustego mozna opisaé¢ gra-
matyka bezkontekstowa w tzw. postaci Chomsky’ego, w ktorej wszystkie produkcje sa postaci:

X—-YZ lub X —a
gdzie X, Y i Z sg symbolami nieterminalnymi, za$ a jest symbolem terminalnym.

Zadanie 28. Zaprojektuj algorytm, ktory dla zadanej gramatyki w postaci Chomsky’ego sprawdza,
czy podane stowo a; ...a, nalezy do jezyka opisanego ta gramatyka. Wykorzystaj w tym celu technike
programowania dynamicznego. Algorytm powinien wyznaczy¢ dla kazdego podstowa a;...a; (1 <4 <
j < n) zbiér symboli nieterminalnych, z ktérych daje sie to stowo wyprowadzié. Jest to latwe dla podstéw
dtugosci 1. Dalej nalezy postepowac indukcyjnie. Stowo nalezy do jezyka, jesli symbol startowy gramatyki
nalezy do zbioru symboli, z ktérych dane stowo daje sie¢ wyprowadzic.

Zadanie 29. Udowodnij, ze jezyk bezkontekstowy nad alfabetem X = {a, b, ¢, d}:
L = {a"b"c¢™d™ |n>1,m>1}U{a"b™c™d" |n>1,m > 1}
jest istotnie niejednoznaczny.

Zadanie 30. Gramatyka jest nieograniczenie niejednoznaczna, jezeli dla kazdej liczby n € N istnieje
stowo posiadajace co najmniej n drzew wyprowadzenia. Jezyk jest nieograniczenie niejednoznaczny, jezeli
kazda gramatyka, ktéra go opisuje jest nieograniczenie niejednoznaczna. Pokaz, ze istnieje taki jezyk.

Zadanie 31. Zaprojektuj algorytm, ktory dla podanej gramatyki bezkontekstowej rozstrzyga, czy jezyk
przez nia generowany jest nieskonczony.

Zadanie 32. Gramatyka bezkontekstowa G = (X, VS, P) jest w postaci operatorowej, jezeli kazda jej
produkcja jest postaci X — w, gdzie w # € i w nie zawiera dwbch sasiadujacych symboli nieterminalnych.
Pokaz, ze kazdy jezyk bezkontekstowy nie zawierajacy stowa pustego posiada generujacg go gramatyke
operatorowa.

Zadanie 33. Udowodnij, ze dowolna gramatyka atrybutowa czysto syntezowana jest niecykliczna. Opisz
efektywny algorytm wyznaczania atrybutéw wierzchotkow drzewa rozbioru dla takiej gramatyki.

Zadanie 34. Napisz czysto syntezowana gramatyke atrybutowa dla wyrazen opisanych w notacji BNF
na stronie 1. Algebra abstrakcyjnych drzew rozbioru jest jednogatunkowa i ma sygnature I' = {+, —, x, /,n},
gdzie n € N.

Zadanie 35. Niech ¥ = {1,+, x,(,)} oraz

Gl = <E7{WO}aWP1>,
G2 = <27{W07W1uW2}3W07P2>7
gdzie
P = {W-o1W-—>W)W-—-WOW,0— +,0 — x},
P, = {Wy— Wo+Wi,Wy — Wi, Wy — Wy x W, Wi — Wy, Wy — 1, Wy — (Wy)}.

(Gramatyka Go powstala z Gy przy uzyciu ,transformacji ujednoznaczniajacej” przy zalozeniu, ze oba
operatory wiaza w lewo i ,x” ma wyzszy priorytet, niz ,4”). Udowodnij, ze a) £(G1) = £(G2) i b) gra-
matyka Go jest jednoznaczna.

Zadanie 36. Zdefiniuj gramatyke atrybutowa oparta na gramatyce (G2 z poprzedniego zadania, ktéra
rozbieranemu wyrazeniu przyporzadkowuje atrybut bedacy stowem nad alfabetem X, ktéry jest zapisem
tego wyrazenia nie zawierajacym zbednych nawiaséw. Dla przykladu atrybutem drzewa wyprowadzenia
napisu ((1 x 1) + (1 + 1)) powinien by¢ napis 1 x 1 4+ (1 4+ 1).
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Zadanie 37. Formuly notacji BNF interpretujemy jako réwnania, w ktorych zmiennymi sg jezyki: na-
zwy kategorii skladniowych to zmienne oznaczajace jezyki, symbole terminalne oznaczaja jezyki jed-
noelementowe zlozone z tych symboli, symbol € oznacza jezyk {e}, konkatenacja stéw oznacza operacje
konkatenacji jezykéw, a symbol metaalternatywy ,,|” — operacje sumowania zbioréw. Formalnie, niech ¥
bedzie pewnym alfabetem, a {X;}? ; — zmiennymi oznaczajacymi jezyki. Rozwazmy uklad réwnan

{(Xi=JLijaLija- Lijk, Yo, (2)
j=1
gdzie L; ;1 oznacza {e}, {a}, dla a € ¥ lub X;. Na (P(X*))" wprowadzamy porzadek < wzorem
(Ula---7Un) < (V17~-~7Vn) < Vz:l,,nUz CcV.

Udowodnij, ze < jest porzadkiem i pokaz, ze ((P(X*))", %) jest krata zupelna. Rozwigzaniem ukladu (2)
nazywamy najmniejsza w sensie relacji < krotke jezykow spelniajaca wszystkie rownosci tego ukladu.
Pokaz, ze kazdy uklad posiada rozwiazanie. Pokaz, ze jezeli (Uy, ..., U,) jest rozwiazaniem ukladu (2), to
Ui = £((E,{X:},, X, P)), gdzie zbiér P jest zbiorem produkcji odpowiadajacym zbiorowi formut BNF.

Zadanie 38. Udowodnij, ze jedynym jezykiem L C {0, 1}* speliajacym réwnosé
L = {eu{oyr{1}

jest jezyk
L = {0"1"|neN}

Zadanie 39. Niech Ly,Ls C {0,1}* i niech ¢ ¢ L;y. ZnajdZ jezyk L C {0,1}* spelniajacy réwnosé
L = L,L U Ly. Wykaz, ze jest to jedyne rozwiazanie. Pokaz, ze jezeli € € Ly, to réwnos¢ L = L1 L U Lo
ma wiecej niz jedno rozwiazanie.

Zadanie 40. Oto fragment gramatyki opisujacej deklaracje klas w pewnym jezyku programowania:

modifiers) (class declarator)
modifiers) (modifier)
empty)

(class declaration) (
(
(
(access modifier)
(
(

(modifiers)

(modifier)
inheritance modifier)
storage modifier)

public | private

abstract | final
persistent | ephemeral

(access modifier)
(inheritance modifier)
(storage modifier)

Wtasciwy deklarator moze by¢ poprzedzony ciagiem przymiotnikéw. Semantyka statyczna jezyka zawiera
dodatkowo regute méwiaca, ze przymiotniki moga pojawi¢ sie w deklaracji klasy w dowolnej kolejnosci,
lecz moze wystapi¢ co najwyzej jeden przymiotnik z kazdej grupy. Powyzsza gramatyka nie uwzglednia
tego ograniczenia. Uzasadnij, ze decyzja tworcow jezyka o przeniesieniu tego ograniczenia do semantyki
statycznej jest sluszna, gdyz znacznie upraszcza opis gramatyki jezyka. Dokladniej, rozwazmy naste-
pujacy problem. Niech {a;,b;} dla i = 1,...,n beda parami réznych liter i niech ¥ = [J;_,{ai, b;}.
Udowodnij, ze dowolna gramatyka bezkontekstowa generujaca jezyk

L = {uex||u

a; T lu

b, < 1}
ma co najmniej 2 produkeji.
Zadanie 41. Niech ¥ bedzie alfabetem jak w poprzednim zadaniu i niech
G = (%, {Si}1, S0, {S0 — €} U {So — SoSi}i— U [ J{Si — ai, Si = bi}).
i=1

Zbuduj gramatyke atrybutowa nad gramatyka G, ktéra kazdemu wyprowadzeniu przypisuje atrybut
bedacy formulg logiczna méwiaca, ze stowo przez nie wyprowadzane nalezy do jezyka L z poprzedniego
zadania.
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Zadanie 42. Niech, podobnie jak w zadaniu 5
bilans(e) =0 bilans(w0) = bilans(w) +1 bilans(wl) = bilans(w) — 1.
Pokaz, ze gramatyka ({0, 1),{S},5,{S — 0515, S — €}) generuje jezyk
{w € {0,1}* | bilans(w) = 0 A Vve{0,1}* (v < w = bilans(v) > 0)}.
Pokaz, ze ta gramatyka jest jednoznaczna.

Zadanie 43. Rozwazmy gramatyke bezkontekstowa G = (X, V, S, P). Méwimy, ze gramatyka jest lewo-
stronnie rekurencyjna, jezeli dla pewnego symbolu A € V oraz pewnego stowa u € (XUV)* jest A :+>G Au.
Pokaz, ze dla dowolnego jezyka bezkontekstowego istnieje gramatyka, ktéra go generuje i ktora nie jest
lewostronnie rekurencyjna. Wskazdwka: pokaz, ze z kazdej gramatyki G, takiej, ze dla dowolnego sym-
bolu A € V jest (A — €) ¢ P oraz nieprawda, ze A §>G A, mozna usunaé produkcje, ktére prowadza do
rekursji lewostronne;j.

Zadanie 44. Udowodnij fakt 5.

Zadanie 45. Udowodnij fakt 6. Wskazéwka: pokaz najpierw, ze operator f((L;)i=;) = ([eil[x,/r.))i=1
jest ciagly.

Definicja 43 (wyrazenia bezkontekstowe). Wyrazenia bezkontekstowe nad alfabetem ¥ i zbiorem
zmiennych X opisujemy nastepujaca gramatyka abstrakcyjna:

e = a|X|e|D|er+ex]|eren| uXee,

gdzie a € ¥, X € X. Przy zapisywaniu wyrazen bezkontekstowych przyjmujemy nastepujaca kon-
wencje opuszczania nawiaséw: zasieg kwantyfikatora p rozciaga sie maksymalnie na prawo (zatem ma
on najnizszy priorytet), operatory infiksowe lacza w lewo, konkatenacja wiaze silniej niz ,+”. Niech
n bedzie interpretacja zmiennych, tj. funkcja n : X — P(X*). Znaczenie wyrazeni bezkontekstowych
okreslamy zadajac ich interpretacje w zbiorze jezykéw P(X*) w taki sam sposéb, jak wyrazen regular-
nych, przy czym [puX.e], jest z definicji najmniejszym (w sensie zawierania zbioréw) jezykiem L C X*
takim, ze L = [e],[x/r]. Zbiér wyrazen bezkontekstowych nad alfabetem ¥ i zbiorem zmiennych V/
oznaczamy CF(X, V).

Zadanie 46. Udowodnij, ze definicja wyrazen bezkontekstowych jest poprawna.

Zadanie 47. Udowodnij, ze jezyk L C ¥* jest bezkontekstowy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wyra-
zenie bezkontekstowe, ktére go opisuje.
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