Programowanie 2009

Egzamin zasadniczy

Szkic rozwigzania zadania 3 z czedci rozszerzonej

Zadanie 3. Rozwazmy rachunek lambda z typami prostymi nad pojedynczym typem bazowym o:
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i dziedzicznie skonczona strukture typéw 9y nad zbiorem dwuelementowym {0,1}. Wskaz elementy
zbioru (o — 0) — o0 — 0], ktére sa denotacjami zamknietych lambda wyrazen (7 pkt.). Opisz postaé
zamknietych lambda wyrazefi w postaci normalnej typu ((o0 — o) — 0) — o (3 pkt.).

Rozwigzanie czesci pierwszej. Przypomnijmy z wykladu, ze dziedzicznie skoficzona struktura typéw nad
zbiorem dwuelementowym D = {0, 1}, to rodzina zbioréw indeksowana typami zadana indukcyjnie wzo-
rami:

D, = D,

D,
D — D"
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Interpretacja lambda wyrazen w tej strukturze dana jest wzorami:

[z"ln = n.(2),
[titaln = [taln([t2ln),
e tnd) = [z — d)) dlad e D,,

gdzie n = {n;}, jest interpretacja zmiennych wolnych (n, : X — D, dla kazdego typu 7). Widzimy
wiec, ze jezeli t : 7, to [t]n € D,.

Zbior D, posiada dwa elementy, zbiér D, ., — cztery, zbiér D(,_.0)—(0—0) — 256. Pytamy ktore
sposrod 256 elementow tego zbioru sa denotacjami zamknietych lambda wyrazen.

7 twierdzenia podanego na wyktadzie wiemy, ze powyzsza semantyka denotacyjna jest adekwatna dla
Bn-réwnosci (ale nie jest zupelna), to znaczy, ze jezeli t; =g, ta, to [t1]n = [t2]n (ale nie odwrotnie).
Wystarczy wiec rozwazy¢ po jednym reprezentancie kazdej klasy Bn-réwnosci, np. rozwazyé¢ jedynie
termy zamkniete w postaci On-normalnej. Wiemy (proste rozumowanie, zadanie na ¢wiczeniach), ze
termy zamkniete w postaci Sn-normalnej typu (o — o) — (0 — 0), to

{)\xy.x(")y |ne N\ {1}} u{iz.z}.

Dla wygody term Az.x mozemy zastapi¢ termem Azy.xy (ktéry nie jest w postaci normalnej, ale nalezy
do tej samej klasy abstrakcji, co term Az.x). Za zbidr reprezentantéw klas abstrakeji relacji Sn-réwnosci
mozemy wiec przyjaé zbidr

N = {)\xy.x(")y |n e N}.

Pytamy o obraz tego zbioru w odwzorowaniu [-] (iterpretacje zmiennych wolnych pomijamy, bo sa to
termy zamkniete). Obraz dowolnego termu ¢ € N jest funkcja [[t] : Do—o — Do—o. Z definicji iterpretacji
terméw mamy

Dzy.z™y](f) = f™ dla fe D,



W zbiorze D,_,, mamy cztery funkcje f: D, — D,:

co(d) = 0dlade D,,
c1(d) = 1dlade D,,
id(d) = ddlade D,,
— 0, gdy d= 1,
neg(d) = { 1, gdyd=0.
Zauwazmy, ze
O id, dlan =0,
O 7 e, dlan>0,
(n) id, dlan =0,
T Ve, dlan>o,
id™ = id, dlan €N,
neg™ = id, dlan p.arzystych7
neg, dla n nieparzystych.
Stad
PayeDyl(f) = id
May.a®y](f) = f, dlaneN,
(2n+2) _ fid, dla f=ne,
[Ary.x yl(f) = { £ dla f % neg dlan e N.

Zatem sposrod 256 elementéw zbioru D)oo tylko trzy: funkcja stala zwracajaca identycznosc,
funkcja identycznodci i funkcja

B id, dla f = neg,
af) = {ﬂ dla  # neg

sa denotacjami zamknietych lambda wyrazen typu (o — 0) — 0 — o.

Rozwigzanie czedci drugiej. Pytamy o zamkniete lambda wyrazenia w postaci normalnej typu ((o —
0) — 0) — o. Mamy nastepujacy fakt: jezeli ¢ : o jest takim termem w postaci normalnej, ze FV(t) C
{fle=ol=ey {9}k | to t ma jedna z dwéch postaci:

x;, gdzie i = 1,... k lub f(Azg.t'),

gdzie t' jest takim termem typu o w postaci normalnej, ze FV(#) C {f(°=9) =} U {2¢}F+ ] Ten fakt
latwo uzasadni¢ korzystajac z lematu: kazdy term w postaci normalnej mozna zapisa¢ nastepujaco:

)\yl . yn'tOtl . tm7

gdzie tg jest zmienna (jedna sposréd zmiennych x1, ..., z, lub zmienna wolna) i termy ¢1,...,t,, tez sa
w postaci normalnej, przy czym n,m > 0. Skoro ¢ : 0, to n = 0. Term ¢ jest wiec postaci toty . .. t,,, gdzie
to jest zmienna, wiec to € {fC7 7} U {29}k . Jezeli ¢y jest jedna spoéréd zmiennych x¢, to m = 0,
wiec t = ;. Jezeli tg = f, to m = 11 t; jest termem typu o — o w postaci normalnej. Stosujac lemat do
tego termu widzimy, ze t; = Azf, .1’ i ze t’ spelnia warunki podane w fakcie.

Z powyzszego faktu wynika wniosek: wszystkie termy w postaci normalnej typu o takie, ze zbidr ich

zmiennych wolnych zawiera co najwyzej zmienna f : (0 — 0) — o sa postaci

FOXF O (. Atz ),

dla k > 11i¢=1,..., k. Stosujac po raz trzeci wspomniany lemat, tym razem do termu zamknietego
w postaci normalnej typu ((0 — 0) — 0) — o, otrzymujemy pozadana charakteryzacje: wszystkie termy
zamknigte w postaci normalnej typu ((0 — 0) — 0) — o to

A= FAzS fF(Ng. f(. . Aalxi .. ),
dlak>1ii=1,...,k



Ciekawe jest pytanie, ktére elementy zbioru D((,—o)—o)—o Sa denotacjami zamknigtych lambda
wyrazen. Takie bylo oryginalne sformulowanie tego zadania. Analiza tego typu jest jednak znacznie
bardziej skomplikowana, niz typu (0 — 0) — o — o — elementéw zbioru D((o—o)—o)—o jest 65536
i wyznaczenie obrazu zbioru

{/\f("—"’)_"’.f(/\xi’.f(/\a:g.f(. Az ) k> Li=1,.. k}

w odwzorowaniu [-] jest znacznie bardziej pracochlonne.



