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Zadanie 1 (10 pkt). Denotacje instrukeji
repeat p until b mozemy zdefiniowaé jako naj-
mniejsza funkcje [repeat p until b] spelniajaca
nastepujaca zaleznosé rekurencyjna:

[pl,

[repeat p until b]([p]r),

[repeat p until b]r =

undefined,

Niech II bedzie przestrzenia stanéw maszyny. Zde-
finiuj funkcjonat ® : IIEM — TISM o tej wlasnoéci,
ze h € TISM spelnia podana wyzej zaleznosé reku-
rencyjng wtedy i tylko wtedy, gdy jest punktem
stalym ®. Pokaz, ze ® jest ciagly. Wywnioskuj
stad (przytocz odpowiednie twierdzenie omawiane
w poprzednim semestrze), ze definicja denotacji in-
strukcji repeat jest poprawna.

Zadanie 2 (10 pkt). Rozwazmy sygnature zlo-
zona z symboli 0/0, ’/1 i 4+/2. Niech

E =

Udowodnij, ze algebra poczatkowa dla zbioru réw-
noéci E jest izomorficzna ze zbiorem liczb natural-
nych z zerem, nastepnikiem i dodawaniem.

Zadanie 3 (10 pkt). Rozwazmy nastepujacy wa-
riant rachunku lambda z typami prostymi:

Problem 1 (10 p). We can define the denota-
tion of the instruction repeat p until b as the
smallest function [repeat p until b] satisfying
the following recursive equation:

if 7 € Dom([p]) and [b]([p]7) = T;
if 7 € Dom([p]),

[p]7 € Dom([repeat p until b]),
and [b]([p]m) = F;

otherwise.

Let IT be the set of states of the machine. Define
a functional ® : IIS" — IIY such that h € IS
satisfies the recursive equation given above if and
only if it is a fixpoint of ®. Prove that & is contin-
uous. Conclude (cite an appropriate theorem con-
sidered in the previous semester) that the defini-
tion of the denotation of the repeat instruction is
correct.

Problem 2 (10 p). Consider a signature consist-
ing of symbols 0/0, ’/1 and +/2. Let

{z+y =@+y), z+0=xa}

Prove that the initial algebra for the set of equa-
tions FE is isomorphic to the set of natural numbers
with zero, successor and addition.

Problem 3 (10 p). Consider the following vari-
ant of the simply typed lambda calculus:

n= x| tite | Ar ot

oloy— oy



gdzie o jest stala (o oznacza typ bazowy, taki jak
int). Nie ma zmiennych typowych. Jest to zatem
jezyk, w ktérym typy sa monomorficzne i wyste-
puja w termach ezplicite (tak jak w Pascalu). Re-
guly typowania sa nastepujace:

I'Fti:o—7 I'kity:0o

where o is a constant (o stands for a base type,
like int). There are no type variables. Hence this
is a language in which types are monomorphic and
occur ezplicite in terms (like in Pascal). The typing
rules are as follows:

Tx:obFt:T

Nx:okbx:o

Wyrazenie jest zamkniete, jesli nie zawiera zmien-
nych wolnych. Wprowadzamy pojecie rzedu typu:

order(o) =

order(cy — ... - 0, —0) =

Moc typu, oznaczana card(o), to liczba réznych za-
mknietych wyrazen tego typu w postaci normal-
nej (utozsamiamy wyrazenia rézniace sie jedynie
nazwami zmiennych zwigzanych). Napis o — 7

— 0 — T, gdzie o wystepuje k
0 k41

oznacza 0 — ...

razy. Formalnie: o

o — o* — 7. Udowodnij twierdzenie:

— T =T oraz o — T =

1. Jedli order(o) =1, to ¢ = 0 i card(o) = 0.

2. Jedli order(o) =2, to 0 = o — o

i card(o®f — 0) = k.

3. Jesli order(o) > 2, to card(o) =0 lub
card(o) = co. Ponadto card(c — 7) = o0
wtedy i tylko wtedy, gdy card(o) = 0 lub
card(7) = co.

I'Etity: 7

I'FXex:o0t:oc—T1

An term is closed if does not contain free variables.
We introduce the notion of the order of a type:

1 + max(order(oy), .. .,order(c,)).

The cardinality of a type, denoted card(o), is the
number of different closed terms of that type in
normal form (we identify terms that differ only in
names of bound variables). The formula o* — 7
stands for 0 — ... — ¢ — 7, where ¢ occurs k
times. Formally, ¢ — 7 = 7, and o**!

o — o% — 1. Prove the theorem:

— T =

1. If order(o) = 1, then 0 = 0 and
card(o) = 0.

2. If order(o) = 2, then o = oF — 0 and
card(o® — o) = k.

3. If order(o) > 2, then card(c) =0 or
card(o) = oco. Moreover card(c — 7) = oo if
and only if card(c) = 0 or card(r) = occ.



