Programowanie 2009

Lista zadan nr 8

Na zajecia 28-29 kwietnia 2009

Grupy zasadnicze

Zadanie 1 (1 pkt). Wyrazenia regularne maja
nastepujaca sktadnie abstrakcyjna:

e =

gdzie a € X, ¥ jest pewnym alfabetem. Wyraze-
nia regularne opisuja jezyki nad alfabetem 3. Wy-
razenie a opisuje jezyk zlozony z jednoliterowego
slowa a, € — jezyk zlozony ze slowa pustego, ()
— jezyk pusty, e1 - eo — jezyk ztozony ze stéw po-
staci wyws, gdzie stowo w; nalezy jezyka opisanego
przez wyrazenie e; (i = 1,2), e; +es — sume mno-
gosciowa jezykéw opisanych wyrazeniami eg i eg,
za$ e* — jezyk zlozony ze stéw postaci wy ... ws,,
gdzie n > 0 i w; naleza do jezyka opisanego wy-
razeniem e. Zdefiniuj semantyke denotacyjna tego
jezyka.

Zadanie 2 (1 pkt). Wzorujac si¢ na semantyce
naturalnej jezykéw programowania zdefiniuj se-
mantyke operacyjna wyrazen regularnych, tj. za-
daj zbiér regul wnioskowania dla sadéw postaci
e — w. Sad e — w powinien by¢ dowodliwy wtedy
i tylko wtedy, gdy w € [e].

Zadanie 3 (1 pkt). Rozwazmy nastepujacy je-

zyk wyrazen:

e =

& u= +[-|x/

gdzie n jest stalg catkowita, x — zmienna, zas wy-
razenie let ma podobne znaczenie, jak w Haskellu.
Zdefiniuj semantyke denotacyjna tego jezyka.

Zadanie 4 (1 pkt). Rozwazmy nastepujacy je-
zyk wyrazen:

~
|

)\(xh..

& u= +[=|x/

ale|d]e

n|x|e ®ey

nlx|e desx| fle,...
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Basic groups

Problem 1 (1 p). Regular expressions have the
following abstract syntax:

ceg el teq|e”

where a € X, ¥ is an alphabet. Regular expres-
sions describe languages over alphabet . Expres-
sion a stands for the language consisting of a sin-
gle letter word a, ¢ — the language consisting of
the empty word, ) — the empty language, e; - ey
— the language consisting of words of the form
wiws, where the word w; belongs to the language
described by the expression e; (i = 1,2), e; + e9
— the set union of the languages described by the
expressions e; and ey, and e* — the language con-
sisting of words of the form w; ... w,, where n > 0
and w; belong to the language described by the
expression e. Define the denotational sematics of
this language.

Problem 2 (1 p). Following the natural seman-
tics of programming languages define the opera-
tional semantics of the regular expressions, i.e.,
give a set of inference rules for judgements of the
form e — w. A judgement e — w should be prov-
able if and only if w € [e].

Problem 3 (1 p). Consider the following lan-
guage of expressions:

|let z=e; in ey

where n is an integer constant, x — a variable,
and the let expression has a similar meaning as
in Haskell. Define the denotational sematics of this
language.

Problem 4 (1 p). Consider the following lan-
guage of expressions:

,€n)

L Tp) — e



gdzie n jest stala calkowita, x — zmienna, za$ wy-
razenie A (z1,...,x,) — e ma podobne znaczenie,
jak w Haskellu. Zdefiniuj semantyke denotacyjna
tego jezyka.

Zadanie 5 (1 pkt). Wyrazenia arytmetyczne je-
zyka While rozszerzamy o operatory postinkre-
mentacji i postdekrementacji:

(&

Teraz wiec obliczenie wyrazen moze powodowac
skutki uboczne. Zadaj semantyke denotacyjna tak
rozszerzonego jezyka.

Zadanie 6 (1 pkt). Na wykladzie zadaliémy se-
mantyke denotacyjna fragmentu jezyka programo-
wania ktory nie zawieral operacji wejscia/wyjscia.
Jezeli program moze si¢ komunikowaé ze $wiatem
zewnetrznym, to stan obliczen nie jest w pelni opi-
sany przez zawarto$¢ pamieci, ale wymaga row-
niez uwzglednienia interakcji z otoczeniem. Niech
70 =€ ZFtY = Z x ZF, 7* = Uico 7ZF (skon-
czone, by¢ moze puste ciagi liczb catkowitych) oraz
Z¥ =7 x ¥ = []j—, Z (nieskonczone ciagi liczb
catkowitych). Przyjmujemy, ze (z,s) oznacza ciag
zlozony z liczby x 1 wszystkich elementéw (skon-
czonego lub nie) ciagu s. Kazdy niepusty ciag
liczb catkowitych mozna przedstawié¢ w tej postaci.
Stan obliczen z operacjami wejscia/wyjscia mozna
opisa¢ za pomoca krotki (m,4,0) € S x Z% x Z*,
gdzie m : A — Z jest stanem pamiegci, ¢ € Z“ re-
prezentuje nieskoniczony ciag danych wejéciowych,
zas o : Z* reprezentuje skonczony ciag danych wyj-
$ciowych wypisanych przez program. Zdefiniuj se-
mantyke denotacyjna jezyka z wyktadu wzboga-
conego o instrukcje read X oraz write e, gdzie
X jest identyfikatorem, za$ e wyrazeniem arytme-
tycznym.

Zadanie 7 (1 pkt). Rozwazmy program

where n is an integer constant, x — a variable, and
the expression A (z1,...,2,) — e has a similar
meaning as in Haskell. Define the denotational
sematics of this language.

Problem 5 (1 p). We extend the arithmetic ex-
pressions of the While language by postincremen-
tation and postdecrementation operators:

c|X|—-e|lede| X++| X--

Now a computation of expressions may cause side
effects. Define the denotational semantics of such
expressions.

Problem 6 (1 p). During the lecture we defined
the semantics of a fragment of a programming lan-
guage that did not contain any input/oputput op-
erations. If a program can communicate with an
outside world, than a state of computation is not
fully described by the contents of the memory, but
needs the interaction with the outside world to be
taken into consideration. Let Z° = ¢, ZFt1 =
Z x ZF, Z* = Jp—y Z" (finite, possibly empty se-
quences of integers) and Z* = Z x Z* = [[;2, Z
(infinite sequences of integers). Let (z,s) stands
for a sequence consisting of x and all elements of
a (finite or infinite) sequence s. Every nonempty
sequence can be represented in this way. A state
of computation with input/output operations can
be described by a tuple (m,i,0) € S x Z¥ x Z*,
(m,i,0) € S x Z* x Z*, where m : A — Z is
a memory state, i € Z“ represents an infinite se-
quence of input data, and o : Z* represents a fi-
nite sequence of output data written by a program.
Define the denotational semantics of the language
from the lecture extended by instructions read X
and write e, where X is an identifier, and e is an
arithmetic expression.

Problem 7 (1 p). Consider a program

p:

p1: y :=1;

p2: while x <> 0 do

P21t y =y *n;

P2g - X :=x - 1;
done

Przypuséémy, ze x,n € Dom(7) oraz 7(x) = 3. Wy-
znacz [P]r.

Zadanie 8 (1 pkt). Rozwazmy program

Assume that x,n € Dom(nw) and let 7(x) = 3.
Compute [P]r.

Problem 8 (1 p). Consider a program

D

p1: n := 3;

P2 : s :=1;

D3 : while n > 2 do

P31 : s 1= 2 % s;

P32t n:=n - 1;
done



Niech 7 bedzie dowolnym stanem pamieci. Wy-
znacz [p].

Grupy rozszerzone

Zadanie 1 (1 pkt). Udowodnij, ze F = (NN, C)
jest porzadkiem zupelnym. Udowodnij, ze funk-
cjonal dany wzorem

Let m be an arbitrary memory state.

[p].

Compute

Extended groups

Problem 1 (1 p). Prove that F = (N<N C) is
a CPO. Prove that the functional given by the
formula

1, where n =0,

o(f)(n) = {n ({(f?i% —dl),

jest ciagly na F. 7 odpowiedniego twierdzenia
o punkcie stalym wywnioskuj, ze istnieje najmniej-
sza funkcja spelniajaca réwnoscé

5 =0 a1,

Wyznacz f, = (L) dla k € N i zauwaz, ze silnia
faktycznie jest kresem gérnym ciagu (fx)ren-

Zadanie 2 (1 pkt). Powtérz czynnosci z po-
przedniego zadania dla réwnosci

L,

f("):{n.(n_l)-f(n—Q%

Zadanie 3 (1 pkt). Niech X bedzie pewnym
zbiorem. Udowodnij, ze relacja inkluzji jest po-
rzadkiem zupelnym na zbiorze X<¥ funkcji cze-
$ciowych o dziedzinie zawartej w zbiorze X.

Niech dla ustalonych f € {T,F}<X oraz g €
XX funkcjonal @ : XX — XX bedzie dany
wzorem

where n > 0 and n — 1 € Dom(f),
otherwise

is continuous on F. Infer from an appropriate fix
point theorem that there exist the smallest func-
tion satisfying the equality

where n = 0,
otherwise.

Compute f;, = ®¥(L) for k € N and note, that the
factorial is indeed the least upper bound of the

sequence (fx)ken-

Problem 2 (1 p). Repeat the tasks from the pre-
vious problem for the equation

where n = 0,
forn € {2k | k € N, }.

Problem 3 (1 p). Let X be a set. Prove that
the inclusion is a CPO on the set X% of partial
functions whose domains are subsets of the set X.

Let for fixed f € {T,F}<¥ and g € X=X the
functional ® : X<X — X <X be given by the for-
mula

x, where z € Dom(f) i f(z) =F,

(h)(z) = 4 hlg(x)),

undefined, w p.p.

(,undefined” oznacza, ze dana wartos¢ argu-
mentu z nie nalezy do dziedziny funkcji h, za-
tem Dom(®(h)) = {x € Dom(f) | f(x) = F} U
{z € Dom(f) N Dom(g) | f(x) = T Ag(x) €
Dom(h)}). Pokaz, ze @ jest funkcjonatem cigglym
na (XX C). Wywnioskuj stad, ze posiada naj-
mniejszy punkt staty.

Niech A bedzie przeliczalnym zbiorem adre-
sow i IT = Z* bedzie przestrzenig stanéw pamieci.
Rozwazmy zbiér C = {f : P — II | P C II} funkcji
czedciowych dzialajacych na zbiorze II. Z udowod-
nionego wyzej faktu wywnioskuj, ze relacja inklu-
zji na zbiorze C jest porzadkiem zupelnym oraz ze
dla dowolnych g € C oraz f : II — {T,F} operator
® : C — C dany wzorem

where z € Dom(f) N Dom(g), g(z) € Dom(h) i f(z) =T,

(“undefined” means that a given value of the argu-
ment x does not belong to the domain of the func-
tion h, so Dom(®(h)) = {x € Dom(f) | f(z) =
F} U{z € Dom(f) NDom(g) | f(z) =T Ag(x) €
Dom(h)}). Prove that the functional ® is contin-
uous on (X <X, C). Conclude that it possesses the
smallest fixpoint.

Let A be a countable set of addresses and 11 =
Z5* be the set of memory states. Consider a set
C = 1€ of partial functions acting over the set II.
Infer from the fact proved above that the inclusion
relation on C is a CPO and for arbitrary g € C and
f: I — {T,F} the operator ® : C — C given by
the formula

m, where f(m) =F,

O(h)(m) = 9 hlg(m),

undefined, otherwise

where m € Dom(g), g(7) € Dom(h) and f(7) =T,



jest ciagly. Istnieje zatem najmniejszy punkt staly is continuous. Therefore there exists the smallest
®, a wiec i réwnania stalopunktowego definujacego fixpoint of ®, and hence as well of the fixpoint

semantyke instrukcji while. Uzasadnij, ze przyje- equality defining the semantics of the while in-
cie najmniejszego punktu statego jako znaczenia  struction. Give an argument that choosing the
instrukcji while zgadza si¢ z zamierzonym zna- smallest fixpoint conforms to the intended mean-
czeniem instrukeji while, tj. ze dziedzina denota- ing of the while instruction, i.e., that the domain
cji instrukeji while jest zbidr tych stanéw pamieci, of the denotation of the while instruction is the
dla ktérych iteracja petli sie zatrzyma. Czy poza set of those memory states for which the iteration
najmniejszym sa jakies inne punkty state? Jaka se- of the loop stops. Are there any other fixpoints?
mantyke one definiuja? (Prosze sie nie martwié, je- What semantics do they define? (Do not worry if

zeli odpowiedz na ostatnie pytanie nie bedzie zbyt your answer to the last question is not very clever.)
madra).

Zadanie 4 (1 pkt). Denotacje instrukcji ~ Problem 4 (1 p). We can define the denotation

repeat p until b mozemy zdefiniowaé jako naj- of the instruction repeat p until b as the smallest
mniejszg funkcje [repeat p until b]] spelniajaca  function [repeat p until b] satisfying the follow-
nastepujaca zaleznosé rekurencyjna: ing recursive equation:

[p]m, if 7 € Dom([p]) and [b]([p]7) = T;

[repeat p until b]([p]w), if = € Dom([p]),

[repeat p until b]r = [p]7 € Dom([repeat p until b]),
and [b] ([p]7) = F;
undefined, otherwise.

Niech II bedzie przestrzenia stanéw maszyny. Zde- Let II be the set of states of the machine. Define
finiuj funkcjonat ® : IIS™ — TIST o tej wlasnoéci, a functional ® : IIS™ — TISM such that h € TIET
ze h € IS spelia podana wyzej zaleznosé reku- satisfies the recursive equation given above if and
rencyjng wtedy i tylko wtedy, gdy jest punktem only if it is a fixpoint of ®. Prove that ® is con-
stalym ®. Pokaz, ze @ jest ciagly. Wywnioskuj tinuous. Conclude (cite an appropriate theorem
stad (przytocz odpowiednie twierdzenie omawiane considered in the previous semester) that the defi-
w poprzednim semestrze), ze definicja denotacji nition of the denotation of the repeat instruction

instrukcji repeat jest poprawna. is correct.
Zadanie 5 (1 pkt). Rozwazmy program Problem 5 (1 p). Consider a program
y :=1;
while x <> 0 do
y :=y * n;
X :=x - 1;
done
Udowodnij, ze jesli m(x) > 0, to Prove that if w(x) > 0, then

[PIn(y) = m(n)"®.

Zadanie 6 (1 pkt). Wyrazenia bezkontekstowe  Problem 6 (1 p). Context-free expressions have

maja nastepujaca skladnie abstrakcyjna: the following abstract syntax:

e = xz|ale|l|er-ea]er+ea]|pxe
Wyrazenie px.e opisuje najmniejszy taki jezyk L, Expression pz.e describes the smallest such lan-
ze jest on rowny jezykowi opisanemu wyrazeniem e guage L that it is equal to the language described
w ktérym zmienna x oznacza jezyk L. Np. wyra- by the expression e where x stands for the language

zenie px.(e4+0-x - 1) opisuje jezyk {0™1™ | n € N}. L. E.g., the espression px.(e+0-z-1) describes the

Zadaj semantyke denotacyjna tego jezyka. Udo- language {0"1™ | n € N}. Define the denotational

wodnij, ze jest ona poprawna, tzn. ze denotacja sematics of this language. Prove that it is correct,

wyrazenia pzx.e zawsze istnieje. i.e., the denotation of the expression px.e always
exists.



Zadanie 7 (1 pkt). Wzorujac sie na seman-
tyce naturalnej jezykéw programowania zdefinuj
semantyke operacyjna zamknietych wyrazen bez-
kontekstowych, tj. zadaj zbiér regul wnioskowa-
nia dla sadéw postaci e — w, gdzie e nie za-
wiera zmiennych wolnych. Sad e — w powinien
by¢é dowodliwy wtedy i tylko wtedy, gdy w € [e].
Udowodnij réwnowaznos¢ semantyki denotacyjnej
z poprzedniego zadania i operacyjnej wyrazen bez-
kontekstowych.

Zadanie 8 (1 pkt). Niech ¥ bedzie alfabetem.
Wyrazenia regularne R(%, V) nad alfabetem ¥ ze
zbiorem zmiennych V' maja nastepujaca skladnia
abstrakcyjna:

e u=
Na (P(X*))™ wprowadzamy porzadek < wzorem

(Uy,...,U) < (Wi, ...

Niech V' = {X;}? , bedzie zbiorem zmiennych.
Gramatykg EBNF nazywamy uklad réwnan po-
staci

Problem 7 (1 p). Following the natural seman-
tics of programming languages define the opera-
tional semantics of closed context-free expressions,
i.e., give a set of inference rules for judgements of
the form e — w, where e contains no free vari-
ables. A judgement e — w should be provable if
and only if w € [e]. Prove the equivallence of the
denotational semantics from the previous problem
and operational semantics of the contex-free ex-
pressions.

Problem 8 (1 p). Let ¥ be an alphabet. The
reqular expressions R(3, V) over the alphabet
and a set of variables V have the following abstract
syntax:

X|a|[a1...an]|e|(ZH(61|eg)|el-eg|e’{|ef|el?

We introduce an ordering < on (P(X*))” putting

V) <= Vie{l,...,n} U; C V.

Let V = {X;}" , be a set of variables. An EBNF
grammar is a system of equalities of the form

{Xi=ei}iq,

gdzie e; € R(E, V), X; # X; dla i # j oraz
Ui, FV(e;) C {X;}™,. Krotka jezykéw definio-
wanych przez gramatyke EBNF nazywamy naj-
mniejsza (w sensie relacji <) krotke

(Lq,...
taka, ze

L, =
Udowodnij poprawno$¢ powyzszej definicji, tj. po-
kaz, ze najmniejsza krotka istnieje dla kazdego
uktadu réwnan.

Grupa zaawansowana

Zadanie 1 (2 pkt). Do zbioru instrukeji jezyka
While dodajemy nastepujace instrukcje:

gdzie [ jest zbiorem etykiet. Nazwijmy ten jezyk
,Goto”. Zadaj jego semantyke denotacyjna.

Zadanie 2 (2 pkt). Udowodnij, ze wyrazenia
bezkontekstowe, gramatyki bezkontekstowe i gra-
matyki EBNF opisuja te sama klase jezykdow.

where e, € R(E, V), X; # X; for i # j and
Ui, FV(e;) C {X;}™,. The tuple of languages
defined by a EBNF grammar is the smallest (with
respect to the < relation) tuple

s Ln) € (P(X7)"

such that

leilixi/ra)-
Prove the correctness of this definition, i.e., show
that such a tuple exists for every system of equal-
ities.

Advanced group

Problem 1 (2 p). We add the following instruc-
tions to the set of instructions of the While lan-
guage:

Jl:c|gotol

where [ is the set of labels. Let us call this language
“Goto”. Define the denotational semantics of it.

Problem 2 (2 p). Prove that context-free
expressions, context-free grammars and EBNF
grammars describe the same class of languages.



