Programowanie 2009

Lista zadan nr 6

Na zajecia 7-8 kwietnia 2009

Grupy zasadnicze

Zadanie 1 (1 pkt). Zlozenie funkcji zdefinio-
wano w Haskellu (podobnie jak w calej matema-
tyce) nastepujaco:

)
(f .

g x=1f (gx

Ponadto w Haskellu mamy operator aplikacji:

€))

f$x=1x
Oba operatory lacza w prawo, ,,.” ma priorytet
9 (najwyzszy), zas ,$” — 0 (najnizszy). Przypu-
$¢my, zeh x y = £(g x y). Ktére z ponizszych
rownosci sa prawdziwe?
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Basic groups

Problem 1 (1 p). The function composition has
been defined in Haskell (as in the whole mathe-
matics) in the following way:

(a ->b) > (c > a) > (c > b)

Besides, we have in Haskell the application opera-
tor:

(a->b) => (a -> D)

Both operators associate to the right, “.” has pri-
ority 9 (the biggest), but “$” — 0 (the smallest).
Let h x y = £(g x y). Which of the following
equalities are true?

h=fFf.¢g

h=£f$g

hx=1f. (g x)

hxy=((.g xy

hxy=f8$g8xy

hxy=f%$gx$y

hxy=f$gxy

h(Ex) fy)=h.fx$fy

Przepisz ponizsze wyrazenia nie uzywajac ope- Rewrite the expressions below not using the
ratoréw ,,.”7 i ,$7: operators “.” and “$”:

u.v.wdx.y$z
u$v.whx.y$z

Zadanie 2 (1 pkt). Pitagoras rozwazal tréj-
katy prostokatne o catkowitych dlugosciach bo-
kéw. Gdyby znal Haskella, byloby mu latwiej.
Zdefiniuj w Haskellu funkcje

f ::

ktéra dla podanego parametru n :: Integer
tworzy liste tréjek catkowitych liczb (a,b,c), ta-
kich,ze 1 <a<b<c<nia,b, csadlugosciami
bokéw tréjkata prostokatnego (jedyna trudnosé
w tym zadaniu polega na przypomnieniu sobie, ze
liczby a, b i ¢ sa dlugoéciami bokéw trojkata pro-
stokatnego wtedy i tylko wtedy, gdy a? +b% = c?).

Problem 2 (1 p). Pythagoras considered right
triangles with integer sides. If he had known
Haskell, it would have been easier for him. De-
fine in Haskell a function

Integer -> [(Integer, Integer, Integer)]

which, for a given parameter n :: Integer, cre-
ates a list of triples (a, b, ¢) of integers, such that
1<a<b<c<n,and a, b, c are the lengths of
the sides of a right triangle (the only difficulty in
this problem boils down to recalling that numbers
a, b and c are the sides of a right triangle if and
only if a? 4 b% = ¢?).



Zadanie 3 (1 pkt). Zaprogramuj w Haskellu
funkcje

f ::
ktora dla podanego parametru n :: Integer

tworzy liste wszystkich czworek (a, b, ¢, d), takich,
ze0<a,be,d<niad+b*=c?+d%

Zadanie 4 (1 pkt). Funkcje foldr i foldl zde-
finiowano w Haskellu nastepujaco:

foldr :: (a —>
foldr _ c [] =c¢
foldr (+) c (x:xs)

foldl :: (b —>
foldl _ ¢ [] = ¢
foldl (+) c (x:xs8) =

Uzywajac wylacznie funkcji foldr i foldl
(w szczegblnoscei nie uzywajac wyrazen listowych
»[ | 17 ani pomocniczych funkcji zdefiniowanych
rekurencyjnie) zapisz wyrazenia réwne nastepu-
jacym funkcjom standardowym (definicje funk-
cji standardowych znajdziesz w opisie preludium
standardowego):

Integer -> [(Integer,

Problem 3 (1 p). Define in Haskell a function

Integer, Integer, Integer)]

which, for a given parameter n :: Integer, cre-
ates a list of all quadruples (a,b,c,d) such that
0<a,b,c,d<nand a®+ b =c? + d>.

Problem 4 (1 p). The functions foldr and
foldl have been defined in Haskell as follows:

b->b) >b->[al] > b

x + foldr (+) c xs

a->b) >b->1[a] >b

foldl (+) (c + x) xs

Using exclusively the functions foldr and
foldl (in particular using neither the list compre-
hensions “ [ | 17, nor auxiliary functions defined
recursively) write expressions equal to the follow-
ing standard functions (the definitions of the stan-
dard functions can be found in the description of
the standard prelude):

map :: (a -> b) -> [a]l -> [b]

(++) la] —> [a] -> [al

unzip :: [(a,b)] -> ([al, [b])
filter :: (a -> Bool) -> [a] -> [a]
concat :: [[al]l —-> [al

length :: [a] -> Int

Zadanie 5 (1 pkt). Wykonaj polecenie z po-
przedniego zadania dla funkcji:

head ::
tail ::
last ::
init ::
null ::

Uwaga: to zadanie jest poniekad perwersyjne —
te funkcje jest wygodniej i znacznie efektywniej
zaprogramowac¢ wprost.

Zadanie 6 (1 pkt). Niech

type Var = String
data Expr =
(:+:) Expr
(:%:) Expr

Sin Expr |
infixl 7 :x:, :/:
infixl 6 :+:, :-

Aby méc czytelnie wypisywaé takie wyrazenia
uczyh typ Expr instancja klasy Show (zauwaz,
ze domyslna metoda show nie robitaby tego, co
chcemy).

Problem 5 (1 p). Do the same as in the previous
problem for the functions:

[a] -> a
[a]l -> [al
[a] > a
[a] —> [a]
[a] -> Bool
Remark: this problem is somehow perverse —

those functions can be more easily and much more
efficiently defined directly.

Problem 6 (1 p). Let

Const Integer | Var Var | Neg Expr |

Expr | (:-:) Expr Expr |
Expr | (:/:) Expr Expr |
Cos Expr | Ln Expr

To be able to output such expressions in a readable
form, make the type Expr an instance of the class
Show (note that the default method show would
not work as expected).



Zadanie 7 (1 pkt). Zaprogramuj funkcje Problem 7 (1 p). Define a function

eval :: [(Var, Double)] -> Expr -> Double

obliczajaca warto$¢ podanego wyrazenia. Pierw- that evaluates a given expression. The first pa-
szym parametrem funkcji eval jest lista asocjacji rameter of the function eval is an association list
zmiennych i ich wartosci liczbowych. of variables and their numerical values.

Grupy rozszerzone Extended groups

Zadanie 1 (1 pkt). Zaprogramuj funkcje Problem 1 (1 p). Define a function

diff :: Expr -> Var -> Expr
infix 5 ‘diff°

ktéra wyznacza pochodng podanej funkcji wzgle- which computes a derivative of a given function
dem podanej zmiennej, np. with respect to a given variable, e.g.

Sin (Const 2 :*: Var'"x") ‘diff‘¢ "x" —

Const 2 :*: Cos (Const 2 :*: Var"x")
W powyzszym przyktadzie popetnitem mate oszu- In the example above I cheated a little: if you
stwo: jesli zaprogramujesz reguly obliczania po- program the rules of differentiation according to
chodnych zgodnie z tym, czego nauczyles si¢ na what you have learned during a course of math-
zajeciach z analizy matematycznej, to wynik nie ematical analysis, then the result will not be so
bedzie tak tadny. Nie poprawiaj go jednak we- elegant. However do not improve it inside your

wnatrz funkcji diff. Zamiast tego rozwiaz kolejne  diff function. Solve the next problem instead.
zadanie.

Zadanie 2 (1 pkt). Zaprogramuj funkcje Problem 2 (1 p). Define a function

simplify :: Expr -> Expr
upraszczajaca wyrazenia. Wybierz pewien roz- that simplifies expressions. Choose a decent set of
sadny zbiér regul przepisywania, np. rewriting rules, e.g.

Const O :*: * — Const O
Const 1 :*x: ¢ — =«

Const 0 :(+: ¢ — =«

Niestety jezeli wyrazenia zawieraja funkcje prze- Unfortunately if expressions contain transcenden-
stepne, to nie istnieje dla nich rekurencyjna po- tal functions, then there is no recursive canonical
sta¢ kanoniczna, a sprawdzanie réwnoéci dwoch form for them and checking for equality of two ex-
wyrazen jest nierozstrzygalne. Nie ma wiec al- pressions is unsolvable. There is no, for example,
gorytmu, ktéry wyznaczatby np. najkrotsze wy- algorithm that finds the shortest expression equal

razenie réwne podanemu. Mozna wiec wykonywaé to a given one. One can only to perform some
tylko pewne uproszczenia, liczac na to, ze wynik simplifications, hoping that the result will be suf-
bedzie dostatecznie czytelny. ficiently readable.

Zadanie 3 (1 pkt). Drzewa czerwono-czarne, to  Problem 3 (1 p). The red-black trees are binary
binarne drzewa poszukiwan, ktorych kazdy wierz- search trees with nodes painted red and black:
chotek wewnetrzny jest pomalowany na czerwono

lub na czarno:

data RBT a = Red (RBT a) a (RBT a) | Black (RBT a) a (RBT a) | Leaf



Niezmienniki drzew czerwono-czarnych sa naste- The invariants of the red-black trees are the fol-

pujace: lowing:

1. Kazdy wierzchotek spetnia nastepujaca wta- 1. Every node has the following property: the
snosé: etykieta kazdego jego lewego potomka label of any of its left descendant is not
jest nie wieksza, za$ prawego — wieksza od greater, and of any of its right descendant
etykiety tego wierzchotka. is greater than the label of this node.

2. Korzen drzewa jest czarny. 2. The root of the tree is black.

3. Na kazdej Sciezce od korzenia do liscia wy- 3. All paths from the root to leaves contain the
stepuje tyle samo czarnych wierzchotkdw. same number of black nodes.

4. Zaden czerwony wierzcholek nie ma czerwo- 4. No red node has a red son.
nego syna.

Define a function
Zaprogramuj funkcje

insert :: Ord a => a -> RBT a -> RBT a

wstawiajaca element do drzewa czerwono-czarnego  that inserts an element to a red-black tree preserv-
w taki sposob, by byly zachowane wszystkie cztery ing all the invariants. (Hint: insert an element as
niezmienniki. (Wskazdwka: wstaw element tak, to an ordinary binary search tree and paint it red.
jak do zwyktego drzewa binarnych poszukiwan Doing this you could spoil the conditions 2 and
i pomaluj go na czerwono. Mogles zepsué¢ warunki 4. Restore the condition 4 properly rebuilding the
2 i 4. Warunek 4 przywroé przebudowujac odpo- tree, e.g.

wiednio drzewo, np.

Black (Red (Red t1 x t2) y t3) z t4

zastap przez replace with

Red (Black tl x t2) y (Black t3 z t4)

Taka przebudowe drzewa nazywa sie rotacjg. Such a rebuilding is called a rotation. Restoring
Przywrécenie warunku 4 nie narusza warunkéw  condition 4 does not violate the conditions 1 and
11 3. Na koniec w trywialny sposéb przywroé wa- 3. Finally restore in a trivial way the condition 2.

runek 2. Szczegély znajdziesz np. w Cormenie.)

Zadanie 4 (1 pkt). Udowodnij, ze drzewo  Problem 4 (1 p). Prove that a red-black tree
czerwono-czarne o n etykietach ma wysokosé with n labels has the hight of O(logn) (hint: note
O(logn) (wskazowka: zauwaz, ze najdluzsza that the longest path in the tree is no more that
$ciezka w drzewie jest co najwyzej dwa razy dluz- twice as long as the shortest one). Show an ex-
sza od najkrotszej). Pokaz przyklad, ze wstawie- ample that inserting n elements to an ordinary bi-
nie do zwyklego drzewa poszukiwan n elementéw nary search tree can last for €(n?) steps. Show
moze trwaé¢ Q(n?) krokéw. Pokaz, ze wstawienie  that inserting n elements to a red-black tree lasts
n elementéw do drzewa czerwono-czarnego trwa for O(n - logn) steps.

O(n - logn) krokéw.

Zadanie 5 (1 pkt). Termy pierwszego rzedu re- Problem 5 (1 p). In Haskell we represent the
prezentujemy w Haskellu w postaci typu first order terms in the form of a type

data Term = Var Variable | Term Symbol [Term var]
type Variable = String
type Symbol = String

Uczyn typ Term instancja klasy Show i klasy Read, Make the type Term an instance of the classes Show
tak, by mozna bylo wypisywaé i wezytywacé termy and Read so the terms can be read adn wtritten in
w notacji zblizonej do prologowe;j. a notation similar to used in Prolog.

Niech Let

type Substitution = [(Variable, Term)]



Zaprogramuj funkcje

unify ::

ktora wyznacza najogolniejszy unifikator pary ter-
moéw.

Zadanie 6 (1 pkt). Klauzule reprezentujemy
w postaci terméw zbudowanych przy uzyciu sym-
boli \+/1 (negacja) oraz ;/2 (alternatywa). Dana
jest lista klauzul. Zaprogramuj funkcje, ktéra wy-
znacza liste wszystkich rezolwent klauzul z poda-
nej listy.

Zadanie 7 (1 pkt). Wyrazenia w notacji postfik-
sowej to ciagi tokenéw. Tokenami sa liczby i ope-
ratory arytmetyczne:

Define a function

(Term, Term) -> Maybe Substitution

that computes the most general unifier of a pair of
terms.

Problem 6 (1 p). We represent clauses in the
form of terms built with the use of symbols \+/1
(negation) and ;/2 (disjunction). Given a list of
clauses. Define a function that computes a list of
all resolvents of clauses from the given list.

Problem 7 (1 p). Expressions in postfix nota-
tion are the sequences of tokens. Tokens are num-
bers and arithmetic operators:

data Token = Number Integer | Plus | Minus | Times | Div
type PostfixExpression = [Tokenl]

Wartoéé wyrazenia w notacji postfiksowej oblicza
sie przy uzyciu stosu:

The value of an expression in the infix notation
can be computed using a stack:

foldl eval empty where

calc :: PostfixExpression -> Integer
calc = fst . pop .
eval ::

IntegerStack -> Token -> IntegerStack

eval s (Number n) = push (n, s)
eval s binop = push ((case binop of

Plus -> (+)

Minus -> (-)

Times —> (%)

Div -> div) n2 nl, s2) where

Stos mozemy zaimplementowaé za pomoca listy:

(n1, sl1) = pop s
(n2, s2) = pop sl

We can implement stacks using lists:

type IntegerStack = [Integer]

empty :: [Integer]
empty = []
push ::

push (a, s) =a : s

(Integer, IntegerStack) -> IntegerStack

pop :: IntegerStack -> (Integer, IntegerStack)

pop (a : s) = (a, s)

choé¢ lepiej sparametryzowaé algorytm obliczania
wartosci wyrazen zmiennym typem nalezacym do
odpowiednio dobranej klasy specyfikujacej (poli-
morficzny) stos. Zaprogramuj taka klase i dostosuj
do niej przedstawiony wyzej algorytm.

but a better solution is to parametrise the algo-
rithm for computing a value with a variable type
belonging to some suitably chosen class that speci-
fies a (polymorphic) stack. Define such a class and
adjust to it the algorithm presented above.



Grupa zaawansowana

Zadanie 1 (2 pkt). Rozwazmy fragment jezyka
Haskell zwiazany z deklaracjami klas i ich instan-
cji:

aln—mn|Ta

w= (Ci7,..

Advanced group

Problem 1 (2 p). Consider a fragment of the
Haskell language with class and instance declara-
tions:

HCnTn) =T

0 == class C' o where mq ::

Ty ... Mk = Tk

| instance C' (T T) where m; = ey;...mg = e,

| dataTa=D17 | ... | Dy 7%
| fuTfpio P =en . o DE =em
w= x| D|ees
p u= x|Dpy...p

Dany jest program (ciag deklaracji §). Zakla-
damy, ze program jest poprawny pod wzgledem
typow. Zdefiniuj zachowujaca znaczenie translacje
tego programu do podzbioru jezyka nie zawieraja-
cego klas:

Given a program (a sequence of declarations ¢).
We assume that the program is type correct. De-
fine a meaning preserving translation of this pro-
gram to a subset of the language that does not
contain classes:

T aln — 1| Ta
0 = dataTa=D17" | ... | D7
k k
| fom fp%...pl:el;...fp}n...pm:em
e == x|D]eres

z|Dp1...pk



