Programowanie 2009 Programming 2009

Lista zadan nr 5  Problem set no. 5

Na zajecia 31 marca — 1 kwietnia 2009  Due April 1, 2009

Grupy zasadnicze Basic groups
Zadanie 1 (1 pkt). Zaprogramuj w Haskellu = Problem 1 (1 p). Define in Haskell a function
funkcje

roots :: (Double, Double, Double) -> [Doublel

wyznaczajaca liste miejsc zerowych tréjmianu which finds a list of roots of a quadratic function
kwadratowego o podanych wspotczynnikach. with given coefficients. Hint: the type Double be-
Wskazowka: typ Double nalezy do klasy Ord, longs to the class Ord, so the method
zdefiniowano wiec dla niego metode

compare :: Double -> Double -> Ordering

gdzie is defined for it, where

data Ordering = LT | EQ | GT deriving (Eq, Ord, Enum, Read, Show, Bounded)

W  preludium standardowym zdefiniowano tez A function

funkcje
sqrt :: (Floating a) => a -> a
a typ Double nalezy do klasy Floating. is also defined in the standard prelude and the type
Double belongs to the class Floating.
Zadanie 2 (1 pkt). Niech Problem 2 (1 p). Let

data Roots = No | One Double | Two (Double, Double) deriving Show
roots :: (Double, Double, Double) -> Roots

Zaprogramuj te funkcje. Czy jest lepsza niz po- Define this function. Is it better than the previous
przednia? Podaj argumenty za i przeciw. Sko- one? Give some pros and cons. Then comment
mentuj nastepnie funkcje o sygnaturach: functions having the following signatures:

roots :: Double -> Double -> Double —> [Doublel
roots :: [Double] -> [Double]

Zadanie 3 (1 pkt). Nie korzystajac z faktu, ze =~ Problem 3 (1 p). Not using the fact that the
typ Integer nalezy do klasy Show zaprogramuj Integer type belongs to the Show class define
funkcje a function

integerToString :: Integer -> String

Wskazowka: wykorzystaj funkcje Hint: use the function

unfoldr :: (b -> Maybe (a, b)) -> b -> [a]



z modulu List dang wzorem

unfoldr £ b =
case f b of
Nothing

gdzie

from the List module, defined by the formula

-> [
Just (a,b) -> a :

unfoldr £ b

where

data Maybe a = Nothing | Just a deriving (Eq, Ord, Read, Show)

Modul Char udostepnia funkcje

intToDigit ::

preludium standardowe oferuje funkcje

fromEnum ::

a typ Integer nalezy do klasy Enum.
Zadanie 4 (1 pkt). Zdefiniuj liste

nat2 ::
zawierajaca wszystkie pary nieujemnych liczb cal-

kowitych w kolejnosci okreslonej przez — znany z
dowodu tw. Cantora — porzadek

(T1,91) < (22,92) =

tj. takiej, ze
nat2 =
Wskazowka: definicja powinna zmiesci¢ sie w jed-
nym wierszu dlugoéci mniejszej niz 45 znakow. Za-

uwaz, ze suma wspélrzednych punktéw lezacych
na tej samej przekatnej jest stala.

Zadanie 5 (1 pkt). Zaprogramuj w Haskellu al-
gorytm sortowania przez proste wstawianie.

Zadanie 6 (1 pkt). Zaprogramuj w Haskellu al-
gorytm sortowania przez proste wybieranie.

Zadanie 7 (1 pkt). Zaprogramuj w Haskellu al-
gorytm Quicksort.

Grupy rozszerzone

Zadanie 1 (1 pkt). Zaprogramuj w Haskellu al-
gorytm Mergesort.
Zadanie 2 (1 pkt). Wykorzystaj funkcje

merge ::

The Char module exports the function

Int -> Char

the standard prelude offers the function

(Enum a) => a -> Int

and the Integer type belongs to the Enum class.

Problem 4 (1 p). Define a list

[(Integer,Integer)]

that contains all pairs of nonnegative integers or-
dered by the relation known from the proof of Can-
tor theorem:

T4y <z24y2V(T1 + Y1 =22 +y2 Ax1 < T2)

i.e., such that

£¢0,0),(0,1),(1,0,(0,2),(1,1),(2,0),(0,3),(1,2),(2,1),(3,0), ...]

Hint: the definition should fit in one line shorter
than 45 characters. Notice that the sum of coor-
dinates of points laying on on the same diagonal
is constant.

Problem 5 (1 p). Define in Haskell the insertion
sort algorithm.

Problem 6 (1 p). Define in Haskell the selection
sort algorithm.

Problem 7 (1 p). Define in Haskell the Quick-

sort algorithm.

Extended groups

Problem 1 (1 p). Define in Haskell the Merge-
sort algorithm.

Problem 2 (1 p). Use the function

Ord a => [a] -> [a] -> [a]



do rozwiazania problemu 2-3-5 Dijkstry: zdefiniuj
nieskonczony rosnacy ciag liczb catkowitych

d235 ::
zawierajacy liczbe 1 i taki, ze jesli n jest elemen-
tem tego ciagu, to sa nimi tez 2n, 3n i bn. Uwaga:
w odréznieniu od funkcji wykorzystanej w algoryt-
mie Mergesort, ta funkcja merge powinna usuwac
duplikaty.

Zadanie 3 (1 pkt). Rozwazmy binarne drzewa
poszukiwan

data Tree a =

Zaprogramuj w Haskellu nastepujace funkcje

Node (Tree a) a (Tree a)

to solve the Dijkstra 2-3-5 problem: define an in-
finite increasing sequence of integers

[Integer]
containing 1 and such that if n belongs to that
sequence, then so do 2n, 3n and 5n. Remark: in
contrast to the function used in the Mergesort al-

gorithm, this function merge should remove dupli-
cates.

Problem 3 (1 p). Consider binary search trees

| Leaf

Define the following functions in Haskell

insert :: Ord a => a -> Tree a -> Tree a
flatten :: Tree a -> [a]
treeSort :: Ord a => [a] -> [a]

Zadanie 4 (1 pkt). Binarne drzewa poszuki-
wan stuza jako efektywne reprezentacjami zbioréw
skonczonych. Przyjmuje si¢ wéwcezas, ze drzewa
nie zawieraja duplikatow. Zaprogramuj nastepu-
jace operacje:

type Set a = Tree a
empty :: Set a

isEmpty ::
singleton ::
fromList
union ::
intersection ::
member :: Ord a => a

Zadanie 5 (1 pkt). Zbiory, takze nieskonczone,
mozna reprezentowaé w postaci ich funkcji charak-
terystycznych:

newtype FSet a =

Zdefiniuj nastepujace operacje:

empty :: FSet a
singleton :: Ord a => a -
fromList :: Ord a => [a]
union ::

intersection ::

member ::

Zadanie 6 (1 pkt). Kopiec n-elementowy to
drzewo binarne, w ktérym k-ty element (1 < k <
n) znajduje sie¢ w wierzchotku na koncu $ciezki pro-
wadzacej od korzenia poprzez wierzcholki zgod-
nie z dwéjkowym rozwinieciem liczby k od naj-
mniej znaczacej cyfry do cyfry poprzedzajacej naj-
bardziej znaczaca jedynke. Cyfra 0 w rozwinie-
ciu oznacza, ze wybieramy lewego syna, 1 zas —
ze prawego. Np. 6. element kopca znajduje sie
w wierzchotku bedacym prawym synem lewego
syna. Kopiec spelia tez w kazdym wierzchotku
warunek kopca: etykiety synéw sg nie mniejsze niz
etykieta danego wierzchotka. Niech

Problem 4 (1 p). Binary search trees serve as ef-
fective representations of finite sets. It is assumed
that they do not contain duplicates. Define the
following operations:

Ord a => Set a -> Bool

Ord a => a —> Set a

:: 0rd a => [a] -> Set a

Ord a => Set a -> Set a -> Set a

Ord a => Set a -> Set a -> Set a
-> Set a -> Bool

Problem 5 (1 p). Sets, even infinite ones, can
be represented by their characteristic functions:

FSet (a -> Bool)

Define the following operations:

> FSet a
-> FSet a

Ord a => FSet a -> FSet a -> FSet a
Ord a => FSet a -> FSet a -> FSet a
Ord a => a -> FSet a -> Bool

Problem 6 (1 p). An n-element heap is a binary
tree, in which the k-th element (1 < k < n) is
placed in a node at the end of a path leading from
the root of the tree through nodes according to
the binary representation of the number k from
the least significant digit to a digit that precedes
the most significant one. The digit 0 means that
we choose the left son, 1 — that the right. E.g.,
the 6-th element of a heap is put in the node which
is the right son of the left son of the root. The heap
also satisfies in every node the heap condition: the
labels of the sons are not smaller than the label of
the node. Let



newtype Heap a =

gdzie konstruktor Heap przechowuje kopiec i liczbe
jego elementéw. Zaprogramuj w Haskellu nastepu-
jace funkcje

insert ::
getMin ::
heapSort ::
Zadanie 7 (1 pkt). Rozwazmy funkcje

foldr ::
foldr f z [] =z

Heap (Int, Tree a))

where the constructor Heap stores a heap and the
number of its elements. Define the following func-
tions in Haskell

Ord a => a -> Heap a -> Heap a
Ord a => Heap a -> Maybe (a, Heap a)
Ord a => [a] -> [a]

Problem 7 (1 p). Consider the function

(a->b->b) =>b ->[a] -=> b

foldr f z (x:xs) = f x (foldr f z xs)

Dla jakich par funkcji £ i £’ zachodzi réwnosé

unfoldr f’ (foldr

Grupa zaawansowana

Zadanie 1 (2 pkt). Rozwazmy maszyne RAM
przechowujaca w pamieci tylko do odczytu jedno-
kierunkows liste wiazana dlugosci n. Maszyna ma
dodatkowo m komérek pamieci do odczytu i za-
pisu. Zamierzamy odwiedzi¢ elementy tej listy
w kolejnosci od ostatniego do pierwszego. Latwo
zauwazyé, ze jesli mamy do dyspozycji m = Q(n)
dodatkowych komorek pamieci, to wystarczy od-
wroci¢ liste i przej$¢ odwrdcong liste w naturalne;j
kolejnosci. Czas dziatania takiego algorytmu wy-
nosi O(n). Latwo tez znalezé¢ algorytm, ktéry prze-
chodzi liste do tylu w statej pamieci, ale w czasie
kwadratowym. Pokaz, ze dla dowolnego ustalo-
nego k € N mozna przejs$¢ liste pod prad w czasie
O(n'TY*) uzywajac m = O(1) dodatkowych ko-
morek pamieci. Wskazowka: wymysl wpierw algo-
rytm, ktéry zuzywa m = O(y/n) komérek pamieci
i dziata w czasie O(n®/?).

Zadanie 2 (2 pkt). Zaprogramuj algorytm Mer-
gesort w Prologu i Haskellu. W Prologu uzyj list
roznicowych, by ograniczyé kopiowanie i Smiece-
nie. Jak mozna zmniejszy¢ Smiecenie w Haskellu?
Udowodnij, ze pesymistyczny czas dzialania algo-
rytmu oraz taczna liczba alokowanych komérek pa-
mieci wynosza O(nlogn). Ile komérek pamieci
jest jednocze$nie zywych (patrz nastepne zada-
nie)? Jaka jest gleboko$é rekursji.

Zadanie 3 (2 pkt). Aby opisaé zarzadzanie pa-
miecia w jezykach wysokiego poziomu (tutaj ,,je-
zyk wysokiego poziomu” to jezyk w ktérym pa-
mieé jest zarzadzana automatycznie) rozwaza sie
zwykle pamieé o adresach z pewnego nieskonczo-
nego abstrakcyjnego zbioru A. Na adresach wolno
wykonywaé jedynie operacje

For which pairs of functions £ i £’ the following
equation holds?

f z xs) = Xxs

Advanced group

Problem 1 (2 p). Consider a RAM machine
storing a singly linked list of length n in a read-
only memory. The machine has m additional
memory cells for reading and writing. We are go-
ing to visit all elements of the list from the last
to the first. It is easy to observe that if we have
m = Q(n) additional memory cells it suffices to re-
verse the list and visit all elements of the reversed
list in the natural order. The running time of this
algorithm is O(n). It is as well easy to find an al-
gorithm that traverses a list backward in constant
space but in quadratic time. Show that for any
constant k € N it is possible to walk through a
list backwards in time O(n'*/*) using m = O(1)
additional memory cells. Hint: first devise an al-
gorithm that uses m = O(y/n) memory cells and
runs in O(n%/?) time.

Problem 2 (2 p). Define the Mergesort algo-
rithm in Prolog and in Haskell. Use difference
lists in Prolog to mitigate copying and creation of
garbage. How can you mitigate creation of garbage
in Haskell? Prove that the pessimistic running
time of the algorithm and the total number of al-
located memory cells are O(nlogn). How many
memory cells are simultaneously alive (see next
problem). What is the recursion depth?

Problem 3 (2 p). To describe the memory man-
agement in high-level languages (here by a “high-
level language” we mean a language in which mem-
ory is managed automatically) one usually consid-
ers a memory with addresses taken from some infi-
nite abstract set A. The only permitted operations
on addresses are



new : (NUA)* — A

lookup

gdzie new(zy,...,x,) rezerwuje nowa komorke
pamieci i inicjuje ja krotka (z1,...,x,), za$
lookup(a,i) ujawnia i-ty sktadnik krotki przecho-
wywanej w komoéree o adresie a. (W jezykach im-
peratywnych mamy dodatkowo operacje

update

zmieniajaca zawarto$¢ komérki pamieci.) Poza pa-
miecig maszyna posiada tez ustalong liczbe reje-
stréw. Pamieé i rejestry mozna przedstawi¢ w po-
staci grafu skierowanego, ktérego wierzchotkami
sa rejestry i komérki pamieci, a krawedzie pro-
wadza od rejestrow i komoérek zawierajacych ad-
resy do komérek o tych adresach. Komoérka pa-
mieci jest ,zywa’, jesli jest osiagalna w tym grafie
7 pewnego rejestru maszyny. W przeciwnym ra-
zie komorka jest ,martwa’. Maszyne z abstrak-
cyjnymi adresami ttumaczymy do ,rzeczywistej”
maszyny RAM, ktérej komérki pamieci sa adre-
sowane liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze jesli
pewien algorytm dziala na maszynie z abstrakcyj-
nymi adresami w czasie ¢ i w kazdym momencie
jego dzialania jest nie wiecej niz m zywych ko-
morek pamieci, to jego wykonanie na maszynie
RAM mozna tak przeplataé operacjami usuwa-
nia nieuzytkéw, by calkowity czas dzialania wy-
niést O(t), a w kazdym momencie obliczenia po-
trzebna pamieé¢ maszyny RAM nie przekraczalta
O(m). Zatem analizujac zlozonosé algorytméw
mozemy przyjac, ze komputer dysponuje nieogra-
niczona pamiecia, a nieuzytki nie sa usuwane. Ta-
kie zalozenie nie zmienia bowiem klasy zlozonosci
algorytmu. Np. algorytm Mergesort zaprogramo-
wany w Prologu lub Haskellu rezerwuje ©(nlogn)
komérek pamieci (w odréznieniu od programu im-
peratywnego, ktéry dziala w pamieci O(n)), ale
w kazdej chwili jego dzialania zywe jest jedynie
O(n) komérek. Mozna go wiec przettumaczyé na
maszyne RAM dzialajaca w pamieci O(n) i w cza-
sie O(nlogn), jak w przypadku imperatywnym.

Zadanie 4 (2 pkt). Zaprogramuj w Prologu al-
gorytm sortowania list, ktéry dziala w czasie ocze-
kiwanym O(nlogn) i alokuje tacznie O(n) komé-
rek pamieci. Czy potrafisz ten algorytm zaprogra-
mowaé¢ w czystym Prologu (bez odcie¢, poréwny-
wania wskaznikéw itp.)? Czy potrafisz zaprogra-
mowacé algorytm, ktory dziala w pesymistycznym
czasie O(nlogn) i alokuje O(n) komérek pamieci?
Czy mozesz to samo zrobi¢ w Haskellu?

AxN— (NUA)

where new(z1,...,z,) allocates a fresh mem-
ory cell and initializes its contents with a tu-
ple (z1,...,2,), and lookup(a,i) returns the i-th
component of a tuple stored in a memory cell ad-
dressed with a. (In imperative languages one also
has the operation

Ax(NUA* = ()

that modifies the contents of memory cells.) Be-
sides memory the machine has also a fixed num-
ber of registers. The memory and registers can
be presented in the form of a directed graph, in
which vertices stand for memory cells and reg-
isters, and edges lead from register and memory
cells containing addresses to cells having those ad-
dresses. A memory cell is “alive” if it is reach-
able from some register in this graph. Otherwise
the memory cell is “dead”. The abstract pointer
machine is translated to a “real” RAM machine,
in which memory cells are addressed with natural
numbers. Prove that if an algorithm runs on the
abstract pointer machine in time ¢ and in every
moment of its computation the number of alive
memory cells does not exceed m, then its execu-
tion on the RAM machine can be interleaved with
operations of garbage collection so that the total
running time is O(t), and the amount of needed
memory cells does not exceed O(m) in every mo-
ment of the computation. Hence if we analyze the
complexity of algorithms we can assume that an
infinite memory is available for a computer and
garbage is not removed, because this assumption
does not change the complexity class of an algo-
rithm. For example the Mergesort algorithm pro-
grammed in Prolog or Haskell allocates ©(n logn)
memory cells (in contrast to an imperative pro-
gram which runs in ©(n) memory), but in every
moment of computation there are only O(n) alive
memory cells. Hence it is possible to translate such
program to the RAM machine that runs in O(n)
memory and O(nlogn) time, as in the imperative
case.

Problem 4 (2 p). Define in Prolog a list sorting
algorithm that runs in O(nlogn) expected time
and allocates O(n) memory cells in total. Can you
define such an algorithm in pure Prolog (without
cuts, pointer comparison etc.)? Can you define an
algorithm with pessimistic running time O(n logn)
which allocates O(n) memory cells? Can you do
the same in Haskell?



