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Grupy zasadnicze

Zadanie 1 (1 pkt). Napisz gramatyki bezkon-
tekstowe opisujace nastepujace jezyki nad alfabe-
tem ¥ ={0,1}:

Programming 2009

Problem set no. 3

Due March 17, 2009

Basic groups

Problem 1 (1 p). Define context-free grammars
describing the following languages over the alpha-
bet ¥ = {0,1}:

1. {07170" | n,m € N};
2. {0"1"0™ | n,m € N};
3. {0"1™0F | n,m,k € N,n < m};

W~

5. zbiér ciggéw zerojedynkowych, w ktorych
liczba zer i jedynek jest taka sama;

6. zbior ciagow zerojedynkowych zawieraja-
cych dwukrotnie wiecej zer niz jedynek.

Zadanie 2 (1 pkt). Gramatyka bezkontekstowa
jest prawostronnie liniowa, jezeli wszystkie jej pro-
dukcje sg postaci A — wB lub A — w, gdzie
w € X* oraz A,BeV.

Napisz gramatyki prawostronnie liniowe opisu-
jace nastepujace jezyki nad alfabetem ¥ = {0,1}:

. {(01)"0*" | n € N};

5. the set of zero-one sequences containing the
same number of zeros and ones;

6. the set of zero-one sequences containing
twice as much zeros as ones.

Problem 2 (1 p). A context-free grammar is
right-linear, if all of its productions are of the form
A — wBor A— w, where w € ¥* and A, B € V.

Define right-linear grammars describing the
following languages over the alphabet ¥ = {0, 1}:

1. {0?" | n € N}
2. {0"1™ | n,m € N};

3. zbiodr ciagdéw zerojedynkowych, ktore nie za-
wieraja trzech kolejnych jedynek;

4. zbiér ciaggéw zerojedynkowych, w ktorych
liczba zer jest parzysta, a jedynek — do-
wolna;

5. zbiér ciggéw zerojedynkowych, w ktorych
liczba zer jest parzysta, a jedynek — nie-
parzysta;

6. zbiér ciagdéw zerojedynkowych, w ktorych
roznica liczby zer i jedynek jest parzysta.

Czy mozna napisa¢ gramatyki bezkontekstowe po-
siadajace prostsze zbiory produkcji i opisujace po-
wyzsze jezyki?

Zadanie 3 (1 pkt). Zaprojektuj algorytm,
ktory dla podanej gramatyki bezkontekstowej roz-
strzyga, czy jezyk przez nig generowany jest nie-

pusty.

3. the set of zero-one sequences which do not
contain three consecutive ones;

4. the set of zero-one sequences containing an
even number of zeros and any number of
ones;

5. the set of zero-one sequences containing an
even number of zeros and an odd number of
ones;

6. the set of such zero-one sequences, that the
difference of the numbers of zeros and ones
is even.

Is it possible to define context-free grammars de-
scribing the aforementioned languages and having
simpler sets of productions?

Problem 3 (1 p). Devise an algorithm that de-
cides if a given context-free grammar generates
a nonempty language.



Zadanie 4 (1 pkt). Ponizsza gramatyka w nota-
cji BNF opisuje fragment sktadni jezyk C:

(declaration)

(type)

(declarator)

Wykaz ze powyzsza gramatyka nie jest jed-
noznaczna (znajdz napis dla ktérego istnieja dwa
rézne drzewa wyprowadzenia; narysuj te drzewa).
Konstrukecje [(number)] oraz ((type)) mozna
traktowaé jak operatory postfiksowe zaaplikowane
do (declarator). Zalézmy ze * jest operatorem
o nizszym priorytecie. Napisz gramatyke jedno-
znaczna ktora opisuje ten sam jezyk co powyzsza,
ale w ktérej sposéb rozbioru wyrazen jest zgodny
z okre$lonymi wyzej priorytetami. Zalézmy ze
w oryginalnej gramatyce uczynimy * operatorem
postfiksowym. Cazy i dlaczego tak zmieniona gra-
matyka jest jednoznaczna?

Zadanie 5 (1 pkt). Wszystkie operatory w Pas-
calu sg podzielone na cztery grupy pod wzgledem
priorytetu (od najmniejszego do najwigkszego):

< <=

Operatory binarne tacza w lewo. Dodatkowo
unarny operator — ma taki sam priorytet, jak bi-
narne operatory addytywne +, - i or i moze poja-
wié sie przed liczba i nawiasem otwierajacym, ale
nie po operatorze binarnym, np. -a oraz - (1+2) sa
poprawne, a+-b za§ — nie. Gramatyka bezkontek-
stowa Pascala nie rozréznia wyrazen réznych ty-
péw, lecz traktuje wszystkie operatory jednakowo
(wyrazenia niepoprawne w sensie typ6w sa odrzu-
cane w pézniejszych fazach kompilacji). Napisz
gramatyke BNF opisujaca wyrazenia w Pascalu.

Dla kazdego z ponizszych wyrazen w Pascalu
narysuj drzewo wyprowadzenia tego wyrazenia z
powyzszej gramatyki oraz abstrakcyjne drzewo
rozbioru tego wyrazenia.

i>20

Problem 4 (1 p). The BNF grammar below de-
scribes a fragment of the C programming language
syntax:

(type)(declarator) ;

int

char

* (declarator)

(declarator ) [ (number) ]
(declarator) ( (type) )
( (declarator) )

(name)

Prove that this grammar is ambiguous (find
a string which has two different derivation trees;
draw these trees). Constructs [ {(number)] and
((type) ) can be considered as postfix operators
applied to (declarator). Suppose that * is an op-
erator of a lower precedence. Write an unam-
biguous grammar describing the same language as
the grammar above which conforms to the stated
precedences. Suppose that in the original gram-
mar we change * to be postfix. If and why the
modified grammar is unambiguous?

Problem 5 (1 p). Pascal operators are divided
into four groups of priorities (from the lowest to
the highest):

<> >= > in
+ - or
/ div mod and

not

Binary operators associate to the left. Addi-
tionally the unary operator - has the same prior-
ity as the additive binary operators +, - and or,
and can occur in front of a number or the open-
ing parenthesis, but not after a binary operator,
e.g., —a and - (1+2) are legal expressions, but a+-b
is not. Pascal context-free grammar makes no
distinction according to types of expressions but
treats all operators in the same way (expressions
invalid with respect to types are rejected in later
compilation phases). Write a BNF grammar de-
scribing Pascal expressions.

For every expression below draw its derivation
tree and abstract syntax tree.

. (1 >= 0) and not p
i >= 0 and not p

. (i>= 0) and (x <> y)



Zadanie 6 (1 pkt). Napisz w notacji BNF jed-
noznaczng gramatyke opisujacg wyrazenia ztozone
z literalow caltkowitoliczbowych, identyfikatoréw,

Problem 6 (1 p). Write a BNF grammar de-
scribing expressions consisting of integer literals,
identifiers, parentheses and the following binary

nawiaséw i nastepujacych operatorow binarnych: operators:
operator associativity priority
- right 4
* left 3
+ left 2
< not associative 1
= not associative 1

Zadanie 7 (1 pkt). Literal zmiennopozycyjny w
Pascalu to napis nad alfabetem

Problem 7 (1 p). A floating-point literal in Pas-
cal is a word over the alphabet

E:{07172’3747576’7’8797+’_’e7 '}

nastepujacej postaci: na poczatku wystepuje
opcjonalnie znak + lub -, nastepnie niepusty ciag
cyfr 0...9, potem opcjonalnie czeé¢ utamkowa, tj.
kropka i niepusty ciag cyfr i na koncu opcjonalnie
wyktadnik, tj. znak e, opcjonalnie znak + lub - i
niepusty ciag cyfr. Co najmniej jeden napis spo-
$réd czesci utamkowej i wykladnika musi wystapié
(inaczej literal bedzie tzw. literatem catkowitolicz-
bowym). Zdefiniuj gramatyke BNF opisujaca je-
zyk literaléw zmiennopozycyjnych w Pascalu.

Zadanie 8 (1 pkt). Napisz w Prologu gramatyke
DCG odpowiadajaca gramatyce BNF z poprzed-
niego zadania. Wykorzystaj ja do zdefiniowania
predykatu, ktory zamienia literaly zmiennopozy-
cyjne na liczby zmiennopozycyjne.

Grupy rozszerzone

Zadanie 1 (1 pkt). Stowo x nad alfabetem {(,)}
jest ciggiem poprawnie rozstawionych nawiaséw,
jesli balance(x) = 0 i balance(y) > 0, dla kaz-
dego prefiksu y stowa z, gdzie balance(e) = 0,
balance(z () = balance(z) + 1 oraz balance(z)) =
balance(z) — 1. Dla przyktadu ((O ) ()) jest
ciagiem poprawnie rozstawionych nawiasow, zas
(00)) () nim nie jest. Udowodnij, ze gramatyka
G={M}HL{S}S5{S — (9,5 = 55,5 — €})
generuje zbior wszystkich ciggdw poprawnie roz-
stawionych nawiasow.

Zadanie 2 (1 pkt). Jaki jezyk generuje grama-
tyka G = (X, V, S, P), gdzie ¥ = {0,1}, V = {S},
za§ P ={S — 051,58 — 05,5 — €}7 Wykaz, ze
jest ona niejednoznaczna. Zdefiniuj jednoznaczna
gramatyke opisujaca ten sam jezyk. Udowodnij, ze
Twoja gramatyka jest jednoznaczna i ze generuje
ten sam jezyk.

having the following form: there is optionally + or
- sign at the beginning, then a nonempty sequence
of digits 0...9, then optionally the fractional part,
i.e., a period and a nonempty sequence of digits,
then optionally the exponent, i.e., the symbol e,
optionally + or - sign and a nonempty sequence of
digits. At least one of the fractional part and the
exponent should occur (otherwise it would be an
integer literal). Define a BNF grammar describing
the language of floating-point literals in Pascal.

Problem 8 (1 p). Define in Prolog a DCG gram-
mar corresponding to the BNF grammar from the
previous problem. Use it to define a predicate
which converts floating-point literals to floating-
point numbers.

Extended groups

Problem 1 (1 p). A word z over the alphabet
{(,)} is a sequence of properly distributed paren-
theses if balance(x) = 0 and balance(y) > 0,
for any prefix y of z, where balance(e) = 0,
balance(z () = balance(z) 4+ 1, and balance(z)) =
balance(z) — 1. For example ((() ) ) is a se-
quence of properly distributed parentheses, but
(O (O is not. Prove that the grammar G =
{1 {5} S, {S — (8,5 — 85,5 — €}) gen-
erates the set of all properly distributed sequences
of parentheses.

Problem 2 (1 p). What language is generated by
the grammar G = (X, V, S, P), where ¥ = {0,1},
V ={S}, and P = {S — 051,58 — 05,5 — €}?
Prove that this grammar is ambiguous. Devise
an unambiguous grammar that generates the same
language. Prove that your grammar is unambigu-
ous and that it generates the same language.



Zadanie 3 (1 pkt). Niech |w|p i |w|; oznaczaja
liczbe wystapien odpowiednio zer i jedynek w sto-
wie w € {0,1}*. Napisz gramatyke generujaca je-
zyk

L =

gdzie v < w oznacza, ze v jest prefiksem slowa w.
Prosze napisa¢ gramatyke na tyle prosta, by au-
tor rozwigzania moégl w rozsadnym czasie przeko-
na¢ widownie, ze jego gramatyka generuje jezyk,
o ktéry nam chodzi. Wskazéwka: nalezy wzoro-
wac sie na zadaniu 1, przy czy teraz definiujemy
balance(e) = 0, balance(z0) = balance(z) — 1 i
balance(z1) = balance(z) + 2.

Zadanie 4 (1 pkt). Rozwazmy gramatyke G =
(3,V, Xo, P), gdzie

{0,1},
{XO7X1a X2}7

>y =
|4
P

Ciagi zero-jedynkowe traktujemy jako zapisy
liczb naturalnych w postaci binarnej, tj. dla w =
wy ... w, € {0,1}* przyjmujemy

val(w) =

Udowodnij, ze dowolne slowo w € {0,1}* na-
lezy do £(G) wtedy i tylko wtedy, gdy val(w) jest
podzielne przez 3. Wskazowka: pokaz przez in-
dukcje wzgledem dlugosci stowa, ze dla dowolnego
stowa w € {0,1}* oraz i € {0,1,2} zachodzi w €
£(G;) wtedy 1 tylko wtedy, gdy val(w) =i mod 3,
gdzie G; = (3, V, X;, P) dlai=0,1,2.

Zadanie 5 (1 pkt). Pokaz, ze istnieje gramatyka
nieskoriczenie niejednoznaczna, tj. taka, ze istnieje
stowo posiadajace nieskonczenie wiele drzew wy-
prowadzenia z tej gramatyki.

Pokaz wiecej, ze istnieje taka gramatyka opi-
sujaca nieskonczony jezyk, ze dowolne stowo albo
nie ma wcale, albo ma nieskonczenie wiele drzew
wyprowadzenia z tej gramatyki.

Zadanie 6 (1 pkt). Niech

LiLy =

dla dowolnych jezykéw L; i Lo. Udowodnij, ze
jedynym jezykiem L C {0,1}* spelniajacym réw-
nosé

L

jest jezyk

Problem 3 (1 p). Let |w|p and |w|; stand for the
numbers of occurrences of, respectively, zeros and
ones in a word w. Write a grammar generating the
language

{w e {0,1}* : |w|o =2]w|1 A Yv < w.|v]p < 2|v|1},

where v < w means that v is a prefix of w. Your
grammar has to be simple enough so that you can
convince the audience in a reasonable time that
it generates the language we want. Hint: follow
the line of Problem 1 now defining balance(e) = 0,
balance(z0) = balance(z) — 1 and balance(z1) =
balance(z) + 2.

Problem 4 (1 p). Consider the grammar G =
(%,V, Xo, P), where

= {Xo — _XVQO7 X() — Xl]., XO — O,Xl — XQO, Xl — Xo]., X1 — ].,XQ — X10, X2 — X21 }

We treat zero-one sequences as binary rep-
resentations of natural numbers, i.e., for w =
wy ... wy € {0,1}* we take

n
E ’LUi2n_l.
i=1

Prove that a word w € {0, 1}* belongs to £(G)
if and only if val(w) is divisible by 3. Hint: prove
by induction on the length of a word, that for any
word w € {0,1}* and ¢ € {0,1,2} we have w €
£(G;) if and only if val(w) = ¢ mod 3, where G; =
(S,V, X;, P) for i = 0,1,2.

Problem 5 (1 p). Show that there exists an in-
finitely ambiguous grammar, i.e., such a grammar,
that there exists a word having an infinite number
of derivation trees from this grammar.

Prove even more, that there exists such a gram-
mar describing an infinite language, that any word
either has no or has infinite number of derivation
trees from this grammar.

Problem 6 (1 p). Let

{uv | uw e L1,v € Lo},

for any languages L; i Ls. Prove that the only
language L C {0,1}* satisfying the equality

{e} U{0}L{1}

is the language

{0"1" | n € N}.



Zadanie 7 (1 pkt). Niech L;,L, C {0,1}*
i niech € ¢ L. Znajdz jezyk L C {0,1}* spel-
niajacy réwnoé¢ L = L1 L U Ly. Wykaz, ze jest
to jedyne rozwiazanie. Pokaz, ze jezeli € € Ly, to
réwnosé¢ L = Ly LU L, ma wiecej niz jedno rozwia-
zanie. Co jest najmniejszym rozwigzaniem w tym
przypadku? Co jest najwiekszym?

Zadanie 8 (1 pkt). Gramatyka jest w postaci
Chomsky’ego, jezeli wszystkie jej produkcje sa po-
staci X — YZ lub X — a, gdzie X, Y i Z sa sym-
bolami nieterminalnymi, zas a jest symbolem ter-
minalnym. Zaprojektuj algorytm, ktory dla zada-
nej gramatyki w postaci Chomsky’ego sprawdza,
czy podane stowo a; ...a, nalezy do jezyka opisa-
nego ta gramatyka. Wykorzystaj technike progra-
mowania dynamicznego. Algorytm powinien wy-
znaczy¢ dla kazdego podstowa a;...a; (1 < i <
j < m) zbiér symboli nieterminalnych, z ktérych
daje sie to stowo wyprowadzi¢. Jest to latwe dla
podstow dlugosci 1. Dalej nalezy postepowaé in-
dukcyjnie. Stowo nalezy do jezyka generowanego
przez gramatyke, jedli symbol startowy gramatyki
nalezy do zbioru symboli, z ktérych dane stowo
daje sie wyprowadzié.

Grupa zaawansowana

Zadanie 1 (2 pkt). Oto fragment gramatyki opi-
sujacej deklaracje klas w pewnym jezyku progra-
mowania:

(class declaration)
(modifiers)

(modifier)

(access modifier)
(inheritance modifier)
(storage modifier) ::=

Wiaséciwy deklarator moze by¢ poprzedzony
ciagiem przymiotnikéow. Semantyka statyczna je-
zyka zawiera dodatkowo regute méwiaca, ze przy-
miotniki moga pojawic¢ sie w deklaracji klasy w do-
wolnej kolejnoéci, lecz nie moga jednoczesnie wy-
stapi¢ dwa przymiotniki nalezace do tej samej
grupy. Powyzsza gramatyka nie uwzglednia tego
ograniczenia. Uzasadnij, ze decyzja tworcoéw je-
zyka o przeniesieniu tego ograniczenia z opisu
sktadni do semantyki statycznej jest stuszna, gdyz
znacznie upraszcza opis gramatyki jezyka. Aby to
zrozumieé, rozwazmy nastepujacy problem. Niech
{a;,b;} dlai =1,...,n beda parami réznych liter
i niech ¥ = J_,{a;, b;}. Udowodnij, ze dowolna
gramatyka bezkontekstowa generujaca jezyk

L =

{ue X | |u

Problem 7 (1 p). Let L1, Ly C {0,1}* and € ¢
L;. Find a language L C {0,1}* satisfying the
equality L = L1 L U Ly. Prove it is unique. Show
that if € € Ly, then the equality L = LiL U Lo
has more than one solution. What is the smallest
solution in this case? What is the biggest one?

Problem 8 (1 p). A grammar is in Chomsky nor-
mal form if all of its productions are of the form
X —-YZor X — a where X, Y and Z are nonter-
minal symbols, and a is a terminal symbol. Devise
an algorithm which for a given grammar in Chom-
sky normal form checks if a given word a;...a;
belongs to the language generated by this gram-
mar. Use the dynamic programming method. For
any given subword a;...a; (1 < i < j < n) the
algorithm should find the set of nonterminals from
which this subword can be derived. It is straight-
forward for subwords of length 1. Then proceed by
induction. A word belongs to the language gener-
ated by the grammar if the starting symbol of the
grammar belongs to the set of symbols from which
this word can be derived.

Advanced group

Problem 1 (2 p). Here is a grammar describing
class declarations in some programming language:

(modifiers) (class declarator)
(modifiers) (modifier)
(empty)

(access modifier)
(inheritance modifier)
(storage modifier)
public | private
abstract | final
persistent | ephemeral

A proper declarator may be preceded by a se-
quence of adjectives. Additionally the static se-
mantics of the language contains a rule which
states that adjectives can occur in a declaration
in any order, but adjectives belonging to the same
group cannot occur simultaneously. The grammar
above does not impose this restriction. Give an
argument, that moving this restriction from syn-
tax description to static semantics is reasonable,
since it greatly simplifies the description of the lan-
guage. To understand this, consider the following
problem. Let {a;,b;} for i = 1,...,n be pairwise
disjoint letters and let ¥ = (J;_ {a;,b;}. Prove
that any context-free grammar that generates the
language

a; T |u|b1 < 1}



ma co najmniej 2 produkeji.

Zadanie 2 (2 pkt). Niech ¥ = {a, b},

has at least 22 productions.

Problem 2 (2 p). Let ¥ = {a, b},

balance(e) = 0
balance(wa) = balance(w) + 1
balance(wb) = balance(w) — 1
dla w € ¥* i for w € £* and
L = {weZX"|Vv<wbalance(v) > 0}
G = (%,{5},5,{S — €S — aShs,S — aS})
Gy = (E,{N},N,{N — ¢, N - aNbN})
G3

gdzie v < w oznacza, ze stowo v jest prefiksem
stowa w. Udowodnij, ze

1. £(Gy) =L,
2. £(Gs) =1L,

(&, {N,T},T,{N — ¢, N — aNON,T — ¢,T — aNbT, T — aT})

where v < w means, that the word v is a prefix
of w. Prove that

3. £(G2) = LN {w € ¥* | balance(w) = 0}.

4. (G1 nie jest jednoznaczna,
5. G jest jednoznaczna,

6. G3 jest jednoznaczna (wskazdwka: rozwaz
dwa drzewa wyprowadzenia pewnego stowa;
pokaz ze ich korzenie musza by¢ takie same;
dalej przez indukcje wzgledem struktury
drzew pokaz, ze drzewa te sa réwne).

Z powyzszych rozwazan wynika nastepujacy
wniosek: £(G1) = £(G3) i G3 jest jednoznaczna.
Opcjonalna fraza else w gramatyce

(instrukcja)

(instrukcja prosta)

powoduje, ze gramatyka ta jest niejednoznaczna.
Korzystajac z powyzszego wniosku napisz jedno-
znaczng gramatyke opisujaca ten sam jezyk, w kté-
rej fraza else jest wigzana z najblizszym niezwia-
zanym then.

Zadanie 3 (2 pkt). Rozwazmy gramatyke bez-
kontekstowa G = (X,V, S, P). Mé6wimy, ze gra-
matyka jest lewostronnie rekurencyjna, jezeli dla
pewnego symbolu A € V oraz pewnego stowa

u€e (BUV)* jest A £ ¢ Au. Pokaz, ze dla dowol-
nego jezyka bezkontekstowego istnieje gramatyka,
ktora go generuje i ktéra nie jest lewostronnie re-
kurencyjna. Wskazowka: pokaz, ze z kazdej takiej
gramatyki G, ze dla dowolnego symbolu A € V
jest (A — €) € P oraz nieprawda, ze A é}g A,
mozna usunaé¢ produkcje, ktére prowadza do re-
kursji lewostronnej.

4. (31 is ambiguous,
5. G2 is unambiguous,

6. G3 is unambiguous (hint: consider two
derivation trees of the same word; prove that
their roots have to be identical; continue by
induction on the structure of the trees to
show that the whole trees are identical).

From the considerations above we can conclude
that £(G1) = £(G3) and G3 is unambiguous.
An optional phrase else in the grammar

= if (wyraZenie logiczne) then (instrukcja) else (instrukcja)
| if (wyraZenie logiczne) then (instrukcja)
|

makes the grammar ambiguous. Use the conclu-
sion stated above and write an unambiguous gram-
mar describing the same language, in which the
else phrase matches the closest unmatched then.

Problem 3 (2 p). Consider a context-free gram-
mar G = (X, V, S, P). We say that the grammar is
left-recursive if for some symbol A € V' and a word
u € (XUV)* we have A ;>G Au. Show that for any
context-free language there exists a grammar that
generates this language and is not left-recursive.
Hint: show that we can remove productions that
lead to left recursion from any such grammar G,
that for any symbol A € V' we have (A —€) ¢ P

and it is not true that A §>G A.



Zadanie 4 (2 pkt). Wyprowadzenie u; = ug =
... = u, z gramatyki bezkontekstowej jest skraj-
nie lewe, jezeli dla kazdego ¢ < n jesli u; = u}Au
oraz u;,; = wjwuy, gdzie A — w jest produk-
cja gramatyki, to u} nie zawiera symboli nietermi-
nalnych (innymi stowy przepisaniu zawsze podlega
skrajny lewy symbol nieterminalny). Pokaz, ze
kazde stowo ma tyle samo drzew rozbioru i skraj-
nie lewych wyprowadzen (innymi stowy gramatyka
jest jednoznaczna wtedy i tylko wtedy, gdy kazde
stowo posiada co najwyzej jedno skrajnie lewe wy-
prowadzenie).

Zadanie 5 (2 pkt). Czy istnieja jezyki bezkon-
tekstowe, dla ktérych kazda gramatyka je opisu-
jaca jest nieskonczenie niejednoznaczna (patrz za-
danie 5 dla grup rozszerzonych)? Jedli nie, to czy
istnieje algorytm, ktéry dla danej gramatyki G bu-
duje gramatyke G’ opisujaca ten sam jezyk, jednak
taka, ze kazde stowo posiada tylko skonczenie wiele
drzew wyprowadzenia?

Zadanie 6 (2 pkt). Pokaz, ze kazdy jezyk
bezkontekstowy nie zawierajacy stowa pustego
mozna opisa¢ gramatyka bezkontekstowa w po-
staci Chomsky’ego (patrz zadanie 6 dla grup roz-
szerzonych).

Zadanie 7 (2 pkt). Zaprojektuj algorytm,
ktory dla podanej gramatyki bezkontekstowej roz-
strzyga, czy jezyk przez nig generowany jest nie-
skonczony.

Zadanie 8 (2 pkt). Udowodnij, ze jezyk bezkon-
tekstowy nad alfabetem ¥ = {a,b, ¢, d}:

L =

jest istotnie niejednoznaczny, tzn. nie istnieje jed-
noznaczna gramatyka, ktéra go opisuje.

Zadanie 9 (2 pkt). Gramatyka jest nieograni-
czenie niejednoznaczna, jezeli dla kazdej liczby n €
N istnieje stowo posiadajace co najmniej n drzew
wyprowadzenia. Jezyk jest nieograniczenie niejed-
noznaczny, jezeli kazda gramatyka, ktéra go opi-
suje jest nieograniczenie niejednoznaczna. Pokaz,
ze istnieje taki jezyk.

Zadanie 10 (2 pkt). Gramatyka bezkontek-
stowa G = (X, V, S, P) jest w postaci operatoro-
wej, jezeli kazda jej produkcja jest postaci X — w,
gdzie w # € i w nie zawiera dwoch sasiadujacych
symboli nieterminalnych. Pokaz, ze kazdy jezyk
bezkontekstowy nie zawierajacy stowa pustego po-
siada generujaca go gramatyke operatorowa.

Problem 4 (2 p). A derivation u; = us = ... =
Uy, from a context-free grammar is leftmost if for
any i < n if u; = wjAu; and wj, | = ujwuj, where
A — w is a production of the grammar, then u}
contains no nonterminals (in other words we al-
ways rewrite the leftmost nonterminal). Show that
any word has the same number of derivation trees
and leftmost derivations (in other words a gram-
mar is unambiguous if and only if every word has
at most one leftmost derivation).

Problem 5 (2 p). Are there any context-free lan-
guages, for which every context-free grammar is
infinitely ambiguous (see Problem 5 for extended
groups)? If not, does there exist an algorithm
which for a given grammar G builds a grammar G’
describing the same language but such, that any
word has only finitely many derivation trees?

Problem 6 (2 p). Prove that any context-free
language that does not contain the empty word
can be described by a grammar in Chomsky nor-
mal form (see Problem 6 for extended groups).

Problem 7 (2 p). Devise an algorithm which for
a given context-free grammar decides if it gener-
ates an infinite language.

Problem 8 (2 p). Prove that the context-free
language:

{a"b"c™d™ |n>1,m >1}U{a"b™c™d" |n>1,m > 1}

is inherently ambiguous, i.e., there is no unambigu-
ous grammar for this language.

Problem 9 (2 p). A grammar is unboundedly
ambiguous if for any number n € N there ex-
ists a word possessing at least n derivation trees.
A language is unboundedly ambiguous if any gram-
mar that describes this language is unboundedly
ambiguous. Show that there exists such a lan-

guage.

Problem 10 (2 p). A context-free grammar is in
operator form if all its productions have the form
X — w where w # € and w contains no two consec-
utive nonterminals. Prove that every context-free
language not containing the empty word possesses
a context-free grammar in operator form.



