Programowanie 2009

Lista zadah nr 13

Na zajecia 2-3 czerwca 2009

Grupy zasadnicze

W pierwszych szeéciu zadaniach rozwazamy alge-
bre termoéw pierwszego rzedu.

Zadanie 1 (1 pkt). Niech 6; < 05 jedli istnieje
takie podstawienie p, ze 1p = 65. Niech 6; ~ 65
jesli 01 < 03 i 03 < 6. Udowodnij, ze relacja
< na podstawieniach jest czedciowym praporzad-
kiem, relacja ~ jest relacja réwnowaznosci oraz ze
relacja < na klasach rownowazno$ci:

[01]~ < [02]~

jest poprawnie okreslona i jest czeSciowym porzad-
kiem.

Zadanie 2 (1 pkt). Méwimy, ze term s jest
ukonkretnieniem (konkretyzacjq, instancjg) termu
t i piszemy t < s, jezeli istnieje podstawienie 6,
takie, ze t = s. Mowimy, ze termy ¢ i s sa row-
nowazne i piszemy t ~ s, jesli t < sis <t Udo-
wodnij, ze relacja < na termach jest czeSciowym
praporzadkiem, relacja ~ jest relacja réwnowazno-
$ci oraz ze relacja < na klasach réwnowaznosci:

[t]~ < [s]~

jest poprawnie okreslona i jest czeSciowym porzad-
kiem.

Zadanie 3 (1 pkt). Udowodnij, ze s ~ t wtedy
i tylko wtedy, gdy termy s i t r6znia sie jedynie
nazwami zmiennych, tj. wowczas, gdy istnieje ta-
kie podstawienie § = [m/y”"]xeFV(s)’ 7€ Yy 7 Yzo
dla z1 # x4 oraz s = t.

Niech dane beda dwie rézne zmienne x i y.
Wyznacz zbiér par terméw (¢, s), dla ktérych
[x/t,y/s] = [x/t]ly/s]. Wyznacz zbiér par terméw
(t,s), dla kidryeh [y/s][z/t] = [2/4][y/s].

?

Zadanie 4 (1 pkt). Niech T' = {t, = sp}nen,
gdzie t,, s, € T(X,X). Pokaz, ze jezeli |X| < oo,
to istnieje unifikator I' wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje unifikator kazdego skonczonego podzbioru I'.
Pokaz, ze zalozenie o skonczonosci zbioru zmien-
nych jest istotne.
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Basic groups

In the first six problems we investigate the algebra
of first order terms.

Problem 1 (1 p). Let 6; < 05 if there exists
such a substitution p that 6,p = 65. Let 61 ~ 65
if 6; < 605 and 05 < 6. Prove that the relation <
defined on substitutions is a partial preorder, the
relation ~ is an equivalence relation, and a relation
< defined on equivalence classes:

e 01 <0y

is well defined and is a partial order.

Problem 2 (1 p). We say that a term s is an in-
stance of a term t and write ¢ < s if there exist
such a substitution 6, that td = s. We say that
terms t and s are equivalent and write ¢t ~ s if
t < s and s < t. Prove that the relation < defined
on terms is a partial preorder, the relation ~ is an
equivalence relation, and a relation < defined on
equivalence classes:

<~ t<s

is well defined and is a partial order.

Problem 3 (1 p). Prove that s ~ ¢t if and only
if terms s and t differ only in names of vari-
ables, i.e., when there exists such a substitution
0= [x/yx]xeFV(s) that y,, # Y., for x1 # xo and
s =t.

Let two different variables z and y be given.
Determine the set of pairs of terms (t,s), for
which [z/t,y/s] = [z/t]ly/s]. Determine the set
of such pairs of terms (¢, s), for which [y/s][z/t] =

[z /t)[y/s]-

Problem 4 (1 p). Let T' = {t, = s, }nen, where
tn,Sn € T(X,X). Show that if |X| < oo, then
there exists a unifier of I if and only if there exists
a unifier of every finite subset of I". Show that the
assumption about finiteness of X is essential.



Zadanie 5 (1 pkt). Przez rozmiar termu be-
dziemy rozumieé liczbe wystapienn symboli funk-
cyjnych i zmiennych w tym termie. Rozmiarem
réwnania t = s nazwiemy sume rozmiaréw ter-
moéw t i s, za$ rozmiarem podstawienia [x;/t;]7,
nazwiemy sume rozmiaréw termow t¢;. Pokaz, ze
istnieje réwnanie ¢t = s rozmiaru n, ktérego naj-
ogélniejszy unifikator ma rozmiar 2",

Zadanie 6 (1 pkt). Niech ¥ bedzie sygnatura
jednogatunkowsq, zas§ X zbiorem zmiennych. Roz-
wazmy dwa rodzaje par terméw: réwnosci, zapi-
sywane w postaci s = s’ 1 nierdwnosci, zapisywane
w postaci t # t'. Rozwigzaniem zadania

Problem 5 (1 p). The size of a term is the num-
ber of occurrences of function symbols and vari-
ables in it. The size of an equation t < s is the
sum of the sizes of terms ¢ and s, and the size of
a substitution [z;/t;]7_, is the sum of the sizes of
terms ¢;. Show that there exists an equation t = s
of size n whose most general unifier has size 2™

Problem 6 (1 p). Let X be a single-sorted signa-
ture, and X — a set of variables. We consider two
kinds of pairs of terms: equalities written s = s,
and inequalities written t # t'. A solution of
a problem

{si = s ULty #5170

jest takie podstawienie 6, ze s;0 = s.0 dla i =
1,...,n oraz t;0 # t;0 dla j = 1,...,m. Niech
R bedzie zbiorem rozwiazan powyzszego zadania.
Pokaz, ze jezeli R # (), to istnieje w R rozwigzanie
najbardziej ogdlne, tj. istnieje takie 8y € R, ze dla
kazdego 6 € R zachodzi 6y < 6. Podaj przyktad
ilustrujacy, iz — w odréznieniu od zwyktej unifi-
kacji — jesli 8y € R jest najbardziej ogbélnym roz-
wigzaniem, to istnieja podstawienia 6 > 6y, ktore
nie naleza do R.

Opisz algorytm znajdowania najogdlniejszego
rozwigzania powyzszego zadania i uzasadnij, ze
jest on poprawny.

W  kolejnych zadaniach rozwazamy rachunek
lambda z typami prostymi zadany regutami:

is such a substitution 6, that s;6 = s;0 for i =
L,...,n, and t;0 # t0 for j =1,...,m. Let R be
a set of solutions of the problem above. Show that
if R # (0, then there exists in R the most general
solution, i.e., there exists such 6y € R, that for
any 6 € R one has 0y < 6. Give an example
that — contrary to the ordinary unification — if
0y € R is the most general unifier, then there exist
substitutions 6 > 6y that do not belong to R.

Describe an algorithm for finding the most gen-
eral solution of the problem above and prove its
correctness.

In the following problems we consider the simply
typed lambda calculus given by the rules:

n= x| tite | At

o = al|op— o9
I'ttiiog—01 T'htyiog Tix:oibt:og
Ie:obzx:0o I'Ftits i oq I'EMXxt:01 — o9

Zadanie 7 (1 pkt). Wskaz, ktére wyrazenia po-
siadaja typ. Wyznacz ich typy gléwne i napisz
dowody uzywajac regul typowania. Uzasadnij dla-
czego pozostale wyrazenia nie maja typu.

1. \vy.x 12. Azy.zy(yx)
2. Azy.y 13. Azy.yxz(yx)
3. \ry.xx 14. dxy.x(yzx)
4. Axy.yx 15. Azy.y(yzx)
5. Azy.zyx 16. Azy.z(x(yx))
6. \vy.yrT 17. Aay.z(y(yz))
7. Avy.x(yx) 18. Aay.y(y(xx))
8. \zy.y(yz) 19. Azy.y(y(yz))
9. A\zy.yxxx 20. \zry.xyyyy
10. Azy.y(zy)z 21. dzy.x(zy)(zy)
11. dzy.y(yx)z 22. dzy.x(zy)(yzx)

Problem 7 (1 p). Indicate which terms are ty-
pable. Determine their principal types and write
proofs using the inference rules. Give arguments
why remaining terms are not typable.

34. \vy.x(z(z(zy)))
35. Aay.x(z(z(yx)))
(y(

23. Azry.x(yx )
)
) 36. Azy.x(z(y(zy)))
)

24. \xy.x(yzx

37. Axy.xy(yzx)

)

)
25. Azy.x(yz(zy
26. Azy.x(yx(yx (
(z(zy))
(

(

27. \xy.x(yrze 38. A\zy.xy

z(yx))
) 40. Azy.yz(xz(yx))
) 41. x.z(z(My.x))
) 42. dz.x(Ay.x(Az.2))
) 43. Az.x(Ay.yxx)
) 44. Az.x(Ay.y(Az.x))

(
(
(
(
(
28. Azy.y(yrrx 39. \zy.xy
29. \zy.x(y(zy)z
30. Azy.x(y(yz)x
31. Azy.x(z )
32. Axy.x(z(yxz)
33. Azy.z(y(yzx)



Zadanie 8 (1 pkt). (Pokaz mi swdj typ, a po-
wiem ci, kim jeste$.) Niech ¢ bedzie takim termem
w postaci f-normalnej, ze

Ft:a

Udowodnij, ze t = A\zy.x.
Grupy rozszerzone

Zadanie 1 (1 pkt). Udowodnij, ze jesliT' ¢ : o,
to FV(¢) 2 Dom(T"). Udowodnij, ze jesliI'; F¢: o
i Fl rFV(t) = FQ [FV(t), to FQ Ft:o.

Zadanie 2 (1 pkt). Udowodnij, ze jezeliT' -t : o
it=gs,tol'Fs:o.

Zadanie 3 (1 pkt). Pokaz, ze twierdzenie od-
wrotne do rozwazanego w poprzednim zadaniu nie
zachodzi, tj. z tego, ze t >3 s i s posiada typo-
wanie nie wynika, ze typowanie posiada t. Niech
I' =t : 0 bedzie typowaniem gléwnym t, ¢t =3 s
iV F s: 0 bedzie typowaniem gléwnym s. Jaka
zaleznos$é zachodzi miedzy (T',0) i (IV,0')?

Zadanie 4 (1 pkt). Udowodnij, ze jesli - ¢ : o,
to typ o rozumiany jako formula rachunku zdan
w ktorej zmienne typowe oznaczaja zmienne zda-

niowe a ,—” oznacza implikacje jest tautologia.

Zadanie 5 (1 pkt). Pokaz, ze istnieje wyrazenie
rozmiaru n, ktérego typ gtéwny ma rozmiar 29(?)
(wzoruj si¢ na podobnym przyktadzie dla zadania
unifikacji). Pokaz, ze typ gléwny wyrazenia roz-
miaru 7 ma rozmiar 20,

Zadanie 6 (1 pkt). Typ jest niepusty, jesli ist-
nieje zamknigte wyrazenie tego typu. Wsérdd ty-
pow podanych ponizej wskaz typy niepuste. Dla
kazdego z nich podaj przyklad zamknietego wy-
razenia, dla ktérego jest on typem gléwnym. Dla
pozostatych typow uzasadnij, dlaczego sa puste.

Problem 8 (1 p). (Show me your type and I'll
tell you who you are.) Let ¢ be such a term in
[-normal form that

— 03— a.

Prove that ¢t = A\zy.x.
Extended groups

Problem 1 (1 p). Prove that if I' F ¢ : o, then
FV(t) 2 Dom(I'). Prove that if Iy - ¢ : o and
Fl r FV(t) = FQ [ FV(t), then FQ Ft:o.

Problem 2 (1 p). Prove that if ' F ¢ : o and
t =g s, then'-s:0.

Problem 3 (1 p). Show that the converse the-
orem to the one proved in the previous problem
does not hold, i.e., the assumptions that ¢ =3 s
and that s has a typing do not imply that ¢ has
a typing. Let I' - ¢ : o be a principal typing for ¢,
t -5 s and I'" - s: ¢ be a principal typing for s.
How (T, o) corresponds to (IV,0")?

Problem 4 (1 p). Prove that if - ¢ : o, then
the type o considered as a propositional formula
where type variables stand for propositional vari-
ables and “—” is an implication is a tautology.

Problem 5 (1 p). Prove that there exists a term
of size n whose principal type has size 22(") (fol-
low a similar example for the unification problem).
Prove that a principal type of a term of size n has
size 20

Problem 6 (1 p). A type is inhabited if there
exists a closed term of that type. Indicate inhab-
ited types among types presented below. For ev-
ery such type give an example of a closed term for
which this type is principal. For remaining types
give arguments why they are not inhabited.

Zadanie 7 (1 pkt). Niech NF oznacza zbidr ter-

moéw w postaci G-normalnej. Pokaz, ze

l.a—a« . a—ma—fB—a 15. (a = fB) — B — «
2.a—a—a 9. a— (a—a) =« 16. (¢ ma—a)—a
. a—-fB—-a 10. a = (a— 08) — « 17. (e —=a) —a) > «
4. a—fF—p 11. a = (a— 8) = 18. ((a —a)—p)—p
5. (a— f) -« 12.a—=(—a)—a 19. ((a = p) = a) = «
6. a—a—a—a 18.a—=(B—a)—p 20. ((a—=p0)—pP)—a
T a—a—a—pf 14 (a—a)— -0

Problem 7 (1 p). Let NF stands for the set of

terms in f-normal form. Show that

{teNF|Ft:(a—a)— (a—a)} = {)\xy.x(”)y |neN}uU{iz.a}.



Innymi stowy termy typu

(@ —a) =

to liczebniki Churcha.

Zadanie 8 (1 pkt). Udowodnij, ze jesli term po-
siada typowanie, to posiada tez posta¢ normalna.
Wskazowka: zdefiniuj miare zlozonosci terméw
(zalezna od liczby i stopnia komplikacji redeksow),
uporzadkuj ja dobrym porzadkiem i opracuj stra-
tegie redukcji, ktora w kazdym kroku zmniejsza te
miare.

Grupa zaawansowana

Zadanie 1 (1 pkt). Zdefiniuj algorytm dziala-
jacy w czasie liniowym, ktéry dla danego problemu
unifikacji tworzy lambda wyrazenie, ktére posiada
typ wtedy i tylko wtedy, gdy dany problem unifika-
cji posiada rozwiazanie. Na wykladzie opisaliSmy
redukcje odwrotna. Zatem problemy unifikacji
i typowania sa réwnowazne wzgledem LINTIME-
redukcji. Czy potrafisz zdefiniowaé takie redukcje
dzialajace w logarytmicznej pamieci?

Zadanie 2 (2 pkt). Udowodnij, ze jesli term po-
siada typowanie, to jest mocno normalizowalny.

Zadanie 3 (1 pkt). Wskaz tautologie klasycz-
nego rachunku zdan bedaca pustym typem.

Zadanie 4 (2 pkt). Opisz algorytm, ktéry dla
podanego typu odpowiada na pytanie, czy typ ten
jest niepusty. Uwaga: odkrywanie tautologii kla-
sycznego rachunku zdan jest co-NP-zupelne. Ten
problem jest jeszcze trudniejszy: odkrywanie ty-
pow niepustych jest PSPACE-zupelne.

Zadanie 5 (2 pkt). Czy istnieje taki typ niepu-
sty, ze dla kazdego zamknietego termu nie jest on
jego typem gléwnym? Czy istnieje taki typ niepu-
sty, ze dla kazdego zamknietego termu w postaci
normalnej nie jest on jego typem gltéwnym?

In other words terms of type
(a—a)
are the Church numerals.

Problem 8 (1 p). Prove that if a term has a typ-
ing, then it has a normal form as well. Hint: define
a measure of complexity of terms (that depends on
the number and degree of complication of redexes),
order it by a well founded ordering and devise a re-
duction strategy which decreases this measure in
every step.

Advanced group

Problem 1 (1 p). Define an algorithm running
in linear time that for a given instance of the uni-
fication problem creates a lambda term that is ty-
pable if and only if the given unification problem
has a solution. During the lecture we described
a reduction in the opposite direction. Thus the
unification and typing problems are LINTIME-
equivalent. Can you define such reductions run-
ning in a logarithmic space?

Problem 2 (2 p). Prove that if a term has a typ-
ing, then it is strongly normalizing.

Problem 3 (1 p). Produce a tautology of the
classical propositional calculus which is not inhab-
ited as a type.

Problem 4 (2 p). Describe an algorithm which
for a given type decides if this type is inhabited.
Remark: discovering tautologies of the classical
propositional calculus is co-NP-complete. This
problem is even harder: discovering inhabited
types is PSPACE-complete.

Problem 5 (2 p). Does there exist such an in-
habited type, that it is not a principal type for any
closed term? Does there exist such an inhabited
type, that it is not a principal type for any closed
term in normal form?



