Programowanie 2009

Lista zadah nr 12

Na zajecia 26—27 maja 2009

Grupy zasadnicze

Zadanie 1 (1 pkt). Narysuj grafy redukcji na-
stepujacych lambda wyrazen:

. (Az.zzz)(\v.xz)

Uk W N~

Zaznacz w tych grafach $ciezki redukcji leniwej
i gorliwej oraz staba czolowa postaé¢ normalng po-
danych lambda wyrazen przyjmujac leniwg i gor-
liwa strategie redukcji.

Zadanie 2 (1 pkt). Znajdz termy, ktérych grafy
redukcji maja nastepujacy ksztatt:

-

Zadanie 3 (1 pkt). ZnajdZ termy, ktérych grafy
redukcji maja nastepujacy ksztatt:

R oeos

Zadanie 4 (1 pkt). Pokaz, ze dla kazdego termu
t istnieje taki term s, ze ts = s (tj. ze kazde lambda
wyrazenie posiada punkt staly). Pokaz, ze dla kaz-
dego termu t istnieje taki term s, ze ts = st. Po-
kaz, ze lambda wyrazenie

Yy =

jest operatorem punktu stalego, tj. ze dla kazdego
wyrazenia t zachodzi

Yt =3
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Problem 1 (1 p). Draw the reduction graphs of
the following lambda terms:

AL (Azf (zx)) (A f (z2))

. (Abxz.z(bbx))(Abrz.2(bbr))x

Indicate in these graphs the lazy and eager reduc-
tion paths and the weak head normal forms of the
given lambda terms assuming the lazy and eager
reduction strategies.

Problem 2 (1 p). Find terms whose reduction
graphs have the following shapes:

'

Problem 3 (1 p). Find terms whose reduction
graphs have the following shapes:

Problem 4 (1 p). Show that for any term ¢ there
exists such a term s, that ts = s (i.e., every lambda
term possesses a fixpoint). Show that for any term
t there exists such a term s, that ts = st. Show
that the lambda term

is a fizpoint operator, i.e., for every term t one has

HYL).



Zauwaz, ze nie prawdg jest, iz Yt =g t(Yt).
Znajdz lambda wyrazenie Y’ o tej wlasnosci, ze
dla kazdego wyrazenia ¢ zachodzi Y't =5 t(Y't).

Zadanie 5 (1 pkt). Niech R C X? bedzie relacja
binarna okreslong na pewnym zbiorze X. Pokaz,
ze jesli R jest konfluentna, to R* tez. Pokaz, ze je-
zeli R* jest stabo konfluentna, to jest konfluentna.
Wskaz przyklad takiej stabo konfluentnej relacji
R, 7ze R* nie jest stabo konfluentna.

Zadanie 6 (1 pkt). Udowodnij lemat o podsta-
wianiv dla lambda terméw: jezeli 1 ¢ FV(s2)
ix # 9, to

[z1/51][x2/52]

Zadanie 7 (1 pkt). Niech

Note that it is not true that Yt <5 t(Y't). Find
a lambda term Y such that for every term ¢ one
has Y't =5 t(Y"'t).

Problem 5 (1 p). Let R C X? be a binary re-
lation defined on some set X. Show that if R is
confluent, then so is R*. Show that if R* is weakly
confluent, then it is confluent. Give an example of
such a weakly confluent relation R, that R* is not
confluent.

Problem 6 (1 p). Prove the substitution lemma
for lambda terms:

[x2/82][x1/51[72/52]]-

Problem 7 (1 p). Let

|z 1,
ts| = [t +[s]+1,
Az.t] = 1+ |t
oraz and
diz) = 1,
d(ts) = max{d(t),d(s)} +1,
daz.t) = 1+d(¥).

Udowodnij, ze dla dowolnego termu ¢ zachodzi

2l

2FV(t)| - 1

Udowodnij, ze dla dowolnych terméw ¢ i s oraz
zmiennej x zachodzi

dta/s]) <

ltlz/s]| <
Zadanie 8 (1 pkt). Rozwazmy oméwiony na wy-
ktadzie problem kameleonéw siedzacych na galezi.
Niech A = {r, g, b} i rozwazmy nastepujaca relacje
redukcji:

rg
gr
rb
br
bg
gb
Pokaz, ze powyzszy system przepisywania stow nie
jest stabo konfluentny. Czy kazde stowo posiada
postaé normalna? Czy ten system jest zatrzymu-

jacy sie?

Ll

2 e o

Prove that for any term ¢ there is

< 240
< .

Prove that for any terms ¢ and s and a variable x
there is

d(t) + d(s),
(It +1)(|s| + 1) — 1.

Problem 8 (1 p). Consider the problem de-
scribed during the lecture of chameleons sitting
on a branch. Let A = {r,g,b} and consider the
following reduction relation:

Show that this word rewriting system is not weakly
confluent. Does every word possess a normal form?
Is this system terminating?



Grupy rozszerzone

Zadanie 1 (1 pkt). Pokaz, ze nie istnieje graf

redukcji o nastepujacym ksztalcie:

Zadanie 2 (1 pkt). Pokaz, ze jezeli relacja R
jest stabo konfluentna i zatrzymujaca sie (tj. nie
istnieje taki nieskonczony ciag (x,)nen € XY, ze
ZpRxp41 dlan € N), to R* jest konfluentna.

Zadanie 3 (1 pkt). Niech 7 (X%, V) bedzie algebra
terméw nad pewng sygnaturg i pewnym zbiorem
zmiennych, a A — zbiorem lambda wyrazen. De-
finiujemy reprezentacje symboli z sygnatury w ra-
chunku lambda: - : ¥ — A i przedtuzamy ja ho-
momorficznie na zbioér wszystkich termdw:

1 tn)
v

F(t,. ..

gdzie n jest pewng bijekcja przyporzadkowujaca
zmienne rachunku lambda zmiennym ze zbioru V.
Reprezentacja - jest zgodna ze zbiorem réwnosci E
wtedy i tylko wtedy, gdy

EFrt=s

Rozwazmy binarny symbol pair oraz unarne sym-
bole fst i snd. Oto specyfikacja rownosciowa par:

fst(pair(z
snd(pair(x,y))

Niech

pair =
Zdefiniuj fst i snd tak, by otrzymac reprezentacje
par w rachunku lambda zgodna z ich specyfikacja
rownosciowa.

Rozwazmy sygnature ¥ = {0/0,/1,+/2},
zbiér zmiennych X = {x,y, z, 21, x2, ...} i réwno-

$ci B

0+y
x4y
Zdefiniuj reprezentacje terméw ze zbioru 7 (X, X)

w rachunku lambda zgodna ze zbiorem réwno-
Sci E.

Extended groups

Problem 1 (1 p). Show that there is no reduc-
tion graph having the following shape:

Problem 2 (1 p). Show that if R is weakly con-
fluent and terminating (i.e., there is no such in-
finite sequence (zp)neny € X%, that x, Rx,41 for
n € N), then R* is confluent.

Problem 3 (1 p). Let 7(X,V) be the algebra of
terms over some signature with some set of vari-
ables, and A — the set of lambda terms. We define
a representation of symbols from the signature in
the lambda calculus: - : ¥ — A and extend it
homomorphically to the set of all terms:

n(v),

Ftr, .o tn),

where 7 is some bijection assigning variables from
the lambda calculus to variables from the set V.
A representation - conforms to a set of equalities F
if and only if

<~ 1 =g S.

Consider a binary symbol pair and unary symbols

fst and snd. Here is the equtional specification for
pairs:

y) = =
=Yy

Let
Aryz.2TY.

Define fst and snd so that this representation con-
forms to the equational specification of pairs.

Consider the signature ¥ = {0/0, /1,+/2},
the set of variables X = {z,y,z2,21,22,...} and
the equalities F:

Y,
(z+y).
Define a representation of terms from the set

7(3,X) in the lambda calculus which conforms
to the set E.



Zadanie 4 (1 pkt). Rozwazmy formuly ra-
chunku zdan opisane nastepujaca sktadnia abs-
trakcyjna:

¢ =
Niech

= I~

¢ nie zaw1eraJ@C63 zmlennych zdaniowych zacho-
dzilo:

([¢l=0=9¢ =5 L)A

Niech {p;}ien bedzie zbiorem zmiennych zdanio-
wych i niech ®, = {¢ | FV(¢) C {pi}'=)}, SAT
bedzie zbiorem formut spelnialnych, a TAUT —
zbiorem tautologii. Zdefiniuj odwzorowania

Problem 4 (1 p). Consider propositional formu-
las described by the following abstract syntax:

LT pl=¢|d1Veoa| o1 Ada| b1 = 2| d1 & ho

Let

Azy.y,
Ary.x.

without prop051t10na1 variables there is:

(el =1=¢ =5 T).

Let {p;}ien be a set of propositional variables and
let ®,, = {¢ | FV(¢) C {pi}i=y'}, SAT be the set
of satisfiable formulas, and TA UT — the set of
tautologies. Define maps

Sat, D, — A,
Taut,, d,, — A,
tak, by so that
(¢ € SAT = Satn(¢) =5 T) A (¢ & SAT = Satn(¢) =p L), ¢ € n,
(p € TAUT = Taut,(¢) =g T) A (¢ & TAUT = Taut,(¢) =5 L), P €D,

Zadanie 5 (1 pkt). Liczby naturalne bedziemy
reprezentowaé za pomoca tzw. liczebnikéw Chur-
cha:

Problem 5 (1 p). We will represent natural
numbers by so called Church numerals:

m = AMAz.fz,

gdzie

t0g
g

dla dowolnych terméw ¢ i s. Mowimy, ze funk-
cja f : N¥ — N jest \-obliczalna (wzgledem ko-
dowania liczb naturalnych za pomoca liczebnikdw
Churcha), jezeli istnieje takie lambda wyrazenie f,
ze dla wszelkich liczb naturalnych mq,...,my € N
zachodzi

f(ml,...,

Pokaz, ze A-obliczalne sa: nastepnik, poprzednik,
cztery podstawowe dzialania arytmetyczne (przyj-
mujac, ze n—m = 0 dla n < m i ze poprzednikiem
0 jest 0 i rozwazajac dzielenie calkowite), potego-
wanie i funkcje

mk)

sgn(n) =
lt(n,m) =

eq(n,m)

=g fm..

t
i
-

where

S’
(™),

for any terms t and s. We say that a function
f: N¥ — N is A\-computable (with respect to the
coding of natural numbers by Church numerals) if
there exists such a lambda expression f that for
all natural numbers my, ..., my; € N one has

Show that the following functions are A-definable:
the successor, predecessor, four basic arithmetic
operations (assuming that n —m = 0 for n < m,
the predecessor of 0 is 0, and considering the inte-
ger division), exponentiation and functions:

if n >0,

otherwise,
if n <m,
otherwise,
if n =m,
otherwise.



Zadanie 6 (1 pkt). Rozwazmy sygnature
K = {S/0,K/0,-/2}, zbiér zmiennych X =
{z,y,2,x1,2T2,...} 1 réwnosci CL:

(operator - wiaze w lewo). Teoria ta nazywa sie
rachunkiem kombinatorow. Odzworowanie

fn =
I

wydaje si¢ by¢ reprezentacja kombinatoréw w ra-
chunku lambda. Istotnie, zachodzi nastepujaca
implikacja:

CLkt=s
ale odwrotna implikacja jest falszywa. Wskaz
przyktad, dla ktorego nie zachodzi. Zdefiniuj od-
wzorowanie *: A — T (I, X) takie, ze

CLFt=s3s

dla dowolnych terméw ¢,s € A. Odwzorowanie
~ nie musi byé odwrotne do -, ale dla dowolnego
termu ¢ powinno by¢

®)

Zadanie 7 (1 pkt). Na zbiorze lambda wyrazen
zadanych ponizsza sktadnia abstrakcyjna

t =

okreélamy nastepujace funkcje:

Problem 6 (1 p). Consider the signature
K = {S/0,K/0,-/2}, the set of variables X =
{z,y,2,21,22,...} and the equalities CL:

(x-2)-(y-2)

(the operator - associates to the left). This theory
is called the calculus of combinators. The map

Azy.x,
= Axyz.az(yz),
= Azry.zy

seems to be a representation of combinators in the
lambda calculus. Indeed, the following implication
holds:

= =3 8,
but the converse implication is false. Give an ex-
ample for which it does not hold. Define a map

A — T(K,X) so that

— t=3s,

for all terms ¢,s € A. The map * may not be the
inverse of -, but for any term ¢ there should be

=5 t.

Problem 7 (1 p). On the set of lambda terms
specified by the abstract syntax given below

x| sr|Az.s

we define the following functions:

{Lo | o € path(s)} U{Ro | o € path(r)}

FV(z) = {«}
FV(sr) = FV(s)UFV(r)
FV(Az.s) = FV(s)\{z}
BV(z) = 0
BV(sr) = BV(s)UBV(r)
BV(Az.s) = BV(s)U{x}
path(z) = {e}
path(sr) =
path(Az.s) = {x0|o € path(s)}
occ(t,e) = t
occ(sr,Lo) = occ(s,0)
occ(sr, Ro) oce(r, o)



occ(Ax.s,*0) = occ(s,0)

free(z,z) = {e}

free(y,z) = 0, x#y

free(sr,z) = {
free(Az.s,z) = 0

free(A\y.s,z) =

bound(y,z) = 0

bound(sr, x)

bound(Az.s,z) =
)

bound(\y.s, ©

freeOcc(t) =
z€FV (1)
boundOcc(t) =
z€BV(t)
binder(sr, L) = Lbinder(s,
binder(sr, Ro Rbinder(r,

binder(\z.s, xo ©

)
)
)
binder(\y.s, *o)

Wyraz za pomoca podanych wyzej funkcji na-
stepujaca definicje relacji a-réwnowazno$ci: termy
71 1 7o sa a-réwnowazne, jesli:

1. zbiory $ciezek termow 7y i ro sa réwne;

2. zbiory wystapien zmiennych wolnych w ter-
mach r; i ry sa réwne; zbiory wystapien
zmiennych zwiazanych w termach ry i ro sa
réwne;

3. jesli o jest wystapieniem zmiennej wolnej
w termie 7, to zmienne wystepujace na
Sciezce o w termach 71 i 9 sg roéwne;

4. jedli o jest wystapieniem zmiennej zwiazanej
w termie 71, to wystapienia wigzace zmienng
wystepujaca na $ciezce 0 w termach r1 i 7o
sg réwne.

Udowodnij, ze tak okreélona relacja =, jest re-
lacja réwnowaznosci.

Zadanie 8 (1 pkt). Niech tg bedzie lambda wy-
razeniem, a S skonczonym zbiorem zmiennych.
Pokaz, ze istnieje taki regularny term ¢t =, to, ze
zadna zmienna ze zbioru S nie jest zwiazana w ¢.

{0 | o € free(s,z)},

o)
o)

o { * binder(s, o),

= xDbinder(s, o),

Lo | o € free(s,x)} U{Ro | o € free(r,z)}

TFY

= {Lo |0 €bound(s,z)} U{Ro | o € bound(r,z)}
{*0 | o € bound(s, z) U free(s, z)}
{*0 | 0 € bound(s, z)},

U free(t, x)

TFy

U bound(t, x)

if binder(s, o) is undefined
otherwise

TFy

Express the following definition of the a-
equivalence relation using the functions defined
above: terms r; and 7y are a-equivalent if:

1. the sets of paths in terms 7 and ro are equal;

2. the sets of free variable occurrences in terms
r1 and ro are equal; the sets of bound vari-
able occurrences in terms r; and ro are equal,;

3. if o is a free variable occurrence in ry,, then
variables occurring on the path ¢ in terms
r1 and ro are equal;

4. if o is a bound variable occurrence in r; and
ro, then the binder of ¢ in 7 is equal to the
binder of ¢ in .

Prove that the relation =, defined this way is
an equivalence relation.

Problem 8 (1 p). Let ¢ty be a lambda term, and
S a finite set of variables. Show that there exists
such a regular term t =, tg, that no variable from
S is bound in t.



Grupa zaawansowana

Zadanie 1 (2 pkt). Rozwazmy jezyk ,,While” za-
dany nastepujaca skladnia abstrakcyjna:

n € Z

) ylx1|x2]x3]...
a == nli|a ®ag

D = —|—|—|><|div|m0d
b == a1Qaz]|b|b @b
© = <|<[z2]>|=]#
@ == V][A

c

Advanced group

Problem 1 (2 p). Consider the “While” lan-
guage given by the following abstract syntax:

n= x:=alcy ;co|if bthency else ¢y | whilebdoc

Funkcja czeéciowa f : N¥ — N jest While-ob-
liczalna jezeli istnieje taki program cy w jezyku
»While” | ze

f(ml,...

dla wszelkich mq,...,mg € N. Pokaz, ze funkcja
jest ,While”-obliczalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest A-obliczalna.

amk) -

Zadanie 2 (2 pkt). Niech E bedzie dowolnym
zbiorem rowno$ci na termach z pewnego zbioru
T(X,V). Czy zawsze istnieje reprezentacja ter-
moéw w rachunku lambda zgodna z E?

Zadanie 3 (2 pkt). Rozwazmy system przepisy-
wania termow pierwszego rzedu zlozonych ze stalej
S 1 binarnego symbolu - (ktéry, podobnie jak w al-
gebrze, bedziemy opuszczad), zadany nastepujaca
reguta redukcji:

Sryz —

(tj. rachunek kombinatoréw ograniczony do sym-
bolu S). Czy system ten jest zatrzymujacy sie?

([es]lx1

A partial function f : N*¥ — Nis While-computable
if there exists such a program cy in the “While”
language, that

—my,...,xk — mg])(y),

for all ny,...,ny € N. Show that a function
is “While”-computable if and only if it is A-
computable.

Problem 2 (2 p). Let E be an arbitrary set of
equalities on terms from some set 7 (%, V). Does
there always exist a represetation of terms in the
lambda calculus that conforms to E?

Problem 3 (2 p). Consider the rewriting system
of first order terms built from a constant S and
a binary symbol - (which, as in algebra, we will
omit), given by the following reduction rule:

z2(yz)

(i.e., the calculus of combinators restricted to the
symbol S). Is it terminating?



