Programowanie 2009

Lista zadah nr 10

Na zajecia 12-13 maja 2009

Niech ¥ bedzie sygnatura jednogatunkowa. Przy-
pomnijmy system wnioskowania dla teorii réwno-
Sciowych:

EFrt=s EFrr=s

Programming 2009

Problem set no. 10

Due May 13, 2009

Let ¥ be a single sorted signature. Let us recall
the proof system for equational theories:

EFrFs=t Frs=t EFu=v

FErEt=t EFks=t

Reguta indukcji:

{ E,(t=s)[x/c1],...,(t = s)[r/cor(p)] Fina (t = s)[x/f(c1,. .,

ErFr=t

E t ulz/s] = v]z/t]
The induction rule:

Car(f))] }feF

E"indt:S

gdzie ¢; to stale Skolema, a I' C X jest takim
podzbiorem sygnatury, ze dla kazdego termu sta-
lego t € T(%,0) istnieje taki term s € 7 (T, 0), ze
E +t =s. W szczegblnosci I' moze by¢ zbiorem
konstruktorow. Regula indukcji jest prawdziwa je-
dynie w algebrach osiagalnych.

Grupy zasadnicze

Rozwazmy nastepujaca specyfikacje algebra-
iczna list liczb naturalnych:

where ¢; are Skolem constants, and I' C ¥ is such
subset of the signature, that for any ground term
t € T(X,0) there exists such term s € 7(T,0),
that F F ¢t = s. In particular a set of constructors
may be taken for I'. The induction rule is valid
only in reachable algebras.

Basic groups

Consider the following algebraic specification
for lists of natural numbers:

Sorts: nat, list
Functions: 0,1 :: nat
(+) :: nat X nat — nat  (infixl 6)
nil :: list
(:) :: nat x list — list  (infixr 5)
(H) :: list x list — list  (infixr 5)
rev :: list — list (prefix 10
len :: list — nat (prefix 10
Equations: 0O+z=2

)

)

(
x+0==x (
(@+y)+z=a+(y+2) (
nil # xs = xs (
(x:xs) H ys =z : (zs+ ys) (
rev(nil) = nil (
rev(x : xs) = rev(zs) H (x:nil) (
len(nil) =0 (
len(x: xs) = 1 + len(zs) (

where x,y,z :: nat
x8, ys :: list

Przyjmujemy semantyke algebry poczatkowe;j.
W ponizszych zadaniach udowodnij, ze podane
réwnosci zachodza w algebrze poczatkowej. Twoj
dowdd moze by¢ nieformalny, ale musisz uzasadnié
kazdy krok rozumowania (wskazaé regule wniosko-
wania i/lub aksjomat).

We assume the initial algebra semantics. Prove
that given equalities in problems below hold in the
initial algebra. Your proof can be informal, by you
have to justify every step of your reasoning (to
indicate an inference rule and/or an axiom).



Zadanie/Problem 1 (1 p). xs+ nil = zs.

Zadanie/Problem 2 (1 p). rev(zs) + rev(ys) = rev(ys 4 xs).

Zadanie/Problem 3 (1 p). len(zs+ ys) = len(zs) + len(ys).

(
Zadanie/Problem 4 (1 p). len(rev(zs)) = len(zs).
(rev(zs

Zadanie/Problem 5 (1 p). rev(rev(xs)) = xs.

Zadanie 6 (1 pkt). Niech

Problem 6 (1 p). Let

C =vwhile Y<=R do R:=R-Y; Q:=Q+1; done.

Wyznacz wp (C, R< YAX=R+Y-Q). (Warunek
koncowy oznacza, ze Q jest ilorazem a R reszta z
dzielenia X przez Y.) Dla jakich asercji ¢ jest praw-

dziwe {¢}C{¢}?
Zadanie 7 (1 pkt). Niech

Calculate wp (C, R< YAX=R+Y-Q). (The final
condition means that Q is the quotient, and R the
remainder of X divided by Y.) For which assertions

¢ there is {¢}C{¢}?
Problem 7 (1 p). Let

data Term sig var = Var var | FunSym sig [Term sig var]

bedzie gramatyka abstrakcyjna opisujaca termy
nad sygnatura sig :: * ze zbiorem zmiennych
var :: *. Dla ustalonej sygnatury sig typ
Term sig :: * -> * ma naturalng strukture mo-
nady. Odkryj ja i zainstaluj typ Term sig w klasie
Monad.

Grupy rozszerzone

Zadanie 1 (1 pkt). Zdefiniuj semantyke denota-
cyjna odpowiadajaca przedstawionej wyzej seman-
tyce algebraicznej list liczb naturalnych. Udowod-
nij, ze opisana przez Ciebie algebra jest izomor-
ficzna z algebra poczatkowa dla podanego zbioru
rownosci.

Zadanie 2 (1 pkt). System przepisywania ter-
mow, to monotoniczna relacja — okres$lona na ter-
mach. System jest zatrzymujgcy sie, jezeli nie
istnieje taki nieskofczony ciag terméw (t;)ien, ze
t; — t;4+1 dla kazdego i € N. System jest kon-
fluentny, jezeli dla dowolnych trzech terméw ¢, sq
iso,jeSlit = s1it = so, to istnieje taki term r, ze
51 = risy = r. W konfluentnym i zatrzymuja-
cym sie systemie kazdy term ¢ posiada doktadnie
jedna postaé normalng, tj. taki term s, ze t — s
i nie istnieje term r taki, ze s — r. Wartoscig
termu jest zbiér wszystkich termow posiadajacych
te sama postaé normalna.

Semantyke operacyjna jezyka deklaratywnego
mozna zadaé¢ w postaci pewnego systemu przepisy-
wania termow. Zdefiniuj taki system dla list z po-
przedniego zadania. Udowodnij, ze zgadza sie on
z semantyka denotacyjna i algebraiczna, tj. pokaz,
ze termy stale posiadaja te samag wartos¢ w se-
mantyce operacyjnej wtedy i tylko wtedy, gdy sa
réwne w semantyce algebraicznej oraz gdy maja te
sama denotacje w semantyce denotacyjne;j.

be an abstract grammar describing terms over
a signature sig :: * with a set of variables

var :: *. For a fixed signature sig the type
Term sig :: * -> % has a natural structure of
a monad. Discover it and install the type

Term sig in the class Monad.

Extended groups

Problem 1 (1 p). Define a denotational seman-
tics that conforms to the algebraic semantics of
lists of natural numbers given above. Prove that
the algebra you described is isomorphic to the ini-
tial algebra for the given set of equalities.

Problem 2 (1 p). A term rewriting system is
a monotonic relation — on terms. A system is
terminating if there is no infinite sequence of terms
(t;)ien such that t; — ¢; 41 for any i € N. A system
is confluent if for any three terms ¢, s; and s if
t 5 51 and t = so, then there exists such a term
r that s; — r and s — r. In any confluent and
terminating rewriting system any term possesses
exactly one normal form, i.e., such a term s, that
t = s and there is no such term r, that s — 7.
The value of a term is the set of all terms having
the same normal form.

An operational semantics of a declarative lan-
guage can be defined in the form of a term rewrit-
ing system. Define such a system for lists from the
previous problem. Prove that it conforms to the
denotational and algebraic semantics, i.e., show,
that ground terms possess the same value in the
operational semantics if and only if they are equal
in the algebraic semantics and have the same de-
notation in the denotational semantics.



Zadanie 3 (1 pkt). Niech Th(A) = {t = s |
AEt=s, t,s € T(X,X)} oznacza zbiér réwno-
$ci spetnionych w algebrze A, a Th(E) = {t = s |
EEt=s, ts e T(E X)} oznacza zbidr réw-
nosci spelnionych we wszystkich algebrach spet-
niajacych zbiér réwnosci E. Pokaz, ze dla dowol-
nego zbioru réwnosci F istnieje algebra A w ktorej
sa spelnione doktadnie te rownosci, ktore sa spel-
nione we wszystkich algebrach spelniajacych F,
tj. Th(A) = Th(E). Wskazdwka: wykaz, ze al-
gebra ta jest 7 (X, X)/Th(E).

Zadanie 4 (1 pkt). Udowodnij twierdzenie Bir-
khoffa o pelnosci: dla dowolnego zbioru réwno-
$ci F i dowolnej réwnosci t = s jest B Ht = s
wtedy 1 tylko wtedy, gdy E E ¢ = s.

Zadanie 5 (1 pkt). Udowodnij, ze dla dowolnego
zbioru réwnosci F w klasie wszystkich algebr spet-
niajacych E istnieje algebra poczatkowa i jest ona
izomorficzna z algebra 7(X,0)/Th(E).

Zadanie 6 (1 pkt). Niech ¥ = {0/0,/ /1,+/2}

oraz

By
E,

a N; bedzie algebra poczatkows dla F;, dla 4
1, 2. Udowodnij, ze

1. N1, Na i algebra N liczb naturalnych z ze-
rem, nastepnikiem i dodawaniem sa izomor-
ficzne,

2. F1 Finq jest zupelny dla N,

3. E; I nie jest zupelny dla N,

4. Ey F jest zupelny dla N.

Zadanie 7 (1 pkt). Rozwazmy sygnature ¥ =
{a/0 | a € A} U{0/0,¢/0,4/2,-/2,*/1} opisu-
jaca skladnie abstrakcyjnag wyrazen regularnych
nad pewnym alfabetem A. Znajdz taki zbidér réw-
noéci E, by algebra poczatkowa dla E byta izo-
morficzna z semantyka denotacyjna wyrazen regu-
larnych. Udowodnij, ze algebry te sa izomorficzne.

Grupa zaawansowana

Zadanie 1 (1 pkt). Rozwazmy sygnature ¥ =
{1/0,+/2,-/2} i zbiér réwnosci HSL:

r+y
(+y)+z
z-1

Ty

(@ y) =
z-(y+2z)

Problem 3 (1 p). Let Th(A) ={t=s| AEt=
s, t,s € T(X,X)} stands for the set of equalities
satisfied in an algebra A, and Th(E) = {t = s |
ElEt=s, t,s € T(X,X)} stands for the set of
equalities satisfied in all algebras satisfying a set
of equalities E. Show that for any set of equalities
FE there exists an algebra A that satisfies exactly
those equations which are satisfied in all algebras
satisfying E, i.e., Th(A) = Th(E). Hint: show
that 7 (3, X)/Th(E) is the algebra.

Problem 4 (1 p). Prove the Birkhoff complete-
ness theorem: for any set of equations F and any

equation t = s one has F F t = s if and only if
EEt=s.

Problem 5 (1 p). Prove that for any set of equa-
tions FE there exists the initial algebra in the class
of all algebras satisfying F and that it is isomor-
phic to 7(X,0)/Th(E).

Problem 6 (1 p). Let ¥ = {0/0,/ /1,+/2} and

{0+z=z,2"+y=(z+y)},
EiUu{z+y=y+z,(z+y)+z=a+ (y+2)},

and N; be an initial algebra for E;, for i = 1,2.
Prove that

1. M1, N, and the algebra N of natural num-
bers with zero, successor and addition are
isomorphic,

2. Ei Finq is complete for N,
3. E; F is not complete for NV,
4. Ey F is complete for N.

Problem 7 (1 p). Consider a signature X
{a/0]a € AYU{0/0,€/0,+/2,-/2,*/1} describing
the abstract syntax of the regular expressions over
some alphabet A. Find such a set of equations F,
that the initial algebra for E' is isomorphic to the
denotational semantics of the regular expressions.
Prove that these algebras are isomorphic.

Advanced group

Problem 1 (1 p). Consider the signature ¥ =
{1/0,+/2,-/2} end the set of equations HSI:

y+x (1)
z+ (y+2) (2)
z (3)
Y-z (4)
z-(y-z) (5)
rToy+ax-z (6)



Udowodnij, ze

1. istnieje algorytm sprawdzajacy, czy ASI +
t = s dla dowolnych terméw ¢ i s;

2. HSI jest zupelny dla zbioru dodatnich liczb
naturalnych z jedynka, dodawaniem i mno-
zeniem.

Ktore réwnosci mozna usunaé jesli dodamy regute
indukcji?

Zadanie 2 (1 pkt). Dodajemy symbol 1/2 do
sygnatury, a nastepujace réwnosci:

1T
zT1
1 (y+2z)
(-y) Tz
(xTy) 1Tz

do zbioru HSI. Niech HSI oznacza zbiér wszyst-
kich jedenastu réwnosci. Pokaz, ze HSI jest ade-
kwatny dla:

1. zbioru dodatnich liczb naturalnych z je-
dynka, dodawaniem, mnozeniem i potegowa-
niem;

2. algebry zbioréw czeSciowo uporzadkowa-
nych, w ktorej jedynka jest zbiorem jednoele-
mentowym, dodawanie — suma rozlaczna,
mnozenie — produktem kartezjanskim, zas
A 1 B oznacza zbiér funkcji monotonicznych
ze zbioru B w zbior A.

Zadanie 3 (8 pkt). Bardzo trudne! Udowod-
nij, ze HSI nie jest zupelny dla zbioru dodatnich
liczb naturalnych z jedynka, dodawaniem, mnoze-
niem i potegowaniem.

Zadanie 4 (8 pkt). Bardzo trudne! Udowod-
nij, ze istnieje algorytm rozstrzygajacy, czy po-
dana réwnoéé jest prawdziwa w zbiorze dodatnich
liczb naturalnych z jedynka, dodawaniem, mnoze-
niem i potegowaniem.

Zadanie 5 (8 pkt). By¢ moze otwarte! Czy
HSI rozszerzony o regule indukcji jest zupelny dla
zbioru dodatnich liczb naturalnych z jedynka, do-
dawaniem, mnozeniem i potegowaniem?

Prove that

1. there exists an algorithm that checks
whether HSI ¢ = s for any terms ¢ i s;

2. HSIis complete for the set of positive natural
numbers with one, addition and multiplica-
tion.

Which of the equations can be removed if we add
the rule of induction?

Problem 2 (1 p). We add the symbol 7/2 to the
signature, and the following equations:

1 (7)
x (8)
zly-xlz 9)
xlz-ylz (10)
T (y-2) (11)

to the set TISI. Let HSI stands for the set of all
eleven equalities. Prove that HSI is sound for:

1. the set of positive natural numbers with one,
addition, multiplication and exponentiation;

2. the algebra of posets, where one is a one-
element set, addition — the disjoint union,
multiplication — the Cartesian product, and
A 1 B is a set of order-preserving functions
from B to A.

Problem 3 (8 p). Very difficult! Prove that
HSI is not complete for the set of positive natu-
ral numbers with one, addition, multiplication and
exponentiation.

Problem 4 (8 p). Very difficult! Prove that
there exists an algorithm that checks whether
a given equality holds in the set of positive natu-
ral numbers with one, addition, multiplication and
exponentiation.

Problem 5 (8 p). Possibly open! Is HST aug-
mented with the rule of induction complete for the
set of positive natural numbers with one, addition,
multiplication and exponentiation?



