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Permission is hereby granted, free of charge, to any person obtaining a copy of this software and
associated documentation files (the ”Software”), to deal in the Software without restriction, in-
cluding without limitation the rights to use, copy, modify, merge, publish, distribute, sublicense,
and /or sell copies of the Software, and to permit persons to whom the Software is furnished to
do so, subject to the following conditions:

The above copyright notice and this permission notice shall be included in all copies or substan-
tial portions of the Software.

THE SOFTWARE IS PROVIDED ”AS IS”, WITHOUT WARRANTY OF ANY KIND,
EXPRESS OR IMPLIED, INCLUDING BUT NOT LIMITED TO THE WARRANTIES OF
MERCHANTABILITY, FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE AND NONINFRINGE-
MENT. IN NO EVENT SHALL THE AUTHORS OR COPYRIGHT HOLDERS BE LIABLE
FOR ANY CLAIM, DAMAGES OR OTHER LIABILITY, WHETHER IN AN ACTION OF
CONTRACT, TORT OR OTHERWISE, ARISING FROM, OUT OF OR IN CONNECTION
WITH THE SOFTWARE OR THE USE OR OTHER DEALINGS IN THE SOFTWARE.
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I powiedziat Pan ,Oto przed wami NotatKi +5 wydobyte z czelusci AIpXa przez stuge
mego, wersja alpha. Bedq one wam halabardg do walKi ze ztem grzechu niezaliczenia,
sztachetq przeciwko Niechciejowi i Swiattem nadziei gdy nastanie Dzien W Ktorym Tak.
Bardzo Zatuje Ze Sig¢ Nie Uczytem Gdy Byta Na To Pora, gdyz w celu tym stworzone
zostaty, i w Zadnym innym”

I dopowiedziat Pan ,Zaprawde powiadam Wam, przeczytacie te oto notatki i symbole
asymptotyczne nie bedq wigcej sKkrywaty przed Wami tajemnic swych, ani podtoga, ani
powata tez nie. Takze grafy, redukcje wielomianowe i inne rézne takie odKryja przed Wami

sekrety swe, ale to potem”

Lecz takze rzekt Pan ,Jednakze pamigtajcie: Postanowié mozecie nie czytaé notatek
tych, lecz wtedy Klgtwa niezaliczenia spadnie na Was z prawdopodobietistwem 1"

I na Koniec dodat Pan ,Tak wigc wtasnie i nie inaczej”

Z Ksiggi Znameytentego. Teges. Tam. [wteinazad.
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I 6.X.2008

1 Symbole asymptotyczne

Mamy dwie funkcje: f(n), paskudna i g(n), porzadna. Bedziemy wyrazaé¢ funkcje paskudna przy
pomocy porzadne;j.

Definicja O*
f(n) = O(g(n)) — E|C>OE|novn>no f(n) <c- g(n)

Intuicja: Dla dostatecznie duzego argumentu n, f(n) jest mniejsze od g(n) z dokladnoscia do
pewnego stalego mnoznika.

Definicja (2

f(n) =Q(g(n)) < g(n) = 0(f(n)) <= Fes0TFn;Vnsn, [f(n) >c-g(n)

Intuicja: Dla dostatecznie duzego argumentu n, f(n) jest wigksze od g(n) z dokladnoscia do
pewnego stalego mnoznika.

Definicja ©

f(n) =O(g(n)) < [f(n)=0(g(n)) A f(n) = g(n))

<= e d>0TngVnsn, d-g(n) < f(n) <c-g(n)

30 T T T T T
f(z) =z + 3sinz

0 /,// ) . \ | 1
0 ) 10 15 20 25 30

Rysunek 1. f(z) = O(g(x))

*Formalnie O(g(n)) reprezentuje pewien zbiér funkcji, wigc odpowiedniejsza notacja bytoby f(n) € O(g(n)),
ale jest réwnosé z powodu tradycji. Po szczegdlty odsytam do Matematyki konkretnej Knutha i innych.



Definicja ~

)~ g(n) = 1y

g(n) n—oo

Intuicja: Asymptotyczna zlozonosé obu funkcji jest taka sama.

Definicja o

= olgn M—>
f(n) =o(g(n)) <= g(n) n—oo 0

Intuicja: Funkcja g ma gorsza asymptotyczng ztozonos¢ niz f.

Przyktady

L. |sin(n)] = O(1) <= Fe>0TngVnsn, |sin(n)| <c-1

12
2 (n+1)?~n? e lm PEDT g

n— 00 n2
3. n=o0(n?) < lim %:0
n—oo n
4. (n+1)2=0(n?) <= Jea>0IngTnsn, d-n><(n+1)*<c-n?
Poniewaz (n+ 1)2=n?2+2n+1oraz1-n2 <n?+2n+1<5-n?,
to przykltadowo d =11 c=>5.
5 In(1+1i)~1
6. ln(l—{—x):x—%—l—‘ﬁ—... (wz6r Taylora)
7. Niech g, -Ing, = n.
zInx jest f. rosnaca monotonicznie, stad:

gn <N
= Ing, <lInn
= gnlngn, < gnlnn
= n < gplnn
n
= — < 1
Inn In (1)
n
= In— < Ing,
Inn
= Inn —Inlnn < Ing,
= gp(lnn —Inlnn) < g,Ing,
= gp(lnn —Inlnn) < n
n
= < e (2
In (Inn —Inlnn) @)
Z (1) i (2) wynika, ze:
L -
Inn In (Inn —Inlnn)
Inn
= 1< BN
o Inn —Inlnn
nn
9n 1
= 1< < i"hms
n_ 1 — lnlnn
Inn Inn
.. . Inz : : : : :
Poniewaz lim — = 0, to z zastosowania twierdzenia o trzech ciagach do powyzszych
Tr—00
, < ,$. . . n
dwoch nieréwnosci wynika, ze g, ~ —.
Inn

8. (n+1)2=n%+2n+1=n?+0(n)=n?+0(n)=n?+o(n?)



9. Dlaa > 0: Z k® = interpretacja graficzna (Rys. 2) = / zdxr + R(z) =
k=1 0
1

P 1n“+1 + O(n%)

250 T T T T T T T T T T T T T T

200 ¢ = {I;Q 7777777777 // 1

150 v §

100 | g 1

50 | 7 .

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Rysunek 2. Szukana suma to pole powierzchni pod wykresem z% (na rysunku a = 2), ktére mozna

obliczy¢ z calki, oraz brakujace fragmenty nad wykresem, ktérych sume oznaczamy R(x), a ktére
mozna zmiesci¢ w ostatnim z prawej ,,stupku”

Znajdowanie minimum
Dane: a1, a9,as,...,an

Chcemy znalezé minimum z danych liczb. Ile czasu bedzie dziatal program wykonujacy
to zadanie?

Odpowiedz: ~ ¢ - n, gdzie ¢ to stala zalezna od szczegdléw implementacji programu.

Czas dzialania algorytmu to ©(n) lub, mniej dokladnie, O(n).
Definicja Czas dzialania algorytmu = Ztozono$¢ czasowa algorytmu
Sortowanie

Dane: a1, as,as,...,a,

Chcemy tak poprzestawiaé¢ dane wejsciowe, aby a} < ah < ay < ... < al,.

Fatwo napisaé¢ algorytm o zlozonoéci O(n?) np. bubblesort, ale istnieja tez algorytmy o ocze-
kiwanej ztozonosci O(nlogn) np. quicksort.



Mnozenie macierzy kwadratowych

ail a1 ... ain b11 b12 e bln C11 C12 ... Cin

a21 ag2 ... Aon b21 bgg e bgn Co1 €C22 ... Con
. . . X .. . =

anl Anp2 ... Qpnp bnl bn2 . bnn Cnl Cn2 ... Cpn

n
gdzie Cij = Z ik - bkj
k=1

Mnozenie mozna wykonaé¢ w O(n?). Algorytm Strassena wykonuje je w O(n?8!), a najlepsze
znane algorytmy w O(n?37), ale posiadaja one olbrzymia stala, czynigca je w praktyce mato
przydatnymi.

Zestawienie zlozonoSci

f(n) |f(10)]£(100)] f(1000) 10f(n)
F. logarytmiczna { [10logn| 33.2| 66.4 99.7 f(n'9)
n 10| 100 1000 f(10n)
Funkcje nlogn| 33.2| 664 9970 ~ f(10n)
wielomianowe n? 100| 10000 10%]  £(3.16n)
n3 | 1000/  10° 10°]  f(2.15n)
F. wykladnicza {| 1.17 2.6| 13780(2.46 - 10*!| f(n + 24.1)

Definicja <

f(n) < g(n) <= f(n) = o(g(n))

Dla a,b > 0,c¢ > 1 zachodzi:

'

1 < loglogn < (logn)* < n® < ¢

Twierdzenie z analizy matematycznej:

Wykazemy, ze n® < ¢™:
b b b Clne b
lim no_ lim SELCHE lim ) = lim _ M) =
n—oo ¢l n—00 c(n/b) n—oo \ eln c(n/b) n—oo \ gln c(n/b) . Inc
b
L Inc-(n/b) 1\ b\’
- nhl%o< elnc-(n/b) h;)) - (Olnc> =V

Wykazemy, ze (logn)® < nb:

1 a Inn \a 1 a 1 lnn N@ 1
lim (log ) = lim 7(1n10) = lim ((nn) . >N—1 li ( . >—

n=oo n=oo  n n—oo \ nt  (In10)® n—oo \ eVt (In10)®
. < N¢ 1 ) Nv=zN g 1 0
=lm (-] = 0 =
n—oo \ (e?)N  (In10)® (In10)® =



2 Podloga i powala
Definicje

Podtloga | | (czeé¢ catkowita, entier) liczby rzeczywistej z, to najwigksza liczba calkowita
nie wigksza od z. Podloge symbolicznie zapisujemy:

x| = [x] = max{k € Z: k < x}
Powata [ ] (sufit!) liczby rzeczywistej x, to najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza od .
Powalte symbolicznie zapisujemy:
[z] =min{k € Z: k > z}

Czes¢ ulamkowa { }

{z} =2 — |z

Przyktady
|12,34] = 12, [12,34] = 13, {12,34} = 0,34,
|—12,34] = —13, [—12,34] = —12, {—12,34} = 0,66,
[—z] = —[z], [z +n] = |z] +n, [z +n] = [z]+n

H R R e N

Liczbe catkowitg lezaca najblizej x mozna zdefiniowaé jako Lx—i—%J albo [m—%] . Definicje te r6znia
si¢ traktowaniem liczb, ktore leza dokladnie w potowie miedzy dwiema liczbami catkowitymi.
Pierwsza zaokragla je w gore, a druga w doét.

W oczywisty sposéb wiadomo, ze uzywanie terminu ,sufit” zamiast ,powala” $wiadczy o fatalnym braku
dobrego smaku i wyczucia stylu.



3 Zaleznosci rekurencyjne

3.1 Wieze Hanoi

A B C

Rysunek 3. Nedzne podrobki beznadziejnych wiez Hanoi

Problem Mamy n krazkéw na stupku A i chcemy przenie$¢ wszystkie krazki na stupek C.
Problem polega na tym, ze nie wolno nam w miedzyczasie unieszczesliwi¢ ani jednego krazka,
czyli nie wolno nam potozy¢ krazka szerszego na krazek wezszy.

Obserwacja By przelozyé n krazkéw z dowolnego stupka A na dowolny inny stupek C,
nalezy przelozy¢ wszystkie krazki oprécz najszerszego na trzeci stupek B; nastepnie przetozy¢
pozostawiony najszerszy krazek na stupek C, a na koniec wszystkie mniejsze krazki (bedace na
stupku B) polozy¢ na najwiekszy, znajdujacy sie juz na stupku C.

Oznaczmy najmniejsza liczbe przetozen potrzebnych aby przeniesé zawartosé stupka A na stupek
C' jako T'(n). Oczywiscie T'(1) = 1. Na podstawie powyzszej obserwacji mozna wydedukowad,
zeT(n)=Tn—-1)+1+T(n—1)=1+2T(n—1). Wyznaczmy jawny wzor na 7'(n) stosujac
metode iteracyjna:

Tn)=14+2T(n—-1)=

—1+2(142T(n—2))

=14+2+4(142T(n—3))

=1+2+4+8T(n—3)

=204 2 4224237 (n—3) =

=204 2t 422 4 2Pl L 2R (n — k)

=20 42l 4224 42Dl oDy — (n — 1))
=20 42t 492 4 4272 4 oln=lp(q)

=2 —1



3.2 Proste na pltaszczyznie

N

e

Rysunek 4. Ekscytujace imitacje prostych na plaszczyznie

Problem Chcemy wyznaczy¢é maksymalna liczbe obszardéw, ktérg mozemy uzyskaé po po-
dzieleniu plaszczyzny n prostymi.

Obserwacja  Jedli n — 1 prostych podzielito ptaszczyzne na maksymalng liczbe obszarow,
to jesli poprowadzimy n-ta prosta w taki sposéb, by nie byla ona réwnolegla do zadnej innej
prostej, to bedzie mozna ja zinterpretowaé, wzgledem punktow przecieé z innymi prostymi, jako
n — 2 odcinki oraz 2 pétproste. Kazdy odcinek i pétprosta dzieli dotychczasowy obszar na dwa,
zatem liczba obszarow zostaje zwickszona o n.

Oznaczmy najwieksza liczbe obszaréw jaka mozna uzyskaé po podzieleniu plaszczyzny n prosty-
mi jako L(n). Oczywiscie L(1) = 2. Na podstawie powyzszej obserwacji otrzymujemy
L(n) = L(n — 1) + n. Wyznaczmy jawny wzor na L(n) stosujac metode iteracyjna:

L(n)=n+Ln—1)=

(
—n+(n—1)+L( 2)
+(n—-1)+...4(n—(k—1))+ Lin—k)
=n+n-1)+...4+(n—((n—-1)—1))+ Ln—(n—1))
=n+(n—1)+...+2+L(1)
b -1 4. +2+1+1
:(nzl) +1



II 13.X.2008

1 Liczby Fibonacciego

Definicja F,,: Jest to n-ta liczba Fibonacciego, gdzie

0 dla n =0,
=11 dlan =1,
F, 1+ F,o dlan>1

Bajeczka o kréliczkach

Na potrzeby bajeczki definiujemy dwa rodzaje kréliczkdéw: kréliczki mate i kroliczki duze.

Obserwacja 1. Kréliczki mate nie moga robié tego, co kréliczki lubig robié¢ najbardzie;j.
Powyzsza obserwacja wynika wprost z definicji kréliczka maltego.

Obserwacja 2. Kroliczki mate po miesigcu zamieniaja sie w kréliczki duze, natomiast
kazda para kroliczkéw duzych po miesiacu generuje pare kréliczkow matych. W szcezegdlnosci,
para kréliczkéw matlych nie generuje zadnej nowej pary, co wynika z obserwacji (1).

Definiujemy niezniszczalne kréliczki male (duze) jako krdliczki male (duze) z ta dodatkowa
wlasnoscia, ze ich zywotno$¢ mozna scharakteryzowaé w kategorii péiprostej, to znaczy w
pewnym momencie sie rodza, a potem zyja sobie w nieskonczonosé.

Od tej pory na niezniszczalne kroliczki male (duze) bedziemy méwié skrétowo kréliczki male
(duze), co nie powinno prowadzi¢ do nieporozumien.

Whprowadzamy nastepujace oznaczenia:
Para kroliczkéw malych: &%

Para kroéliczkéw duzych: &%

Zalézmy, ze dysponujemy &% w pierwszym miesigcu. Wtedy liczba kroliczkéw w nastepnych
miesigcach to

Liczba &% &% &

&b
Lo &5 | | & | &b | DD

Miesiac 1 2 3
Liczba &% &%

PV W
Licha &5 | SBABADADAD

Miesiac 6




1.1

Zalezno$Sci dla liczb Fibonacciego

4+ Fy+ Fo+ ...+ Fyyy = Fopyg — 1

Szkic dowodu

Poniewaz Fy = 1oraz Fy + Fo + Fy + Fg+ ...+ Fy, =
=+ F+Fs+...+ Fyy,

:F5—|—F6—|-...—|-F2n

= Iop_1 + Fop + Fopqo + Fopypa + ... + Fopy

= Fop1 + Fopra + Fopya + ..o + Fop

= Foy1 + Fop = Fopq

to o+ Fy+Fg+ ...+ Fopy = Fopp1 — 1

. Fn+m+1 = Fn+1Fm+1 + EyFo

Dowod  Indukcja po m.

1. Baza indukcji

m=0: Fop1=F1F1+0= F,1=F,

m=1: Fo=F, W+ F,F=F+F,

2. Krok indukcyjny

Wykazemy, ze jesli zaleznos¢ zachodzi dla m — 1 oraz m, to zachodzi takze dla m + 1.
Zalézmy wiec, ze zalezno$¢ zachodzi dla m — 1 oraz m. Wtedy:

Fn+m+2 = Fn+m+1 + Fn+m =

= (Fn+1Fm+1 + FnFm) + (FnJrlFm + Fnmel)

- n+1(Fm+l +Fm) + Fn(Fm + Fm—l)

= n+1Fm+2 + FnFerl O

(5 ()

——
proporcja zlotego podziatu

W powyzszym wzorze prawy utamek wynosi okoto —0.618, wiec potegowany do n jest
szybko zbiezny do zera. Powoduje to, ze czesto mozna przyjaé

1 (1+v5\"
P ()

2 Algorytmy oparte na rekursji

2.1

Sortowanie przez scalanie

Sortowanie przez scalanie jest sposobem sortowania opartym na strategii dziel i zwyciezaj. Polega
ono na podziale sortowanego ciagu na dwa mniejsze prawie réwnej dtugosci (z doktadnoscia do 1
elementu), posortowaniu ich i scaleniu w jeden ciag. Zlozonos¢ tego sortowania wynosi ©(n logn),
co wykazemy dalej.

Scalanie dwéch posortowanych ciagéw A oraz B polega na powtarzaniu nastepujacego procesu:

1. Poréwnaj najmniejszy element ciggu A z najmniejszym elementem ciagu B.

2. Wybierz mniejszy z tych elementéw, dopisz go do ciagu wynikowego oraz skasuj go z ciagu,

w ktoérym sie znajdowal.



Gdy ktérys z ciagdéw A, B zostanie catkowicie skasowany, to pozostaly ciag zostaje dopisany do
ciggu wynikowego i proces scalania koniczy sie.

Jedli ciag A ma dlugosé k, a ciag B dlugosé [, to maksymalna liczba poréwnan jaka moze by¢
potrzebna wynosi k + [ — 1. Jest tak dlatego, gdyz kazde poréwnanie zawsze pozwala dopisac
jeden element do wyniku, a gdy zostanie jeden element, to nie trzeba wykonywacé juz poréwnan.
W zwiazku z tym czas dzialania scalania to O(k +1).

Algorytm:
Dane: a;,a;11,...,0m, Gmy1,...,0;
Ldlugoéé danyChJ I’dlugoéé danychw
2 2
Sort(i,j):

Jesli ¢ = j to zwrdé a;
W p. p. podstaw m := |[(i — 1 + 7)/2] i zwr6é scal(i,m)(m + 1, 7).
Zdefiniujmy T'(n) jako czas dzialania procedury Sort(i,j) dla diugosci danych réwnej n oraz

f(n) jako maksymalng liczbe poréwnan jaka wykonuje Sort wywolany na danych dlugosci n.
Wtedy

Okreslmy ztozonosé T'(n) dla n postaci 2%, gdzie k € N.

T(n)=2T(n/2)+B6(n) =
et 050 Vnsne 2T (n/2) +c1-n<T(n)<2T(n/2)+c2-n

Rozwinmy prawa uzyskang nieréwnosé. Kwantyfikatory pomijamy dla przejrzystosci.

T(n)<ca-n+2T(n/2)
<ea-n+2ce-(n/2)+2T(n/4))
=cy-n+cy-n+4T(n/4)
<cea-ntcg-nt...+cy-n+28T(n/2F)

k elementéw

<c-nt+en+...+cy- n+21°g2”T(n/21°g2”)

log, n elementow
=logyn-ca-n+nT(1)
=logyn-co-n+n-c
<logan-ca-n+mnlogan-c
=nlogyn-(c2+c¢)
= O(nlogn)

W dualny sposéb rozwijamy nieréwnosé 27 (n/2)+ci -n < T'(n) otrzymujac T'(n) = Q(nlogn).

Skoro T'(n) = O(nlogn) oraz T'(n) = Q(nlogn), to T'(n) = O(nlogn).

10



2.2 Mnozenie dlugich liczb

Dwie liczby o dtugosci < n mozna przemnozyé pisemnie w czasie O(n?). Pokazemy, ze mozna
tego dokonaé w czasie ©(n'°%).

Algorytm

Dane: Dwie liczby A oraz B, gdzie A = G, _1Gn,_20n_3...00, B = bp_1bp_2b,_3...bg.

Pomnéz(A, B):
1. Jedli A, B sg krétkie, to uzyj mnozenia z Twojego ulubionego jezyka programowania.
2. Poziel Ana A1 =a,_1.. -Gy /2 Oraz Ag = Apj2—1-- - do-

3. Dokonaj analogicznego podzialu B na B; oraz By.

Wtedy A= @n—1--- @y /2Gp/2-1 - - - Qo 1 analogicznie dla B.

A Ao
mo «—Pomndz( Ao, By)
mg «—Pomndz(Ai, By)

c1 «—Pomndzi(Ag + A1, Bo + Bi)

No o

Zwr6é mo + (e1 — mo — ma) - 2% 4 my - 27

Dowédd poprawnosci algorytmu Indukcja po dtugosci danych.

1. Baza indukcji

Spelniona wprost z definicji kroku 1. algorytmu.

2. Krok indukcyjny

Zakladamy, ze algorytm dziala poprawnie dla danych dlugosci < n/2. Wykazemy, ze dziala
poprawnie takze dla danych dlugosci < n.

Zgodnie z zalozeniem, mq, mg oraz ¢;+ sa poprawnie obliczone. Chcemy obliczy¢ iloczyn A - B.

Zauwazmy, ze

A-B= (2n/2A1 + A(])(2n/231 + BQ) = @—FQTL/Q(AQBl + AlBo) + 2”@
my m

W zwiazku z poczynionymi obserwacjami 8 mo 1 mgy pozostaje wykazacé, 262

(A()Bl + AlBo) Lon/2 = (Cl —mg — mz) . on/2 <~

(ApB1 + A1By) = (c1 — mo — ma)

Tak wiec

(c1 —mo—mg) =

= (Ao + A1)(Bo + B1) — AgBo — A1 By

= AoBy+ AyB1 + A1Bg+ A1By — ApBy — A1 By

= AoB + A1By

Definiujemy T'(n) jako czas dziatania procedury Pomndz( A, B) dla n bitowych liczb A, B. Wtedy
dla n postaci 2%,k € N:

T(1) =c¢p dla pewnej stalej ¢
T(n) =3T(n/2) + O(n).

ITutaj jest male oszustwo, gdyz argumenty przy obliczaniu ¢; moga byé n/2 + 1 bitowe, ale jak sie okazuje,
to nic nie psuje i na tym przedmiocie nie powinno nas martwic.
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Jest tak, poniewaz obliczenie mg, my oraz ¢; zajmuje po T'(n/2) czasu, natomiast dodawanie
oraz mnozenie przez wielokrotno$é 2 wykonuje sie w O(n).

Okreslimy ztozonoéé T'(n) dla n postaci 2F, k € N.

UWAGA! Na wykladzie, zamiast powyzszego wzoru na T'(n), byt wzér T'(n) = 3T (n/2)+c-n.
Jest to skréot myslowy; zamiast pisa¢ dwie nieréwnosci i dwie rézne stale cq, co tak jak to byto
czynione przy okreslaniu ztozonosci dla sortowania przez scalanie, piszemy odrazu jedng stata ¢
i znak réwnosci, co ma w istocie symulowaé nieréwnosci ,,>”, ze stala c;, oraz nieréwnosci ,,<”,
ze stala co. Poshuze sie tutaj tym samym skrotem; nalezy jednak pamietaé, co on oznacza.

T(n)=c-n+3T(n/2) =

=c-n+3(c-(n/2) +3T(n/4))

:c'n—l—%- -n+9T(n/4))
=cn+3-cn+9-cn+27T(n/8)
=cn+3-con+...+ ) con+38T(n/2F)
:c-n+%-c'n+...+(%)10g2”_1-c-n+3log2"T(n/2l092")

— (1 + % + % 4.+ (%)loan—l) .c- n—}-nlogn?"log?"T(l)
310g2n

o

__ Qlogymn
3-1

n10g2 3

-+ nl823¢g

—9.

- 1) -c-n 4 nlo823¢
n

=n'823(co+2c) —2-c-n

Tutaj dowod nieznacznie rézni sie, w zaleznosci od nieréwnosci.
Dla < mamy n'°823(co + 2¢) —2-c-n < n'°823(cy + 2¢) = O(nlo823)
Dla > mamy n'°823(co + 2¢) — 2 - ¢-n = n'°823¢y + 2¢ (n'°823 — n) > nlog23cy = Q(nlos23)

Poniewaz T'(n) = O(n'°%23) oraz T'(n) = Q(n'°823) to T'(n) = O(n'°823) ~ O(n!58)

]

3 Arytmetyka modularna

Przypomnienie: N - liczby naturalne, Z - liczby catkowite.

Fakt 1. Dla a € Z,b € N istnieja g € Z,r € {0,1,...,b— 1} takie, ze a = gb+ r.
Wynika stad, ze ¢ = [§] oraz r =a — | 7] - b.

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia (definicje zmiennych sa z faktu (1)):
q = a div b, r = a mod b,

r=0= bla,

bla <= a=0b-q dlapewego q€ Z,

a=b (modn) < a%b <= a mod n = b mod n.

Fakt 2. a =b (mod n) < nla—»b

Dowdd

Zalézmy, ze a = b (mod n). Wtedy a mod n = b mod n oraz istnieja takie qq, q, ze

a = ggn+(a mod n) oraz b = gyn+(b mod n). Mamy a—b = ¢,n+(a mod b)—(gpn+ (b mod n)) =
gan — @n =n(qa — @) = nja —b
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Odwrotnie. Zalézmy, ze nla — b. Wtedy a — b = n - ¢, dla pewnego ¢ € Z. Z faktu (1) istnieja
takie qa, Gy Ta, by 7€ (Gas @y € Z) N (Tay 1 € Zip A1gyrp < n) A (@ = gon +714) A (b= qpn + 7).
Stada—b=n-q=

=>qa-n+7rq—(@-n+rp)=n

= 7o — 76 =1(¢ — ¢a + @)

Poniewaz prawa strona réwnosci jest wielokrotnoscia n, a 0 < 74,71, < n, to |r, — | < n, zatem

Tq =715 =0 =14 =14, czyliamodn =bmodn <= a=>b (mod n). ,

Fakt 3. a%A/\b%Bﬁa—Fb%A—FB/\ab%AB

Dowdéd

Niecha=gn+7r, A=Qn+r, b=sn+ R, B=5n+ R wtedy
a+b=(¢+sm+r+R=(Q+Sn+r+R=A+B

ab= (gn+r)(sn+ R) =
=gsn®+ qRn+ srn+rR
=n(gsn+qR+sr)+rR
=Xn+rR=Yn+rR=
=n(QSn+ QR+ Sr)+rR
=Q8n*>+ QRn+ Srn+rR
=(Q@n+r71)(Sn+ R)=AB

O

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:
Zn=1{0,1,...,n — 1},
a+n b= (a+b) mod n,

a n b=(a - b) mod n,

alb <= aib sa wzglednie pierwsze.

Wtasnosci +,, oraz -,:

e Lacznos¢ dodawania:
a+y (b+,c) %a—i—(b—{—c) = (a—i—b)%—c% (a4nb)+nc

e Element neutralny —+,: 0

—a dl 0,
e Element odwrotny a wzgledem +,: n—a aa#
0 dlaa=0

e Rozdzielnoéé: (a +,b) nc=a-pncH+pbyc
e Laczno$é mnozenia: a -, (b ¢) = (a-nb) nc
e Element neutralny -,: 1

e Element odwrotny -,,: Jesli wystepuje dla kazdego n € Z,\{0}, to Z, jest ciatem.
W innym wypadku Z,, jest pierscieniem.

Fakt 4. aln = a~! mod n (czyli element odwrotny a dla -,) istnieje.

Definicje NWD i NWW:
NW D - najwiekszy wspolny dzielnik,
NWW - najmniejsza wspolna wielokrotnosé.

NWD(a,b) = max{d : dla A d|b}
NWW (a,b) = min{c: alc A b|c}
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Witlasnos$ci NWD i NWW:

e alb < NWD(a,b) =1

e NWD(a,b) = NWD(b,a)

o NWW(a,b) = NWW (b,a)

e NWD(a,0)=a

e NWW(a,1)=a
Lemat NWD(a,b) = NWD(a—b,b)
Dowéd 7 definicji NW D mamy:

NW D(a,b) = max{d : d|a A d|b}
NWD(a—b,b) = max{d : dla — b Ad|b}

Wykazemy rownowaznosé dwéch powyzszych zbioréw.

Wezmy zatem d € {d : d|a A d|b}. Wtedy
dla A d|b =

= a=dq ANb=dgy dla pewnych ¢1,q2 € Z
=a—-b=d(qg —q) Nb=dg

= dla—bAd|b

=de{d:dla—bAdb}

Niech d € {d : d|la — b A d|b}. Wtedy

dla —bAdlb=

=a—b=dqyp Nb=dgs dla pewnych q1,q2 € Z
=a=d(q +q) Nb=dg

= d|a A d|b

=de{d:dlandb} ,

Whniosek NWD(a,b) = NWD(a — cb,b) poniewaz
NWD(a,b) = NWD(a —b,b) = NWD(a—2b,b) =

3.1 Algorytm Euklidesa
NWD(a,b):
1. Jesli b > a, to zamien a i b pozycjami.

2. Jesli b =0, to NWD(a,b) := a.
W p. p. NWD(a,b) := NWD(a—b,b)

Krécej mozna napisaé:

NWD(a,b):
1. Dopéki b >0: (a,b) < (b,a mod b)
2. NWD(a,b)=a

14

-+-=NWD(a— cb,b).
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1 Algorytm Euklidesa c. d.

Lemat Jedli w danej iteracji obliczania NW D(a,b) zachodzi a > b A (a < Fpy1 Vb < Fy),
to w nastepnej iteracji NWD(a' = b,b = a mod b) zachodzi o/ > V' A (¢ < F, VV < F,_1).
Dowéd

1. Jesli b < F, to a’ < F,, poniewaz a’ = b.

2. Jedli b > Fy, to a < Fyqq. Poniewaz b’ =amodbtob' <a—-b< Fyy1 —F,=F,_1

Whiosek ¥ Algorytm Euklidesa wykonuje conajwyzej ~ (log,,.s min{a, b}) iteracji. Wynika to
2

z tego, ze jesli sg spetnione zalozenia z lematu, to algorytm wykona conajwyzej n — 1 iteracji,
n
natomiast F), ~ % (137\/5) wiec 10g1+2\/g F,, ~ n, zatem

log,. s min{a, b} <log,, s Fry1 =~n+ 1.
2 2

Przyktad dziatania zwyklego algorytmu Euklidesa dla a = 245 i b = 168.

a | b |obliczenia b
245(168
168| 77 | 245 — 168

771141168 —2-77
14| 7 |77—-5-14

710 14-2-7

Chcemy réwniez znaé x,y takie, ze x -a+y-b= NWD(a,b).

Jedna metoda na poznanie z,y jest cofanie sie¢ w obliczeniach. Dla powyzszego przyktadu wy-
glada to tak:
NWD(a,b)=7=
=77-5-14
=77—-5-(168—2-77)
=—-5-168+11-77
= —5-168 + 11 - (245 — 168)
= 11 -245 + (—16) -168
~ ——

r y
Inng metoda jest
1.1 Rozszerzony algorytm Euklidesa
extNWD(A,B):
1. (a,b,zq,Ya> Ty, yp) — (A, B,1,0,0,1)
2. Dopoki b # 0:
2.1. q— [§]
2.2. (a,b,Za; Ya, Lo, Yp) — (b,a — qb, Tv, Yp, Ta — G0, Ya — qYs)
3. (z,y, NWD) — (Za,Ya, )
ObjaSenienie
A, B - Dane wejsciowe.

a,b - Wartosci A, B w danej iteracji algorytmu. Odpowiedniki a, b ze zwyklego algorytmu Eu-
klidesa.

§Cwiczenie: znalezé i poprawié blad we wniosku.
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Za, Thy Ya, Yo - Liczby takie, ze po kazdej iteracji spetnione sa rownosci:

T A4+ y.B = a

A+ ypB = b

x,y, NWD - WartoSci zwracane przez algorytm, takie, ze xtA +yB = NWD = NWD(A, B).

Krok 1. algorytmu jest trywialny.

W kroku 2. algorytmu podstawiamy b za a oraz a — ¢gb = a mod b za b, zgodnie z tym co robi
zwykly algorytm Euklidesa.

W zwiazku z pierwszym z powyzszych podstawien, zgodnie z definicjami x4, y, musimy podsta-
wic (xavya) — (-Tb,yb)-

Poniewaz a — gb = (2,A + yoB) — q¢(xpA + ypB) = (x4 — qxp)A + (Yo — qyp)B, to zgodnie z
definicjami xp, y, musimy podstawié (zp,yp) <— (Ta — 4T, Yo — QYB)-

Po ostatniej iteracji najwiekszym wspélnym dzielnikiem jest a, stad w kroku 3. zwracamy
(z,y, NWD) — (2a, Ya, a)-

Twierdzenie Dla dowolnych a,b € N istnieja x,y € Z takie, ze xa + yb = NWD(a,b).
Te z,y moga by¢ efektywnie wyznaczone za pomocg rozszerzonego algorytmu Euklidesa.

Od tej pory rozszerzony algorytm Fuklidesa bedziemy nazywaé algorytmem Euklidesa.

Zastanéwmy sie, kiedy w Z,, istnieje element odwrotny a~' dla danego a.

Bedziemy rozpatrywaé a,n € N. Zgodnie z powyzszym twierdzeniem zachodzi
xa+yn = NWD(a,n) dla pewnych z,y € Z.

aln =

= NWD(a,n) =1
=za+yn=1

= za =1 (mod n)
=zr=a'wZ,

Whniosek 1. Jesli aln, to a~! mod n istnieje i moze by¢ latwo wyznaczone z algorytmu Eu-
klidesa.

Zalézmy, ze NW D(a,n) =d > 1. Wezmy dowolny x € Z. Wtedy zachodzi

za mod n = zxa — gqn dla pewnego ¢ € Z. Poniewaz d|a A d|n, to d|za — gn, wiec skoro d > 1,
to za mod n # 1.

Whiosek 2. Jedli NWD(a,n) # 1 to a~! mod n nie istnieje.

Whiosek 3. Z wnioskéw (1) i (2) wynika, ze Z, jest cialem (czyli kazdy element nalezacy do
Z, ma element odwrotny) wtedy i tylko wtedy, gdy p jest liczba pierwsza.
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2 Liczby pierwsze

2,3,5,7,11,13,...
Zbior liczb pierwszych bedziemy oznaczaé jako P. Je$li x € P, to x € N,z > 1 oraz jedynymi
naturalnymi dzielnikami x sa 11 z.

Kazda liczba naturalna ma rozklad na czynniki pierwsze. Symbolicznie:
VneNTpipo,opp ™ = P1D2 - - - Dk, gdzie p1pa ... pi sa parami rozne i sy liczbami pierwszymi.

Twierdzenie Rozklad kazdej liczby naturalnej na czynniki pierwsze jest jednoznaczny z do-
ktadnoscia do kolejnosci zapisu czynnikéw.

Dowéd Zaltézmy, ze n jest najmniejsza liczba naturalna posiadajaca wiecej niz jeden rozklad
na czynniki pierwsze. Oznaczmy dowolne dwa z tych rozktadow jako pips...pr oraz qiqs...q.

Jesli dla pewnego p;, q; zachodzi p; = ¢;, to n/p; = n’ < n tez ma wiecej niz jeden rozklad j

Zalézmy wiec, ze zaden czynnik pierwszy nie wystepuje naraz w rozkladzie pipo...pp oraz
q192 - - - qi-
Stosujemy algorytm Euklidesa na p; i ¢1 by znalezé¢ z, y takie, ze xp1 +yqg1 = NWD(p1,q1) = 1.
Gdy wpierw przemnozymy obie strony réwnosci przez ¢oqs . . . q;, otrzymujemy:
TP1q2q3 ---q1 + Yq1G2q3 - - - @1 = G243 ... q1 =
TP1G2q3 - - - qi + Yp1p2P3 - Pk = G243 - - q1 =
p1(2q2q3 - @ + Yp2ps---Pk) = @43 =
p1lgegs .- @
Zatem q2q3 . ..q < n ma jeszcze jeden rozktad, w ktérym jednym z czynnikéw jest p17

Twierdzenie Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Dowéd (Euklidesa)

Dowdéd niewprost. Zalézmy, ze pi1pa . .. pr to wszystkie liczby pierwsze.

Niech p = pip2...px +1 = quq2 - .. q gdzie q1q2 ... q; to rozklad na czynniki pierwsze liczby p.
Poniewaz NW D(x,z+1) = 1 dla dowolnego x, to zadna z liczb p1, pa, .. . px nie dzieli q1q2 . . . q;.
W szczegdlnosci, zadna z liczb p1,ps ... pg nie jest zadna z liczb q1,¢o . .. q;, wiec kazda z liczb
q1,q2 - - - q jest liczbg pierwsza rézng od liczb p1,ps ... pg, czyli tych, ktore istnieja 7.

Definicja w(n) to ilo$¢ liczb pierwszych w przedziale [1,n].

Mozna wykazac, ze m(n) ~ o My pokazemy stabszg zaleznosé.
n nn
1
Twierdzenie @ =0 <)
n Inn

Dowod
Niech p oznacza dowolna liczbe pierwsza.
Lemat 1 m(n) = O(3%)

Lemat 2 7(n) = Q(+%)

Inn
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Dowdd lematu 1

Pokazemy, ze [],<, p < 4". Dowdd bedzie przebiegal przez indukcje po n.

1. Baza indukcji n = 0: H p < 4°
p<O
Poza tym zalezno$é¢ zachodzi takze dla n =1, 2.

2. Krok indukcyjny
Jesli n jest parzyste i n # 2, to [[,<, p = [[,<n—1 P, Wiec wystarczy przeprowadzi¢ krok induk-
cyjny dla nieparzystych n.

Zatézmy, ze twierdzenie jest spetnione dla wszystkich liczb < n — 1. Wykazemy, ze twierdzenie
zachodzi tez dla n. Dodatkowo zaktadamy, ze n jest nieparzyste i n > 3.

zal. ind. 41

: ¢ ntl ntl
@ JIe= Il r I » < 4= [ p=4= 5
S " <p<n
Zauwazmy, ze

(n)z n! nn—1)...(n— (%) +1)
( n

n+1 _n+1)|‘n+1| =
2 2 /7 2

Poniewaz B oznacza liczbe wszystkich podzbioréw ”Tﬂ—elementowych zbioru n-elementowego,

to jest to liczba catkowita. Ponadto, w powyzszym zapisie B jako utamka, w liczebniku mamy
wszystkie liczby pierwsze z przedziatu "TH ...n. Dodatkowo, mianownik skraca sie do jedynki
z liczbami z liczebnika nie bedacymi liczbami pierwszymi, poniewaz w innym wypadku B nie

byltoby liczba calkowita. Z powyzszych dwoch obserwacji wnioskujemy, ze S|B. Prawda jest

takze, ze B = (n?—l) =2 (nn;l) = 2B’, poniewaz liczba zbioréw ”H—elementowych w zbiorze
2 2

n-elementowym jest rowna liczbie zbioréw ("‘*‘1 1)-elementowych w zbiorze n — 1-elementowym
wzietych raz z n-tym elementem, a raz bez niego.

Poniewaz n > 3, to 2 nie jest czescia iloczynu S. W zwiazku z tym z faktu S|BA B = 2B’ wynika,
ze S|B’. To z kolei oznacza, ze S < B’. Zauwazamy, ze B’ jest mniejsze niz liczba wszystkich
podzbioréw zbioru (n — 1)-elementowego, ktéra wynosi 2"~ 1. Mamy wiec S < B’ < 2"~1
Zatem ze wzoru (1) wynika:

[[p<a® s5<45 45 =4

p<n

co konczy dowdd kroku indukeyjnego.

Oznaczmy k = m(n). Wtedy k! < H p, poniewaz w iloczynie po prawej stronie nieréwno$ci
p<n
jest tyle samo czynnikow co w k!, oraz mozna je dobraé parami tak, ze kazdemu elementowi

kN 2
z k! bedzie odpowiadal element wiekszy z iloczynu. Zachodzi takze <2> < k!, poniewaz k/2

najwiekszych czynnikéw k! juz jest wieksze niz wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci. Mamy
zatem

k
kN 2
(5) <w<Ip<r
p<n
co po zlogarytmowaniu daje

g 08y =T
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Niech g,Ing, = n. Zgodnie z tym co zostalo wykazane na str. 2, w przyktadzie 7, mamy
mn

gnIng, ~ ot czyli gnIng, = O(1%) = O(45)-
Poniewaz logarytm jest funkcja rosnaca monotonicznie, to z %log% < @n In g, wynika

k/2 < gp, a stad z kolei wynika k = O(2%), zatem udowodniliémy prawdziwo$¢ lematu (1)

Inn 0

Dowdd lematu 2

1 1 1
Niech S = / 2"(1—a)"dx = / p(z) = / (ap + a1 + agz® + ... + agyx®™™) =
0 —u—— 0 0

20, wiec S>0
ao a a2n b . .
= — 4+ —=+4+...+ == dzie oznacza nieskracalny utamek.
l 5 1 g gdzie p/q oznacza ni y

Zachodzi p > 0, poniewaz S > 0. Poza tym, po sprowadzeniu wszystkich mianownikow
1,2,...,2n+1 do wspélnego, mamy w mianowniku NWW (1,2,...,2n+1). Po skréceniu utamka
otrzymujemy w mianowniku ¢, czyli i NWW(1,2,...,2n+1) wiec ¢ < NWW(1,2,...,2n+1).
Zatem

P 1

g2
¢ NWW(,2,....2n+1)

Interpretacja catki S jest pole powierzchni pod p(z) dla = € [0, 1]. To pole jest ograniczone z
géry przez pole jakie by$my otrzymali gdyby p(z) ciagle przybieral najwieksza warto$¢ na tym
przedziale. Poniewaz (1 — z) wynosi najwiecej11/4, to 2™(1 — z)" < 2 wiec S < £.

Mamy zatem
1

4n NWW(L,2,...,2n+1)

a stad
4" < NWW(1,2,...,2n+1)

Zastanéwmy sie nad rozkladem na czynniki pierwsze powyzszego NWW. Napewno musi on
zawiera¢ wszystkie liczby pierwsze < 2n + 1. Niektére z nich jednak moga wystepowaé wiecej
niz jeden raz. Najwieksza liczba pierwsza, ktora moze wystapi¢ wiecej niz 1 raz, jest < v/2n + 1,
poniewaz aby jaka$ liczba w rozkladzie NWW wystapita w potedzie wickszej od 1, to musiata
ona wystapi¢ w rozkladzie na czynniki pierwsze jakiejs liczby < 2n + 1 w tej samej potedze.
Najwiecksza potega takiej liczby w NWW jest < logy(2n + 1). Liczb, ktére w NWW moga
wystapi¢ w potedze wiekszej niz 1, jest < v/2n + 1. Z powyzszych rozwazan wynika oszacowanie

NWW(1,2,...2n+1) < [[ p-v2ng1? et
p<2n+1

T2(1 — 2) = —2? + z przyjmuje najwickszg warto$é w wierzchotku paraboli, o wspéirzednej z = 1/2.
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Mamy zatem

< NWW(L2,....2n4+1) < [ p-v2ns1/2rrtesnty

p<2n+1
BN
4" < H p- 410g4 V2n+Tlogy (2n+1)v/2n+1
p<2n+1
<~
4n—10g4 V2n+1-logy (2n+1)-+/2n+1 < H P
p<2n+1
<~
4717& logZ(2n+1)-v/2n+1 < H P
p<2n+1

Zauwazmy, ze liczb pierwszych < 2n + 1 jest w(2n + 1) i kazda z nich jest < 2n + 1.
To nam pozwala dokonaé jeszcze jednego oszacowania i dokonczyé dowdd:

4nfilog§(2n+1)-\/2n+l < H p< (2n+1)ﬂ'(2n+1) — glogs(2n+1)m(2n+1)
p<2n+1

log,
=

1
n=g log3(2n + 1) - v2n + 1 < log,(2n + 1)7(2n + 1)

—

n—1loga(2n+1)-v2n+1

<m(2n+1
+logy(2n + 1) ( )
—
n(1—om
(=) <n(2n+1)

%10g2(2n +1)

dla prawie wszystkich n
—_—

n

—— < 7T(2n+1
+logy(2n + 1) ( )

~ 2n+1 ~ 2n+1
) logs(2n+1) In(2n+1) logsy €

$my prawdziwo$¢ lematu (2)

L n . _ .
Poniewaz Thogy (341 to wreszcie m(n) = Q(n), zatem udowodnili

O

Poniewaz wykazalismy, ze 7(n) = O(y%;) oraz m(n) = Q(5%). to m(n) = (%) czyli

Inn In
) _of L
n © <lnn> o
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1 Chinskie twierdzenie o resztach

Bajeczka o chinskiej armii

Byl sobie general chinskiej armii ktora sktadala si¢ z bardzo wielu zolnierzy. Precyzyjniej,
bylo ich tak wielu, ze nie bylo sensu ich liczyé. General jednak mial problem; otéz chcial
sprawdzié¢, czy kto$ nie uciekl. Szczesliwie, znal on chiniskie twierdzenie o resztach (ktére my
poznamy za moment), dzigki czemu byl w stanie wydedukowac:

Niech m oznacza teoretyczng liczbe wszystkich Zolnierzy w mojej armii. Dodatkowo, niech
m=mimg...my gdzie mi, mo...my $¢ parami wzglednie pierwsze. Jako x oznacze faktycz-
ng liczbe Zolnierzy w mojej armii, czyli juz po ewentualnych dezercjach. Jesli teraz ustawie
wszystkich x Zotnierzy w rzedach o dlugo$ci my, potem o dlugosci ms i tak dalej do my, to o
ile sie okaze, Ze za kaZdym razem wszystkie rzedy mialy petng dlugosé, czyli, Ze x mod m; = 0
dla i € {1,2,...,k}, to nikt nie uciekl, czyli v = m. Je$li jednak przy ktéryms ustawieniu
pojawit sie niepelny rzqd, to x # m wiec ktos zdezerterowal.

Tresé¢ twierdzenia
Niech mi, mgo ... my beda parami wzglednie pierwsze i niech m bedzie iloczynem tych liczb.
Wtedy uktad kongruencji

z mod my; = a;

z mod ma = ag gdzie aj,ay...a; € Zoraz 0 < a; <m; dlai e {1,2,...,k}
(czyli a; jest reszta modulo m;).

x mod my = ag

ma dokladnie jedno rozwiazanie x takie, ze 0 <z <m A z € Z.

Dowdéd
Lemat 1: Istnieje x spelniajacy powyzszy uklad kongruencji.
Lemat 2: z jest okreslony jednoznacznie przez ai,as,...,ak.

Dowdd lematu 1:

Obserwacja Jesli NW D(a,c) =1 oraz NWD(b,c) =1 to NWD(ab,c) = 1.
Na podstawie ogdlnej wersji powyzszej obserwacji wnioskujemy, ze NW D(m/m;, m;) = 1 gdzie
i €{1,2,...,k}, czyli m/m; i m; sa wzglednie pierwsze, zatem (m/m;)~! mod m; istnieje.

Oznaczmy (m/m;)~! mod m;, czyli element odwrotny do (m/m;) W Z,,, jako ¢;.

Niech i
m
T (;_lacm) mod m

()

Zauwazmy, ze (¢ mod ed) mod d = (¢ mod d) dla dowolnych ¢, d, e € Z. Dzigki temu mamy

k
m
x mod m; = (Z aicim-) mod m;
i=1

(3

Wszystkie sktadniki w powyzszym wyrazeniu za wyjatkiem sktadnika o ¢ = j przystaja do zera
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modulo m; z powodu czynnika -, zatem suma redukuje si¢ do
7

r mod m; = (ajcj;?) mod m; = a; mod m; = a;
J

Zatem x mod m; = a; dla j € {1,2,...,k}, wiec wskazaliSmy x spelniajacego omawiany uktad
kongruencji
Dowéd lematu 2

W lemacie (1) wykazaliSmy, ze dla kazdej krotki (aj,as,...,ax) istnieje odpowiedni = spel-
niajacy uklad kongruencji z twierdzenia. Poniewaz a; dla i € {1,2,...,k} moze przybieraé¢
wartodci ze zbioru {0,1,...,m; — 1}, ktérego moc wynosi m;, to réznych krotek jest w sumie
mimes ... my = m. Poniewaz 0 < x < m, to liczba réznych x jest rowna liczbie krotek. Ponie-
waz kazda krotka reprezentuje jaki$ x oraz kazdy x ma reprezentacje w postaci pewnej krotki,
to funkcja odwzorowujaca krotki na z-y jest bijekcja, czyli, innymi stowy, z-y sa wyznaczne
jednoznacznie przez krotki. _

Z prawdziwosci lematu (1) i (2) natychmiast wynika prawdziwos¢ twierdzenia.

Whniosek Pierscienie Z,, oraz Zy,, X Zm, X ... X Ly, sa izomorficzne.
Izomorfizmem jest funkcja f(x) = (z mod mq, x mod mao, ...,z mod my).
2 Funkcja Eulera

Definicja Z! = {x € Z,|327'} = {z € Z,|x1n}

Definicja funkcji Eulera ¢: ¢(n) = |Z}|

Niech p{'p5?...pe* bedzie rozkladem na czynniki pierwsze liczby n.
Obserwacja peP=p(p) =p—1

a—1

Obserwacja Jedli p € P, to dodatnich liczb naturalnych < p® podzielnych przez p jest p
Stad ¢(p*) = p* —p* L =p* (1-1).

Fakt Jesli my Lma, to p(mimse) = ¢(mq)p(ms).

Obserwacja Jesli mi_Lma, to

rzlmime <= zlmy Axlmy <= (xz mod mi)Lmi A (z mod mg) Lms
[ —— —_———
al az

oraz mozliwych wartosci a; jest ¢(my), a as jest p(msa).

a1, 09 Q'

Obserwacja ¢(n) = e(p7'ps? ... pp") = (1) e®5?) ... o(pp*) =

1 1 1 1 1 1
:p<1hp§¥2'”pzk <1_> (1_>_”<1_>:n<1—) (1—)...(1—)
b1 b2 Pk b1 P2 Pk
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2.1 Twierdzenie Eulera
Jedli aln to a?™ =1 (mod n) < nla¥™ —1

Dowodd
Poniewaz d1lcAelc= delc to

II Tr = II axr

T €L}, T €L},

Wynika to z tego, ze prawy iloczyn ma ¢(n) czynnikéw, wszystkie sa Ln i sa parami rézne,
bo jesli by tak nie bylo, to pewne dwa czynniki z lewego iloczynu musiatby by¢ sobie réwne,
a tak nie jest. W zwiagzku z powyzszym prawy iloczyn jest rowny lewemu, jedynie czynniki sg
ustawione w innej kolejnosci. Stad mamy

HJ: mod n = Haﬂs mod n = a‘Zm-Haz mod n
z€LY, rE€ZF, T€EL,

s
1 mod n = a'%:! mod n
<~
1=a*" modn -
2.2 Male twierdzenie Fermata

peEPA(pfa)=a"'=1 modp

2.3 RSA

en.wikipedia.org/wiki/RSA

3 Zliczanie

Obserwacja  Liczba ciagéw aq,aq,...,ax takich, ze a; € {1,2,...,n} dla i € {1,2,...,k}

wynosi n*.

Obserwacja  Liczba ciagdéw ai,as,...,ay takich, ze a; € {1,2,...,n} AV a; # a; dla
i,j €{1,2,...,k} wynosi

nn—1)n-2)...(n—k+1)=nk

Zatem silnie mozemy zdefiniowaé jako n! = n%

3.1 Symbol Newtona

Definicja (}) (czytane ,n nad k” lub ,n po k”) jest to funkcja dwéch argumentéw catkowitych
nieujemnych, zdefiniowana jako:

n n! n
e <k<K
<k> (n — k)E <k>#0(:)0\k\”

Obserwacja Liczba k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego wynosi

TLE_ n! _[(n
ko (n — k)!k! -\ k
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Intuicja: k elementéw ze zbioru n-elementowego mozemy wybraé na n sposobéw. Przy zliczaniu
liczby zbioréw k-elementowych musimy utozsami¢ ze sobg wszystkie te wybory, ktére wybieraja
doktadnie te same elementy, ale w réznej kolejnosci. Réznych kolejnosci wyboru ustalonych k

elementéw jest k!l
ny n
k] \n—k

Intuicja: Wyborowi kazdego k-elementowego zbioru w jednoznaczy sposéb odpowiada wybor
jego dopelnienia ktére ma n — k elementéw, a liczba zbioréw i ich doptenien musi by¢ taka sama.

Obserwacja

Definicja Funkcja charakterystyczna podzbioru B zbioru A nazywamy ciag zer i jedynek
dlugosci n = | A| taki, ze na k-tej pozycji w tym ciggu znajduje sie 1 jesli k-ty element zbioru A
nalezy do B i 0 w przeciwnym przypadku.

Obserwacja Liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego wynosi 2.

Intuicja: Kazdy z elementow zbioru mozemy wybra¢ lub nie, elementow jest n, wiec mamy 2"
mozliwoéci. Warto zauwazy¢, ze w istocie zgadza si¢ to z liczba wszystkich funkcji charaktery-
stycznych dla danego zbioru. Zauwazmy jeszcze, ze

#5002 6)-20)-30)

Obserwacja n po k jest réwne liczbie tych ciagéw n-elementowych ztozonych z zer i jedynek,
ktore zawieraja k jedynek.

Dowdéd  Kazdemu k-elementowemu podzbiorowi n-elementowego zbioru odpowiada funkcja
charakterystyczna, ktora jest n-elementowym ciggiem 0 i 1, ktéry ma k jedynek. Poniewaz n po
k to liczba takich zbioréw, wigc to tez liczba takich ciagéw.

Definicja uogdélnionego symbolu Newtona

k
n n! .
< ’nk>—!gd21e Zni:n

ni,No, ... nilng! ... ny p

Obserwacja  Liczba ciagéw n-elementowych zawierajacych n; elementéw pierwszego typu,
ng elementéw drugiego typu itd. do nj elementéw k-tego typu wynosi (n1 . nk)’ przy czym
dwa ciagi sa rozréznialne jesli na chociaz jednej pozycji stoja w nich elementy o réznych typach.

Intuicja: Wszystkie elementy mozemy ustawi¢ w ciag na n! sposobéw, musimy jednak utozsamié
ze soba te ciagi, ktore na pewnych ustalonych pozycjach maja elementy tego samego typu.
Elementow k-tego typu w ciggu zawsze jest ng, zatem musimy utozsami¢ ze soba te ciagi, ktére
Swybraly” elementy k-tego typu na ustalonych nj pozycjach w réznych kolejnosciach. Tych
ciagdw jest ny!. Takie utozsamienia musimy wykonaé dla wszystkich mozliwych wartosci &, stad
otrzymujemy wzor. Na koniec zwréémy jeszcze uwage, ze

()= (e

H1\/[()\;\11@(: bardziej po ludzku: (2) to liczba sposobow wyboru k serweréw z serwerowni z n komputerami.
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3.2 Poker

en.wikipedia.org/wiki/Poker_probability

3.3 W2z6r dwumienny Newtona

n __ n n n n—1 n n—k1k n n
(a+b) —<0>a +<1>a b+...+<k>a b +...+<n>b

Powyzsze wyrazenie nazywamy wzorem dwumiennym Newtona.
Dla przyktadu, dla n = 2 mamy

(a+b)? = a?+ 2ab+b?

oraz dla n = 3 mamy

(a+b)3 = a®+ 3a%b + 3ab? + b3

(310

Warto odnotowaé, ze trojkat Pascala jest skonstruowany przy pomocy tej zaleznosci. Ponizej
przedstawimy trzy dowody prawdziwosci powyzszej rownosci.

Dowéd przez przeksztatcenia

n—1 n—1\ (n—1)! (n—-—1!
k=) Tk ) T o= =R
~ (n—1)! < 1 +1>:

m—k—-—1Nk—1)!'\n—k &k
B (n—1)! k+n—k
T n—k-DIk-1)! (n—kk

n! n
T (n—k)E <k:> g

Dowdd algebraiczny
Mamy

1+2)"=0+2)"1Q4+)=Q4+2)" 1 +z04+2)" ! =

n—1 n—1\ . n—1\ ., 4
+ 1 T4+ ...+ i A n 1 T +
—l—<n61>x+<nzl>x2+...—l—(Z:i):ck-i-...—i—(Z:i)x":q(x)

Poniewaz wielomiany p(z) oraz q(x) sa sobie réwne, a wielomiany sa rowne wtedy gdy ich wspdl-

czynniki sg sobie réwne, to z powyzszych réwnoéci natychmiast wynika dowodzona wtasnosé.

O

Dowdd kombinatoryczny
Stosujemy interpretacje kombinatoryczna. (Z) oznacza liczbe k-elementowych podzbioréow zbio-
ru n-elementowego. Rozwazmy dowolny n-elementowy zbiér A zawierajacy pewien element x.
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Liczba podzbioréw k-elementowych zbioru A nie zawierajacych x wynosi (";1), poniewaz zato-
zenie o nie nalezeniu x do podzbioru zmniejsza liczbe elementéw do wyboru z n do n—1. Liczba
podzbioréw k-elementowych zbioru A zawierajacych element x wynosi (z:i) poniewaz zatozyli-
$my, ze wybraliSmy juz jeden element, ktérym jest z, wiec pozostaje nam k — 1 elementéw do
wybrania z puli n — 1 elementéw. Poniewaz wszystkie k-elementowe podzbiory zbioru A albo
zawieraja x albo nie, to dowodzona zaleznos¢ jest prawdziwa.

Kilka obserwacji

(a+b)"=> (Z) a™ ko,

k

Q

_ - " n n\, Lk _ 0 n>0,
=1Ab=—1=(a+b)"=(1-1) _zk:<k>( 1) _{1 neo

n n k
n n—

2 M) e
- (n-nEL
_;” k-1

" (n-—1 " (n—1
= n =n =

£ 2 (0)
= n2" 1

VvV  3.XI1.2008

1 Zasada szufladkowa Dirichleta

Jedli rozdzielimy n+ 1 kulek do n szufladek (pojemnikéw), to istnieje szufladka majaca wiecej niz
jedna kulke. Ogdlniej, jesli rozdzielimy ponad kn obiektéw do n pojemnikéw, to istnieje pojemnik
majacy przydzielone wiecej niz k obiektéw. Wiasnie sformutowang zaleznosé nazywamy zasada
szufladkowsa Dirichleta.

Przyktady zastosowan

1. Twierdzenie alnAa,neN=3,50a” =1 (modn) <= nla” —1

Dowéd Dowdd przy pomocy zasady szufladkowej Dirichleta.

Niech szufladkami beda reszty modulo n. Szufladkami sa liczby ze zbioru
{0,1,2,...,n — 1} i jest ich n. Kulkami niech beda potegi liczby a: a®,al, ..., a™.
Poniewaz kulek jest wiecej niz szufladek, to na mocy zasady szufladkowej Dirichleta dla
pewnych 4, j takich, ze i < j, kulki a’ oraz a/ sa w tej samej szufladce, czyli ich reszty
modulo n sg réwne, czyli ' = ¢’ mod n <= ' =a’ "0’ modn < 1=d’"" modn

Zatem dla x = j — i twierdzenie jest spelnione.

2. Twierdzenie Mamy dany kwadrat o boku 1, w ktérym znajduje sie 2n + 1 punktéw z
ktérych zadne 3 nie sa wspotliniowe. Istnieja wtedy takie 3 punkty, ktore sa wierzchotkami
tréjkata o polu < %

Dowéd Szufladkami niech bedzie n prostokatow, ktore powstaly po podzieleniu kwadra-
tu prostymi rownolegtymi do jednej z par bokéw kwadratu i odlegtymi od siebie o %
Kulkami niech bedzie 2n + 1 punktéw znajdujacych sie uprzednio na kwadracie.
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Zgodnie z zasada szufladkowa Dirichleta istnieje taki prostokat, ktory zawiera przynajmniej
3 punkty. Oznaczmy boki o dlugosci % tego prostokata jako jego podstawy. Oznaczmy do-
wolne 3 punkty w tym prostokacie jako a,b, ¢, przy czym minimum z odleglto$ci do obu
podstaw jest najwicksze dla punktu b. Jesli teraz przeprowadzimy prosta réwnolegly do
podstaw przechodzaca przez punkt b, to otrzymamy dwa tréjkaty ktorych suma pol jest
réwna polu tréjkata o wierzchotkach a, b, ¢ (patrz rysunek). Jesli pole tréjkata a, b, ¢ ozna-
czymy jako P, pola trojkatéw tworzacych go jako P; i Ps, ich wysokosci odpowiednio A i
hs, a ich podstawe jako d, to otrzymamy:

1 1 1 1 1
P=P +P =—-dh —dho = =d(h ho) < = —-
1+ P 5 1+2 2 2(1—1— 2) 5 5 O

1

ha

hy

0"\

Rysunek 5. Niezwykty prostokat

3. Jesli wezmiemy dowolne naturalne n, to kazda liczba rzeczywista o musi zawieraé sie po-

miedzy liczbami p/n i (p + 1)/n dla pewnego calkowitego p. Stad wynika, ze odleglosé
dowolnej liczby rzeczywistej do pewnego utamka o mianowniku n (w tym wypadku utam-
kéw o licznikach p i p + 1) jest nie wieksza niz 1/(2n), co symbolicznie mozna zapisac:

vaER,nGNElpEZ

Istnieja takie mianowniki, dla ktérych maksymalna odlegtoéé wynosi nie 1/(2n), a 1/n?.
Moéwi o tym ponizsze twierdzenie:

. . D 1 1
Twierdzenie Vocr NeNTge[1,N]pez | — q' < N—q < ?
1
Dowdéd Szufladkami niech beda przedzialy postaci L]zf, p;) dlape {0,1,...,N —1}.

Kulkami niech beda liczby ze zbioru {0,1,...,N}.

Kulke i wrzucamy do szufladki w ktérej znajduje sie wartosé {« - i}.

7 zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze pewne kulki i, j; 7 < j, wpadaja do tej samej
szufladki, a to oznacza, ze obie wpadaja do przedzialu rozmiaru 1/N wiec sa o siebie
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odlegte o conajwyzej tyle. Stad otrzymujemy:

i
A Gl <
Ha gt —H{a i} < 5
1
i — i — Lal = .4 <
= la-j-a-i=(la-j] - la-i)l <
. . ) 1
= la-9-(la-jl-le-i)I< 5
——
q p
. ‘ p’< 1 gy 1
“TYSNg S g

2 Elementy algebry
Definicje

Grupa G = (X,-) to algebra skladajaca si¢ ze zbioru X i dzialania - z nastepujacymi
wilasnosciami:

1. Lacznosé: (fg)h = f(gh)
2. el. neutralny: 4.V, ge =eg =g
1 — gilg = e

Grupa przemienna (abelowa) to grupa z dodatkowa wlasnoscig: Vg, gh = hg

3. el. odwrotny: Vy3,-1 g9~

Grupa cykliczna G to grupa postaci G = {e, g,¢%,...,9" '} gdzie g to generator grupy i
k
gt =e.

Podgrupa H grupy G to grupa, ktérej kazdy element nalezy takze do grupy G, ktora zawiera
element neutralny i ktéra jest zamknieta na dziatanie, czyli: h,g e H = h-g€ H

Warstwa lewostronna (wzgledem H): gH ={gh:h e H}
Warstwa prawostronna (wzgledem H): Hg={hg:hec H}

gdzie odpowiednio hg i gh naleza do pewnej grupy G, g jest pewnym ustalonym elementem
G, a H jest pewng ustalona podgrupa G.

2.1 Twierdzenie Lagrange’a
Gl =G H]-|H]
gdzie [G : H| = {gH : g € G} = liczba rozlacznych warstw G wzgledem podgrupy H.

Whniosek Warstwy grupy G wzgledem podgrupy H tworzg podzial grupy G na réwnoliczne
zbiory.

Przyktad zastosowania
Twierdzenie Eulera brzmiato: Jedli aln, to a?™ =1 (mod n) <= n|a?™ —1
Przeprowadzimy teraz jego dowdd przy uzyciu tw. Lagrange’a.

Dowéd Niech G =7, H={l,a,d%...,a" 1}, d* =1
Wtedy |G| = |Z}| = ¢(n) =[G : H] - |H| = - k dla pewnego [.

Stad mamy a?(™) = ok = (aF)l =1
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Definicje

Orbita elementu = € X na ktérego dziala grupa G, to O, = {g(z)| g € G}.

Stabilizator elementu = € X na ktérego dziala grupa G, to G, = {g € G| g(z) = z}.

2.2 Uogoélnione twierdzenie Lagrange’a

Jedli grupa G dziata na zbiér X, to dla dowolnego x € X zachodzi:

Umoéwmy sie, ze ,,obrét przeksztalcajacy obiekt na samego siebie”, to taki obrot tego obiektu,
po ktérego wykonaniu obszar przestrzeni ktory zajmuje obiekt nie zmienia sie, przy czym nie
chodzi o jego wielkos¢, tylko o konkretne punkty. Przyktadowo, jeéli punkt o wspotrzednych x, y
nie nalezal do kwadratu, to po obrocie kwadratu dalej nie moze do niego nalezeé. W praktyce
oznacza to, ze jeéli obracamy np. kwadrat, to po dokonaniu obrotu nie moze on by¢ ,,przechylony”
w zaden sposob. Dodatkowo, méwimy, ze dwa obroty obiektu sa rézne, jesli istnieje taki punkt
nalezacy do obiektu, ze po obrocie ktéras z jego wspdlrzednych jest inna. Jesli bedziemy pytac
sie ile jest roznych obrotéw obiektu przeksztalcajacych go na samego siebie, to mamy na mysli

moc grupy takich obrotéw.

Przyklady zastosowan

1. Ile jest réznych obrotéw kwadratu przeksztatcajacych go na samego siebie?

Odpowiedz: cztery: obrét o 0 (czyli brak), 90, 180 i 270 stopni.

Problem Ile jest obrotéw szescianu przeprowadzajacych go na samego siebie?
Remedium Niech z bedzie pewnym punktem rozwazanego szescianu lezacym doktad-
nie na srodku jednych z jego $cian. Problem mozemy przeformutowaé jako pytanie o moc
grupy obrotéow dziatajacych na z. Zgodnie z uogélnionym twierdzeniem Lagrange’a, wy-
starczy by$my znali moc orbity i stabilizatora = wzgledem dzialania na nim ta grupa.
Orbita x sa te obroty, ktére powoduja zmiane wspotrzednych z. Jest ich 6: po dokonaniu
odpowiednich obrotéw x moze znajdowaé si¢ na srodku ktérejkolwiek z 6 Scian szescianu.
7 kolei stabilizatory sg 4: $ciane, na ktorej lezy z, mozemy potraktowaé jako kwadrat.
Wtedy, jak juz wczes$niej zauwazylidémy, sa 4 obroty kwadratu przeprowadzajacych go na
samego siebie, ale z jako srodek kwadratu nie zmienia pozycji w zadnym z nich, stad sa
one jego stabilizatorem. Zatem skoro |O,| = 6 oraz |G| = 4 gdzie G to grupa obrotéw, to
na podstawie twierdzenia Lagrange’a mamy |G| = |0y - |G5| =6 -4 = 24.

. Problem Ile jest réznych sze$ciennych kostek do gry? Ile jest réznych prawidtowych
kostek? Kostka prawidlowa to taka, ktérej suma oczek na kazdej z przeciwleglych Scian
wynosi 7.

Remedium Na nieruchomg kostke mozemy ,nalepi¢” wartosci od 1 do 6 na 6! spo-
sobow. Z poprzedniego problemu wiemy jednak, ze dowolna kostke mozemy za pomoca
obrotow utozsamié z 24 réznymi nieruchomymi kostkami, zatem wszystkie nieruchome
kostki powstate poprzez nalepienie na nich wartosci od 1 do 6 mozemy rozbi¢ na klasy
abstrakcji w ten sposob, ze do jednej klasy abstrakcji naleza wszystkie te kostki, ktére
w istocie sa jedna kostka ale obrdcona na 24 rézne sposoby. Stad liczba réznych kostek
wynosi 6!/24 = 30.

By wyznaczyé¢ kostki prawidlowe rozumujemy tak samo, jedynie przy ,nalepianiu” war-
tosci nalepienie pewnej liczby odrazu determinuje wartosé na przeciwleglej Sciance, stad

zamiast 6! mamy 6 -4 -2, co w wyniku daje: '24 =
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Fakt Jesli grupa G dziata na zbiér X, to zbior orbit jest podziatem zbioru X.
W szczegoblnoscei orbity sa parami roztaczne.

2.3 Lemat Burnside’a

Niech G bedzie grupa dzialajaca na zbiér X. Wtedy

# orbit = |G‘Z|Gl—|G|Z|fm

geG

gdzie |fiz(g)| = {z : g(x) = x}
Dowéd #orbit221% 3 10:] -G _ 3 Z' Z'
‘G’ G| G~

orbita O, —orbita O—orbita z€O reX

Z |Ga| = I{(:L” 9):9(x) =z}| = Z |fiz(g)
!G |
gEG’

Rownosé @ to zliczenie orbit poprzez wskazanie ich bezposrednio.

@ wynika z uogdlnionego twierdzenia Lagrange’a. z w O, to dowolny x ktérego orbitg jest O,.
@ wynika z faktu, ze orbity tworzg podzial zbioru X. _
Przyklad zastosowania

Chcemy opracowad strategie gry w kétko i krzyzyk. W tym celu postanowiliSsmy rozpisaé¢ drze-
wo wszystkich mozliwosci potoczenia sie partii, aby nastepnie wydedukowaé w jakiej sytuacji
wykonywaé jaki ruch. Zanim zaczniemy rozpisywaé drzewo, zauwazamy jeszcze, ze wszystkie
roztozenia kélek i krzyzykéw ktére mozna otrzymaé wzajemnie z siebie przez odbicia i obroty
sa w praktyce ta sama pozycja. Majac to na uwadze, rozpisujemy pierwsze 3 poziomy drzewa:

X0 o

X

| o
/

Rysunek 6. Poczatek drzewa rozgrywki w koétko i krzyzyk.

X|O

N /

X|O X

Zauwazamy, ze niestety drzewo zaczyna si¢ dos¢ pokaznie rozrasta¢. Chcemy zobaczy¢ ile by$my
musieli rozpisa¢ kolejnych pozycji, co nas prowadzi do sformutowania zdania.
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Problem Ile jest istotnie roznych roztozen dwéch kétek i krzyzyka w grze w kotko i krzyzyk.
Remedium Problem rozwiazujemy przy pomocy teorii grup. Jako X traktujemy zbiér wszyst-
kich réznych roztozen dwoch kétek i krzyzyka na planszy, przy czym dwa rozltozenia sg rézne
jesli roznia sie zawarto$cia conajmniej jednego pola. Jedli wezmiemy dowolne dwa roztozenia
dwbch kétek i krzyzyka na planszy, takie, ze nie mozemy jednego otrzymaé z drugiego przez
obroty lub odbicia, to méwimy, ze roztozenia te sa istotnie rézne. Zauwazmy teraz, ze liczba
istotnie réznych roztozen to liczba orbit powstalych poprzez dziatanie grupa G obrotéow i od-
bi¢ na zbior X. Wynika to z tego, ze jesli pewne x1,2x2 € X maja ta sama orbite, to mozna
otrzymadé z1 z xo przy pomocy dziatan z G i vice versa, wiec x1 i z2 nie sg istotnie rézne. Niech
G = {id, Ogy, O180, O270, Sh, Sy, Sa1, Sa2 } gdzie elementy z G czytamy kolejno jako: Identycznosé
(brak obrotu), obrét o 90 stopni, o 180 stopni, o 270, odbicie wzgledem prostej przechodzacej
poziomo przez Srodek planszy, analogicznie dla prostej pionowej, odbicie wzgledem przekatnej
»\" 1 przekatnej ,,/”. Przy tak rozpoznanej strukturze mozemy skorzystaé¢ z lematu Burnside’a
by zauwazy¢, ze wystarczy policzy¢ moc zbioru punktéw statych (|fiz(g)|) dla kazdej operacji
g € G, czyli tych ulozen planszy, ktére dana operacja g przeksztalca na takie samo ulozenie.
Tak wiec liczymy:

| fiz(id)| = 252: Jest to poprostu liczba wszystkich réznych rozlozen na planszy. Liczymy ja tak:
Kladziemy pierwsze kétko na jednym z 9 pél, drugie kotko na jednym z posotatych 8 pol, krzyzyk
na jednym z posotaltych 7 pél, i utozsamiamy ze soba roztozenia rézniace sie tylko kolejnoscia
polozenia kotek.

| fiz(O150)| = 4: Sa to roztozenia ktére maja w centralnym polu krzyzyk i w ktorych kétka leza
w tej samej linii, poziomej, pionowej, przekatnej lub drugiej przekatne;j.

| fiz(Ogo)| = | fiz(O270)| = 0.

| fix(Sh)| = |fix(Sy)| = 12. Rozwazmy odbicie w poziomie. Kétka moga znajdowaé sie w gor-
nych rogach, w dolnych rogach, lub po bokach. Dla kazdego takiego roztozenia kétek mamy 3
rozne pozycje krzyzyka, w dowolnym polu w srodkowej kolumnie. Do tego mozemy wszystkie 3
elementy potozy¢ w $rodkowej kolumnie na 3 rézne sposoby.

|fix(Sq1)| = | fix(Sq2)| = 12. Rozwazmy przekatna ,,\”. Kétka moga lezeé¢ albo na polach przy-
leglych do lewego gérnego rogu, polach przyleglych do prawego dolnego rogu, albo w lewym
dolnym i prawym gérnym rogu. Dla kazdego z tych trzech roztozen krzyzyk moze leze¢ na kté-
ryms z trzech pol przez ktére przechodzi przekatna. Poza tym wszystkie 3 elementy mozemy
roztozy¢ na 3 sposoby na polach przez ktére przechodzi przekatna.

Wreszcie z lematu Burnside’a wyliczamy liczbe orbit, czyli zarazem rozwiazanie problemu:
1
# orbit = §(252 +4+44-12) =38

O

3 Zasada wlaczen i wylgczen

Obserwacja Gdy sumujemy moce dwéch zbioréw, to liczymy podwdjnie elementy nalezace
do obu tych zbioréw, zatem by prawidtowo obliczy¢ moc sumy dwoch zbioréw, musimy od niej
odja¢ moc ich przeciecia. Symbolicznie:

|AUB| = |A| + |B| - |[AN B|

Obserwacja  Jedli zastosujemy takie samo rozumowanie jak powyzej dla mocy sumy trzech
zbioréw, to w rezultacie koncowym nie policzymy elementéw nalezacych do wszystkich trzech
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zbioréw. Po skorygowaniu tego btedu otrzymujemy:

|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|ANnC|+|ANnBNC|

Zasada wlaczen i wylaczen

|AfUAs U ... UA,| = |A1]| + |A2| + ...+ |4y —
—|A1ﬂA2’—|A1ﬁA3’—...—‘AQﬂAg‘—‘AzﬁA4|—...—|An_1mAn‘—|-
+]AINAsNAs|+ A1 NAsN Ayl + ...+ |[Ap2 N A1 NAL+ . o o £]A1NA2N...N A,

Opis stowny: Aby znalezé liczbe elementéw zbioru A1 U As U ... U A, znajdz liczby elementéw
wszystkich mozliwych przecieé zbioréw sposrod {Aq, A, ..., Ay}, dodaj do siebie wyniki uzy-
skane dla przecie¢ nieparzystej liczby zbioréw, a nastepnie odejmij wyniki uzyskane dla przecieé¢
parzystej liczby zbiorow.

Obserwacja  Jesli Q oznacza przestrzen wszystkich elementéw, a A¢ dopelnienie zbioru A w
przestrzeni 2, to
JAfNASN...NAS| = Q| —|A1UAU. . .UA,| <= |A1UAU...UA,| = |Q|—|ATNASN...NAS|

Definicja Funkcje x : © — {0,1}, definiujemy dla zbioru A w przestrzeni  w nastepujacy
sposéb:

XA($):{0 rd A

1 z€ A

Wtasnosci funkcji y:
Xac(z) =1 —xa(x)
xang(r) = xa(z) - x5(z)

> xa(@) = 4]

e

XAnAGN...NAg = XAS * XAg * - Xag = (1= xa ) (1 = xa,) .- (1= xa,) =
n

=1+ (=D > xay, x4y x4,
k=1 11 <i9<...<ig

Ostatnia z powyzszych réwnosci otrzymujemy po zauwazeniu, ze iloczyn

(1 —x4,)(1—x4a,)-..(1 —xa,) mozemy wymnozy¢ w nastepujacy sposob:

Dla kazdego nawiasu wybieramy ktéry jego element (1 lub y 4) ma sie znalez¢é w pewnym sktad-
niku sumy wynikowej. Przykladowo, dla jednego sktadnika mozemy wybraé z kazdego nawiasu
1, dla innego sktadnika mozemy wybraé¢ z pierwszych trzech nawiaséw prawe elementy, czyli
XA1> XAs» XAz, & Z pozostatych wybra¢ jedynki. W ten sposéb do sumy wynikowej trafig sktad-
niki postaci XAj, * XAjy * -+ XAj, dla 1 < k < n gdzie ciagi postaci ji,j2...,Jr to wszystkie
mozliwe ciagi i, z rosnagcymi indeksami. Nawiasem moéwiac, wzor ten przypomina troche wzér
dwumianowy Newtona.

Dowdd poprawnoéci zasady wilgcezen 1 wylgczen
|AjUA2U...UA,| = Q|- |ATNASN...NAJ| =
= 19| - Z X(AfﬂAgﬂ...ﬂA%)(x) =

z€Q
- ’Q|_ Z 1+Z <_1)k' Z XA " XAg, XAzk(w) -
z€eN k=1 11<ia<...<ip
=191 =X > [ DF 0 > xay xay e xa, (@) | =
zeQ k=1 11 <i2<...<l
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