Tresé
Zadanie 197. Niech R bedzie relacjg binarng. Ktore z ponizszych stwierdzen sq prawdziwe:
1. RRCR,
2. RR=R,
3. RRDO R,
jezeli relacja R jest
1. zwrotna?
2. symetryczna?

3. przechodnia?

Rozwigzanie

Streszczenie

Tylko dwa z dziewigciu powyzszych stwierdzen sa prawdziwe. Udowodnig ich praw-
dziwo$¢ wprost, natomiast dla pozostalych wskaze kontrprzyktady.

1 Relacja R C A x A jest zwrotna
1.1 RRCR

Stwierdzenie falszywe.
Dowdd. Niech
R ={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3)}.

Wtedy
RR ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} £ R.
O
1.2 RR=R
Stwierdzenie falszywe.
Dowdd. Na mocy zasady ekstensjonalnosci i poprzedniego dowodu:
RR¢ R= RR#R.
O



1.3 RROR

Stwierdzenie prawdziwe.

Dowdéd. Zapis RR O R jest tozsamy z zapisem R C RR, co zgodnie z definicja inkluzji
oznacza, ze:

Y{a,b) ((a,b) € R= (a,b) € RR).

Z definicji relacji binarnej wiemy, iz R oznacza {{a,b) | a € AAb € A}. Ponadto, z definicji
zlozenia mamy:

RR = {{a,b) | 3e(aRc A cRb)} C A x A.
Chcemy pokazaé, ze:
V(a,b) ({a,b) € R = (a,b) € RR).
Poniewaz relacja R jest zwrotna, prawda jest, ze Va € A aRa, wiec jesli wezmiemy ¢ = b, to:
V{(a,b) € R (aRc A cRb), gdyz (a,b) € R oraz (b,b) € R.
Zatem:
V{a,b) € R (3c(aRec A cRD)),
z czego wynika, ze:

Y{a,b) ({a,b) € R = (a,b) € RR), co nalezalo wykazac.

O
2 Relacja R C A x A jest symetryczna
21 RRCR
Stwierdzenie falszywe
Dowdéd. Niech
R={(1,2),(2, 1)}
Wtedy
RR ={(1,1),(2,2)} Z R.
O
22 RR=R
Stwierdzenie falszywe.
Dowdd. Na mocy zasady ekstensjonalnosci i poprzedniego dowodu:
RR¢ R= RR#R.
O



23 RROR
Stwierdzenie falszywe.
Dowdd. Niech
R=1{(1,2),2,1)}.
Wtedy
RR ={(1,1),(2,2)} 2 R.

3 Relacja R C A x A jest przechodnia
3.1 RRCR

Stwierdzenie prawdziwe.
Dowdd. Chcemy pokazaé, ze (zgodnie z definicja inkluzji):
Y{a,b) ((a,b) € RR = (a,b) € R)
Ponadto, z definicji zlozenia mamy:
RR = {{a,b) | 3e(aRc N cRb)} C A x A.
Natomiast z definicji przechodnio$ci relacji wiemy, ze:
VYa,b,c € A aRc A cRb = aRD.

Jezeli wiec e(aRe A cRbD), to zachodzi réwniez (a,b) € R, co nalezato wykazac.

3.2 RR=R
Stwierdzenie falszywe.
Dowdd. Niech
R={(1,2),(2,3),(1,3)}.
Wtedy
RR={(1,3)} # R.

3.3 RROR
Stwierdzenie falszywe.
Dowdd. Niech
R={(1,2),(2,3),(1,3)}.
Wtedy
RR ={(1,3)} 2 R.
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