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Szanowni Panstwo,

Program wyktadu logiki dla informatykow nie jest trudny — w nastgpnych se-
mestrach bedziecie Paristwo stuchali duzo trudniejszych wyktadow. Mimo to co roku
znaczna czesS¢ studentow nie zdaje egzaminu z logiki.

Jednym z powodow niepowodzenia na egzaminie jest to, Ze jest to dla Was pierw-
szy w zyciu wyktad akademicki, w ktérym pojawia sig duza liczba nowych pojec. Poje-
cia te, na ogot dosy¢ abstrakcyjne, pojawiajq sig licznie na kazdych zajeciach. Trzeba
sig ich wszystkich nauczyé. Nauczyé — to mato, gdyz matematyka nie polega na wy-
konywaniu mniej lub bardziej skomplikowanych rachunkow, lecz na przeprowadzaniu
rozumowan. Dlatego jest bardzo wazne, byscie nie tylko je znali, ale i dobrze rozu-
mieli. Wyktad ma Wam w tym pomdc, ale wielu 7 Was nie zdota na samym wyktadzie
opanowac catego materiatu. Na wyktadzie nie nauczycie sig tez sprawnie postugi-
waé wprowadzonymi pojeciami. Dlatego musicie systematycznie pracowaé w domu.
Jesli przed zajeciami przypomnicie sobie wczesniej wprowadzone definicje, zwigk-
szycie swoje szanse na zrozumienie nowego materiatu. Jesli natomiast nie bedziecie
znacé wezesniej wprowadzonych pojec, bedziecie z duzym prawdopodobieristwem sie-
dziec¢ na wyktadzie, jak na tureckim kazaniu. Jezeli przyswojenie nowych pojec spra-
wia Wam trudnosé, radze takze przed wyktadem przejrzeé podane w przygotowanych
przez nas notatkach definicje, ktore dopiero zostanq na zajeciach wprowadzone. By¢
moze czytajqc je po raz pierwszy przed wyktadem nie potraficie ich w petni zrozumiec,
ale gdy je wczesniej przeczytacie, wyniesiecie z wyktadu znacznie wigcej. Poza tym
bedziecie przed zajeciami wiedzied, czego nie rozumiecie i o co na wyktadzie zapytac.

Od wielu lat wszystkim studentom zaczynajqcym studia powtarzamy to, co napi-
salismy w poprzednim paragrafie. Niestety z marnym skutkiem. Co roku w drugiej
potowie semestru okazuje sig, ze znaczna czes¢ studentow nie rozumie wyktadu, bo
nie pamigeta wczesniej wprowadzonych definicji i nie zna tresci udowodnionych wcze-
sniej twierdzeri. Co roku mniej niz potowa studentéw zdaje egzamin z logiki. Bardzo
nas to martwi. Chcielibysmy, aby znaczna wigkszos¢ z Was mogta ukoriczy¢ studia.
Dlatego aby Was zdyscyplinowac i zmusi¢ do systematycznej pracy wprowadzamy
opisane w regulaminie zajec¢ rygory (punktowy system zaliczania éwiczen, kartkowki,
egzamin potowkowy itd.). Ich celem nie jest uprzykrzenie Wam Zycia, ale zwigkszenie
szansy na to, Ze zdacie egzamin.

Wyktadowcy
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Informacje ogolne

A.1. Program wyktadu

Poniewaz przedmiot Logika dla Informatykow jest obowiazkowy, jego program
jest ustalony w Programie Studiow Informatycznych na Uniwersytecie Wroctawskim
z 17 czerwca 1997 z pdZniejszymi zmianami, dostgpnym m. in. w sekretariacie Insty-
tutu Informatyki, pok. 234 i — w wersji elektronicznej — na stronach internetowych
Instytutu Informatyki:

http://www.ii.uni.wroc.pl/

A.2. Zapisy na zajecia

Na zajgcia nalezy sig¢ zapisaé w internetowym systemie Zapisy, dostgpnym pod
adresem zapisy.ii.uni.wroc.pl.Zadeklarowanie przedmiotu w systemie Za-
pisy jest forma umowy pomigdzy studentem i uczelnia. Student zobowiazuje si¢
uczeszczaé na zajgcia, uczelnia za$ zobowiazuje si¢ je prowadzi¢ i ocenié studenta
po ich zakoficzeniu. Dlatego do egzaminu beda mogty przystapié jedynie osoby za-
pisane na wyktad, a zaliczenie ¢wiczen beda mogty uzyskaé jedynie osoby zapisane
na ¢wiczenia.

Chociaz w systemie Zapisy prowadzacy sa dla porzadku przypisani do poszcze-
gblnych grup éwiczeniowych, jednak w kolejnych tygodniach maja zajecia z réznymi
grupami. Dlatego przy wyborze grupy nie nalezy si¢ kierowaé nazwiskiem prowadza-
cego, gdyz kazdy student bedzie miat przecigtnie trzy ¢wiczenia z kazdym z prowa-
dzacych.

Jedna z grup éwiczeniowych jest oznaczona jako grupa zaawansowana. Do tej
grupy powinni si¢ zapisaé studenci o wigkszych zdolnosciach i aspiracjach matema-
tycznych. Rozwiazuje si¢ w niej nieco trudniejsze (ale i ciekawsze) zadania i wymaga
od studentéw nieco wigkszej samodzielnoSci. Przytoczone na nastgpnych stronach
Zasady prowadzenia i zaliczania ¢wiczen dotycza jedynie grup podstawowych. Spo-
s6b zaliczania ¢wiczen w grupie zaawansowanej jest ogtaszany przez prowadzacego



X A.3. Obsada zaje¢ i konsultacje

te ¢wiczenia i nie jest opisany w niniejszych notatkach. Rotacja prowadzacych nie
obejmuje grupy zaawansowane;j.

A.3. Obsada zajec i konsultacje

Obsada zaje¢ dydaktycznych w danym roku akademickim jest dostgpna w Syste-
mie Zapisy.

Kazdy student ma niepodwazalne prawo do bezposredniej rozmowy z prowadza-
cymi na temat zajec¢, w ktoérych uczestniczy. Uwazamy, ze z takich spotkan, tj. kon-
sultacji, studenci korzystaja nawet zbyt mato. Serdecznie zapraszajac na konsultacje
mamy jednak prosbe, by przestrzegaé ustalonych przez prowadzacych zasad. Kazdy
pracownik dydaktyczny wyznacza dwie godziny w tygodniu, w czasie ktorych jest
do dyspozycji studentéw. Poszczegdlni prowadzacy ustalaja takze inne sposoby kon-
sultacji. Pracownicy spedzaja w Instytucie znacznie wigcej czasu, niz podane dwie
godziny, ale poza dydaktyka wykonujg tez wiele innych prac. Dlatego prosimy trak-
towaé ze zrozumieniem ogtoszenia typu ,,prosze studentéw o nieprzychodzenie poza
godzinami konsultacji”. Prosba o respektowanie podanych terminéw dotyczy szcze-
goblnie spraw technicznych, takich jak reklamacje dotyczace rankingu, czy wpisy ocen
do indekséw. Studentéw zapisanych na przedmiot jest ponad stu, a prowadzacy — je-
den. Nie chcemy, zeby studenci odniesli wrazenie, ze prowadzacy staraja si¢ od nich
izolowac. Chodzi tylko o to, by nasze kontakty z duza liczba studentow przebiegaty
sprawnie i nie dezorganizowaly naszej pracy w Instytucie.

Godziny konsultacji mozna znalez¢ m. in. na stronach domowych prowadzacych.

Poza prowadzacymi wyktad, repetytorium i ¢wiczenia, zajgcia obstuguje takze
sekretarz dydaktyczny. Do jego zadafi nalezy m. in. przygotowywanie rankingéw ¢wi-
czen i wyliczanie ocen koficowych. Wszelkie problemy techniczne dotyczace punk-
tacji za zadania, zadania domowe i kartkéwki prosz¢ wyjasnia¢ nie z prowadzacymi
¢wiczenia, lecz bezposrednio u sekretarza dydaktycznego w podanych przez niego
terminach.
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Zasady prowadzenia
| zaliczania ¢wiczen

Ponizszy regulamin dotyczy jedynie zaje¢ w grupach podstawowych i nie obej-
muje grupy zaawansowane;j.

C.1. Wstep

Zasadniczym celem ¢wiczen z przedmiotu Logika dla informatykow jest utatwie-
nie studentom samodzielnej pracy nad opanowaniem materiatu w czasie catego se-
mestru. Ocena z ¢wiczen jest ocena jakosci i intensywnosci pracy studenta w trakcie
semestru, w odréznieniu od egzaminu z przedmiotu Logika dla informatykow, ktéry
ocenia stan wiedzy studenta w chwili zakorniczenia semestru.

Wyktadowca ogtasza z odpowiednim wyprzedzeniem numery zadan z niniejszego
zbioru. Studenci rozwiazuja podane zadania samodzielnie w domu. Jezeli student ma
watpliwosci i chciatby je skonsultowaé z prowadzacym, powinien to uczynié w czasie
godzin konsultacji prowadzacego. Zaktada si¢ przy tym, ze studenci beda dazy¢ do
pewnej samodzielno$ci w pracy nad opanowaniem przedmiotu. Zachgca sig¢ takze
studentéw do wspdlnej nauki.

Podstawq do wystawienia oceny jest liczba zadan, ktore student rozwiqzat w trak-
cie catego semestru i, pomijajac wyjatkowe przypadki, ocena zalezy w sposéb li-
niowy od tej liczby. Prowadzacy spotyka si¢ ze studentami regularnie na éwiczeniach,
aby ustalié faktyczna liczbg zadan rozwiazanych przez kazdego studenta. Dlatego po-
mimo iz na zajeciach powinna panowac swobodna atmosfera, nie nalezy zapominac,
ze kazde éwiczenia sg w istocie sprawdzianem wiedzy studentéw. Prezentowanie roz-
wigzan na tablicy catej grupie studentéw ma takze walor dydaktyczny, pozwala bo-
wiem osobom ktére nie poradzily sobie z zadaniem na poznanie jego wzorcowego
rozwiazania (z okreslonych nizej zasad szczegétowych wynika, ze rozwiazanie pre-
zentuja jedynie studenci dobrze przygotowani). Ocena studenta jest bezwzgledna,
tj. niezalezna od osiagnig¢ innych uczestnikow zajec.



Xiv C.2. Szczegdtowe zasady prowadzenia zaje¢

Numery zadah obowiazujacych na nastgpny tydziefi sa ogtaszane w Terminarzu
zajec na dany rok. Podczas catego semestru jest prowadzony ranking ¢wiczen zawie-
rajacy zestawienie aktualnie zdobytej liczby punktow przez kazdego studenta i pro-
gnozg oceny koncowej. Po zakonczeniu semestru ranking zawiera ostateczne wyniki
¢wiczen. We wszelkich sprawach dotyczacych liczby zdobytych punktéw i zadan
domowych studenci winni zgtasza¢ si¢ do sekretarza dydaktycznego w czasie jego
godzin konsultacji.

Na kazde z okoto 13 zajeé zadaje si¢ przecigtnie 8 zadai. W semestrze zadaje si¢
wigc do rozwiazania okoto stu zadan. Niniejsze notatki zawieraja 550 zadaf, a wigc
spory nadmiar. Zachgca si¢ studentéw do rozwiazywania takze pozostatych zadan.

Data ogtoszenia ocen z ¢wiczen jest podana w Terminarzu zajec. Tego samego
dnia w podanych godzinach studenci winni przyjs$¢ do sekretarza dydaktycznego ce-
lem uzyskania wpisOw do indekséw. W tym terminie bgdzie tez mozna wyjasniaé
wszelkie problemy dotyczace liczby zdobytych punktéw z ¢wiczen. Wpisy zaliczen
do indekséw w innych terminach nie beda dokonywane.

Pierwsze ¢wiczenia w semestrze nie sa punktowane. Na zajgciach sa rozwiazy-
wane zadania z rozdziatu 0 niniejszych notatek.

C.2. Szczegotowe zasady prowadzenia zajec

1. Co najmniej na trzy dni (zwykle na tydzien) przed zajgciami na stronie WWW
wyktadu jest oglaszana lista numeréw zadafi z niniejszego zbioru. Na ¢wicze-
niach sg rozwiazywane wybrane zadania z tej listy. Prowadzacemu pozostawia
si¢ decyzje¢ odnosnie wyboru zadan do rozwiazania.

2. Przed rozpoczgciem zajeé student wypetnia kupon wpisujac numery zadan z li-
sty, ktére potrafi rozwiazaé.! Kartka powinna byé wypetiona czytelnie, za-
wiera¢ date, jednoznacznie wpisane numery zadan?, sume punktéw oraz imie
i nazwisko studenta. Bezposrednio po wejsciu do sali ¢wiczeniowej prowa-
dzacy zajecia zbiera kupony. Gdy prowadzqcy przychodzi do sali ¢wiczenio-
wej, kupony powinny by¢ juz wypetnione przez studentow tak, by mogty byé
natychmiast zebrane i by prowadzqcy nie musiat opoZniac rozpoczecia zajeé
oczekujqc na wypetnienie kuponow.

3. Po rozpoczeciu zaje¢ dokonywanie jakichkolwiek zmian w tresci zlozonych
deklaracji? jest niemozliwe.

4. Na kazdych zajeciach student zdobywa liczbg punktéw réwna sumie warto-

Sci zadan, ktére zglosit do rozwiazania z listy przewidzianej na dane zajecia,
z wyjatkiem przypadkéw opisanych w punktach 9—11.

IGotowe kupony mozna wycia¢ z ostatnich stron niniejszej ksiazeczki.

2Niedopuszczalnc sa sformutowania typu ,,pierwsza czesS¢ zadania 77 itp. Zadanie jest niepodzielng
catoscig a deklaracja studenta powinna by¢ jednoznaczna: tak lub nie.

3Np. prosby o wycofanie lub dopisanie jakiego$ zadania.
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10.

. Student nieobecny na zajgciach nie otrzymuje punktéw. Poza przypadkami diu-

gotrwatej (trwajacej co najmniej trzy tygodnie) choroby po§wiadczonej zwol-
nieniem lekarskim nie mozna odzyskac utraconych w ten sposéb punktow.

. Rozwiazanie danego zadania na tablicy przedstawia jedna z os6b, wybrana

przez prowadzacego, ktéra zglosita gotowos¢ rozwigzania tego zadania.* Pro-
wadzacy ma prawo przerwaé osobie referujacej w dowolnym momencie i po-
prosi¢ inne osoby, ktére zgtosily gotowos¢ rozwiazania danego zadania, o kon-
tynuowanie.’

. W ciagu semestru student ma obowiazek dostarczyé rozwiazania dwéch za-

dan domowych. Na kazdych zajeciach prowadzacy wybieraja po okoto trzy
osoby w kazdej grupie ¢wiczeniowej. Te osoby maja obowiazek przynies¢ na
nastgpne ¢wiczenia prace pisemna, napisang recznie i czytelnie na arkuszu
papieru formatu A4. Zadania domowe maja rozwina¢ u studentéw zdolnosé
jasnego, precyzyjnego i czytelnego redagowania rozwigzan zadan. Za pracg
mozna otrzymaé od 0 do 3 punktéw. Oceniona praca jest zwracana autorom
w kolejnym tygodniu. Zadania sprawdza sekretarz dydaktyczny.

. Student powinien znaé definicje wprowadzanych na wyktadzie pojeé i sformu-

fowania podstawowych twierdzen. Oczekujemy, ze przed kazdym wyktadem
i kazdymi ¢wiczeniami studenci beda przypominac sobie wczesniej poznany
material. Aby ulatwié studentom systematyczne powtarzanie wczesniej pozna-
nego materiatu, ¢wiczenia moga rozpoczynac si¢ od bardzo prostej kartkowki
sprawdzajacej znajomos¢ poje¢ wprowadzanych na wyktadzie oraz podstawo-
wych faktéw (wedlug niniejszych notatek do wyktadu). Za znajomos¢ defini-
cji i podstawowych twierdzenh — czyli za poprawng odpowiedZ na wszystkie
pytania zadane w kartkéwce — student otrzymuje 10 punktéw. W semestrze
odbedzie sie okoto czterech kartkowek.

. Jezeli podczas przedstawiania rozwigzania na tablicy okaze sig, ze student po-

petnit btad (np. przeoczyt trudnosé lub Zle zrozumiat tres¢ zadania) i nie jest
w stanie rozwiaza¢ poprawnie tego zadania, nie otrzymuje punktéw za to za-
danie i dodatkowo traci dwa razy tyle punktéw, ile mozna byto zdoby¢ za jego
poprawne rozwiazanie.

Student, ktdéry bez zbednych dygresji przedstawia na tablicy eleganckie i zrozu-
miate dla stuchaczy rozwiazanie zadania, otrzymuje za to zadanie dodatkowo
jeden punkt.

4Niniejsze regulacje nie ustalaja sposobu wyboru tej osoby. Moze on by¢ dokonany losowo. Prowa-
dzacy moze tez np. czesciej wybiera¢ osoby, ktore w przesztosci nie poradzity sobie, mimo zadeklarowanej
checi, z rozwigzaniem zadania na tablicy. Moze réwniez przedstawic rozwigzanie tego zadania samodziel-
nie albo pozostawic¢ to rozwiazanie ochotnikowi.

5Niniejsze regulacje nie precyzuja postgpowania w sytuacji, gdy nastgpna osoba stwierdzi, ze jej sposob
rozumowania jest zupetnie inny. Moze wéwczas rozpoczaé referowanie rozwigzania od poczatku. Decyzja
nalezy do prowadzacego.
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C.2. Szczegdtowe zasady prowadzenia zaje¢

11.

12.

13.

14.

15.

punkty ‘ ocena ‘

—oo + 70 ndst
71 — 83 dst
84 = 101 dst+

102 =110 db

111 =124 db+

125 = +o00 | bdb

Tablica C.1. Sposéb przeliczania liczby punktéw na oceng z ¢wiczen

Jezeli okaze sig, ze student o§wiadczyl nieprawde i nie umie w ogdle rozwia-
za¢ zadania lub nawet nie rozumie jego tresci, traci wszystkie punkty zdobyte
danego dnia oraz dodatkowo 10 punkt6éw.5

Liczba punktéw uzyskana przez studenta w ciagu catego semestru jest suma
liczby punktéw zadeklarowanych na ¢wiczeniach (wraz z otrzymanymi punk-
tami karnymi i punktami za przedstawianie rozwiazan przy tablicy), punktéw
za zadania domowe i punktéw z kartkéwek. Ocena koncowa z zajeé jest wysta-
wiana na podstawie tej liczby, wedtug tablicy C.1. W ciggu semestru do rozwia-
zania zostang przedstawione zadania o tacznej liczbie punktéw nie mniejszej
niz 104. Oznacza to, ze tacznie z punktami za zadania domowe (6) i za kart-
kéwki (40) mozna uzyskaé co najmniej 150 punktéw oraz kilka do kilkunastu
punktéw za rozwiazywanie zadan przy tablicy.

Ocena koricowa nie podlega poprawianiu po zakoriczeniu semestru. Nie ma
kolokwiéw poprawkowych.’

Studenci po zapisaniu si¢ do grup ¢wiczeniowych nie moga ich zmienia¢, mimo
iz wszystkie zajecia odbywaja si¢ w tym samym czasie.

Podczas referowania zadan przy tablicy student nie moze mie¢ przy sobie no-
tatek.

67 punktu widzenia interesow studenta okazuje si¢ krytyczne rozréznienie migdzy tym punktem i po-
przednim. Niestety, mimo jasnego sformutowania, chodzi tu o kwestie merytoryczna co do ktérej podanie
Scistego algorytmu postgpowania jest niemozliwe. Rozréznienie to pozostaje do decyzji prowadzacego.

7Student powinien mie¢ Swiadomos¢, ze zaje¢ mozna nie zaliczy¢. W szczegdlnosci utrata punktow
zgodnie z paragrafem 11 moze jednoznacznie i nieodwotalnie skaza¢ studenta na niezaliczenie zajec i ko-
nieczno$¢ powtarzania przedmiotu w nastgpnym roku lub skreslenie z listy studentow.



Egzaminy

Ocena, jaka student otrzymuje z przedmiotu, jest wynik egzaminu zasadniczego.
W razie otrzymania oceny niedostatecznej student ma prawo przystapi¢ do egzaminu
poprawkowego. Egzamin zasadniczy sklada si¢ z trzech czgsci: egzaminu potéwko-
wego pisanego w potowie semestru oraz dwdch czesci egzaminu koficowego, zwa-
nych umownie czgsécig licencjacka i magisterska, pisanych w zimowe;j sesji egzami-
nacyjnej. Egzamin poprawkowy sklada si¢ z dwéch czesci tak jak egzamin koricowy.

W razie przytapania na $ciaganiu podczas ktérejkolwiek czesci egzaminu student
otrzymuje ocen¢ niedostateczng. Ocena ta jest ostateczna i nie podlega poprawianiu,
a sprawa tego studenta jest kierowana do Dziekana.

Na egzamin nalezy przynie$¢ przybory do pisania (piéro, dtugopis) i dowolny
dokument ze zdjeciem w celu potwierdzenia tozsamosci (dowdd osobisty, paszport,
legitymacja studencka, indeks itp). W trakcie egzaminu indeksy nie begda zbierane.
Uzywanie notatek i wtasnego papieru jest niedozwolone. Wnoszenie toreb, wierzch-
nich okry¢ i wszelkich innych ruchomosci na salg egzaminacyjna jest niedopusz-
czalne. Studenci powinni pozostawi¢ je np. w szafkach w szatni. Str6j od§wigtny na
egzaminie nie jest wymagany.

Zaréwno za egzamin zasadniczy (trzyczesciowy), jak i poprawkowy (dwucze-
Sciowy) mozna otrzyma¢ od —100 do 100 punktéw. Jezeli punktacja za zadanie eg-
zaminacyjne wynosi n, znaczy to, ze za rozwiazanie tego zadania mozna otrzymac
od —n do n punktéw. Punkty ujemne beda przyznawane za rozpoczecie rozwiazy-
wania zadania! oraz za umieszczenie w rozwiazaniu odpowiedzi kompromitujaco
fatszywych. Za brak rozwigzania zadania otrzymuje si¢ O punktéw. Liczba punktéw
mozliwych do zdobycia na egzaminie moze zosta¢ zwigkszona poprzez dodanie za-
dan bonusowych.

Do wynikéw egzaminu zasadniczego i poprawkowego dolicza si¢ punkty bonu-
sowe za zaliczenie ¢wiczen. Liczba punktéw bonusowych jest czgscia catkowita ilo-
razu: (C —70)/10, gdzie C oznacza catkowita liczbg punktéw uzyskanych na zalicze-

'Ma to na celu eliminowanie odpowiedzi, w ktorych nie ma w ogéle poprawnych rozumowan. Student
oddajac rozwiazanie zadania powinien by¢ przekonany, Ze jest ono na tyle poprawne, ze pozwoli mu
przekroczy¢ prég 0 punktow.
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punkty ‘ ocena ‘

40 = 54 dst+
55 + 69 db
70 = 84 db+
85 - 400 | bdb

Tablica D.2. Sposéb przeliczania liczby punktéw na oceng z egzaminu

nie ¢wiczen w semestrze bezposrednio poprzedzajacym egzamin. Osobom, ktore za-
liczyty éwiczenia w poprzednich latach punktéw bonusowych sig nie dolicza. Studen-
tom odbywajqcym cwiczenia w grupie zaawansowanej punktow bonusowych sig nie
dolicza. Punkty z egzaminu zasadniczego i poprawkowego przeliczaja si¢ na oceny
zgodnie z tablica D.2.

Terminy egzaminéw, miejsca ich przeprowadzenia, przydzial studentéw do sal,
terminy ogtoszenia wynikéw oraz miejsca i terminy konsultacji poegzaminacyjnych
sq podane w Terminarzu zajeé. Wszelkie watpliwoSci dotyczace sposobu oceniania
egzaminu i otrzymanych ocen studenci powinni wyjasnia¢ w trakcie konsultacji po-
egzaminacyjnych. W czasie konsultacji po egzaminie koficowym i poprawkowym
studenci winni zglosi¢ si¢ z indeksami i kartami zaliczen celem otrzymania wpisu
oceny do indeksu. Wpisy do indekséw i konsultacje dotyczace wynikéw egzaminéw
w innych terminach nie beda dokonywane.

Tre$¢ zadan egzaminacyjnych oraz wyniki egzamindw sg ogtaszane w Terminarzu
zajec po zakonczeniu egzaminu.

D.1. Egzamin zasadniczy

Ocena z egzaminu zasadniczego jest wystawiana na podstawie sumy punktow
7 dwéch egzaminéw — potéwkowego i koiicowego — i punktéw bonusowych. Eg-
zamin poléwkowy odbywa si¢ w polowie semestru, egzamin koicowy zas w sesji
zimowej. Na egzaminie potéwkowym mozna zdoby¢ do 40 punktéw, na egzaminie
zasadniczym za$ 60 punktéw. Zakres materiatu na egzaminie potéwkowym obejmuje
zajecia poprzedzajace egzamin. Zakres materialu na egzaminie koficowym obejmuje
caly semestr.

Egzamin sktada si¢ z dwdch czgsci zwanych dawniej czgdcia licencjacka 1 magi-
sterska. Obie czesci odbywaja sig tego samego dnia i moga by¢ od siebie oddzielone
krotka przerwa. Pierwsza czgs$¢ sprawdza podstawowe opanowanie materiatu, nato-
miast druga sprawdza umiejetnos$¢ twoérczego postugiwania si¢ nabyta wiedza.

W razie nieobecnos$ci na egzaminie potéwkowym lub koricowym spowodowa-
nej chorobg student ma obowiagzek dostarczy¢ egzaminatorowi (osobiScie, poczta lub
przez osoby trzecie) zwolnienie lekarskie w ciagu trzech dni liczac od dnia egzaminu.
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Nieusprawiedliwiona w ten sposéb nieobecnos¢ studenta na ktérejkolwiek czesci eg-
zaminu zasadniczego jest rtéwnoznaczna z uzyskaniem zerowej liczby punktéw z tego
egzaminu. W szczegdlnych przypadkach decyzje o usprawiedliwieniu nieobecnosci
na egzaminie moze podjaé¢ Dziekan.

D.1.1. Egzamin potowkowy

Wszyscy studenci zapisani na przedmiot Logika dla Informatykéw maja obowia-
zek stawi€ si¢ na ten egzamin.

W razie usprawiedliwionej nieobecnosci na egzaminie potdéwkowym catkowita
liczbg punktéw z egzaminu zasadniczego oblicza si¢ na podstawie wynikéw egza-
minu koficowego, mnozac liczbe zdobytych na nim punktéw przez 10/6.

D.1.2. Egzamin koncowy

Do egzaminu koricowego moga przystapié¢ jedynie osoby, ktére uzyskaty zali-
czenie ¢wiczen. Wszyscy studenci zapisani na przedmiot Logika dla Informatykow,
ktérzy uzyskali zaliczenie éwiczen, maja obowiazek stawi¢ si¢ na ten egzamin.

W razie usprawiedliwionej nieobecnosci na egzaminie koficowym egzaminator
ustali dla danej osoby inny termin egzaminu w sesji zimowej (zwykle jest to pierwszy
dzieri roboczy po ustaniu przyczyny nieobecnosci).

Na pierwszej czgéci egzaminu (licencjackiej) mozna zdoby¢ tacznie na egzami-
nie poléwkowym i koicowym do 20 punktéw. Osoby, ktére zdobeda co najmniej
10 punktéw, beda mogty otrzymac (bez wzgledu na wynik drugiej czgéci) oceng do-
stateczng z egzaminu koficowego. Ponadto osoby te beda mogty na pelnych prawach
wzig€ udziat w drugiej czeSci. Studenci, ktérzy w pierwszej czesci uzyskaja mniej niz
10 punktéw, otrzymaja ocene niedostateczng a ich prace z drugiej czgsci egzaminu
konicowego nie beda sprawdzane.

D.2. Egzamin poprawkowy

W razie otrzymania oceny niedostatecznej z egzaminu zasadniczego student przy-
stepuje do egzaminu poprawkowego w sesji poprawkowej. Ocena z egzaminu po-
prawkowego nie podlega poprawianiu.
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Notacja matematyczna

Matematycy uzywaja liter pochodzacych z réznych krojéw pisma i ré6znych alfa-
betéw. Ponizej sg zebrane alfabety uzyte w niniejszych notatkach.

Pismo tacinskie, gotyckie, blokowe i kaligraficzne

abcde fgh qr stu
ABCDEFG LMNOPQRSTU
abcdefg Imnopgestu

i jklmnoop

HI JK
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ABCDEFEHNTIJRLMNOPONRGCTULWXY 3
HIJK
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ABCDEFG LMNOPQRSTUVWXY Z
ABCDEFG LMNOPOQRSTUVWXY Z
Alfabet grecki

Niektére mate litery greckie maja dwa warianty pisowni. Przewaznie uzywa si¢
pierwszego z podanych.

A « alfa I 1 jota P p,o 10

B S  beta K & kappa ¥ o,¢ sigma
r vy gamma A A lambda T = tau

A o delta M u mi T o ypsilon
E €,& epsilon N v ni D pp fi

Z dzeta 2 ¢ ksi X yx chi

H 7y eta 0O o omikron Y oy psi

® 0,9 teta I z,w pi Q w  omega

Alfabet hebrajski

Z alfabetu hebrajskiego uzywamy pierwszej litery R, ktéra nazywa si¢ alef.



Zadania na dobry poczatek

Zadania z biezacego rozdziatu sa rozwiazywane na pierwszych ¢wiczeniach w se-
mestrze. Zadan tych nie deklaruje sig¢ i nie sa one punktowane.
Przypomnijmy najpierw zasadg indukcji matematycznej.

Twierdzenie 1 (zasada indukcji). Niech X bedzie takim podzbiorem zbioru liczb
naturalnych N, ze

e De X,

e dla wszystkich liczb naturalnych n spetniona jest implikacja

Vi<nieX)=>n+1lelX.

Wtedy X = N.

Zadanie 1. By¢ moze w szkole ustyszate$ inng wersje¢ zasady indukcji. Sformutuj tg
zasade.

Zadanie 2. Udowodnij indukcyjnie, ze
.LO+14+...4+n= ”("TH) dla wszystkich liczb naturalnych 7,
2. B4 4 nd =20 i > 1,
Zadanie 3. Liczby Fibonacciego Fy, F1, F, . .. definiuje si¢g réwnaniami
e Fp=1,F =1,
o Fy=Fy,_ o+ F,—1 dlan > 2.
Udowodnij indukcyjnie, ze dla kazdego n € N zachodzi F,, < Fj41,

Zadanie 4. Oto przyklady trzech wnioskowan przez indukcje:
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1. Pokaze, ze wszystkie liczby naturalne sq parzyste. Oczywiscie O jest liczba parzy-
sta. Niech n bedzie dowolng liczba naturalna i zatézmy, ze dla wszystkich k < n,
k jest parzyste. Niech ny i ny bedzie dowolnym rozbiciem liczby n na sume liczb
mniejszych (tzn. n = ny + ny). Poniewaz ny oraz n, sa mniejsze od n, n i ny 3
parzyste, a wigc n jest parzyste jako suma dwoch liczb parzystych.

2. Pokaze, ze wszystkie dodatnie liczby naturalne sa nieparzyste. Oczywiscie 1 jest
liczba nieparzysta. Niech n bedzie dowolng liczba naturalng i zat6zmy, ze dla wszyst-
kich k < n, k jest nieparzyste. Niech 1, n1 i ny bedzie dowolnym rozbiciem liczby n
na sumg trzech liczb mniejszych (tzn. n = ny + ny + 1). Poniewaz n| oraz n, s
mniejsze od n, n1 i ny sa nieparzyste, a wigc n jest nieparzyste jako suma dwoch
liczb nieparzystych i liczby 1.

3. Pokazg, ze wszystkie proste na plaszczyznie sa rownolegte. Rozwazmy jedno-
elementowy zbidr prostych na plaszczyznie. Oczywiscie wszystkie proste nalezace
do tego zbioru sg do siebie réwnolegle. Zat6zmy, ze w kazdym n-elementowym
zbiorze prostych wszystkie proste sa do siebie rownolegle. Rozwazmy teraz n + 1-
-elementowy zbior prostych. Ustalmy w nim jedna prostag p. Na mocy zatozenia in-
dukcyjnego wszystkie pozostate n prostych jest do siebie rownolegte. Ustalmy te-
raz inng prosta q. Na mocy zatozenia indukcyjnego wszystkie pozostate n prostych
Jjest réwniez do siebie rownolegte. Poniewaz relacja rownolegtosci prostych jest prze-
chodnia, wszystkie n+ 1 prostych jest rownolegte. Na mocy zasady indukcji matema-
tycznej kazdy zbior prostych na plaszczyznie zawiera wylacznie proste rownolegte.
W szczegélnosci dotyczy to zbioru wszystkich prostych na plaszczyZnie.

Ktére z tych rozumowan jest poprawne? Wskaz biedy popetnione w biednych rozu-
mowaniach.

Zadanie to zostato tu zamieszczone po to, by pokazaé, ze matematyka jest naukq
Scistq. Nie ma dowodéw ,,prawie dobrych”. Nawet najdrobniejsza luka w rozumo-
waniu powoduje, ze staje si¢ ono bezwartosciowe. Uprawiajac matematyke musimy
wypowiadac si¢ bardzo jasno i precyzyjnie, i zwracaé baczna uwage, czy nasze ro-
zumowania nie zawieraja ukrytych btedow. Wigkszo$¢ zadarh w niniejszym zbiorze
zawiera prawdziwe twierdzenia. Dlatego btedy w dowodach tych twierdzen nie pro-
wadza do tak spektakularnych glupstw, jak w tym zadaniu. Nie oznacza to jednak,
ze mozemy przedstawiaé fatszywe dowody tych twierdzen. Takie dowody sa bowiem
réwnie zte i bezuzyteczne, jak fatszywe dowody falszywych twierdzen!

Celem kolejnych zadari jest zwrécenie uwagi na fakt, ze matematyka jest sztuka
przeprowadzania rozumowan a nie wykonywania rachunkéw. Wrazenie, ze zadania
te sa mniej ,,matematyczne” niz np. ¢wiczenia polegajace na wyznaczeniu catki nie-
oznaczonej jest zupetnie biedne. Przeciwnie, sposéb ich rozwiazywania ma wigcej
wspodlnego z metodami pracy matematykéw niz sposoby rozwiazywania zadan ra-
chunkowych.
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Zadanie 5. Rozwazmy kwadrat o boku n, gdzie n > 3, z ktérego usunigto dwa na-
przeciwlegle narozniki o wymiarach 1 x 1, jak na ponizszym rysunku:

il

n [ 1

2

1
n 1|

Dla jakich n mozna tak otrzymang figure pokry¢ prostokatami o wymiarach 1 x 2?
(Prostokaty mozna obracac.)

Zadanie 6. Oto fragment raportu policji sporzadzony przez mtodego aspiranta:

Swiadek nie byt zastraszony lub tez, jesli Henry popetnit samobdjstwo, to te-
stament odnaleziono. Jesli swiadek byt zastraszony, to Henry nie popetnit sa-
mobojstwa. Jesli testament odnaleziono, to Henry popetnit samobdjstwo. Jesli
Henry nie popetnit samobdjstwa, to testament odnaleziono.

Co komendant policji moze wywnioskowaé z powyzszego raportu (poza oczywistym
faktem, ze nalezy zwolni¢ aspiranta)? Odpowiedz na pytania: Czy Swiadek byt zastra-
szony? Czy Henry popetnit samobojstwo? Czy testament odnaleziono?

Rozumowania, ktére przeprowadzamy, sa czesto tak subtelne i skomplikowane,
ze musimy uzywac sformalizowanego jezyka, by méc przedstawic nasze idee dosta-
tecznie precyzyjnie. Symboliki matematycznej nie nalezy naduzywac, jednak spraw-
ne postugiwanie si¢ notacja matematyczna jest niezbedna umiejetnoscia. Trzy kolejne
zadania dotycza wtasnie tego zagadnienia.

Zadanie 7. Nastgpujaca formuta méwi, ze funkcja f : R — R jest ciggta.
VxpeR Ve>030>0 VxeR (lx —x0l <= |f(x)— fx0)| < e).
Nie uzywajac znaku negacji zapisz formule ,.funkcja f nie jest ciagla.”

Zadanie 8. Nastgpujaca formuta mowi, ze liczba g € R jest granicq (w sensie Cau-
chy’ego) funkcji f : R — R w punkcie xg.

Ve>035>0 VxeR (0 < |x —xo] <J= |f(x) —g| <e€).

Nie uzywajac znaku negacji zapisz formule ,liczba g nie jest granica funkcji f
w punkcie xg.”
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Zadanie 9. Nastgpujaca formuta méwi, ze liczba g € R jest granicq (w sensie He-
inego) funkcji f : R — R w punkcie y.

vxeRN (( lim x, = y AVreNx, #y) = lim f(x,) = g).
n— o0 n— o0

Nie uzywajac znaku negacji zapisz formule ,liczba g nie jest granica funkcji f
w punkcie y.”



Rachunek zdan
i rachunek kwantyfikatorow

1.1. Skladnia rachunku zdan

Definicja 2. Formuty rachunku zdan budujemy ze zmiennych zdaniowych i spdjni-
kow logicznych (funktorow zdaniotwdrczych): fatszu L, prawdy T, negacji —, ko-
niunkcji A, alternatywy Vv, implikacji = i réwnowaznosci < w nastgpujacy sposéb:

1. Symbole L i T sa formutami rachunku zdan.
2. Kazda zmienna zdaniowa jest formuta rachunku zdan.

3. Jezeli ¢, ¢ 1 ¢, sa formutami rachunku zdan, to sg nimi takze: (—¢), (¢1 Ag2),
(P1V $2), (1 = ¢2) i (d1 & ¢2).

4. Wszystkie formuty rachunku zdain mozna zbudowaé przy pomocy regut opisa-
nych w punktach 1-3.

Zmienne zdaniowe bgdziemy oznacza¢ literami: p, g, r, s itd., czgsto z indek-
sami: pi, p> itd. Formuly zdaniowe bgdziemy oznaczaé literami: ¢, v, p itd., czgsto
réwniez z indeksami: ¢y, ¢, itd. Dla wigkszej czytelnosci bedziemy w formutach
opuszczaé nawiasy, zaktadajac nastepujaca kolejno$¢ wigzania (od najsilniejszego do
najstabszego): —, A, V, =, & 1 przyjmujac, ze A, V i< tacza w lewo, tj. np. pVrVs
znaczy (p Vr) Vs, za§ = — w prawo, tj. np. p = r = s znaczy p = (r = s).
Zatemnp. pVqgVr Asoznacza(pVq)V (r As).

1.2. Wartosci logiczne i znaczenie formut zdaniowych

Definicja 3. Zbiér wartosci logicznych B = {T, F} zawiera dwa elementy: T (praw-
da) i F (falsz).! Niech V oznacza zbiér zmiennych zdaniowych. Wartosciowanie

10znaczenia pochodza od angielskich stow true i false.
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oy |dry

s | = FIF| F

% % Fl T FIT| F
T|F TIF| F

T| T T

plvlove  lulo=y  lylsoy
FIF| F FIF| T FIF| T
FIT| T FIT| T FIT| F
TIF| T TIF| F TIF| F
TIT| T TIT| T TIT| T

Rysunek 1. Znaczenie spdjnikéw logicznych

zmiennych, to odwzorowanie ¢ : V — B. Nadaje ono wartosci logiczne zmiennym

zdaniowym.

Wartos$¢ logiczna dowolnej formuly zdaniowej zalezy jedynie od warto§ciowa-
nia wystepujacych w niej zmiennych i mozna ja wyznaczy¢ korzystajac z tabelek
z rysunku 1. Dlatego méwimy, ze wartoS§ciowanie zmiennych nadaje wartos$¢ lo-
giczng formutom. Formalnie, wartoSciowanie zmiennych ¢ wyznacza wartosciowa-
nie formut ¢ , ktére przypisuje warto$ci logiczne dowolnym formutom w nastgpujacy

sposob:

o(L)
a(T)
o(p)
o (—¢)

o (h1 A )
G (1 V ¢)
o (1 = ¢2)

6 (h1 & @)

a(p)

—

m—= Amn m—-4d M- m

gdyo(p)=F

gdyo(@) =T
gdyo(p)=Tio() =T
W p.p.

gdy 6 (¢1) = Tlub 6 (¢2) =

W p.p.
gdyo(¢1) =Tic(¢) =F
W p.p.

gdy 6 (¢1) = 6 (¢2)

W p.p.

T

Warto$¢ logiczna 6 (¢) € B nazywamy wartosciq logiczng formuty ¢ przy wartoscio-
waniu o . Poniewaz dla danego warto$ciowania zmiennych wartosciowanie formut
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jest okreslone jednoznacznie, znak ~bedziemy opuszczaé i zaréwno warto§ciowanie
zmiennych, jak i warto§ciowanie formut bedziemy oznaczaé tym samym symbolem
i nazywac po prostu wartosciowaniem.

Definicja 4. Formuta jest:

e spetniona przy danym warto$§ciowaniu zmiennych, jezeli przy tym wartoscio-
waniu ma ona wartos$¢ T;

e spetnialna, jezeli istnieje warto§ciowanie zmiennych, dla ktérego ta formuta
jest spelniona;

e prawdziwa (jest tautologiq), jesli jest spetniona dla kazdego warto§ciowania
zmiennych;

e sprzeczna, jesli nie jest spetniona (ma warto$¢ F) dla zadnego warto$ciowania
zmiennych.

O formule spetnionej przy danym warto§ciowaniu zmiennych bedziemy niekiedy
mowié, ze jest prawdziwa przy tym wartoSciowaniu. W analogicznej sytuacji, gdy
formuta nie jest spelniona, bedziemy ja nazywac fafszywq przy tym warto$ciowaniu.

Obecnie zajmiemy si¢ sposobami sprawdzania, czy dana formula jest tautologia.

1.2.1. Metoda zero-jedynkowa

Przyktadami tautologii sa formuty —(p VvV ¢) & —p A =g oraz —(p A q) &
—p V —q zwane prawami de Morgana. Aby si¢ o tym przekonaé rysujemy tabelke
(rysunek 2) umieszczajac w kolumnach 1 i 2 warto$ci zmiennych zdaniowych p i q.
W kolumnie 3 umieszczamy warto$ci formuly p V g wyliczone z uzyciem tabelki dla
alternatywy. W kolumnie 4 obliczamy, w oparciu o tabelke negacji, wartosci formuty
—(pVq). Kolumny 5 i 6 wyznaczamy réwniez w oparciu o tabelke negacji. Aby wy-
znaczy¢ warto$ci formuty (—p) A (—q) korzystamy z wartosci zapisanych w kolum-
nach 51 6 i z tabelki koniunkcji. Ostatnia, 6sma kolumn¢ wyznaczamy przy uzyciu
tabelki dla réwnowaznosci z wartosci logicznych zapisanych w kolumnach 4 i 7. Po
skonstruowaniu tabelki zauwazamy, ze dla kazdego z czterech mozliwych wartoscio-
wai zmiennych p i ¢ formuta —=(p Vv q) < (—p) A (—g) ma wartos¢ logiczna T, jest
wigc tautologia.

1.2.2. Skrécona metoda zero-jedynkowa

Sprawdzenie czy formuta jest tautologia mozna znacznie przyspieszy¢, jesli za-
miast bezmy$lnie sprawdzac¢ warto$¢ formuty dla wszystkich mozliwych warto$cio-
wan zmiennych, bedziemy §wiadomie poszukiwaé wartoSciowania, dla ktérego for-
muta nie jest spetniona. Ustalenie takiego warto$ciowania przekona nas, ze formuta
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p=—(pVqg) e —-pAr—q

1]2 3 4 516 7 8
plg|lpVvg | ~(pvg) | 7p | =g | "PATq | §
FI|F F T T T T T
FIT T F T | F F T
T|F T F F I T F T
T|T T F F | F F T

Rysunek 2. Tabelkowa metoda sprawdzenia, ze formuta ¢ jest tautologia
¢=(ﬂp=>ﬂq):"((ﬁp=>q)=>q)

F

T

Rysunek 3. Wartosciowanie, dla ktérego formuta ¢ nie jest spetniona

nie jest tautologia, dojscie do sprzecznosci za§ — ze nig jest. Rozwazmy dla ustale-
nia uwagi formule (—p = —¢) = ((—p = ¢) = ¢q). Formuta ta nie jest spetniona,
jesli poprzednik implikacji —p = —gq jest prawdziwy przy pewnym wartoSciowa-
niu, jej nastgpnik (—p = ¢g) = ¢ zas falszywy przy tym wartoSciowaniu. Formuta
(—p = q) = q jest falszywa tylko wowczas, gdy —p = ¢ jest spetniona oraz
o(q) = F. Ale =p = ¢ jest spetniona dla 6 (q) = F tylko wéwczas, gdy —p nie
jest spetniona, tj. gdy o(p) = T. Zauwazamy na koniec, ze przy warto$ciowaniu
o(p) = Tio(q) = F nasza wyjsciowa formuta istotnie nie jest spetniona, nie jest
wigc tautologia (rysunek 3).

Rozwazmy teraz formut¢ ¢ = p = (¢ = p). Aby ¢ nie byta spetniona, musi
by¢ o (p) = T oraz powinna nie by¢ spetniona formuta ¢ = p. Formuta ostatnia nie
jest spetniona tylko wéwczas, gdy o (¢) = T oraz o (p) = F. Zatem aby ¢ nie byta
spetniona, musiatoby by¢ jednoczesnie o (p) = T i o (p) = F, co jest niemozliwe.
Formuta ¢ jest zatem tautologia (rysunek 4).

Przyktad 5. Przykladami tautologii sa

r=>@=rN)=>(r=>q9=@pP=r)
(—p=—q)=((—-p=49)=Dp)

Zadanie 10. Udowodnij, ze podane formuty sa tautologiami.
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O X Nk W=

— e e e e e e e
N N =)

sprzecznos¢

Rysunek 4. Ilustracja dowodu nie wprost, iz formuta ¢ jest tautologia

(modus ponens) (p = g) Ap = ¢q

(modus tollens) (p = g) A =g = —p

(prawo kompozycji) (p Vg =>r)=> p=r

(prawo kompozycji) (p Vg = r) = g =r

(prawo symplifikacji) p Ag = p

(prawo symplifikacji) ¢ = p V ¢

(prawo symplifikacji) p > g = p

(prawo Dunsa Szkota) —p = p = ¢

(prawo dylematu konstrukcyjnego) (p = r)A(g=r)A(pVvg)=r
(prawo eksportacji) ( pAg=>r)=> p=>qg=r

. (prawo importacji) (p = g =>r)=>pArg=r

(prawo redukcji do absurdu) (p = —p) = —p

. (prawo sprzecznos$ci) —(p A —p)

(prawo wylaczonego Srodka) p vV —p

. (prawo sylogizmu hipotetycznego) (p = q) = (g=>r)=>p=r
. (prawo Pierce’a) (p > ¢q) > p) = p

. (Prawo Claviusa) (—p = p) = p

18.

(prawo tozsamosci) p < p

Powyzsze tautologie byly od dawna badane przez logikéw, gdyz opisuja typowe
schematy przeprowadzania rozumowan. Ich zwyczajowe nazwy podano w nawia-

sach.

Zadanie 11. Sprawdz, ktére z podanych formut s (a) tautologiami, (b) formutami
spetnialnymi, (c¢) formutami sprzecznymi.

1.

pvVgVr=-p=(@Vr)A—-p
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W W W N NN NN N N N N N e e e e e e e

© 0 N e R W

(p=q9)=(prqgep)
(pvg=r)=((p=r)vig=r)
p=2=g9AFr=s)=>pAs=>qgVr
pvgVvr=((pVvqg)A-r)V(ApAg)
(pV@A—T)VIAPAG)=pVgVr
(pvgervs)=(per)viges)
(peornviges)=(pvgervs)
(prgeras)=(per)alges)
p=q=>r=(p=>9=p=r)

.(pvg)A—-p=q

(Pr=>q)=pAr=gq

.p=>q)=>p=>qvVr

p="pVg

-pvo)yA(p=q9)=q9=7p
. =(pA(=pAg))
. p:>_‘qu:>I’
.(p=29A@=p)=pVyg
. (pvg=>pVv—q)=>-pVg

(PAg)vV(p=q9)=>p=4q

.p=2aA@=r)=>(p=>r1)

p=2=g9AFr=s)=pVr=gqVs

.pAg=r=>(@E=>r)A@=>r)

P29 AT >8)=>pAr=qgAs

.(pAg=>r)A(pVg=>-r)= pAgAT
.olp=29Ag@=>p)=>pAr—q
(p=29)=>q=2r)=F=>p =q9=p
.p=2q9vip=2r)Vip=s) D p=>qgVrVs
P2 PDAT2PAGED 9 D PpArAsS=g
P2ATr=2DAGC=29)=>pArA-s=gq
. pAg=2rA(PAGgD r)= pA—g A

. CpAgvVpVog)=(p=qVr)=p=r
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B.pveAarvs)=((p=q9Vvp=r)Allg=s)V(g=p)
. (p2g) AT =>2)A[E=u)> pArAt=>qgASAU

35. pe g Ap=>gq

36. cp=—q)=>Cp=>9) =p

Zadanie 12. Niech symbole ¢ i i oznaczaja formuty zdaniowe. Udowodnij poniz-
sze stwierdzenia lub podaj przyktady §wiadczace o ich fatszywosci:

1. Jesli ¢ = y jest tautologia i ¢ jest tautologia, to y jest tautologia.
2. Jesli ¢ = w jest spelnialna i ¢ jest spetnialna, to y jest spetnialna.
3. Jesli ¢ = y jest tautologia i ¢ jest spetnialna, to y jest spetnialna.
4. Jesli ¢ = y jest spetnialna i ¢ jest tautologia, to y jest spetnialna.

Zadanie 13. Ktoére z ponizszych zdan sa prawdziwe dla dowolnych formut zdanio-
wych o i y?

1. Jesli ¢ = y oraz —¢ = y sa tautologiami, to y jest tautologia.

2. Jesli ¢ = y oraz —¢ = y sa spelnialne, to y jest spetnialna.

3. Jesli ¢ = y jest tautologia oraz —¢ = w jest spelnialna, to y jest spetnialna.
4. Jesli ¢ = w jest tautologia oraz —¢ = y jest spetnialna, to ¢ jest tautologia.

Podaj dowody ich prawdziwosci. W pozostatych przypadkach wskaz kontrprzyktady.

1.2.3. Rownowaznos¢ formut

Definicja 6. Méwimy, ze formuly ¢ i y sa rownowazne, jesli dla kazdego wartos$cio-
wania przyjmuja tg sama wartos$¢ logiczna (tj. gdy formuta ¢ < y jest tautologia).
Bedziemy uzywaé notacji ¢ = y do oznaczenia, ze formuty ¢ i y sa réwnowazne.”
Przyktad 7. Formuty —(p V q) i =p A —q sa rOwnowazne.

Zadanie 14. Udowodnij, ze a) dowolne dwie tautologie, b) dowolne dwie formuty
sprzeczne sa rownowazne. Czy dowolne dwie formuly spetnialne sa réwnowazne?

Zadanie 15. Udowodnij, ze podane formuly sa réwnowazne.

1. (prawo transpozycji prostej) p = g oraz ~qg = —p

2Warto tu zauwazyc, ze ¢ = y jest zdaniem metajezyka (czyli jezyka, w ktérym mowimy o formutach)
dotyczacym dwdoch formut, natomiast ¢ < y jest jedng formutg rachunku zdan.
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(prawo transpozycji ztozonej) p A g = r oraz p A —r = —gq
(prawo pochlaniania) p oraz p v (p A q)

(prawo pochlaniania) p oraz p A (p V q)

(prawo podwdéjnego przeczenia) ——p oraz p

(prawo negowania falszu) —1 oraz T

(prawo negowania prawdy) —T oraz L

(prawo de Morgana) —(p A g) oraz —p V —¢q

A e RO

(prawo de Morgana) —(p V g) oraz —p A =g

_
e

(prawo negowania implikacji) —(p = ¢) oraz p A —¢

—_
—

. (prawo negowania réwnowaznosci) —(p & ¢) oraz —p & g

—
\S]

. (prawo negowania réwnowaznosci) —~(p < ¢g) oraz p & —g

p—
[O8]

.p=gqoraz—pVgqg
peqoraz(p=q)A(g= p)
15. pogqgoraz(pAg)V (—p A—q)

._
>

Réwnowaznos$¢ przedstawionych powyzej formut jest od dawna znana logikom,
wykorzystuje si¢ ja bowiem przeprowadzajac rozumowania. W nawiasach wymie-
niono zwyczajowe nazwy podanych praw.

Zadanie 16. Sprawdz, czy podane formuly sa réwnowazne.
l. pvg=rorazp=qg=r
2. pAg>>rorazp =q=r

3. (pegq)=rorazp=qg=>r

Zadanie 17. SprawdZ, czy podane formuty sa rownowazne.

l. pvgorazq Vv p
2. pAgorazqg A p
3. p=>gqorazqg = p
4, peoqgorazg & p
Spojnik logiczny @ jest przemienny, jezeli formuty p @ g i ¢ @ p sa réwnowazne.

W powyzszym zadaniu sprawdza si¢ wigc, ktore sposréd spdjnikow logicznych sa
przemienne.

Zadanie 18. Sprawdz, czy podane formuty sa réwnowazne.
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1. pv(gvr)oraz(pVvgq)Vr
2. pA(@Ar)oraz(pAg) AT
3. p=>@=roraz(p=qg)=>r
4. pos@oernoaz(posqg)or
Spéjnik logiczny & jest fqczny, jezeli formuty p®(q®r) i (pDq)®r sa réwnowazne.

W powyzszym zadaniu sprawdza si¢ wigc, ktére sposréd spéjnikéw logicznych sg
laczne.

Zadanie 19. Sprawdz, czy podane formuty sa réwnowazne.

1. pv(gvr)orazqg Vv (pVr)
2. pA(gATr)orazg A(p AT)
3. p=>(@=>r)orazg = (p=r)
4. po(@er)orazg & (pSr)

Zadanie 20. Sprawdz, czy podane formuty sa réwnowazne.

—

pA(gVvryoraz(pAg)V(pAr)
pAl(gAr)oraz(pAg)A(pAr)
pA(@g=r)oraz(pAqg)= (pAT)
pA(ger)oraz(pAg) & (pAr)
pV(gvryoraz(pvaq)Vv(pVvr)
pV(gAr)oraz(pVvg)A(pVr)
pV(@=r)oraz(pVvg)= (pVr)
pV@eroraz(pvg) e (pVvr)
p=(gvryoraz(p=q)Vv(p=r)
p=(gnAryoraz(p=q)A(p=r)
.p>@>r)oraz(p=>q)=> (p=>r)

D A e

p—
No—= O

.p=>@eroraz(p=q) (p=r)

[
W

.pe@vroraz(pesqg)Vviper)

_
>

pe(@Ar)yoraz(p e g)A(por)

—_
|91

.pe@=roraz(peqg)= (per)

—_
(o)

.pe@enooraz(peqg)e (per)
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Spdjnik logiczny @ jest lewostronnie rozdzielny wzglgdem spdjnika ®, jezeli formuty
pB@Rr)i(p®q)® (pdr)saréwnowazne. W powyzszm zadaniu sprawdza si¢
wigc, ktore sposrdd spdjnikow logicznych sa rozdzielne wzgledem ktorych.

Zadanie 21. Spéjnik logiczny @ jest prawostronnie rozdzielny wzgledem sp6jni-
ka ®, jezeli formuty (p @ q) ®ri(p ®r) ® (g ® r) sa réwnowazne. Ktdre sposrod
spéjnikéw logicznych Vv, A, =, < sa prawostronnie rozdzielne wzgledem ktérych?

1.2.4. Lemat o podstawianiu

Definicja 8. Podstawieniem formuly y w miejsce zmiennej zdaniowej p nazywamy
przeksztatcenie, ktére formule ¢ przyporzadkowuje formule powstata przez wstawie-
nie formuty y w miejsce kazdego wystapienia zmiennej p w formule ¢. Formalnie:

plp/yl = vy
qlp/yl = q, dlag#p
=P)lp/y]l = —(¢lp/w])
(1 vdllp/yl = (Ailp/wD Vv (d2lp/w])
(1 Ad)lp/yv]l = (Dilp/y]D A ($2lp/w])
(&= P)lp/wl = (dilp/w]) = (b20p/yw])
(¢1 © )lp/y]l = (hilp/y)D) & (2lp/v])

Przyktad 9. (p = pVv q)lp/g = pl=(@q = p)= (@= p)Vyq.

W podobny sposéb definiujemy jednoczesne podstawienie formut w miejsce kil-
ku zmiennych zdaniowych [p1/w1, ..., pn/wa]. Jest to odwzorowanie, ktére for-
mule ¢ przyporzadkowuje formule powstata przez wstawienie formuly y; w miejsce
kazdego wystapienia zmiennej p; w formule ¢, dla kazdegoi =1, ..., n.

Lemat 10 (o podstawianiu). Niech ¢ i v beda formutami, niech p bgdzie zmienna
zdaniowa i niech o bedzie wartoSciowaniem. Niech ¢’ bedzie wartoSciowaniem zde-
finiowanym wzorem

/ _ Jo(g), gdyp#gq,
@ = [6(51/), gdy p =gq.

Wtedy 6 (¢lp/w]) = o’ (¢).

Whiosek. Jezeli formuta ¢ jest tautologia, to dla dowolnej zmiennej p i dowolnej
formuty w formuta ¢[p /] jest tautologia.
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Whiosek ten pozwala dowodzi¢, ze skomplikowane formuty sg tautologiami. Dla
przyktadu formuta (¢ = p) = (¢ = p) V g z przyktadu 9 jest tautologia, gdyz
jest wynikiem podstawienia formuly ¢ = p w miejsce zmiennej p w tautologii

p=prPVvVg.

Whiosek. Jezeli formuly i v’ sa réwnowazne, to dla dowolnej zmiennej p i do-
wolnej formuty ¢ formuly ¢[p/w]i d[p/w’] sa rbwnowazne.

Powyzszy wniosek ma bardzo duze znaczenie praktyczne, pozwala bowiem w do-
wolnie skomplikowanych formutach zamieniaé dowolne podformuty na formuty im
réwnowazne, co w szczeg6lnosci umozliwia upraszczanie formut. Dla przyktadu for-
muty =(p = q) V(pAg)i(p A—g)V (p A q) sa réwnowazne, co wynika z réw-
nowaznosci formut =(p = ¢) i (p A —¢q) po podstawieniu ich w miejsce zmiennej r
w formule » vV (p A q).

W zadaniach 22-25 zbadaj, czy podane formuty sa tautologiami.

Zadanie22. (s AuAtA(pVgVr)=>x=>yA—7) S
((pvgVvr)=(Arunt)= x=yAr-z2))

Zadanie23. (p = gA(r Vs -p)A-((p=gA(rVs S —p)))
Zadanie24. (p A=) A((r=s5)V(p=>g=rV-s)) = —(qV —p)
Zadanie25. (p = qVr)VsVH)A—-(p=qgVr)=sVt

Zadanie 26. Wskaz podstawienie [p/@1, q /P2, r/¢3], dla ktérego formuta
(pV (g Ar)Ip/dr,q/d2,r/¢3]

jest a) tautologia, b) formuta spetnialna, c) formulq sprzeczna.

1.3. Formalizacja rozumowan w jezyku rachunku zdan

Zadanie 27. Sformalizuj zadanie 6, tj. pokaz, jak znaleZ¢ odpowiedzi na postawione
W nim pytania korzystajac z rachunku zdan.

Zadanie 28. Podczas pewnej kampanii wyborczej Olek, J6zek i Kazik wygtosili na-
stepujace o§wiadczenia:

Olek: Jozek zawsze ktamie.
Jozek: Kazik zawsze ktamie.

Kazik: Olek zawsze ktamie.

Pokaz, ze co najmniej dwéch sposrdd nich nie miato racji.
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Zadanie 29. Podczas tej samej kampanii wyborczej Basia, Hania, Kasia i Ola stwier-
dzily, ze:

Basia: Hania zawsze ktamie.

Hania: Kasia czasem méwi prawde.

Kasia: Ola czasem ktamie.

Ola: Basia zawsze mowi prawde.
Ile pan powiedziato prawdg?
Zadanie 30. Zbadaj zasadnos$¢ ponizszych rozumowar:

1. Jesli stopa procentowa nie ulegnie zmianie, to wzrosng wydatki rzadowe lub
pojawi si¢ bezrobocie. Jesli wydatki rzadowe nie wrosna, to podatki zostang
obnizone. Jesli podatki zostana obnizone i stopa procentowa nie ulegnie zmia-
nie, to bezrobocie si¢ nie pojawi. Zatem wydatki rzagdowe wzrosna.

2. Jesli ceny wzrosna, to spadnie popyt. Jesli popyt spadnie, to spadng ceny. Za-
tem jesli ceny wzrosna, to spadna. Zatem ceny spadna!

1.4. Wiasnosci formut zdaniowych

Definicja 11. Napis /\]_, ¢; oznacza ¢ A- - Ay, za$ \/7_, ¢; oznacza i V- - -V,.

Przyjmujemy przy tym, ze /\?:l ¢; oznacza T, za$ \/?:l ¢; oznacza L.

Definicja 12. Niech V bedzie zbiorem zmiennych zdaniowych. V-literatem nazy-
wamy formute postaci p lub —p, gdzie p € V. Jezeli zbiér zmiennych zdaniowych
jest ustalony, to formule takiej postaci nazywamy po prostu literatem. Niekiedy do
zbioru literaléw zaliczamy tez state logiczne T 1 L.

Zadanie 31. Dane sa formuty ¢y, ..., ¢, w1, ..., w,. Wykaz, ze dla kazdego n po-
nizsza formuta zdaniowa jest tautologia:

(Al=w) = (V#)=(Vw)

1= =

Zadanie 32. Dane sa formuty ¢1, ..., ¢,, . Wykaz, ze dla kazdego n ponizsza for-
muta zdaniowa jest tautologia:

(V(@a=v) = (A#)=»)

i=1
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Zadanie 33. Czy istnieje taki nieskoficzony ciag formut {¢;}7° rachunku zdan, ze
wszystkie formuty ¢; 11 = ¢; sa tautologiami rachunku zdan, za$§ zadna z formut
¢i = @iy nie jest tautologia?

Zadanie 34. Czy istnieje taki nieskoficzony ciag formut {¢;}7° rachunku zdan, ze
wszystkie formuty ¢; = ;41 sq tautologiami rachunku zdan, za$ zadna z formut
¢i+1 = ¢; nie jest tautologia?

Zadanie 35. Udowodnij, ze formuta rachunku zdan zbudowana wylacznie ze zmien-
nych i sp6jnika réwnowaznosci ,,&” (oczywiscie do jej zapisania mozna tez uzywac
nawias6w) jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy kazda zmienna wystepuje w niej
parzysta liczbe razy.

Zadanie 36. Udowodnij, ze jesli p jest zmienna zdaniowa, a ¢ taka formuta ra-
chunku zdafi, ze p = ¢ i ~¢ = p s3 tautologiami, to ¢ jest tautologia.

Zadanie 37. Niech ¢y, ..., ¢, beda formutami zdaniowymi, w ktérych nie wyste-
puja zmienne zdaniowe pj, ..., py+1. Udowodnij, ze formuta

¢i

~.

1

1

jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy tautologia jest formuta

n
=p1V \/ (@i A pi A=pis1) V pui1.

i=1

Zadanie 38. Udowodnij, ze jezeli formuta ¢ jest tautologia, to dla dowolnych formut
w1, ..., w, formuta
Vi= ... 2y, =9

jest tautologia.

Zadanie 39. Udowodnij, ze jezeli ¢ jest formula sprzeczna, to dla dowolnych formut
Wi, ..., Wy, formuta
P YI= . Dy,

jest tautologia.
Zadanie 40. Dla jakich n > 1 formuta

(..(p=p=p=..)=0p

w ktérej zmienna p wystepuje n razy jest tautologia?
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Zadanie 41. Niech p° oznacza —p oraz niech p' oznacza p. Dla jakich ciagéw
(i1, ...,in) € {0, 1}" formuta

i

(..((p'=py= pH= .. )= phr
jest tautologia?

Zadanie 42. Niech py, ..., p, beda wszystkimi zmiennymi zdaniowymi wystgpuja-
cymi w formule ¢. Udowodnij, ze formuta ¢ jest spetnialna wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje podstawienie [p1 /@1, . .., pn/Pn] takie, ze formuta @[ p1/P1, ..., pn/Pn] jest
tautologia. Udowodnij, ze formuta ¢ nie jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy ist-

nieje podstawienie [p1/¢1, ..., pn/Pn] takie, ze formuta ¢[p1/d1, ..., pn/dnl jest
sprzeczna.

Zadanie 43. Dane sa formuly ¢, ..., ¢, v. Czy formuty
(. ((y=2d)=>d)=..)=> ¢

oraz
y = (@1Vdr V... V)

sg rownowazne?
Zadanie 44. Dane sa formuty ¢1, ..., ¢,, . Czy formuty
pr=p=(.=@E=>v)..)

oraz
D1 ApA A=y

sg rownowazne?

Zadanie 45. Pokaz przez indukcje, ze kazda formuta ¢ zbudowana ze zmiennych
p i g oraz spéjnika = jest rownowazna doktadnie jednej z formul z ponizszego
zbioru:

{T.r.q. (p=q), @@= p),(pVg}

W ponizszych zadaniach przyjmiemy nastgpujace oznaczenia. Niech ¢ bedzie
formuta rachunku zdan zbudowana wylacznie ze zmiennych zdaniowych oraz spéj-
nikéw V oraz A (oczywiscie mozna uzywaé nawiaséw). Niech ¢? oznacza formute
powstata z ¢ przez zastapienie kazdego wystapienia spéjnika Vv spdjnikiem A, zas
kazdego wystapienia spdjnika A spdjnikiem V. Niech ¢" oznacza formutg powstata
przez zastapienie kazdego wystapienia zmiennej zdaniowej negacja tej zmienne;j.

Zadanie 46. Udowodnij, ze jezeli formuly ¢ i ¢ sa rGwnowazne, to rOwnowazne
sa takze formuty ¢f i qﬁg .
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Zadanie 47. Udowodnij, ze jezeli formuty ¢ i ¢» sa réwnowazne, to rOwnowazne
sa takze formuty ¢} i ¢5.

Zadanie 48. Udowodnij, ze dla dowolnej formuty ¢ formuty —¢? oraz ¢" sa réw-
nowazne.

Zadanie 49. Wykaz, ze dla kazdej formuly spelnialnej ¢ ze zmiennymi ze zbioru
V = {p, q, r} istnieje formuta y postaci ¢| A ¢ A P3 taka, ze kazde ¢; jest V-lite-
ralem, ¢; sa parami rézne oraz y = ¢ jest tautologia.

Zadanie 50 (lemat interpolacyjny Craiga dla rachunku zdan). Niech V (¢) ozna-
cza zbiér zmiennych zdaniowych wystepujacych w formule ¢. Przypusémy, ze ¢ i y
sa takimi formutami rachunku zdan, ze ¢ = y jest tautologia. Udowodnij, Ze istnieje
taka formuta p, ze ¢ = p oraz p = y sa tautologiamii V(p) C V() N V(y).

Zadanie 51 (o zamknietym ukladzie twierdzen). Niech n bedzie ustalona liczba na-
turalng. Przypusémy, ze dla pewnego wartosciowania sa spetnione formuty:

p1VvV...V py,
Di = qi, dlai =1,...,n,
—qi Ngj), al<i<j<n.
(gi A qj)) dlal<i<j

Udowodnij, ze wartoSciowanie to spetnia takze formuty
qi = pi, dlai=1,...,n.

Przez wartosciowanie formuty ¢ bedziemy w ponizszych zadaniach rozumieé od-
wzorowanie przyporzadkowujace zmiennym wystepujacym w tej formule wartoSci
logiczne T i F. Formuta zawierajaca n r6znych zmiennych ma wigc 2" warto$ciowar.

Zadanie 52. Wykaz, ze formuta (... ((p1 = p2) = p3) = ... = pu—1) = pp jest
falszywa dla doktadnie
2" — (=1)"
3
warto$ciowan tej formuly. Dla ilu wartoSciowan jest fatszywa formuta

Pn= pr—1= (2= ... (2= p1)...)?

Zadanie 53. Niech ¢ oraz y beda formutami rachunku zdan zbudowanymi wylacz-
nie ze zmiennych zdaniowych oraz spéjnikéw V oraz A (oczywiScie mozna uzywac
nawiasow). Pokaz, ze formuta ¢ < y jest spetniona przez co najmniej dwa warto-
Sciowania. Podaj przyktad formut ¢ i w takich, ze formuta ¢ < w jest spetniona
przez doktadnie dwa wartoSciowania.
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Zadanie 54. Niech n bgdzie dodatnig liczba naturalng i niech V,, = {po, ..., pp—1}
bedzie zbiorem zmiennych zdaniowych. Przyjmijmy, ze dla formuty ¢ nie zawieraja-
cej zmiennych spoza zbioru V,, napis nv, (¢) oznacza liczbg wartoSciowan o : V, —
{T, F} spetniajacych te formute. Pokaz, ze dla dowolnych formut zdaniowych ¢ oraz
v, ktére nie zawieraja zmiennych spoza zbioru V,,, réwnos¢

(@ V y) = nvy () + nva ()

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ A v jest formula sprzeczna.

Zadanie 55. Niech V bedzie niepustym i skoficzonym zbiorem zmiennych zdanio-
wych. Znajdz zbiér wszystkich wartosciowan spetniajacych formute

- N\ =9

p.9€V

1.5. Postaci normalne formut zdaniowych
1.5.1. Usuwanie symbolu negaciji

Formuty w ktérych symbol negacji wystepuje przed formuta ztozona sa czesto
trudne do zrozumienia (wyrazenie ,,nie prawda, ze liczba n dzieli si¢ przez 2 lub
przez 3” jest bardziej skomplikowane, niz réwnowazne mu wyrazenie ,,liczba n nie
dzieli si¢ przez 2 i nie dzieli si¢ przez 3”). Prawa negowania formut zdaniowych
(punkty 5-12 z zadania 15) pozwalaja znalezZ¢ dla danej formuty formute jej réwno-
wazna, w ktdérej negacja wystepuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi. Istotnie,
dla dowolnej formuty ¢ na mocy lematu o podstawianiu i prawa podwdjnego prze-
czenia formuty ——¢ oraz ¢ sa rtéwnowazne. Na mocy lematu o podstawianiu i prawa
de Morgana dla dowolnych formut ¢; i ¢ formuty —(¢; A ¢o) oraz —¢; vV —¢o
sa réwnowazne. Podobnie postepujemy dla formut dowolnej innej postaci. Mozemy
zatem zdefiniowaé odwzorowanie 7 przyporzadkowujace dowolnym formutom for-
muty, w ktérych negacja wystepuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi:

T(p) = p, dlapeV
TL) = 1
(m)y =T

T(pr1ver) = T(P)VT($)
T(prAp) = T(1)AT($2)
T(p1=¢2) = T($)=>T($)
T(pro¢) = T(h) =T(P)

T(=p) = —-p, dlapeV
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T-1L) = T
T=T) = L
T(~(1V2) = T(—¢1) AT (—¢)
T(=(@1A$)) = T(=¢1)VT(=¢2)
T(=(¢1=#2) = T(P1) AT (—¢2)
T(=(¢1 = ¢) = T(—¢1) o T(f)
T(——¢) = T(9)

Fakt 13. Dla dowolnej formuty ¢, formuty ¢ oraz 7 (¢) sa réwnowazne i w for-
mule 7 (¢) negacja wystepuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi.

Zadanie 56. Zaneguj formuly z zadania 10 i — korzystajac z praw negowania formut
logicznych — znajdZ formuty im rownowazne, w ktérych negacja wystepuje jedynie
przed zmiennymi zdaniowymi.

Zadanie 57. Zaneguj formuly z zadania 11 i — korzystajac z praw negowania formut
logicznych — znajdZ formuty im réwnowazne, w ktérych negacja wystepuje jedynie
przed zmiennymi zdaniowymi.

Formuty, w ktérych negacja wystepuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi
mozemy okresli¢ jako formuly zbudowane z literatéw przy pomocy spdjnikéw lo-
gicznych alternatywy, koniunkcji, implikacji i réwnowazno$ci. Zauwazmy, ze na mo-
cy lematu o podstawianiu i punktow 13-15 zadania 15 kazda formuta jest réwno-
wazna pewnej formule nie zawierajacej spdjnikow implikacji i rOwnowaznoS$ci. Mo-
zemy wigc rozpatrywac formuty zbudowane z literatéw jedynie przy pomocy spdjni-
kéw alternatywy i koniunkcji. Jeszcze wezsze klasy formut rozwazamy w nastgpnych
paragrafach.

1.5.2. Dysjunkcyjna posta¢ normalna

Definicja 14. Formuta ma dysjunkcyjnq posta¢ normalng (DNF, ang. Disjunctive
Normal Form), jesli ma postaé

n m;
VAl
i=1 \j=1

gdzie /;; s literalami, dlai = 1,...,n oraz j = 1,...,m;. Méwiac skrétowo,
dysjunkcyjna postaé normalna, to alternatywa koniunkcji literatléw.

Zadanie 58. Udowodnij, ze dla kazdej formuty zdaniowej ¢ istnieje formuta y réw-
nowazna z ¢ i majaca dysjunkcyjna posta¢ normalna.
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Zadanie 59. Znajdz formutly zdaniowe ¢1, ¢, ¢3 majace dysjunkcyjna postaé nor-
malna, zawierajace zmienne p, g i r i spetnione dla podanych nizej wartoSciowan:

MM TMAAAAS
MM AAT AR
MAM AT AT A=
B e B s B IR A
M TmA4TnT|$
MAd4447177E

Zadanie 60. Znajdz formuty majace dysjunkcyjna posta¢ normalna réwnowazne for-
mutom z zadania 10.

Zadanie 61. Znajdz formuty majace dysjunkcyjna posta¢ normalng réwnowazne for-
mutom z zadania 11.

1.5.3. Koniunkcyjna posta¢ normalna

Definicja 15. Klauzulg nazywamy formule postaci

Vi,

m
Jj=1

gdzie [; sa literatami, dla j = 1, ..., m. Innymi stowy klauzula to alternatywa lite-

raléw.

Definicja 16. Formuta ma koniunkcyjnq posta¢ normalng (CNF, ang. Conjunctive
Normal Form), jesli ma postac

n m;
A Vi)
i=1 \j=1
gdzie /;; sa literatami, dlai = 1,...,noraz j = 1, ..., m;, tj. gdy jest koniunkcja

klauzul.

Zadanie 62. Udowodnij, ze dla kazdej formuty zdaniowej ¢ istnieje formuta v réw-
nowazna z ¢ i majaca koniunkcyjna postaé¢ normalna.

Zadanie 63. Znajdz formuty majace koniunkcyjna posta¢ normalna réwnowazne for-
mutom z zadania 10.
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Zadanie 64. Znajdz formuty majace koniunkcyjna posta¢ normalna réwnowazne for-
mutom z zadania 11.

Definicja 17. Formuta ma postaé k-CNF, gdzie k jest liczba naturalna, jezeli ma po-
stac

gdzie l;; sg literatami, dlai = 1,...,noraz j = 1,...,k, tj. gdy jest koniunkcja
klauzul zawierajacych po k literatow.

Zadanie 65. Wskaz przyktad formuly, ktdra nie jest rownowazna z zadna formuta
postaci 1-CNF.

Zadanie 66. Dla kazdego k > 1 wskaz przyktad formuty, ktéra nie jest rownowazna
z zadng formuta postaci k-CNF.

Definicja 18. Formula ma posta¢ CNF;, gdzie j jest liczbg naturalna, jezeli ma po-
staé CNF i kazda zmienna wystepuje w niej co najwyzej j razy. Formuta ma postac
k-CNF;, gdzie k i j sa liczbami naturalnymi, jezeli ma posta¢ k-CNF i kazda zmienna
wystepuje w niej co najwyzej j razy.

Zadanie 67. Wskaz przyktad formuty, ktéra nie jest rownowazna z zadng formuta
postaci CNFj.

Zadanie 68. Dla kazdego k > 1 wskaz przyktad formuty, ktéra nie jest rownowazna
z zadng formutg postaci CNFy.

Definicja 19. Literal [ jest pozytywny, jezeli [ = p dla pewnej zmiennej p € V.
Literat [ jest negatywny, jezeli | = —p dla pewnej zmiennej p € V.

Definicja 20. Operacj¢ negowania literatu definiujemy nastgpujaco:

-p,
p,

|
hSR ST

dla dowolnego p € V.
Zadanie 69. Niech C = \/;": 1 1j bedzie dowolna klauzulg i niech

P = {jef{l,...,m}|literal [; jest pozytywny},
N = {jefl,...,m}]|literal [; jest negatywny}
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oraz
c = /\ E = \/ l j
JjeN jeP
Udowodnij, ze formuty C oraz C’ sg rtéwnowazne.

Na mocy powyzszego zadania klauzule mozna zapisywac w postaci
m n
Ari=\ 4
j=1 j=1

gdzie p; i g; sa zmiennymi zdaniowymi.

Definicja 21. Klauzula \/'}-1:1 I jest klauzulq hornowskq, jezeli co najwyzej jeden
sposrdd literatow [y, ..., [, jest pozytywny. Formuta ma posta¢ hornowskq, jezeli
jest koniunkcja klauzul hornowskich.

Klauzule hornowskie mozna wigc zapisaé w postaci
m m
/\ pj=q lub /\ pj= 1,
j=1 j=1

gdzie p; oraz g sa zmiennymi zdaniowymi.

Zadanie 70. Wskaz przyklad formuly, ktéra nie jest rOwnowazna z zadna formuta
w postaci hornowskie;.

Zadanie 71. Ktoére sposréd formut z zadania 10 mozna przedstawi¢ w postaci hor-
nowskiej? Tam, gdzie to mozliwe, podaj t¢ postac.

Zadanie 72. Ktoére sposréd formut z zadania 11 mozna przedstawi¢ w postaci hor-
nowskiej? Tam, gdzie to mozliwe, podaj t¢ postac.

1.6. Funkcje boolowskie i zupetne zbiory spojnikéw

Definicja 22. Funkcje f : B" — B, gdzie B = {T,F}in > 0, nazywamy n-argu-
mentowymi funkcjami boolowskimi lub funkcjami logicznymi.

Do tej pory zbidr spdjnikéw logicznych byt ustalony (L, T, A, vV, =, <). Nic
jednak nie stoi na przeszkodzie, by rozwazac rézne zestawy spdjnikéw i wprowadzaé
nowe spdjniki. Z kazdym spdjnikiem zwiazujemy jego znaczenie — funkcje¢ boolow-
ska okreslajaca prawdziwos¢ formut zbudowanych przy uzyciu tego spdjnika. Tabelki
funkcji boolowskich okreslajacych prawdziwosé spdjnikéow L, T, =, V, A, = i &
zostaly przedstawione na rysunku 1.
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Definicja 23. Formuta ¢ zbudowana ze zmiennych py, ..., p, opisuje n-argumento-
wa funkcje boolowska f, jezeli dla kazdego warto$ciowania o zmiennych py, ..., py
zachodzi:

fle(p),....o(pn)) = o(@).
Jezeli formuta ¢ zbudowana ze zmiennych py, ..., p, opisuje funkcje f, to piszemy
fp1,.ospn) = ¢
Definicja 24. Zbiér sp6jnikéw logicznych jest zupeiny, jezeli dowolna funkcje
boolowska mozna opisaé¢ za pomoca formuly zdaniowej zawierajacej jedynie spéj-
niki z tego zbioru i zmienne. Zbiér spéjnikéw jest k-zupetny, jezeli kazda co najwy-
Zej k-argumentowq funkcje boolowska mozna opisac¢ za pomoca formuty zdaniowej
zawierajacej jedynie spojniki z tego zbioru i zmienne.
Innymi stowy zbidér spdjnikéw jest zupetny (k-zupelny), jesli kazda funkcje bo-
olowska (kazda funkcj¢ boolowska co najwyzej k-argumentowa) mozna przedstawic

jako ztozenie funkcji boolowskich okreslajacych znaczenie spdjnikéw z podanego
zbioru.

Zadanie 73. Ile jest funkcji boolowskich n-argumentowych?
Zadanie 74. Pokaz, ze {V, A} nie jest zupelny.

Zadanie 75. Pokaz, ze {V, A, <, =} nie jest zupelny.

Zadanie 76. Pokaz, ze {<, L} nie jest zupelny oraz ze jest 1-zupelny.
Zadanie 77. Pokaz, ze {A, Vv, —} jest zupetiny.

Zadanie 78. Pokaz, ze {A, —} jest zupelny.

Zadanie 79. Pokaz, ze {Vv, —} jest zupelny.

Zadanie 80. Pokaz, ze {=, L} jest zupelny.

Zadanie 81. Pokaz, ze {=, —} jest zupelny.

Zadanie 82. Pokaz, ze {Vv, &, L} jest zupelny.

Zadanie 83. Udowodnij, ze kazdy 2-zupelny zbidr sp6jnikéw jest zupelny.

Zadanie 84. Udowodnij, ze zbiér {Vv, A, =, —} jest 2-zupelny.
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Zadanie 85. Czy system spdjnikéw {B, T} jest zupelny, gdzie p @ g jest prawdziwe
wtedy i tylko wtedy, gdy p A —q jest prawda, za§ T oznacza prawde?

Zadanie 86. Pokaz, ze istnieje taki dwuargumentowy spdjnik T, ze {1} jest zupelny.

Zadanie 87. Ile jest takich dwuargumentowych spéjnikéw logicznych &, ze {B} jest
zupetny?

Zadanie 88. Niech s bedzie takim spdjnikiem logicznym, ze s(T, T) = F. Udowod-
nij, ze zbidr {s, =} jest zupelny.

1.7. Skiadnia rachunku kwantyfikatorow

Definicja 25. W rachunku kwantyfikatoréw uzywamy tzw. zmiennych indywiduo-
wych pochodzacych z nieskoniczonego zbioru X = {x, y, z, x1, x2, . . .}, symboli funk-
cyjnych f, g, f1, f2, ... 1symboli relacyjnych p, q, p1, p2, ... Z kazdym symbolem
funkcyjnym i z kazdym symbolem relacyjnym zwiazujemy liczbe naturalna, ktéra
okresla liczbe jego argumentéw (arnos¢). Symbole funkcyjne 0-argumentowe nazy-
wamy symbolami statych. Symbole relacyjne mozna uwazaé za uogdlnienie zmien-
nych zdaniowych z rachunku zdai (zmienne zdaniowe, to 0-argumentowe symbole
relacyjne).
Termy sa napisami postaci x, f(x), g(f1(x), f2(x)) itp. Formalnie:

1. Kazda zmienna indywiduowa jest termem.

2. Kazdy symbol stalej jest termem.

3. Jeslity,...,t, sa termami, a f jest n-argumentowym (n > 0) sybolem funk-
cyjnym, to f(t1,...,1,) jest termem.

4. Kazdy term mozna zbudowaé przy pomocy regut 1-3.

Formuty atomowe sa napisami postaci p(t1), g (t1, t2) itp., gdzie t] i t, sa termami.
Formalnie:

1. Symbole L i T sa formutami atomowymi.

2. Kazdy 0-argumentowy symbol relacyjny jest formuta atomowa.

3. Jeslity, ..., t, satermami, a p jest n-argumentowym (n > 0) sybolem relacyj-
nym, to p(t1, ..., t;) jest formuta atomowa.

4. Kazda formute atomowa mozna otrzymaé przy pomocy regut 1-3.
Formuty rachunku kwantyfikatoréw (ktére bedziemy oznaczaé ¢, v, ...) budu-

jemy z formut atomowych za pomoca spojnikow logicznych w sposéb podobny, jak
w rachunku zdan. Ponadto mozemy uzywac kwantyfikator6w V i 3. Formalnie:
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1. Kazda formuta atomowa jest formuta rachunku kwantyfikatoréw.

2. Jezeli ¢1 i ¢y sa formutami rachunku kwantyfikatoréw, to sa nimi takze: (—¢y),
(@1 A d2), (P1V ¢2), (P1 = ¢2) 1 (1 & ¢2).

3. Jezeli x jest zmienna indywiduowa, a ¢ — formuta rachunku kwantyfikatoréw,
to formutami rachunku kwantyfikatoréw sa tez (Vx ¢) i (Ix ¢).

4. Kazda formute rachunku kwantyfikator6w mozna otrzymac przy pomocy re-
gut 1-3.

Dla zwigkszenia czytelnoSci opuszczamy niektére nawiasy w podobny sposéb,
jak w rachunku zdan. Niektére symbole funkcyjne lub relacyjne piszemy infiksowo.

Definicja 26. M6éwimy, ze w formule Vx ¢ (lub dx ¢) kwantyfikator V (lub 3) wigze
wystapienia zmiennej x w formule ¢, oraz ze wystapienia zmiennej x w formule ¢
sa zwiqzane przez ten kwantyfikator. Wystapienia zmiennych, ktére nie sa zwiazane
w danej formule, sa w niej wolne. Formalnie zbiér FV(¢) zmiennych, ktére wystgpuja
jako wolne w formule ¢ definiujemy nastepujaco:

FV(x) = {x}
FV(f(t;,..., 1)) = FV(@)U...UFV(ty)
FV(l) = @
FV(T) = ¢
FV(p(t,...,t;)) = FV({@)U...UFV(,)
FV(=¢) = FV(p)
FV(poy) = FV(p)UFV(y), gdzieo e {V,A,=, s}

FV(Qx¢) = FV(g)\{x}, gdzie Qe {v,3}
Podobnie definiujemy zbiér zmiennych wystepujacych w formule jako zwiazane.

Przyjmujemy konwencje, ze (V¢ (x))y oznacza Vx(¢(x) = w) oraz (3¢ (x))w
oznacza Ix (¢ (x) A y).

1.8. Znaczenie formut rachunku kwantyfikatoréw

Formalna definicja tautologii (formuty prawdziwej, prawa rachunku kwantyfika-
toréw) jest nieco bardziej skomplikowana, niz w przypadku rachunku zdan. Z tego
powodu podamy ja dopiero w rozdziale 12. Tutaj powiemy jedynie, ze formuta ¢ jest
tautologia, jezeli jest spetniona przy kazdej interpretacji symboli funkcyjnych i rela-
cyjnych. Przy danej interpretacji symboli funkcyjnych i relacyjnych formuta Vx ¢ jest
spetniona, gdy jest spetniona formuta ¢ dla kazdej wartos$ci zmiennej x, za$ formuta
Jx ¢ jest spetniona, gdy istnieje pewna wartos¢ zmiennej x, dla ktérej formuta ¢ jest
spetniona.
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Przyklad 27. Prawami rachunku kwantyfikator6w sa np. prawa negowania kwanty-
fikatorow:

-(Vx¢) & Ix—¢
—(3x¢) & Vx—¢

Ich intuicyjny sens jest jasny: ,nieprawda, ze dla kazdego x formuta ¢ jest praw-
dziwa” oznacza, ze ,.istnieje x, dla ktérego formuta ¢ nie jest prawdziwa.” Podobnie
»hieprawda, ze istnieje x, dla ktérego formuta ¢ jest prawdziwa” oznacza, ze ,.dla
kaZdego x formula ¢ nie jest prawdziwa.”

Przyklad 28. Niech ¢ i y oznaczaja formuty rachunku kwantyfikatoréw byé moze
zawierajace wolne wystapienia zmiennej x. Wtedy

Vx(pAy) © VYo AVxy
Ix@PVvy) & Ixpvixy

sa prawami rachunku kwantyfikatoréw.

Przyklad 29. Niech ¢ i y oznaczaja takie formuly rachunku kwantyfikatoréw, ze
zmienna x nie ma wolnych wystapieii w formule ¢ (lecz moze mie¢ w ). Wtedy

Vx(@Vvy) & ¢V (Vxy)

Vx(pAy) & dAVxy)
Ix(pvy) & ¢V (Fxy)
Ix(pnany) & dAxy)

sg prawami rachunku kwantyfikatoréw.

Niech ¢ i y oznaczajq formuly rachunku kwantyfikator6w by¢ moze zawierajace
wolne wystapienia zmiennej x. W ponizszych zadaniach sprawdz, ktére z podanych
formut sa prawami rachunku kwantyfikatoréw.

Zadanie 89. (Vx (¢ V y)) = (Vx ) V (Vx y)
Zadanie 90. (Vx @)V (Vx w) = (Vx (¢ V w))

Zadanie 91. (Vx (¢ A w)) = (Vx @) A (Vx )
Zadanie 92. ((Vx ¢) = (Vx y)) = (Vx (¢ = v))
Zadanie 93. (Vx (¢ = y)) = @x¢) = (Vx )

Zadanie 94. ((3x ¢) = (Vx v)) = (Vx (¢ = w))
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Zadanie 95. (Ix P) A (Fx ) = @x (P A y))
Zadanie 96. 3x (4 A y)) = @x ) A Gx w)
Zadanie 97. (Ax¢) = (Fx w)) = @x (¢ = v))
Zadanie 98. (3x (¢ = y)) = Fx¢) = Gx y)
Zadanie 99. (Vx ¢) = (Ax y)) = (Tx (¢ = w))
Zadanie 100. (3x (¢ = y)) = (Vx¢) = QAx y)
Zadanie 101. ((Vx ¢) © ~(Vx w)) = dx (¢ © —y)
Zadanie 102. 3x (¢ © —y) = ((Vx ¢) © —=(Vx y))
Zadanie 103. Vx ¢ = Jx ¢

Zadanie 104. 3x ¢ = Vx ¢

Niech ¢ oznacza formutg rachunku kwantyfikatoréw zawierajaca by¢é moze wolne
wystapienia zmiennych x i y. W ponizszych zadaniach sprawdZ, ktére z podanych
formut sg prawami rachunku kwantyfikatoréw.

Zadanie 105. (Vx 3y ¢) = (Jy Vx @)
Zadanie 106. (3yVx ¢) = (Vx 3y ¢)

Niech ¢ i y oznaczajg formuty rachunku kwantyfikatoréw, przy czym zmienna x
nie ma wolnych wystapienn w formule ¢ (lecz moze mie¢ w ). W ponizszych zada-
niach sprawdz, czy podane formuty sa réwnowazne.

Zadanie 107.
Zadanie 108.
Zadanie 109.
Zadanie 110.
Zadanie 111.
Zadanie 112.
Zadanie 113.
Zadanie 114.
Zadanie 115.
Zadanie 116.
Zadanie 117.
Zadanie 118.

Vx (¢ = w)oraz ¢ = (Vx y)
Vx (¢ = y)oraz ¢ = (Ix y)
Vx (¢ = ¢)oraz (Vx y) = ¢
Vx (y = ¢)oraz (Ix y) = ¢
Vx (¢ © w)oraz ¢ < (Vx y)
Vx (¢ & y)oraz p < (Ax y)
Jx (¢ = w)oraz ¢ = (Ax y)
dx (¢p = w)oraz p = (Vx )
TIx (y = ¢p)oraz Ax ) => ¢
Ix (y = @) oraz (Vx ) = ¢
Jx (¢ & w)oraz ¢ & (Ax y)
dx (¢p © w)oraz ¢ & (Vx )
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1.9. Formalizacja wypowiedzi w jezyku rachunku kwantyfi-
katorow

Formuta ¢ jest w postaci normalnej, jesli jest postaci Q1x; ... Qux,w, gdzie x;
sa pewnymi zmiennymi, Q; sa kwantyfikatorami (Q; € {V,3}dlai = 1,...,n),
a formuta y nie zawiera kwantyfikatoréw i symbol negacji wystgpuje w niej je-
dynie przed formulami atomowymi. Przyktadem formuty w postaci normalnej jest
Vx3dy(x # y VvV —-x < y). Formuta Vxdy3dz—(z = y V y = 2) nie jest w postaci
normalnej.

Zadanie 119. Dla kazdej z formut ponizej podaj réwnowazna formutg w postaci nor-
malnej

1. VxgeR Ve>030>0 VxeR (|x —x9l <= |f(x) = fx)| < e)
2. Ve>039>0VxeR (0 < |x — x| <= [f(x) — gl <€)

Zadanie 120. Funkcja f : N — N jest stabo rosnqca, jesli prawdziwa jest formuta

VxVy(x <y = f(x) < f(y).

Funkcja f : N — N jest stabo malejqca, jesli prawdziwa jest formuta

VxVy(x <y = f(y) < fx)).
Zapisz ponizsze zdania jako formuly w postaci normalnej:

1. funkcja f jest stabo rosnaca i stabo malejaca,

2. funkcja f nie jest stabo rosnaca i nie jest stabo malejaca.
Zadanie 121. Przy pomocy symboli =, <, +, X, spdjnikéw logicznych i kwantyfi-
katoréw zapisz nastgpujace formuty dotyczace liczb naturalnych:

1. liczba x jest najmniejsza wspdlna wielokrotnoscia y i z,

2. kazda liczba nieparzysta wigksza od 3 jest suma dwoéch liczb pierwszych,

3. nie istnieje najwigksza liczba pierwsza,

4. liczby x i y maja takie same dzielniki pierwsze.

Przyktad: formule ,,x jest suma dwoéch kwadratdéw liczb naturalnych” zapiszemy
jako dyFz(x =y x y + 7 X 2).

Zadanie 122. Niech funkcja g bedzie dla n € N okreslona nastepujaco:

n/2, gdy n jest parzyste,

g =13, + 1, gdy n jest nieparzyste.



1. Rachunek zdan i rachunek kwantyfikatoréw 31

Uzywajac symboli z zadania 121 oraz dodatkowo symbolu potggowania 7T, zapisz
zdanie réwnowazne zdaniu ,,dla kazdej liczby naturalnej m istnieje taka liczba n,
ze g"(m) = 17, gdzie g" oznacza funkcj¢ g zlozong ze soba n razy, na przyktad
g>(3) = 5. Wskazéwka: ciag skoficzony liczb naturalnych ay, as, . ..a, mozemy
zakodowa¢ jako jedna liczbe 2413 . .. py™, gdzie p; jest i-tg liczba pierwsza.
Zadanie 123. Uzywajac tylko kwantyfikatoréw, zmiennych, nawiaséw, spéjnikéw
logicznych oraz symboli €, N, 4+, x, =i < napisz formult¢ méwiaca, ze wsréd kaz-
dych trzech liczb naturalnych zawsze znajda si¢ dwie, ktérych réznica jest nieujemna
i parzysta. Czy taka formute mozna zapisaé uzywajac wytacznie kwantyfikatoréw,
zmiennych, nawiaséw, spdjnikéw logicznych oraz symboli €, N, +i=7?

Uzywajac tylko kwantyfikatorow, zmiennych, nawiaséw, spojnikéw logicznych
oraz symboli €, N, +, x, =, < isymbolu f napisz formulg méwiaca, ze jesli funkcja
f : N = N jest silnie rosnaca (dla wigkszych argumentéw ma wigksze wartosci), to
jej warto$ci sa nieograniczone.

Zadanie 124. Liczbe¢ naturalng g nazywamy liczbq bliZniaczq, jezeli liczby g oraz
q +2 sa pierwsze. Uzywajac symboli 4+, x, 0, 1, 2 oraz nawiaséw, zmiennych, kwan-
tyfikatoré6w 1 spéjnikéw logicznych zapisz formalnie zdanie: ,Istnieje najwigksza
liczba blizniacza taka, ze pomigdzy nig a poprzednia liczba biZniacza jest co naj-
wyzej jedna liczba pierwsza.”

Zadanie 125. Niech na pewnym skonficzonym zbiorze X bedzie okreslona binarna
relacja R. Mowimy, ze zbior X z relacja R jest hamiltonowski, jesli istnieje taki ciag
elementéw zbioru X, ze kazdy element zbioru X wystepuje w tym ciagu dokladnie
raz, kazde dwa kolejne elementy ciagu sa ze sobg w relacji R, oraz ostatni element
ciagu jest w relacji z pierwszym elementem ciagu. Uzywajac jedynie ponizszych stéw
i zwrotéw (z odpowiednia odmiana) wyraz stownie, co to znaczy, ze zbiér X wraz
z relacja R nie jest hamiltonowski:

R istnieje pierwszy

X kazdy raz

ciag kolejny taki, ze

dla ktéry ten
doktadnie Iub truskawka
dwa moc w

element nie jest w relacji wystepowad
i ostatni zbibr

Zadanie 126. Po egzaminie z logiki studenci wybrali si¢ na dyskoteke, w ktérej bawi
si¢ pewna liczba pan i dzentelmendw. Niech
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¢1 oznacza, ze kazdy dzentelmen zna co najwyzej dwie panie,

¢» oznacza, ze kazda pani zna co najwyzej dwdch dzentelmendw,

¢3 oznacza, ze kazdy dzentelmen zna co najmniej dwie panie,

¢4 oznacza, ze zadne dwie panie nie znaja dokladnie tych samych dzentelmendw.

Zapisz zdania ¢1, ¢2, ¢3 1 P4 uzywajac symboli zbioréw P i D oraz symbolu relacji
Z C (P U D)2, takich, ze

xeP oznacza, 7Ze x jest pania,
x€eD oznacza, ze x jest dzentelmenem,
Z(x,y) oznacza, ze x zna y,

oraz rownosci = i spdjnikéw logicznych oraz kwantyfikatorow.



Zbiory

W teorii mnogosci zbior i relacje € nalezenia do zbioru przyjmujemy za pojecia
pierwotne. Wtasnosci zbioréw i relacji € sa zadane przez aksjomaty, tj. zdania, ktére
przyjmujemy za prawdziwe bez dowodu.

Aksjomat 30 (zasada ekstensjonalnosci). Dwa zbiory sa réwne, jezeli zawieraja
doktadnie te same elementy, tj. A = B wtedy i tylko wtedy, gdy prawdziwa jest
formuta

Vx(x e A= x e B).

Definicja 31. Zbior pusty @ jest zbiorem nie zawierajacym zadnego elementu. Praw-
dziwa jest formuta
Vx (x & 9).
Aksjomat 32 (zbioru pustego). Zbior pusty istnieje.
Zauwazmy, zZe na mocy zasady ekstensjonalnosci istnieje doktadnie jeden zbidr pusty.

Definicja 33. Zbiér A jest podzbiorem zbioru B, co bgdziemy zapisywaé A C B,
jezeli B zawiera wszystkie elementy zbioru A, tj. zachodzi

Vx(x € A= x € B).

Zauwazmy, ze na mocy zasady ekstensjonalno$ci dwa zbiory sa réwne wtedy i tylko
wtedy, gdy sa nawzajem swoimi podzbiorami, tj. A = B wtedy i tylko wtedy, gdy
A C Boraz B C A.

Definicja 34. Napisy {x | ¢} i {x : ¢} oznaczaja zbiér tych elementéw x, ktére
spetniaja formule ¢. Bedziemy réwniez pisa x € A & ¢ zamiast A = {x | ¢}.

Przyktad 35. Napis {n | 3meN (n = 3m)} oznacza zbidr liczb naturalnych podziel-
nych przez 3.

Definicja 36. Rodzing wszystkich podzbioréw zbioru A nazywamy zbiorem potggo-
wym zbioru A i oznaczamy P (A). Mozemy napisac:

P(A) = {B|BCA).
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2.1. Dziatania na zbiorach

Definicja 37. Na zbiorach wprowadzamy operacje sumy U, przekroju M i réznicy \:

xe€eAUB <d:f> xe€eAVxeRB
df
(=1

xeANB

xeA\B & xcAnx¢B

xeAAx€eEBRB

Powyzsze operacje maja wiele ciekawych wtasnosci. Dla przyktadu:
Fakt 38 (prawa rozdzielnosci).

A\(BUC) = (A\B)N(A\O)
AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

Dowdd. Udowodnimy pierwsze z nich. Na mocy prawa ekstensjonalnosci wystarczy
pokazaé, ze dla kazdego x zachodzi

xeA\(BUC) & xe(A\B)N(A\O).

Roéwnowaznos¢ t¢ pokazemy rozpoczynajac od formuty x € A \ (B U C), prze-
chodzac przez szereg formut réwnowaznych i koriczac nax € (A\ B) N (A \ C).
Z definicji réznicy zbioréw wiemy, ze formuta

xeA\(BUC)
jest rownowazna formule
x€AA—-(x e BUC).
Nastepnie korzystajac z definicji sumy zbioréw otrzymujemy rownowazng formute
xeAA—-(xeBvxel).
Korzystajac z prawa de Morgana —(p V q) & —p A —g otrzymujemy
xEAANMXEBAXxEO).

Na mocy tautologii p < (p A p) mozemy do formuty dopisaé jeszcze jedno wysta-

pienie x € A.
xeAANxeAN(xE€BAXxEO).

Ponadto koniunkcja jest taczna i przemienna, mozemy zatem dowolnie pogrupowac
jej czynniki:
xeAAxE€B)AxeAAx €C).
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Korzystajac dwukrotnie z definicji réznicy zbioréw dostajemy

(xe A\B)A(x e A\C).

Na mocy definicji przekroju zbioréw mamy ostatecznie

xe(A\B)N(A\O).

Twierdzenie jest zatem udowodnione.

Zadanie 127. Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodza podane réwnosci.

AUB

ANB
(AUB)UC
(ANB)NC
(AUB)NC
(ANB)UC
(AUB)\ C
A\ (BUC)
(ANB)\C
A\ (BNC)

BUA
BNA
AU(BUC)
AN(BNC)
(ANC)U(BNC)
(AUC)N(BUC)
(ANC)U(B\CO)
(A\B)\C
(ANC)N(B\CO)
(A\B)U(A\C)

Zadanie 128. Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C i D zachodza podane row-

nosci.

(A\B)UC
(A\B)NC

A\ (B\C)

AU (B\C)

A\ (B\ (C\ D))
(A\B)Nn(C\ D)
6N A

GUA

g\ A

A\ G

(AUC)\(B\O)
(ANC)\ B
(A\B)U(ANC)
((AUB)\C)U(ANC)
(A\B)U((ANC)\ D)
(ANC)\ (BUD)

/)

A
0
A
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Zadanie 129. Czy dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodza podane réwnosci?

Zadanie 130

(AUB)\B = A

AUANB) = A

AN(AUB) = A
(A\B)\(B\4) = A

A\(BNA) = A

A\(B\A) = A

AU(B\C) = (AUB)\C

AN(B\C) = (ANB)\C

A\(B\C) = (A\B)\C

A\(BUC) = (A\B)N(A\O)

. Pokaz, ze dla dowolnych takich zbioréw A, B, Ci D,ze A C B

1 C C D zachodza podane inkluzje.

Zadanie 131

Zadanie 132

AUC C BUD
ANC C BND
A\D C B\C

. Wykaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C i D zachodzi:
ANBNCND C ((ANnB)UC)ND.
. Czy dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodza ponizsze inkluzje?

AN(BUC)
AN(B\C)

BN(AUCQ)

c
S BN(A\O)

W ponizszych zadaniach przyjmij, ze zbiory A, B i C spelniaja podang réwnos¢.
Wymien wszystkie inkluzje migdzy zbiorami A, B i C, ktére wynikaja z podanej
zalezno$ci (oprécz oczywistych inkluzji postaci X C X), i udowodnij, ze wymienite$
wszystkie takie inkluzje.

Zadanie 133
Zadanie 134

Zadanie 135

Zadanie 136

. (AUB)\C=(A\C)UB
.(AUB)\(BNC)=ANC
. ((ANB)UC)\A=(ANB)\C

. (A\C)UB=AUB



2. Zbiory 37

Zadanie 137. (ANB)U(CNB)=B
Zadanie 138. (AUB)N(CUB)=B8B

Zadanie 139. Pokaz, ze jezeli dla pewnych zbioréw A i B jest A\ B = B\ A, to
A=B.

Zadanie 140. Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A i B nastgpujace formutly sa
réwnowazne

ACB, AUB=B, ANB=A, A\B=4.

Zadanie 141. Niech A, B i C bgda dowolnymi zbiorami. Udowodnij, ze A C AU B
i B C AU B. Udowodnij, ze jesli A C C oraz B C C,to AU B C C. Innymi stowy
suma zbior6w A i B jest najmniejszym (w sensie inkluzji) zbiorem zawierajacym
zbiory A i B.

Zadanie 142. Niech A, B i C bgda dowolnymi zbiorami. Udowodnij, ze AN B C A
i AN B C B. Udowodnij, ze je§li C C A oraz C C B,to C C AN B. Innymi
stowy przekrdj zbiorow A i B jest najwigkszym (w sensie inkluzji) zbiorem zawartym
w zbiorach A i B.

Zadanie 143. Niech A, B i C beda dowolnymi zbiorami. Udowodnij, ze A\ B C A
i (A\ B)N B = @. Udowodnij, ze jesli C C AorazCNB =@,to C C A\ B. Innymi
stowy réznica zbioréw A i B jest najwigkszym (w sensie inkluzji) zbiorem zawartym
w A iroztacznym z B.

Definicja 39. Roznice symetryczng — zbior6w A i B definiujemy nastgpujaco:
xeA-B & xeAoxdB.
Zadanie 144. Pokaz, ze r6znica symetryczna jest operacja tqcznq i przemienng, tj. ze
(A-B)-C=A-(B+-C) oraz A-B=B=-A

dla dowolnych zbioréw A, B i C. Pokaz takze nastgpujace tozsamosci:

A-@F=A, A-A=0 oraz ANB=-C)=(ANB)=(ANC).
Zadanie 145. Udowodnij, ze

A=-B=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B).

Zadanie 146. Wsrod ponizszych zdan wskaz zdania prawdziwe i udowodnij je. Dla
pozostatych zdan podaj kontrprzyktady dowodzace, ze zdania te nie sa prawdziwe.
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Réwnos¢ A N B = A N C implikuje réwnos¢ B = C.
Réwnosci ANB =ANC oraz AU B = AU C implikujg réwnos$¢ B = C.
Inkluzja AU B C AN B implikuje réwnos¢ A = B.

Réwnos¢ A — B = A = C implikuje réowno$¢ B = C.

SO e

Réwnosé A — B = @ implikuje réwno$¢ A = B.

Zadanie 147. Czy istnieja niepuste zbiory A i B takie, ze
ACA=-BCA\B?

Zadanie 148. Czy dla dowolnych zbioréw A i B zachodza réwnosci:

AU(B = C) (AUB) = (AUC),
AUB = (A=B)=(ANB)?

2.2. Operacje nieskonczone na zbiorach

Definicja 40. Rodzing zbioréw indeksowang elementami zbioru S nazywamy od-

wzorowanie, ktére kazdemu elementowi s € S przyporzadkowuje pewien zbior A;.

Rodzing zbioréw oznaczamy {A;}scs. Rodzing zbioréw {A;, t},eg indeksowang ele-
RS

mentami dwéch zbioréw S i T nazywamy odwzorowanie, ktére kazdej parze (s, t),
gdzies € Sorazt € T przyporzadkowuje pewien zbidr Ay ;. Jezeli § = {ieN | i>n},
to zamiast {A;};cs piszemy tez {Ai}?in. Jezeli S = {n,...,m}, to zamiast {A;};ecs
piszemy tez {A;}] .

Definicja 41. Dwuargumentowe operacje sumy i przekroju zbioréw mozna rozsze-
rzy¢ na dowolne rodziny zbioréw. Suma wszystkich zbioréw z rodziny {As}ses jest
zbiorem zawierajacym elementy wystepujace w ktérymkolwiek ze zbioréw Ag. Po-
dobnie przekrdj tej rodziny jest zbiorem zawierajacym elementy wystgpujace w kaz-
dym ze zbioréw A;. Formalnie:

X € UAS & Fses (x € Ay),

seS
X € ﬂAs & vses (x € Ay).
seS

Czasem zbidr indekséw nie jest istotny dla naszych rozwazan i wtedy piszemy po
prostu | J A oraz (A dla oznaczenia odpowiednio sumy i przekroju rodziny zbio-
réw A. Notacje te mozna sformalizowaé przyjmujac konwencje, ze rodzina A jest
indeksowana swoimi elementami, czyli zamiast {X}xc 4 piszemy A. Wtedy | A =

Uxea X oraz (VA= Nxcu X.
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W ponizszych zadaniach udowodnij, ze dla dowolnych rodzin zbioréw {A;};e7,
{Bt}ier, gdzie T jest niepustym zbiorem indekséw, zachodza podane relacje. W kt6-
rych przypadkach zachodzi inkluzja odwrotna?

Zadanie 149. |J(A;UB) = |J A, U U B:

teT teT teT
Zadanie 150. m (At ﬂ B[) - m Al‘ ﬁ ﬂ Bt
teT teT teT

Zadanie 151. |J (A, NB)C Y A, N U B:
teT teT teT

Zadanie 152. n Al‘ @] ﬂ Bl g ﬂ (Al‘ U Bl‘)
teT teT teT

Zadanie 153. (| A;U () B: C |J (A4, UBy)
teT teT teT

Zadanie 154. (((A;UB) C U A, U U B:
teT teT teT

Zadanie 155. () (A; UBs) C () (A; U By)
t,seT teT

Zadanie 156. |J (A; N B;) C |J (A; N By)

teT t,seT

Zadanie 157. |J (A, \B)C U A\ N B:
teT teT teT

Zadanie 158. (N (A;\ B) = () A\ U B:
teT teT teT

W ponizszych zadaniach udowodnij, ze dla dowolnego zbioru A i dowolnej ro-
dziny zbioréw {B;};eT, gdzie T jest niepustym zbiorem indekséw, zachodza podane
réwnosci.

Zadanie 159. |J(AUB,) =AU | B:

teT teT
Zadanie 160. N (AUB;) =AU ) B;
teT teT

Zadanie 161. |J(ANB)=AN | B;

teT teT

Zadanie 162. N (ANB)=AN ) B;
teT teT
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W ponizszych zadaniach udowodnij, ze dla dowolnej rodziny zbioréw {A ’*S}’eg’
RS

gdzie T i S sa niepustymi zbiorami indekséw, zachodza podane relacje. Czy zachodza
inkluzje odwrotne?
Zadanie163. |J U A/ = U U Ars

teT seS seSteT

Zadanie 164. ) N Ars = () ) Ars

teT seS seSteT
Zadanie 165. |J (N Ars C () U Ars
teT seS seSteT

W ponizszych zadaniach udowodnij, ze dla dowolnej rodziny zbioréw {A; s} seT,
gdzie T jest niepustym zbiorem indekséw, zachodza podane relacje. Czy zachodza
inkluzje odwrotne?

Zadanie 166. |J A;; C U U Ars

teT teT seT

Zadanie 167. [ () A/s C () Ars
teT seT teT

W ponizszych zadaniach udowodnij, ze dla dowolnych rodzin zbioréw {A;};eT,
{Bs}ses, gdzie T 1 S sa niepustymi zbiorami indekséw, zachodza podane rownoSci.

Zadanie 168. |J A, U U Bs = U U (A; U By)
teT seS teT seS§

Zadanie 169. |J A, N U Bs= U U (A4, N By)
teT seS teT seS§

Zadanie 170. () A;U () Bs= () (A, U By)
teT seS teT seS§

Zadanie 171. () A, N () Bs = () () (A; N By)
teT ses teT seS§

W ponizszych zadaniach udowodnij, ze dla dowolnej rodziny zbioréw {A,}7°,
zachodza podane relacje. W ktérych przypadkach zachodzi inkluzja odwrotna?

Zadanie 172. ﬂ A, C U ﬂ Ak
n=0 n=0k=n

oo o0 o o0
Zadanie 173. |J N AxC N U Az
n=0k=n n=0k=n

Zadanie 174. ﬂ U A C U Ay
n=0k=n
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o0 o0 n
Zadanie 175. |J Ap+1 C U (A1 \ U An)

n=0 n=0 m=1
m m—1 m
Zadanie 176. ] A, = ( U (A \ An+1)) U(Am\ A0) U (] An
n=0 n=0 n=0
o0 o o0 o0
Zadanie 177. (] A, = (( U A») \Ao) u( U (An \ An+1)) U A
n=0 n=0 n=1 n=0

Definicja 42. Rodzina zbioréw {A,},eN jest zstepujqca, jezeli A,+1 C A, dla kaz-
dego n € Niwstegpujqca, jezeli A,, C A, 4+ dla kazdegon € N.

Zadanie 178. Udowodnij, ze jesli {A,},en 1 {BnlneN sa zstgpujacymi rodzinami
zbioréw, to

N@ius) = (ﬂA,-) u(ﬂBi).
ieN ieN ieN

Wskaz przyktad rodzin {A, },,en 1 {Bn}nen dla ktérych réwnosé powyzsza nie zacho-
dzi. Czy réwnos¢ powyzsza zachodzi dla rodzin wstgpujacych?

Zadanie 179. Udowodnij, ze jesli {A,},eN 1 {BnlueN sa wstepujacymi rodzinami
zbioréw, to

U(A,'ﬂBl') = (UA,') Q(UB,').
ieN ieN ieN

Wskaz przyktad rodzin {A, },,eN 1 { By }nen dla ktérych réwnosé powyzsza nie zacho-
dzi. Czy réwnos$¢ powyzsza zachodzi dla rodzin zstgpujacych?

Zadanie 180. Udowodnij, ze jesli {A,},eN jest zstgpujaca rodzing zbioréw, to

U Az \A2u2) U () A = Ao\ | (A2 \ A2ur).

neN neN neN

Zadanie 181. Udowodnij, ze jesli {A,},eN jest zstgpujaca rodzing zbioréw, to

0o n 0o n
U - AU
n=0i=0 n=0i=0

Zadanie 182. Udowodnij, ze jesli {A,},eN jest wstepujaca rodzing zbioréw, to

n o n

JNa = NUA

n=0i=0 n=0i=0
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Zadanie 183. Udowodnij, ze jesli {A,},eN jest zstepujaca rodzing zbioréw, to
[ elNe o
JNa=NUa= ﬂ An
n=0i=n n=0i=n

Zadanie 184. Udowodnij, ze jesli {A,}, <N jest wstgpujaca rodzing zbioréw, to
UNa=NUa= U An:
n=0i=n n=0i=n

Zadanie 185. Niech {A,, m} '1—o bedzie rodzing zbioré6w indeksowana parami liczb
naturalnych. Pokaz, ze jesli

An,m c An+17m N An,m+l

dla wszelkich n i m, to

[ oe'] 00
U U An,m = U An,n-
n=0m=0 n=0

Zadanie 186. Dane sa rodziny zbioréw {A;};eN 1 {Bi}ien. Wiadomo, ze dla kaz-
k
dego i istnieje k takie, ze A; C |J B ;. Udowodnij, ze:
Jj=0
i k
1. dlakazdego i istnieje takie k,ze |J A; € |J B
Jj=0 j=

N
'C8

(=}

welm

1=
Zadanie 187. Rozwazmy dowolng rodzing zbioréw .A.
1. Udowodnij, ze A C P(|J A).

2. Udowodnij, ze P(|J A) C A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki zbiér B, ze
A ="P(B).



Relacje

3.1. Para uporzadkowana i iloczyn (produkt) kartezjanski

Pare uporzqdkowang (w skrécie pare) elementéw a i b bedziemy zapisywaé
w postaci (a, b). Para bedzie dla nas pojeciem pierwotnym. Przyjmujemy, ze spet-
nia ona nastgpujacy aksjomat.

Aksjomat 43. (a, b) = (c, d) wtedy i tylko wtedy, gdy a = coraz b = d.

Aby okresli¢ parg uporzadkowang wystarczy poda¢ dwuelementowy zbidr jej ele-
mentéw i wskazac, ktéry z nich jest pierwszy. SpecjaliSci od podstaw matematyki
pragna za pojgcia pierwotne uwazaé jedynie zbidr i relacje nalezenia do zbioru i dla-
tego wola zdefiniowac parg nastgpujaco:

(a,b) = {{a},{a,b}}.
Zadanie 188. Udowodnij, ze zdefiniowana wyzej para (a, b) spelnia aksjomat 43.

Definicja 44. Iloczynem kartezjariskim dwéch zbioréw nazywamy zbidr wszystkich
par uporzadkowanych ztozonych z elementéw tych zbioréw:

AxB = f{{a,b)|aeAAbeB).

Zadanie 189. Uzupetnij i udowodnij podane wzory.

(ANB)xC = (AxC)N(BxC0O)
(AUB)xC = ?
(AUB)x (CUD) = ?

Zadanie 190. Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A1 B réwnoS¢ Ax B = B x A
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

A=0lub B=0 lub A=B.
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Zadanie 191. Udowodnij, ze jezeli A x B = C x D, to
(A=CiB=D)lub((A=01lub B=#@) i (C=0 lub D =9)).

Zadanie 192. Zalézmy, ze B C Y. Czy dla dowolnych zbioréw A i X zachodzi
réwnos¢é

(XxY)\(AxB) = (Xx(Y\B)U(X\A) x B)?

3.2. Relacje

Definicja 45. Dowolny podzbiér R C A x B produktu kartezjaniskiego zbioréw A i B
nazywamy relacjq dwuargumentowq (binarng). Jesli (a, b) € R, to méwimy, ze ele-
menty a € Aib € B sq ze sobq w relacji R. Zamiast pisaé (a, b) € R, piszemy tez
niekiedy a Rb lub R(a, b). Podzbiory A x A sa binarnymi relacjami na zbiorze A.

Przyktad 46. Relacjami binarnymi sa:
e identyczno$¢ (rownosé, przekatna) na zbiorze N: {(x, x) € N? | x € N},
e relacja mniejszosci < na zbiorze N: {(x, y) € N? | x < y},
e taka R C Z x N, ze xRy gdy y = x°.

Zadanie 193. Podaj intuicyjny sens ponizszych relacji dwuargumentowych na zbio-
rze {1,2,3,4,5,6}:

y\x |1 2 3 4 5 6
1 1 0 01 0 0

2 1 001 0 0

a| 3 1 001 0 0
4 1 001 0 0

5 1 001 0 0

6 1 001 0 0

y\x |1 2 3 4 5 6

1 0 01 0 0 1

2 |01 0 0 1 0

b)| 3 1 001 0 0
4 10 01 0 0 1

5 /01 0 0 1 0

6 1 0 01 0 0




3. Relacje 45

)

AN N kAW =
SO OO = O
S OO~ OO
SO = O OO |W
O = OO OO
— O O O O oW
S OO OoO —~ |

(Liczba 1 w tabelce oznacza, ze dana para elementéw nalezy do relacji, 0 zas, ze nie.)

Definicja 47. Relacja R C A x A jest

e zwrotna, jesli dla wszystkich a € A zachodzi aRa,

e symetryczna, jesli dla wszystkich a, b € A zachodzi implikacja aRb = bRa,
e przechodnia, jesli dla wszystkich a, b, ¢ € A zachodzi aRb A bRc = aRc.
e antyzwrotna, jesli dla wszystkich a € A zachodzi —aRa,

e antysymetryczna, jesli dla wszystkich a, b € A zachodzi implikacja aRb =
—=bRa,

e stabo antysymetryczna, jesli dla wszystkich a,b € A zachodzi implikacja
aRbAbRa = a=b,

Relacjg¢ zwrotna, symetryczna i przechodnia nazywamy relacjq réwnowaznosci. Re-
lacje zwrotna, przechodnia i stabo antysymetryczna nazywamy relacjq czesciowego
porzadku.

Zadanie 194. Niech dla relacji R

e Z(R) oznacza, ze R jest zwrotna,

S(R) oznacza, ze R jest symetryczna,
e P(R) oznacza, ze R jest przechodnia,

e A(R) oznacza, ze R jest stabo antysymetryczna.
Podaj przyktady relacji R, R», R3 i R4 takich, ze zachodzi

L. Z(Ri) A S(R1) A P(Ry),

2. Z(Ry) A P(R2) A —S(R»),

3. Z(R3) A S(R3) A P(R3) A A(R3),

4. =Z(R4) A —A(R4) A P(Ry).
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3.3. Krotki (n-tki) uporzadkowane i relacje n-argumentowe

Pojecie pary tatwo uogélni¢ na ciagi uporzadkowane dowolnej, skoficzonej diu-
gosci, ktore bedziemy nazywac krotkami (n-tkami). Zaktadamy, ze (ay, ..., a,) jest
pojeciem pierwotnym i przyjmujemy:

Aksjomat 48. (ay,...,a,) =(b1,...,by) & ai=b1 A...ANa, =Db,.

Krotki mozna réwniez zdefiniowa¢ za pomoca pojecia pary: krotka dwuelemen-
towa jest para, krotka n 4 1-elementowa jest para ztozona z pierwszego elementu
1 krotki n-elementowe;j:

<a0>a1""’a}’l) = <a07 (als--~aan>>
Definicja 49. W oczywisty sposéb uogélniamy pojecie produktu na n zbioréw:
A1 X ... X An = {(al,...,a,,) |a1 GA[,...,an EAn}.

Dlan > 2 zamiast
Ax...x A

n razy

piszemy w skrécie A”. Przyjmujemy dodatkowo, ze A' = A.

Definicja 50. Relacjq n-argumentowa nazywamy dowolny podzbiér produktu n
zbioréw.

Dla przyktadu
{a,b,c) eN’ |a-b=c} oraz {{a,b,c)eN>|a-b<c}
sa relacjami tréjargumentowymi na zbiorze N.

Zadanie 195. Ile jest relacji n-argumentowych na zbiorze 5-elementowym?

3.4. Zlozenie relacji. Relacja odwrotna
Definicja 51. Dane sarelacie P C A x Bi Q C B x C. Relacja

QP ={{a,c) | (@PbAbQc)} CAxC
nazywa si¢ ztozeniem relacji P i Q. Relacja
P! ={((b,a)|(a,b) e PYCT B x A

nazywa si¢ relacjq odwrotng do P.
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Zadanie 196. Niech A bedzie ustalonym niepustym zbiorem. Czy prawda jest, ze
dla dowolnej relacji R C A? zachodzi

¢(R) = #(RR),
gdzie RR oznacza zlozenie relacji R ze soba, a ¢ (R) oznacza, ze relacja R jest
1. zwrotna na zbiorze A,
2. symetryczna na zbiorze A,
3. przechodnia na zbiorze A,

4. antysymetryczna na zbiorze A.

Zadanie 197. Niech R bedzie relacja binarna. Ktére z ponizszych stwierdzen sa
prawdziwe:

1. RRCR,
2. RR=R,
3. RR DO R,
jezeli relacja R jest
1. zwrotna?
2. symetryczna?
3. przechodnia?
Twierdzenie 52. Dla dowolnychrelaciiR C Ax B,SCBxCiT CC x D:
(TSYR = T(SR)
(SR~ = Rr7ls7!
Zadanie 198. Oblicz R> = RR, R? i R* dla relacji z zadania 193.

Zadanie 199. Uzupetnij i udowodnij wzory:

(TS)R = T(SR)
SR~ = R7ls7!
(RUSYT = RTus™!
(RNS)™ = RIns™!
(RH™ =R

T(RUS) = TRUTS
T(RNS) C TRNTS

(T(RUSH™ = R'T'usir!

(AxB)™' = BxA
(AxB)(CxD) = ?
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Dla relacji R C A? definiujemy R' = R oraz R"*! = R"R dlan > 1.

Zadanie 200. Wykaz, ze jeSli R jest relacja zwrotng i przechodnia, to R" = R dla
kazdegon > 1.

Zadanie 201. Niech R C A? bedzie dowolna relacja i niech RO bedzie relacja réw-
nosci na A (to znaczy (x,y) € R° wtedy i tylko wtedy, gdy x = y). Wykaz, ze
R U RO U R jest relacja zwrotna i symetryczna.

Zadanie 202. Niech R C A? bedzie pewna relacja binarng na zbiorze A oraz
T = {SC A?| Sjest przechodnia A R C S},
R* = (7.
Pokaz, ze

1. RC R,
2. jesli S jest relacja przechodnig taka, ze R C S, to Rt C S,
3. R™ jest relacja przechodnia.

Relacja R jest zatem najmniejsza (w sensie zawierania zbioréw) relacja przechodnia
zawierajacq relacje R.

Definicja 53. Relacje R™ nazywamy przechodnim (tranzytywnym) domknigciem R.

Zadanie 20§. Niech 0 C A? bedzie dowolna relacja. Kladziemy Q = Uf;ozl on.
Wykaz, ze Q jest relacja przechodnia.

Zadanie 204. Wykaz, ze relacja Q z poprzedniego zadania jest przechodnim do-
mknigciem relacji Q.



Funkcje

Definicja 54. Relacje f C A x B nazywamy funkcjq o dziedzinie A i zbiorze war-
tosci (przeciwdziedzinie) B, jezeli spetnia ona dwa warunki

1. dla kazdego a€A istnieje taki beB, ze {(a, b) € f,

2. dla dowolnych a€A oraz by, b,€B, jesli (a,b1) € f oraz (a,bz) € f, to
by = by.

Zbiér wszystkich funkcji o dziedzinie A i przeciwdziedzinie B oznaczamy B*.
Relacje spetniajaca jedynie warunek 2 nazywamy funkcjq czesciowq. Dziedzing
funkcji czgSciowej f nazywamy zbior

Dom(f) ={a € A|3dbeB (a,b) € f}.

Zamiast f € B4 piszemy zwykle f : A — B. Napis f(a) oznacza taki ele-
ment b, ze (a,b) € f (jesli relacja f jest funkcja, to dla kazdego a taki element b
istnieje i jest doktadnie jeden, oznaczenie f(a) jest wigc jednoznaczne).

Pytanie 55. llejestfunkcji f : A — B?llejestfunkcji f : @ —> B,aile f : A —» §?

Z pomoca pojecia funkcji mozemy jeszcze inaczej zdefiniowaé n-tki uporzad-
kowane: {(ay, ..., ay,) jest funkcja f : {1,...,n} —> A. Wéwczas f(i) jest i-tym
elementem krotki.

Definicja 56. Funkcja f : A — B jest réznowartosciowa (jest injekcjq), jezeli
dla dowolnych aj,a; € A, jeslia; # az, to f(ay) # f(az).
Funkcja f : A — B jest ,,na” (jest surjekcjaq), jezeli
dla dowolnego beB istnicje taki acA, ze f(a) =b.

Funkcja f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym (bijekcjq), jesli jest r6z-
nowartoSciowa i ,,na”.

Zadanie 205. Ktoére sposrdd relacji z zadania 193 sa funkcjami?
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4.1. Funkcje odwrotne i ztozenie funkciji

Twierdzenie 57. Niech dane beda funkcje f : A - Big: B — C. Wéwczas
relacja gf C A x C jest funkcja z A w C oraz (gf)(a) = g(f(a)) dla kazdego
a € A. Jezeli ponadto obie funkcje f i g sa réznowartoSciowe, to gf tez jest r6zno-
wartosciowa. Jezeli obie funkcje f i g sa,,na”, to gf tez jest ,na”.

Definicja 58. Niech f : A — B bedzie funkcja. Wtedy funkcja g : B — A jest
Sfunkcjq odwrotng do f,jesli gf = I4 oraz fg = Ip (gdzie 14, Ig 0znaczaja funkcje
identyczno$ciowe odpowiednio na zbiorach A i B).

Twierdzenie 59. Niech f : A — B bedzie funkcja. Wtedy nastgpujace warunki sa
rownowazne:

1. f ma funkcje odwrotna,

2. f jestbijekcja,

3. relacja odwrotna ! jest funkcja okreslona na zbiorze B.
Funkcje odwrotna do f oznaczamy f~!.
Zadanie 206. Niech f : A > Big: B — C. Ktdre z ponizszych implikacji sa
prawdziwe?

1. Jezeli gf jest,na”, to f jest,na”.
2. Jezeli gf jest,na”, to g jest,na”.
3. Jezeli gf jest réznowartoSciowa, to f jest réznowartoSciowa.

4. Jezeli gf jest réznowartosciowa, to g jest réznowarto$ciowa.

4.2. Obraz i przeciwobraz zbioru

Definicja 60. Niech f : A — B bedzie funkcja i niech X C A. Obrazem zbioru X
w odwzorowaniu f nazywamy zbidr

f(X) = {beB|JdacX f(a) =b}.
Przeciwobrazem zbioru Y C B w odwzorowaniu f nazywamy zbidr
7l = fae A fl@)ey).
Definicja 61. Niech X bedzie rodzing podzbioréw zbioru A. Wtedy

Ux = Ux
BE:

I
D)
b
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Twierdzenie 62. Niech f : A — B bedzie funkcja, X rodzina podzbioréw zbioru
A, za§ Y rodzing podzbioréw zbioru B. Wtedy

fUx = Jroixeay e))
JesliX #£f.0  f((X) € (J{fX)|Xea} 2)
Uy = Urtmir ey 3)
lesiy#6.0 (Y = (' Iyey “)

Pytanie 63. Czy symbol ,,C” we wzorze (2) mozna zastapi¢ symbolem ,,.="?

Zadanie 207. Niech f : X — Y oraz A, B C X. Uzupetnij i udowodnij wzory:

f(AUB) = f(A)U f(B)
f(ANB) 7 f(A)Nf(B)
@)y 2 oA

Zadanie 208. Niech f : X — Y oraz C, D C Y. Uzupehnij i udowodnij wzory:
f/ienpy = fon i)

flccup)y = 2
frley 1o
frhe)y = 1

Zadanie 209. Niech f : X — Y bedzie bijekcja, a g : ¥ — X funkcja odwrotna
do f. Udowodnij, ze f~'(C) = g(C) dla dowolnego C C Y.

Zadanie 210. Rozwazmy funkcj¢ f : A — B i zdefiniujmy funkcje g : P(B) —
P(A) wzorem
g(¥) = f7'(M).

Udowodnij, ze g jest réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ,,na”.

Zadanie 211. Udowodnij, ze istnieje doktadnie jedna monotoniczna bijekcja f :
N— N

Zadanie 212. Udowodnij, ze jesli f : A —> Big: B — A sgtakimi funkcjami, ze
gf = 14 to f jest r6znowartoSciowa a g jest ,,na”.

Zadanie 213. Udowodnij, ze jesli f : A — B jestréznowartosciowato f~1(f (X)) =

X dla wszystkich zbioréw X C A. Czy f(f~'(Y)) = Y dla wszystkich zbioréw
Y C B?

Zadanie 214. Udowodnij, ze jesli f : A — B jest ,na” to f(f~'(Y)) = Y dla
wszystkich zbioréw ¥ C B. Czy f~'(f(X)) = X dla wszystkich zbioréw X C A?






Relacje rownowaznosci

Definicja 64. Klasq abstrakcji elementu a € A wzgledem relacji réwnowaznosci
~ C A x A nazywamy zbidr

[al~ = {beA|a~ b}
Rodzing zbioréw A/~ = {[a]~ | a € A} nazywamy zbiorem ilorazowym relacji ~.
Definicja 65. M6éwimy, ze rodzina zbioréw {X;};e; jest podziatem zbioru A, jesli

1. zbiory X; sa niepuste:
X; # @ dlakazdegoi € I,

2. zbiory X; pokrywaja zbiér A:

U X; =A, oraz

iel
3. zbiory X; sa parami roztaczne:
X;NX;=0,
dla wszelkich takich i, j € I, ze X; # X ;.
Definicja 66. Niech dane beda dwa podziaty P; i P, zbioru A. Méwimy, ze podziat
‘P1 jest drobniejszy od podzialu P, jesli dla kazdego X e P istnieje taki ¥ € Py, ze
XCvY.

Lemat 67. Dla dowolnej relacji rownowaznosci ~ C A x A ielementéw a,b € A

a ~ b wtedy itylko wtedy, gdy [a]~ = [b]~.
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Twierdzenie 68 (Zasada Abstrakcji).

1. Klasy abstrakcji dowolnej relacji réwnowaznosci na zbiorze A tworza podziat
zbioru A.

2. Dlakazdego podziatu zbioru A istnieje doktadnie jedna relacja réwnowaznosci,
ktérej klasy abstrakcji tworza ten podziat.

Przyktad 69. Niecha, b, c,d € Z, ¢, d # 0. Definiujemy relacje ~ C Z x (Z \ {0})?
wzorem

@a,by~c,d) & a.d=b-c.

Relacja ~ jest relacja réwnowaznosci na Z x (Z\ {0}). Dowdd polega na sprawdzeniu
wprost z definicji, ze ~ jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Zadanie 215. Uzywajac kwantyfikatorow, spojnikéw logicznych Vv, A, =, &, oraz
wyrazen postaci x € A, x € A, R(x, y)i—R(x, y) zapisz, ze relacja R nie jest relacja
réwnowaznosci na zbiorze A.

Zadanie 216. Napisz bez uzywania znaku negacji formuty méwiace, ze

1. Rodzina {X;};es nie jest podzialem zbioru A. Wolno uzywaé symbolu #.

2. Podziat P; nie jest drobniejszy od podziatu P,. Wolno uzywaé symbolu .

Zadanie 217. Wykaz, ze jesli podziat P; jest drobniejszy od podziatu P, to dla
kazdego X € P, istnieje rodzina R C Py, taka, ze X = |J R.

Zadanie 218. Relacje R i S sa relacjami réwnowaznosci na tym samym zbiorze. Czy
RUS,RNS, R\ S, R~ S tez sarelacjami réwnowaznoSci?

Zadanie 219. Czy dla dowolnych relacji réwnowaznosci R i S na tym samym zbio-
rze, relacja SR tez jest relacja rtéwnowaznosci?

Zadanie 220. Niech R i S beda relacjami réwnowaznos$ci na tym samym zbiorze.
Udowodnij, ze RUS jest relacja rtéwnowaznoSci wtedy i tylko wtedy, gdy RUS = RS.

Zadanie 221. Niech R bedzie pewna rodzina relacji rownowaznoSci okre§lonych na
pewnym zbiorze X. Czy | JR i [ R sa relacjami réwnowaznosci na X?

Zadanie 222. Niech R C A? bedzie pewna relacja binarng na zbiorze A oraz

7T = {§C A? | S jest zwrotna i przechodnia A R C S},

R* = ﬂT.
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Pokaz, ze
1. R C R*,
2. jesli S jest relacjg zwrotna i przechodnig taka, ze R C S, to R* C S,

3. R* jest relacja zwrotna i przechodnia.

Relacja R* jest zatem najmniejsza (w sensie zawierania zbior6w) relacja zwrotna
i przechodnig zawierajaca relacje R.

Definicja 70. Relacje R* nazywamy zwrotnym i przechodnim domknigciem R.

Zadanie 223. Niech Q C A? bedzie dowolna relacja, Q° = 1, gdzie I jest relacja
réwnosci na A i niech Q"*! = 0"Q dlan > 0. Kladziemy Q = [J2, Q". Wykaz,
ze Q jest relacja zwrotna i przechodnia.

Zadanie 224. Wykaz, ze relacja 0z poprzedniego zadania jest zwrotnym i prze-
chodnim domknigciem relacji Q.

Zadanie 225. Korzystajac z zadan poprzednich wykaz, ze jesli R jest dowolna rela-
cjaoraz Q = RU R™!, to Q* jest relacja réwnowaznosci.

Zadanie 226. Udowodnij, ze jesli R jest dowolna relacja oraz Q = R U R™!, to
Q™ jest najmniejsza (w sensie relacji inkluzji) relacja réwnowaznosci zawierajaca
relacje R.

Zadanie 227. Udowodnij, ze jezeli R jest relacja taka, ze R* zawiera R™!, to R* jest
relacja rownowaznosci.

Zadanie 228. Dane jest przeksztalcenie f : A — B. W zbiorze A definiujemy
relacje ~ wzorem

df

x~y o f@)=f).

Udowodnij, ze ~ jest relacja réwnowaznosci. Podaj warunek konieczny i dostateczny
na to, by ~ byla identycznoscia na A.

Zadanie 229. Dane jest przeksztalcenie f : A — B oraz relacja rtéwnowaznosci R
na B. W zbiorze A definiujemy relacj¢ ~ wzorem

x~y & (0, f()) eR.

Udowodnij, ze ~ jest relacja réwnowaznosci.
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Zadanie 230. Ile jest réznych relacji rownowazno$ci na zbiorze czteroelemento-
wym? Ile jest r6znych relacji rownowaznosci na zbiorze szescioelementowym?

Zadanie 231. W zbiorze N definiujemy relacje Ry, Ry, R3 i R4 w nastepujacy
sposob:

fRig wtedyitylko wtedy, gdy  f(57) = g(57),

fRag wtedyitylko wtedy, gdy  f(57) — g(57) jest podzielne przez 57 ,
fR3g wtedyitylko wtedy, gdy  f(n) = g(n) dla nieskoniczenie wielun € N,
fRag wtedyitylko wtedy, gdy  f(n) # g(n) dla skonczenie wielu n € N.

Ktora z relacji Ry, Ry, R3 1 Ry jest relacja rtéwnowaznosci?

Zadanie 232. Sprawdz, dla jakich dodatnich liczb naturalnych k podane relacje na
zbiorze N sa relacjami réwnowaznosci. Opisz ich klasy abstrakcji. Napis & | m ozna-
cza, ze m jest podzielne przez k.

L xRy & k| (x +y)
2. szygkl(x—y)
3. xR3y<d:f>x—y=k

Zadanie 233. Czy relacja R okre§lona na zbiorze wielomianéw jednej zmiennej
o wspdtczynnikach naturalnych wzorem

df . . . . I
pRq & wielomian p — g ma wszystkie wspétczynniki parzyste
jest relacja rownowaznos$ci?

Zadanie 234. Dany jest zbior X i jego podzbiér C C X. Czy relacja R okreslona na
P(X) wzorem

ARB & aA-BcCcC

jest relacja rownowaznosci? Jesli tak, opisz jej klasy abstrakcji.

Zadanie 235. W zbiorze wszystkich zbieznych ciagéw nieskoriczonych o wyrazach
wymiernych wprowadzamy relacje

aRb &  lim (ay —bn) =0
n— oo

Pokaz, ze R jest relacja rownowaznosci. Opisz jej klasy abstrakcji.

W ponizszych zadaniach udowodnij, ze podane relacje R C X x X sa relacjami
réwnowaznosci. Opisz ich klasy abstrakc;ji.
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Zadanie 236. X = P(N),

ARB & A-B jest zbiorem skoficzonym.

Zadanie 237. X =N x N,

df
(x1, y)R{(x2, y2) & x1—y1=x2— .

Zadanie 238. X =R x R,
(X1, y)R(x2, y2) & X+ )7 =x5 43,

Zadanie 239. X =R x R,

iy Rz, y2) S il + vl =[xl + [yal.
Zadanie 240. X = P(N),

R = {{A,B)ePN)xP(N)|]A=BvO0¢AUB}.

Zadanie 241. Na zbiorze P(N) okreslamy relacje réwnowaznosci ~ wzorem

X ~Y wtw X =Y jestzbiorem skoriczonym

(patrz zadanie 236). W zbiorze P (N)/~ definiujemy dziatania

[X]~U[Y]~ = [XUY]~
[X]-M[Y]~ = [XNY].
[X]~ —[Y]~ = [X\Y]~

Czy powyzsze definicje sa poprawne?

Zadanie 242. W zbiorze liczb rzeczywistych R wprowadzamy taka relacje ~, ze
X~y & lx] = |y]. Udowodnij, ze ~ jest relacja rownowaznoSci. Opisz jej klasy
abstrakcji.

Zadanie 243. W zbiorze R/~, gdzie ~ jest relacjq z zadania 242, definiujemy dzia-
fania arytmetyczne: [x]~ +[y]~ = [x+y]~ oraz [x]~-[y]~ = [x-y]~. Czy powyZsze
definicje sq poprawne?






Teoria mocy

6.1. Rownolicznosc¢ zbiorow

Definicja 71. Zbiory A i B sq rownoliczne, jezeli istnieje bijekcja f : A — B.
Piszemy woéwczas A ~ B.

Przyktad 72. Nastepujace zbiory sa réwnoliczne:

e zbidr par liczb naturalnych i zbiér liczb naturalnych: N x N ~ N;

e zbidr liczb naturalnych i zbiér liczb naturalnych parzystych: N ~ P;
e dowolny niepusty przedziat (a, b) C R i odcinek (0, 1): (a, b) ~ (0, 1).

Niech N, Z, Q i R oznaczaja zbiory, odpowiednio, liczb naturalnych, catkowitych,
wymiernych i rzeczywistych, m L n oznacza, ze m i n sa wzglednie pierwsze oraz

(a,b)

la, b)

(a,b]

la, b]

(a, 00)
O((a,b),r)
Nt

Q+

oznacza zbidr
oznacza zbidr
oznacza zbior
oznacza zbidér
oznacza zbidr
oznacza zbidr
oznacza zbior

oznacza zbior

{xeR|a<x <b},
{xeR|a<x <b},

{xeR|a <x <b},
{xeR|a<x<b},

{xeR|a <x},

() eR? | (x —a)’ + (v = b)* =r?),
{neN|n> 0},

{g€Qlq >0}

Konstruujac odpowiednie bijekcje udowodnij, ze zbiory podane w ponizszych zada-
niach sa réwnoliczne.

Zadanie 244. [0, 1) oraz O((0, 0), 1)

Zadanie 245. (0, 1) oraz R
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6.1. Rownoliczno$¢ zbioréw

Zadanie 246.
Zadanie 247.
Zadanie 248.
Zadanie 249.
Zadanie 250.
Zadanie 251.
Zadanie 252.
Zadanie 253.
Zadanie 254.
Zadanie 255.
Zadanie 256.
Zadanie 257.
Zadanie 258.
Zadanie 259.
Zadanie 260.
Zadanie 261.
Zadanie 262.
Zadanie 263.
Zadanie 264.
Zadanie 265.
Zadanie 266.
Zadanie 267.
Zadanie 268.
Zadanie 269.

Zadanie 270.

[0, 1) oraz [0, c0)

(0, 1) oraz [0, 1)

[0, 1) oraz R

[0, 1) oraz (0, co)

Roraz R\ N

Qoraz Q\ [0,1]

Noraz Z

N oraz N?

N oraz N

Noraz {(n,m) e Nt x Nt | m L n}
{(n,m) e Nt x NT | m L n}oraz Q*
N oraz QQ

Z x ((0,11N Q) oraz Q
RorazR\Q

(0,1] x ZorazR

0,1) x (0,1)orazR x R

P(N) oraz 2N

{0, 13N oraz NN

Noraz {f : N — {0, 1} | f jest nierosnaca}

Noraz {f : N — {1,2,3,4} | f jest niemalejaca}

{x € R | sin(x) = 0} oraz Z
QorazQ x Q

(0, 1) oraz (0, 1) x (0, 1)
RorazR x R

R oraz RN
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6.2. Wiasnosci pojecia rownolicznosci zbioréw
Twierdzenie 73. Dla dowolnych zbioréw A, B, C

1. A~ A,

2. JesliA~ BtoB ~ A,

3. JeSliA~BorazB~CtoA~C.

Zadanie 271. Wykaz, ze jesli A ~ Az, to

P(A1) ~ P(A2), )]

B~ BM, 2

AV~ A7, 3)

A1 xB ~ A;xB. “4)

Zadanie 272. Wykaz, ze

(AB)C ~ A(BxC)’ (1)

(Ax B ~ A x BC, )

Ax{a} ~ A, 3)

Al ~ A, “)

dla dowolnych zbioréw A, B, C i jednoelementowego zbioru {a}.

Zadanie 273. Wykaz, ze je§li Af N By = AN By =@ oraz A ~ Ay i By ~ By, to
AiUBy ~ AyUBj, (D
CA1UB] ~ CAZ X CBZ. (2)

Powyzsze wlasno$ci uwalniaja nas od konieczno$ci zmudnego konstruowania od-
powiednich bijekcji, pozwalajac w tatwy sposéb wyprowadzaé nowe fakty na temat
réwnoliczno$ci zbior6w z juz poznanych. Dla przyktadu skoro N ~ Q (zadanie 257),
to na mocy whasnosci (2) z zadania 271 wnioskujemy, ze RN ~ RQ.

Zadanie 274. Przyjmujac za wiadome, ze N ~ N x N oraz R ~ {0, 1} udowodnij,
ze RN ~ R.

Zadanie 275. Dla jakich zbioréw A, B i C:

1. A8 ~ B49
2. ABUC ~ AB U ACY

Zadanie 276. Czy istnieja takie zbiory A, B,C, D, ze A # B oraz C # D, ale
A€ ~ BP?
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6.3. Zbiory skonczone

Definicja 74. Napis n oznacza zbidr liczb naturalnych mniejszych od n, tj. zbiér =
{0,1,...,n—1}.

Definicja 75. Zbidr A jest zbiorem skoriczonym, jesli istnieje taka liczba naturalna
n €N, ze A ~ n. Zbiér, ktéry nie jest skoficzony nazywamy nieskoriczonym.

Twierdzenie 76.

1. Dla zadnego n € N nie istnieje funkcja réznowartoSciowazn 4+ 1 w n.

2. Jezeli istnieje funkcja réznowartoSciowa zm w n, tom C n.

3. Jezelim ~ n,tom = n.

4. Dla kazdego m € N zachodzi m » N.
Jesli wigc zbidr A jest skoficzony, to istnieje dokladnie jedna taka liczba naturalna n,
ze A ~ n.

Definicja 77. Niech A bedzie zbiorem skoriczonym. Liczbe n taka, ze A ~ n na-
zywamy liczbq elementéw zbioru A i oznaczamy |A|. Liczbg elementéw zbioru |A|
nazywamy tez mocq zbioru A zwlaszcza gdy jednocze$nie zajmujemy si¢ zbiorami
skoficzonymi i nieskoficzonymi.

Zbiér pusty ma zatem O elementéw. Zbiér ma n elementéw, jezeli jego elementy
mozna ponumerowac bez powtérzen liczbami 0, ..., n — 1.

Zadanie 277. Udowodnij, ze suma dwoch skoniczonych zbioréw jest zbiorem skon-
czonym.

Zadanie 278. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb naturalnych m, n € N jest
(mx{0hU@x{1}) ~ m+n.

Wyprowadz stad wniosek, ze dla dowolnych skonczonych roztacznych zbioréw A i B
zachodzi rowno$¢ |A U B| = |A| + |B].

Zadanie 279. Wykaz, ze jesli zbiory A i B sa skoriczone, to |[A x B| = |A| - | B|.
Zadanie 280. Wykaz, ze jesli zbiory A i B sa skoniczone, to |AB| = |A|lBI.
Zadanie 281. Niech A! = A oraz A"+ = A" x A. Wykaz, 7e A% ~ A",

Zadanie 282. Niech {A;},cn bedzie rodzing podzbioréw zbioru X. Niech (1) ozna-
cza, ze Ao jest zbiorem skoficzonym, oraz (2) oznacza, ze dla kazdego n zachodzi
Ni_y Ai # 9. Pokaz, ze: a) jesli zachodzi (1) i (2), to ;2 Ai # @, b) istnieje taka
rodzina zbioréw {A;};cN spelniajaca warunek (2), ze ﬂ?io A =40.
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Zadanie 283. Niech {A;};cn bedzie rodzing skoficzonych podzbioréw zbioru X, ta-
ka, ze Ay, N...N Ay, # @ dladowolnychny,...,n; € N. Pokaz, ze ()72, Ai # 0.

Zadanie 284. Dane sa dwie funkcje f : A > Big: B — A, obie typu ,,na”.

1. Czy z powyzszych zatozeih wynika, ze f i g sa bijekcjami?

2. Jesli dodatkowo A i B sa zbiorami skoriczonymi, to czy wéwczas f i g sa
bijekcjami?

Zadanie 285. Dane sg zbiory Ay, ..., A,. Przypusémy, ze R jest najmniejsza ro-
dzing zbioréw o tej wlasnosci, ze A; € Rdlai = 1,...,norazjesli X,Y € R, to
X UY e R. Wyznacz maksymalna moc rodziny R.

Zadanie 286. Dane sg zbiory Ay, ..., A,. Przypus¢my, ze R jest najmniejsza ro-
dzing zbioréw o tej wlasnosci, ze A; € Rdlai = 1,...,norazjesli X,Y € R, to
XUY e RiXNY € R. Wyznacz maksymalng moc rodziny R. Dla jakich zbioréw
Ay, ..., A, warto$¢ |R| jest najwigksza?

Zadanie 287. Dane sa zbiory Ay, ..., A,. Przypus¢my, ze R jest najmniejszg ro-
dzing zbioréw o tej wlasnosci, ze A; € Rdlai = 1,...,norazjesli X,Y € R, to
XUY e RiX\Y e R. Wyznacz maksymalng moc rodziny R. Dla jakich zbioréw
Ay, ..., A, warto$¢ |R| jest najwigksza?

Definicja 78. Przyjmujemy nastgpujace oznaczenia: dla dowolnego zbioru X C A
napis X' oznacza zbiér X, zas napis X° oznacza dopetnienie zbioru X do zbioru A,
tj. zbior A \ X.

Zadanie 288. Dany jest zbi6r A i dodatnia liczba naturalna k oraz takie zbiory X; C
Adlai =1,...,k, ze dla kazdej funkcji f : {1,...,k} = {0, 1} zbidr ﬂf.;l Xif(l)
ma co najwyzej 1 element. Wyznacz maksymalna moc zbioru A.

Definicja 79. Méwimy, ze funkcja dwuargumentowa f : A x B — C istotnie za-
lezy od kazdego 7z argumentow, jesli istnieja takie elementy a € Ai b1, by € B, 7e
f(a,by) # f(a, by) oraz istnieja takie elementy aj,ap € Aib € B, ze f(ay, b) #
f(az, b).

Zadanie 289. Ile jest dwuargumentowych funkcji logicznych istotnie zaleznych od
kazdego z argumentéw? Ile jest funkcji f : A x B — C istotnie zaleznych od
kazdego z argumentéw, gdy kazdy ze zbioré6w A, B, C ma 3 elementy?

Zadanie 290. Ile jest funkcji f : A x B — C istotnie zaleznych od kazdego z argu-
mentéw, gdy kazdy ze zbioré6w A, B ma 4 elementy, a C ma n elementow?
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Zadanie 291. a) Na prywatce u Jurka jest co najmniej jedna osoba znajaca co naj-
mniej jeden z szeSciu jezykow: polski, angielski, francuski, niemiecki, rosyjski i hisz-
panski. Ponadto nie ma dwdéch oséb, ktére znatyby dokladnie te same jezyki. Oczy-
wiscie kazdy gos¢ Jurka zna co najmniej dwa jezyki. Oszacuj z géry i z dotu liczbe
0s6b na prywatce u Jurka.

b) Na prywatce u Agaty jest co najmniej jedna osoba znajaca co najmniej jeden
z n jezykéw. Ponadto nie ma dwdch oséb, ktére znatyby doktadnie te same jezyki.
Oczywiscie kazdy go$¢ Agaty zna co najmniej jeden jezyk. Oszacuj z géry i z dotu
liczbg 0s6b na prywatce u Agaty.

Zadanie 292. Funkcje f okreslong w pewnej dziedzinie dom(f) C P(A) i przyjmu-
jaca wartosci ze zbioru {0, 1} nazywamy funkcjq parzystosci w zbiorze P(A), jezeli

1. dla dowolnych X € dom(f)ix € A takze X U {x} € dom(f) oraz X \ {x} €
dom(f),
2. @ € dom(f) oraz f (@) =0,

3. dla dowolnego X € dom(f) i dowolnego x € A \ X zachodzi réwnos¢
FXUD = 1-7(X).

Wykaz, ze na zbiorze P(A) istnieje doktadnie jedna funkcja parzystosci wtedy i tylko
wtedy, gdy A jest zbiorem skoriczonym.

Zadanie 293. Pokaz, ze zbidr warto$ci dowolnej nierosnacej funkcji

m

f:N—>[n—|— ‘n,meN]

m+1

jest skoficzony.

6.3.1. Wz6r wiaczen i wytaczen

Zadanie 294. Posrod cztonkéw pewnego klubu lingwistycznego kazdy uczy sig fran-
cuskiego, niemieckiego lub hiszpanskiego. Wiadomo, ze 20 uczy si¢ francuskiego,
12 francuskiego i hiszpariskiego, 16 niemieckiego, 16 hiszpariskiego, 4 francuskiego
i niemieckiego, 7 niemieckiego i hiszpanskiego, 3 wszystkich trzech jezykow. Ilu
cztonkéw liczy klub? Ilu z nich uczy si¢ doktadnie dwéch jezykow?

Zadanie 295. Korzystajac z tego, iz jezeli zbiory skoficzone A i B sa rozlaczne, to
|AU B| = |A| + | B| udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C (niekoniecznie
rozlacznych):

[AUB| = |A|+|B|—|ANB|
|[AUBUC| |[A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+]|ANBNC|
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Zadanie 296. Udowodnij indukcyjnie, ze dla dowolnej rodziny zbioréw skoniczo-
nych {A;}7_, jest prawdziwy tzw. wzdr wiqczer i wylqczer:

Z Z ( DA Al

=1 Ic{ iel

i=1

Zadanie 297. Rodzina {A;}!'_, jest rodzing zbioréw k-roztqcznych, jesli dla kazdego
rosnacego ciagu liczb naturalnych (i1, is, . . ., ig) takiego, ze iy < n, mamy

k
Udowodnij, ze dla dowolnej rodziny zbioréw skonczonych k-roztacznych {A;}7_,

jest prawdziwy wzor:

k—1

> el

iel

j=11¢

6.4. Moce zbiorow nieskonczonych

Symbol |A| zdefiniowaliSmy jedynie dla zbioréw skonczonych. W teorii mocy de-
finiuje si¢ obiekty oznaczajace ,,liczbe elementéw” zbioréw nieskoniczonych, zwane
liczbami kardynalnymi. Pozwala to rozszerzy¢ odwzorowanie | - | na zbiory nieskon-
czone. Robimy to w ten sposéb, ze dwém zbiorom przypisujemy te sama liczbe kar-
dynalng wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory te sa rownoliczne. Warto$¢ | A| nazywamy
wowczas mocq zbioru A. Moc zbioru liczb naturalnych (a wigc 1 dowolnego zbioru
réwnolicznego ze zbiorem liczb naturalnych) oznaczamy Ny (czytamy ,,alef zero”).
Ponizej pokazujemy, ze N % R. Moc zbioru liczb rzeczywistych nazywamy conti-
nuum i oznaczamy przez ¢. Mamy zatem |N| = R, |R| = ¢ oraz Rg # c.

Definicja 80. Zbidr jest przeliczalny, jesli jest skoficzony lub jest réwnoliczny ze
zbiorem liczb naturalnych.

Definicja 81. Zbiér réwnoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych nazywamy zbiorem
mocy continuum.

Nieréwnolicznych zbioréw nieskoniczonych jest nieskoriczenie wiele. Jest wigc
nieskoniczenie wiele réznych nieskoriczonych liczb kardynalnych. Mozna na nich
okresli¢ operacje dodawania, mnozenia i potggowania oraz relacj¢ porzadku majace
podobne wtasnosci, jak odpowiadajace im operacje na liczbach naturalnych. Teoria



66 6.4. Moce zbioréw nieskonczonych

takich liczb nazywa si¢ arytmetykq liczb kardynalnych. Tak subtelne teorie maja jed-
nak niewiele zastosowan w informatyce, dlatego nam wystarcza jedynie pojecia row-
noliczno$ci, przeliczalno$ci i mocy continuum. Tam, gdzie nie jest to niezbgdne, nie
nalezy wigc uzywac pojecia mocy |A| zbioru A (formalnie nie zdefiniowaliSmy prze-
ciez tego obiektu!). W szczeg6lnosci zamiast pisaé |A| = | B| lepiej napisaé A ~ B.
Oba wyrazenia oznaczaja bowiem, ze zbiory A i B sa réwnoliczne, drugie jednak nie
odwotuje si¢ do (dosy¢ skomplikowanego) pojecia liczby kardynalne;.

Definicja 82. Méwimy, ze moc zbioru A jest nie wigksza niz moc zbioru B i piszemy
|A| < |B], jesli istnieje funkcja réznowartosciowa f : A — B.

Definicja 83. M6éwimy, ze moc zbioru A jest mniejsza niz moc zbioru B i piszemy
|A| < |B|, jesli |A| < |B|oraz A # B.

Uwagi na temat oznaczenia mocy |A| zbioru A dotycza tez poréwnywania mocy
zbioréw. Symbolu < nie traktujemy jako binarnej relacji zachodzacej pomigdzy ta-
jemniczymi obiektami |A| i |B|, same napisy |A| i | B| nie oznaczaja niczego, za$ na-
pis |A| < |B| oznacza jedynie, ze zachodzi okre§lona wyzej binarna relacja migdzy
zbiorami A i B (tj. ze istnieje funkcja r6znowartosciowa f : A — B). Tak dziwny
sposob zapisu tej relacji wynika z konwencji przyjetych w teorii mocy, w ktérej na-
pisy |A| i | B| faktycznie oznaczaja pewne obiekty, za§ < oznacza obiekt ,,podobny”
do relacji binarnej. Teorii tej nie bedziemy tu jednak rozwijac.

Twierdzenie 84.

1. Dla dowolnego zbioru A zachodzi |A| < |A].

2. Jedli |A| < |B|i|B| < |C],to |A| < |C].

3. JeSlin < m,to|n| < |m|.

4. Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi |n| < |NJ.

Twierdzenie 85 (Cantor-Bernstein). Jesli |A| < |B| oraz |B| < |A|, to |A| = |B].

Twierdzenie 86. Zbidr liczb rzeczywistych jest rownoliczny ze zbiorem {0, 11N, Za-
tem zbi6r {0, 1}N ma moc continuum.

Definicja 87. Jesli X C A, to f : A — {0, 1} jest funkcjq charakterystyczng

zbioru X, jesli

() [0, gdya ¢ X,

1, gdyaceX,
dla dowolnego a € A.

Fakt 88. Dla dowolnego zbioru A zachodzi 24 ~ P(A).
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Twierdzenie 89. Niech A i B beda zbiorami, przy czym |B| > 2. Wtedy
P < 1B

Twierdzenie 90 (Cantor). Dla zadnego zbioru A nie istnieje funkcja z A na zbiér
potegowy P(A).

Dowéd. Przypusémy przeciwnie, ze pewna funkcja f : A — P(A) przeksztalca A
na P(A). Niech

Ay = faeAlad f(a)}

Poniewaz Ag C A i f odwzorowuje A na P(A), wiec istnieje takie ap € A, ze
f(ap) = Ag. Mamy wtedy

age Ag © ap€ f(ao) & ao ¢A0.
Zatozenie istnienia funkcji f doprowadzito do sprzecznosci. ]

Dowdd (twierdzenia Cantora dla przypadku A = N). Przypusémy przeciwnie, ze
pewna funkcja f : N — 2N przeksztatca N na 2N, Tworzymy nieskoficzona tablice

EOYO)]  (FOND)  (FONQ)  (FONB)  (F0))
(FANO [EHD] FOR@  (FONG)  (FU)H)
(fF@)O) (fFO)N) (D] (F)HB) (F2)@)
(fONO) (FEHM) (FBNQ) (3R] (FB)@) -
(f@NO) (f@MD) (F@Q) (fFENB) @@ -

Tworzymy nowa funkcje charakterystyczna

g) = 1=

dla kazdego i € N. Wtedy g # f(i) dla dowolnego i € N, gdyz g(i) = 1 —
(f@)E) # (f@))(@@). OtrzymaliSmy sprzecznos¢ z zatozeniem, ze f jest na. [

Twierdzenie 91. Dla kazdego A jest |[P(A)| > |A|. Jesli |B| > 2, to |BA| > |A|.

Zadanie 298. Udowodnij, ze 1 < |A| < |B]| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja
f B — A, ktora jest ,,na”. (Zadanie wymaga pewnika wyboru.)

Zadanie 299. Udowodnij, ze jezeli A C B, to |A| < |B]|.



68 6.5. Wyznaczanie mocy zbiorow

Zadanie 300. Czy A ~ Ay, By ~ By i|A| < |B|, implikuje, ze |A2| < |Ba|?

Zadanie 301. Udowodnij, ze A jest zbiorem nieskoriczonym wtedy i tylko wtedy,
gdy zawiera podzbiér réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych, tj. gdy istnieje taki
zbiér B C A, ze B ~ N. (Uwaga: zadanie jest trudne, a dowéd wymaga skorzystania
z pewnika wyboru).

Zadanie 302. Udowodnij, ze A jest zbiorem nieskoficzonym wtedy i tylko wtedy,
gdy jest rownoliczny ze swoim wtasciwym podzbiorem, tj. gdy istnieje taki zbiér B C
A,ze B # Ai A ~ B. (Uwaga: zadanie jest trudne, a dow6d wymaga skorzystania
z pewnika wyboru).

Zadanie 303. Udowodnij, ze A jest zbiorem nieskoriczonym wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja zbiory B i C takie,ze BNC =@, BUC = Ai A ~ B ~ C. (Uwaga: za-
danie jest trudne, a dowdéd wymaga skorzystania z pewnika wyboru).

Zadanie 304. Wykaz, ze istnieje nieskonczona rodzina zbior6w nieskoniczonych o tej
wtlasnosci, ze zadne dwa sposrdd jej elementéw nie sa réwnoliczne.

Twierdzenie Cantora-Bernsteina pozwala ustala¢ réwnolicznos$¢ zbioréw A i B
za pomocg konstrukcji dwoéch funkcji réznowartosciowych f : A > Big: B — A.
Zbudowanie takich funkcji jest czgsto znacznie tatwiejsze niz skonstruowanie bijekcji
przeksztatcajacej zbiér A na B.

W ponizszych zadaniach konstruujac dwie funkcje réznowartoSciowe udowodnij
réwnoliczno$¢ podanych zbioréw.

Zadanie 305. (0, 1] oraz (0, 1]
Zadanie 306. (0, 1] oraz 2N
Zadanie 307. Noraz N x N
Zadanie 308. Z x Nt oraz Q
Zadanie 309. {0, 1}Y oraz NN

6.5. Wyznaczanie mocy zbiorow

Zadanie 310. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zbior R", gdzie
R jest zbiorem liczb rzeczywistych, ma moc continuum.

Zadanie 311. Niech R;(x, y) oznacza relacj¢ zdefiniowana formuta

dpel ((¢(p,x) A—=¢(p,¥) V (@(p,y) A=¢(p,x)))

na Nt x N*t, gdzie Nt = N\ {0}, / jest skoficzonym niepustym zbiorem liczb
pierwszych, a ¢ (x, y) jest formula Iz (x - 7 = y). Niech Q; = (NT x N*) \ R;.
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a) Czy Rj jestrelacja réwnowaznosci? Jesli tak, podaj liczbg klas réwnowaznosci
relacji Ry.

b) Czy Qj jestrelacja réwnowaznosci? Jesli tak, podaj liczbe klas réwnowaznosci
relacji Qj.
Zadanie 312. Dla danej funkcji f : N — N definiujemy zbior
Ay = {neN]| f(n)>1}.
Niech A = {Af | f € NY}. Znajdz moc zbioréw A oraz Ufenm Ar.

Zadanie 313. Dla ciagu nieskoficzonego a = {(ay, a2, a3, ...) o wyrazach natural-
nych okreslamy relacje R, w taki sposéb, ze dla dwéch ciagdw nieskoriczonych o wy-
razach naturalnych b = (b1, by, b3, ...)ic = (c1, c2, c3, ...) zachodzi bR,c, wtedy
i tylko wtedy, gdy
vneN (a, = 0= b, = cp).
1. Pokaz, ze niezaleznie od wyboru ciagu a relacja R, jest relacja rownowaznoSci.

2. Jaka jest moc zbioru takich ciagéw a, dla ktérych wszystkie klasy abstrakcji
R, sa przeliczalne?

3. Jaka jest moc zbioru takich ciagéw a, dla ktérych relacja R, ma przeliczalnie
wiele klas abstrakcji?

4. Jaka jest moc zbioru takich ciagéw a, dla ktérych relacja R, ma continuum
klas abstrakcji i kazda z tych klas jest mocy continuum?

5. Jaka jest moc zbioru takich ciagdéw a, dla ktérych relacja R, ma przeliczalnie
wiele klas abstrakcji i kazda z tych klas jest przeliczalna?

6. Jaka jest moc zbioru takich ciagéw a, dla ktérych relacja R, ma zaréwno prze-
liczalne, jak i nieprzeliczalne klasy abstrakcji?
Zadanie 314. Niech P C R x R oznacza relacje taka, ze
Px,y) & 3qeQ (x=y+q),
gdzie Q jest zbiorem liczb wymiernych.

a) Czy P jest relacja rownowaznoS$ci?

b) Jakie sa moce klas réwnowaznosci [r]p dla liczb r € R? Jaka jest moc klasy
réwnowaznosci [z ]p? Jak jest moc klasy réwnowaznoSci [%]? Czy wszystkie
klasy rownowaznoS$ci maja t¢ samg moc?

¢) Czy rodzina klas réwnowaznosci relacji P jest przeliczalna?
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Zadanie 315. Czy istnieje nieprzeliczalna rodzina R podzbioréw N taka, ze dla do-
wolnych réznych X, Y € R przekr6j X N'Y jest skoficzony?

Zadanie 316. Niech {X,,},cn bedzie dowolna rodzing podzbioréw zbioru N.

1. Czy istnieje taki nieskoniczony ciag zerojedynkowy (in),eN, Z€

o
() Xir # 02

n=0

2. Jaka jest maksymalna moc zbioru wszystkich ciagéw (i,),eN spetniajacych
powyzszy wzér?

Zadanie 317. Rozwazamy relacje ~ okreslong na funkcjach ze zbioru NN w naste-
pujacy sposéb:
f~g & Fe>0T>0Yn>k (F(n) < cg(n) A g(n) < cf ().

1. Pokaz, ze ~ jest relacja rOwnowaznosci.
2. Jaka jest moc klasy abstrakcji funkcji f takiej, ze f(n) = 0 dlakazdegon € N?
3. Jaka jest moc klasy abstrakcji funkcji g takiej, ze g(n) = 1 dla kazdegon € N?

Zadanie 318. Dla kazdej sposrdd relacji opisanych w zadaniu 231, ktéra jest relacja
réwnowaznos$ci wyznacz moc zbioru jej klas abstrakcji oraz moc kazdej z jej klas.

6.6. Zbiory przeliczalne

Twierdzenie 92. Zbidr A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy A = @ lub ist-
nieje funkcja z N na A.

Definicja 93. Ciggiem elementow zbioru A nazywamy funkcje f : N — A.

Fakt 94. Zbior niepusty jest przeliczalny, gdy wszystkie jego elementy mozna usta-
wi¢ w ciag.
Twierdzenie 95.

1. Podzbidr zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.

2. Jesli f : A > Boraz X C A jest zbiorem przeliczalnym, to f(X) tez jest
zbiorem przeliczalnym.

3. Jesli A i B sa przeliczalne, to A x B jest przeliczalny.
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4. Jesli {A;}ier jest przeliczalna rodzing zbioréw przeliczalnych (tzn. I jest prze-
liczalny i kazdy ze zbioréw A; jest przeliczalny), to | J;_; A; jest zbiorem prze-
liczalnym.

iel

Zadanie 319. Niech A bedzie przeliczalna rodzing zbioréw przeliczalnych. Pokaz,
ze |J A1) A sa zbiorami przeliczalnymi.

Zadanie 320. Niech A C N bedzie zbiorem nieskoficzonym. Zdefiniuj bijekcje f :
A—-> Nig:N-—> A.

Zadanie 321. Niech A bedzie nieskoficzonym zbiorem przeliczalnym i niech f :
A — B bedzie surjekcja (odwzorowaniem “na”). Zbuduj injekcje (funkcje rézno-
warto$ciowa) g : B — A.

Zadanie 322. Udowodnij, ze jesli f : R — R jest monotoniczna, to zbidr jej punk-
tow nieciaglosci jest przeliczalny.

Zadanie 323. Czy istnieje taki zbior A, ze P(A) ~ N?
Zadanie 324. Niech A| ~ B11i Ay ~ B>. Czy:

1. A1 x A, ~ By x B3,
2. AiNAy ~ By N By,
3. AfUAy ~ B U By?

W punkcie 3. mozesz zalozy¢, ze zbiory Ay, Az, B1 i B> sa przeliczalne (zadanie
bez tego zalozenia jest trudne i wymaga uzycia pewnika wyboru). Czy odpowiedzi
na powyzsze pytania ulegna zmianie, jesli zatozymy, ze jeden ze zbioréw A lub Aj
jest nieskoriczony? Czy ulegna one zmianie jesli zalozymy, ze oba zbiory sa nieskofi-
czone?

Zadanie 325. Zbiory A i B sa przeliczalne oraz zbiér A x B jest nieskoficzony. Co
mozna powiedzie¢ o mocach zbioréw A i B?

Zadanie 326. Udowodnij, ze zbiér wszystkich skoficzonych ciagéw o elementach ze
skoficzonego zbioru A jest przeliczalny.

Zadanie 327. Udowodnij, ze zbiér wszystkich skoficzonych ciagéw o elementach ze
przeliczalnego zbioru A jest przeliczalny.

Zadanie 328. Udowodnij, ze zbiér wielomianéw jednej zmiennej o wspéiczynni-
kach wymiernych jest przeliczalny.
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Zadanie 329. Wykaz, ze zbior stabo rosnacych funkcji f : N — N jest nieprzeli-
czalny (funkcja f : N — N jest stabo rosnqca, jesli implikacja x > y = f(x) >
f(y) zachodzi dla wszelkich x, y € N).

Zadanie 330. Jaka jest moc zbioru nieskonczonych ciagéw o wyrazach wymier-
nych?

Zadanie 331. Jaka jest moc zbioru nieskoficzonych ciagdéw o wyrazach wymiernych,
statych od pewnego miejsca?

Zadanie 332. Ile jest ciagéw liczb wymiernych zbieznych do 1?
Zadanie 333. Ile jest rosnacych ciagéw liczb wymiernych zbieznych do 1?

Zadanie 334. Czy zbior nieskoficzonych nierosnacych ciagéw o wyrazach natural-
nych jest przeliczalny? (Ciag (a;);eN jest nierosnacy, jesli a; > a;4+1 dla kazdego
i e N).

Zadanie 335. Wykaz, ze zbidr stabo malejacych funkcji f : N — N jest przeliczalny
(funkcja f : N — N jest stabo malejgca, jesli x > y = f(x) < f(y) dla wszelkich
x,y € N).

Zadanie 336. Liczba a jest punktem skupienia ciagu (x;);2, liczb rzeczywistych,
jesli istnieje podciag (x ;) ciagu (x;) zbiezny do a. Ile ciag moze mie¢ punktow sku-
pienia?

Zadanie 337. Ile jest bijekcji f : A — A, gdy zbior A jest przeliczalny?

Zadanie 338. Liczba rzeczywista x jest algebraiczna, jeSli istnieje taki wielomian
jednej zmiennej o wspétczynnikach wymiernych, ze x jest jego pierwiastkiem. Udo-
wodnij, ze zbidr liczb algebraicznych jest przeliczalny.

Zadanie 339. Jaka jest moc zbioru wszystkich nieskoniczonych niemalejacych cia-
géw o wyrazach naturalnych? Jaka jest, dla danego n, moc zbioru wszystkich nie-
skoniczonych niemalejacych ciagéw o wyrazach ze zbioru {0, ..., n — 1}?

Zadanie 340. Wykaz, ze jeSli ~ jest relacja rownowaznoSci w zbiorze przeliczal-
nym A, to zbidr klas r6wnowaznosci A/~ = {[a]~ : a € A} jest przeliczalny.

Zadanie 341. Wiadomo, ze ~ jest relacja réwnowaznosci na zbiorze A, zbidr klas
réwnowaznosci A/~ jest przeliczalny oraz dla kazdego a € A, klasa réwnowaznosci
[a]~ elementu a jest przeliczalna. Wykaz, ze zbidr A jest przeliczalny.

Zadanie 342. Czy zbidr relacji rownowaznoS$ci na zbiorze przeliczalnym jest zbio-
rem przeliczalnym?
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Zadanie 343. Dany jest nieskoniiczony przeliczalny zbiér A i liczba n € N. Ile jest
takich relacji rtownowaznosci ~ na zbiorze A, ze dla kazdego a € A klasa abstrakcji
[a]~ ma dokladnie n elementéw?

Zadanie 344. Ile jest relacji rownowaznos$ci na przeliczalnym zbiorze A takich, ze
wszystkie ich klasy abstrakcji sa skoficzone?

Zadanie 345. Niech zbiory A U B i C U D begda przeliczalne nieskonczone. Ktéra
z ponizszych formul wynika z tego zatozenia? Uzasadnij swoje odpowiedzi.

A~CVB~D
A~CVA~DVB~CVB~D
(A~CAB~D)V(A~DAB~C)
A~CVA~D

Zadanie 346. M6wimy, ze ciag liczb rzeczywistych (yy),eN rosnie szybciej niz ciag
(Xn)neN, gdy

. Xn

lim — =0.

n—oo yn

Pokaz, ze dla kazdego ciagu (x,),cN istnieje ciag rosnacy od niego szybciej. Niech
G bedzie zbiorem ciagdéw liczb rzeczywistych o tej wlasnosci, ze dla kazdego ciagu
liczb rzeczywistych (x,),cN istnieje w zbiorze & ciag (y,),eN € © rosnacy od niego
szybciej. Wykorzystujac metode przekatniowa udowodnij, ze G nie jest zbiorem prze-
liczalnym.

Zadanie 347. Udowodnij, ze kazdy zbidr roztacznych odcink6é6w na prostej jest prze-
liczalny. Pokaz, ze istnieje nieprzeliczalny zbidr roztacznych odcinkéw na ptaszczyz-
nie.

Zadanie 348. Udowodnij, ze kazdy zbidr roztacznych két na ptaszczyznie jest prze-
liczalny. Pokaz, ze istnieje nieprzeliczalny zbidr roztacznych okregéw na plaszczyz-
nie. Koto to zbiér punktéw (x, y) spetniajacych warunek

(x —x0)* + (y = yo)? < r?

dla pewnego punktu (xg, yo) i dodatniej liczby rzeczywistej r, a okrag to zbiér punk-
tow (x, y) spetniajacych warunek

(x —x0)* + (v — yo)? = r%.

Zadanie 349. Osemka, to dwa zewnetrznie styczne okregi. Udowodnij, ze kazdy
zbidr roztacznych 6semek na ptaszczyzZnie jest przeliczalny. Czy mozna utozy¢ na
plaszczyZnie wigcej niz przeliczalnie wiele roztacznych okregéw?
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Zadanie 350. T-ksztalt, to figura na ptaszczyznie, ztozona z pary prostopadtych od-
cinkéw o niezerowej dtugosci, z ktérych jeden koficem styka si¢ z drugim w miejscu
r6znym od korica tego drugiego (dlatego ta figura przypomina litere T). Krzyz, to
figura zlozona z pary nieréwnolegtych, przecinajacych si¢ odcinkéw niezerowej dtu-
gosci, ktére nie maja wspdlnych koncéw. Jak wiele roztacznych T-ksztaltéw mozna
utozy¢ na ptaszczyznie? Jak wiele krzyzy mozna utozy¢ na ptaszczyznie?

Zadanie 351. Parasol, to bryta ztozona z kota o niezerowej Srednicy i prostopadtego
do niego odcinka o niezerowej dtugosci, ktdry styka si¢ swym koncem ze srodkiem
kota. Pokaz, ze kazdy zbidr roztacznych parasoli w przestrzeni tréjwymiarowe;j jest
co najwyzej przeliczalny.

Zadanie 352. Ile jest wszystkich funkcji f : N — N? Aile jest funkcji f : N — N
ktérych warto§¢ mozemy obliczaé przy pomocy komputera (tj. takich, dla ktérych
istnieje program komputerowy, ktéry wczytuje liczbe naturalng n i wypisuje liczbe
f(n) dla dowolnego n € N)?



Relacje porzadku

Definicja 96. Czesciowym porzqdkiem w zbiorze A nazywamy relacje < (bedaca
podzbiorem A?), ktéra jest zwrotna, przechodnia i stabo antysymetryczna, tzn. praw-
dziwe sa formuty

e Vae A (a<a),
eVa,beAla<bAb<a=a=0Db),

e Va,b,ce Ala<bAb<c=ac<c).
Definicja 97. Jesli < jest czgSciowym porzadkiem na A, to a < b oznacza
a<bAa#b.

Definicja 98. Zbior czesciowo uporzadkowany, to zbidr A z relacja czgsciowego po-
rzadku <. Zbidr czgsciowo uporzadkowany oznaczamy (A, <).

Przyktad 99. Oto przyktady zbioréw uporzadkowanych:
1. (P(A), C) (rodzina podzbioréw zbioru A z relacja inkluzji);
2. (N, <) (zbidr liczb naturalnych ze zwyklym porzadkiem);
3. (B, C), gdzie B C P(A);
4. (N, |), gdziealp & Tx(ax = b).
Definicja 100. Porzadek czeSciowy < w zbiorze A jest liniowy, jesli

dla dowolnych a,beA zachodzi a < b lub b < a.

Przyktad 101. Porzadkiem liniowym jest relacja < na zbiorze liczb rzeczywistych.
Relacja inkluzji C na zbiorze P(N) nie jest porzadkiem liniowym.
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Definicja 102. Laricuchem w zbiorze uporzadkowanym (A, <) nazywamy taki pod-
zbidr L zbioru A, ze dla wszystkich a, b € L zachodzia < b lub b < a. Antylaricu-
chem w (A, <) nazywamy taki podzbidr L zbioru A, ze dla wszystkich a, b € L jesli
zachodzia < blubb < a,toa =b.

Innymi stowy, taincuch to dowolny liniowo uporzadkowany podzbidr A, natomiast
antytaincuch to dowolny podzbiér sktadajacy si¢ z elementéw wzajemnie nieporéw-
nywalnych.

7.1. Przykiady porzadkow

Zadanie 353. Niech A bedzie zbiorem niepustym oraz niech (B, <p) bedzie po-
rzadkiem cze$ciowym. Na zbiorze funkcji B4 okreslamy relacje < przyjmujac, ze
dla f,g € B4 jest f < g, wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) <p g(a) dla kazdego
a € A. Wykaz, ze (B4, <) jest porzadkiem czesciowym.

Zadanie 354. Podaj przyktad przeliczalnego zbioru uporzadkowanego, zawieraja-
cego zaréwno nieskonczony tanicuch jak i nieskonczony antytaricuch.

Zadanie 355. Pokaz, ze na zbiorze liczb zespolonych C nie mozna wprowadzi¢ ta-
kiego porzadku <, ze jednocze$nie:
e zero jest porownywalne z kazda liczba zespolona, tj. z =0lubz > Olubz <0
dla kazdej liczby z € C;
e porzadek < jest zgodny z dziataniami arytmetycznymi, doktadniej —z < 0

i wz > 0dla dowolnych w, z > 0 oraz —z > 0 dla dowolnego z < 0.

Zadanie 356. Czy dla danego zbioru X # ¢ mozna tak okresli¢ relacje R, by row-
noczesnie:

1. zbidr (X, R) byl zbiorem czgSciowo uporzadkowanym,

2. R byla relacja réwnowaznos$ci w X ?

Zadanie 357. Czy dla danego takiego zbioru X, ze |X| > 2 mozna okresli¢ taka
relacje¢ R, by réwnocze$nie:

1. zbiér (X, R) byl zbiorem liniowo uporzadkowanym,

2. R bylarelacja réwnowaznoSci w X ?

Zadanie 358. Na zbiorze N okreslamy relacje:

l. fRigjesli[{n e N| f(n) # g(n)}| < oo,
2. fRagjeslil{n e N| f(n) # g} <5,
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3. fRgjeslil{n e N| f(n) < g(n)}| < oo,
4. fRagjeslil{n e N| f(n) < gm)}| <5,
5. fRsgjesli f(n) < g(n) dlakazdegon € N.

Ktore z nich sa relacjami a) réwnowaznosci, b) czgSciowego porzadku, ¢) liniowego
porzadku?

Definicja 103. Niech (A, <) bedzie zbiorem czgsciowo uporzadkowanym. Na zbio-
rze A* skonczonych ciagéw elementdéw zbioru A okre§lamy relacje <., przyjmujac,
ze dla dowolnych u, w € A* zachodzi u <j.x w wtedy i tylko wtedy, gdy u jest przed-
rostkiem w lub istnieje i < min(|u|, |w|) takie, ze dla j < i zachodzi u(j) = w(j)
oraz u(i) < w(i). Relacje <jox nazywamy porzadkiem leksykograficznym na A* ge-
nerowanym przez porzadek <.

Zadanie 359. Wykaz, ze relacja <y, jest porzadkiem czgSciowym.

Zadanie 360. Wykaz, ze jesli (A, <) jest porzadkiem liniowym, to (A*, <j.x) tez jest
porzadkiem liniowym (udowodnij tylko liniowos¢). Czy zachodzi implikacja w druga
strone?

Zadanie 361. Niech (A, <4) i (B, <p) beda porzadkami liniowymi. Relacj¢ < na
A x B okre§lamy wzorem

(a1, b1) < {az, b2) & 4 <aarnb <ph

Wykaz, ze: a) < jest porzadkiem czgSciowym na A x B, b) < jest porzadkiem linio-
wym wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér A lub zbiér B jest co najwyzej jednoelementowy.

Zadanie 362. Kandydaci do objecia pewnego stanowiska oceniani sa w k € N réz-
nych kategoriach. W kazdej z tych kategorii otrzymuja oceng bedacg liczba naturalng
nie mniejsza niz 1 i nie wigksza niz 6. Kandydat k; uwazany jest za lepszego niz ko
(co zapisujemy jako k| L k7) jesli k; ma wyzsze oceny niz ko we wszystkich katego-
riach oprécz co najwyzej dwéch. Niech R bedzie najmniejsza zwrotna relacja taka,
ze RR C RiL C R.Czy R jest czgSciowym porzadkiem, jesli:

a) k=12,
b) k =13?

Zadanie 363. Niech R bedzie relacja zwrotna i przechodnia. Laricuchem wzgledem R
nazywamy ciag (ai, . .., a,) taki, ze (a;,a;4+1) € Rdlai € {1,...,n — 1} oraz a; #
ajdlai # j.Laficuch (ay, ..., an) jest cyklem wzgledem R, jeSlin > 11 {(an, a1) €
R. Udowodnij, ze jesli nie istnieje cykl wzgledem R, to R jest porzadkiem czgscio-
wym.
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Definicja 104. Porzadek < na zbiorze A jest gesty, gdy dla dowolnych takich a, b €
A,7ea < b, istnieje takic € A,zea < c < b.

Zadanie 364. Niech symbol < oznacza liniowy porzadek w niepustym, skoficzonym
zbiorze A. Udowodnij, ze porzadek < jest gesty wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr A jest
jednoelementowy.

Zadanie 365. Wielomianem jednej zmiennej nad zbiorem liczb rzeczywistych R na-
zywamy funkcje dana wzorem

n
P(x) = > ax',
i=0

gdziea; e Rdlai =0, ..., n. Niech R[x] oznacza zbiér wielomianéw jednej zmien-
nej nad R. a) Wyznacz moc zbioru R[x]. Na zbiorze R[x] definiujemy relacje <
W nastgpujacy sposob:

P<0 & 3xeRVyeR (x <y = P(y) < Q(y),

dla P, O € R[x]. Udowodnij, ze relacja < jest porzadkiem na R[x]. Czy jest to
porzadek a) liniowy, b) gesty?

7.2. Elementy wyréznione

Definicja 105. Niech (P, <) bedzie porzadkiem czeSciowym i niech X C P. Ele-
ment x € X jest elementem najwigkszym (odpowiednio najmniejszym) w X, jesli dla
kazdego y € X zachodzi y < x (odpowiednio x < y). Element najmniejszy zbioru P
oznacza si¢ L, za$ najwigkszy T.

Definicja 106. Element x € X jest elementem maksymalnym (odpowiednio mini-
malnym) w X, jesli dla kazdego y € X z warunku x < y (odpowiednio y < x)
wynikax = y.

Elementy minimalne, maksymalne, najmniejsze i najwigksze w zbiorze uporzad-
kowanym, podobnie jak zdefiniowane w rozdziale 9 kresy i ograniczenia, nazywamy
elementami wyréznionymi.

Definicja 107. Niech (P, <) bedzie zbiorem czgsSciowo uporzadkowanym. Porzadek
(P, <~y nazywamy porzadkiem dualnym do (P, <). Jesli dane jest pojecie Q do-
tyczace porzadkéw, to pojecie Q! dualne do niego otrzymujemy przez zastapienie
w definicji Q symbolu < przez symbol <~!. Zauwazmy, Ze pojecia minimalny i mak-
symalny oraz najmniejszy i najwigkszy sa dualne.
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Twierdzenie 108. Niech (P, <) bedzie czgSciowym porzadkiem i niech X C P.
Wtedy element najwigkszy w X jest elementem maksymalnym w X.

Twierdzenie 109. Niech (P, <) bedzie zbiorem uporzadkowanym. Dla dowolnego
zbioru X C P istnieje co najwyzej jeden element najwigkszy tego zbioru.

Zatem kazdy zbidr posiada tez co najwyzej jeden element najmniejszy. Elementéw
maksymalnych i minimalnych moze by¢ natomiast wiele.

Przyktad 110. Niech X begdzie zbiorem niepustym i niech P = P(X) \ {#}. Wtedy
w zbiorze uporzadkowanym (P, C) jest | X| elementéw minimalnych.

Zadanie 366. Rozwazmy relacje | na zbiorze N \ {0}.

1. Znajdz zbiér elementéw minimalnych w zbiorze (N \ {0}, |).

2. Udowodnij, ze w zbiorze (N \ {0}, |) nie ma elementéw maksymalnych.

Zadanie 367.

1. Znajdz ogdlna postaé taiicucha w zbiorze (N \ {0}, |),

2. Udowodnij, ze relacja inkluzji w zbiorze tancuchéw zbioru (N\ {0}, |) jest czg-
Sciowym porzadkiem. Znajdz posta¢ taficuchéw minimalnych i maksymalnych
wzgledem relacji inkluzji.

Zadanie 368. Znajdz przyktad zbioru czg¢sciowo uporzadkowanego (X, R) takiego,
ze w zbiorze (X, R) jest doktadnie jeden element maksymalny i nie ma elementu
najwigkszego. Znajdz przyktad zbioru czgsciowo uporzadkowanego (X, R), takiego,
ze w zbiorze (X, R) jest dokladnie jeden element minimalny i nie ma elementu naj-
mniejszego.

Zadanie 369. ZnajdZ elementy minimalne, maksymalne, najwigkszy i najmniejszy
w zbiorze (NN, R) z zadania 377.

7.3. lzomorfizm porzadkowy

Definicja 111. Zbiory uporzadkowane (A, <4) i (B, <p) sa izomorficzne, jezeli ist-
nieje bijekcja ¢ : A — B zachowujaca porzadek, tzn. taka, ze ¢(a;) <p P(a2)
wtedy i tylko wtedy, gdy a1 <4 a», dla wszelkich aj, a> € A.

Definicja 112. Niech (P, <p) oraz (Q, <¢) beda zbiorami czgSciowo uporzadko-
wanymi. Funkcja f : P — Q jest monotoniczna, jesli

dla dowolnych x,yeP, jesli x <py, to f(x) <o f(¥).
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Fakt 113. Funkcja ¢ jest izomorfizmem porzadkowym, jesli jest bijekcja oraz ¢ i ¢!
Sg monotoniczne.

Twierdzenie ponizej mowi, ze izomorfizmy porzadkowe zachowuja elementy wy-
réznione.

Twierdzenie 114. Niech (A, <4) i (B, <p) beda zbiorami uporzadkowanymi, ¢ :
A — B izomorfizmem porzadkowym i niech X C A. Wtedy a jest elementem
najmniejszym (odpowiednio, minimalnym, najwigkszym, maksymalnym) w X wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢ (a) jest elementem najmniejszym (odpowiednio, minimalnym,
najwigkszym, maksymalnym) w ¢ (X).

W ponizszych zadaniach Q oznacza zbidr liczb wymiernych, R — zbidr liczb rze-
czywistych, (a, b) — przedziat otwarty o koricach a i b, [a, b] za§ — przedziat do-
mkniety.

Zadanie 370. Udowodnij, ze funkcja f : R — (—1, 1) (gdzie oba zbiory sg upo-
rzadkowane zwykla relacja porzadku) dana wzorem f(x) = ﬁlxl jestizomorfizmem
porzadkowym.

Zadanie 371. Udowodnij, ze zbiory Q, QN (0, 1) i Q\ [0, 1) uporzadkowane zwykta
relacja porzadku sa izomorficzne.

Zadanie 372. Udowodnij, ze zbiory Q, Q \ {0} i Q \ [0, 1] uporzadkowane zwykta
relacja porzadku sa izomorficzne.

Definicja 115. Porzadek < na zbiorze A jest:

e gesty, jesli pomigdzy kazda para elementéw zbioru A znajduje sig trzeci ele-
ment, tj. gdy dla dowolnych takich a, b € A, ze a < b, istnieje taki c € A, ze
a <c <b;

e bez koricow, jesli dla dowolnego elementu zbioru A istnieje element od niego
wigkszy i element od niego mniejszy, tj. gdy dla kazdego a € A istnieja takie
b,ce A,zeb <a <c.

Dla przyktadu zwykty porzadek na wszystkich pigciu zbiorach z zadan 371 1 372 jest
gesty 1 bez koncéw. Zbiory te sa izomorficzne nie przez przypadek, o czym prze-
konasz si¢ rozwiazujac kolejne zadanie. Zauwaz ponadto, ze zwykly porzadek na
zbiorze Q \ (0, 1) nie jest gesty, a na zbiorze Q N [0, 1] nie jest bez konicow.

Zadanie 373. Pokaz, ze dowolne dwa zbiory przeliczalne uporzadkowane liniowy-
mi, gestymi relacjami porzadku bez koficéw sa izomorficzne.
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Zadanie 374. Uzasadnij, ze twierdzenie z poprzedniego zadania jest falszywe dla
zbioréw nieprzeliczalnych, tj. podaj przyktad dwéch nieprzeliczalnych zbioréw tej
samej mocy, uporzadkowanych liniowymi, gestymi relacjami porzadku bez koncéw,
ktére nie sa izomorficzne.

Zadanie 375. Pokaz, ze zbiory: liczb naturalnych ze zwyktym porzadkiem i skofi-
czonych ciagéw liczb naturalnych z porzadkiem leksykograficznym generowanym
przez zwykly porzadek na liczbach naturalnych nie sq izomorficzne.

Zadanie 376. Pokaz, ze zbiory: liczb rzeczywistych ze zwyklym porzadkiem i skoni-
czonych ciagéw liczb rzeczywistych z porzadkiem leksykograficznym generowanym
przez zwykly porzadek na liczbach rzeczywistych nie sq izomorficzne.

Zadanie 377. W zbiorze NN wprowadzamy relacje R wzorem
arRb & wn (an < by),

dlaa = (ap)gen i b = (bp)ren. Udowodnij, ze zbidr (NN R) jest czgSciowo upo-
rzadkowany. Czy R jest liniowym porzadkiem? Czy jest gestym porzadkiem? Czy
ten porzadek jest izomorficzny z (R, <)?

Zadanie 378. W zbiorze C liczb zespolonych wprowadzamy porzadek

xRy & Rex <ReyVv (Rex =Rey Almx <Imy).

Udowodnij, ze R jest liniowym gestym porzadkiem bez koncow. Czy (C, R) jest
izomorficzny z (R, <)?

Definicja 116. Niech (X, <) bedzie zbiorem czg$ciowo uporzadkowanym. Nastep-
nikiem x € X nazywamy taki element y € X, ze x < y i dla kazdego takiego 7z € X,
7e z < y zachodzi z < x. Podobnie poprzednikiem x € X nazywamy taki element
y € X, ze y < x idlakazdego takiego z € X, ze y < z zachodzi x < z.

Zadanie 379. Udowodnij, ze kazdy taki niepusty zbidr liniowo uporzadkowany (X, <),
ze kazdy jego element posiada poprzednik i nastepnik, oraz ze jeSli x < y, to zbidr
{z | x <X z Az =< y} jest skonczony, jest izomorficzny ze zbiorem (Z, <) liczb
catkowitych uporzadkowanym standardowa relacja mniejszosci <.

Zadanie 380. Podaj przyktad przeliczalnego liniowego porzadku takiego, ze kazdy
element posiada nastgpnik, istnieje element najmniejszy, kazdy element procz naj-
mniejszego posiada poprzednik, ale nie izomorficznego z (N, <).
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Zadanie 381. W zbiorze R/~, gdzie ~ jest relacja z zadania 242, definiujemy taka
relacje <, ze

Ko <]~ & x~yvx<y,

gdzie < jest standardowym porzadkiem na liczbach rzeczywistych. Uzasadnij, ze
definicja < jest poprawna. Udowodnij, ze (R/~, <) jest zbiorem liniowo uporzadko-
wanym. Pokaz, ze (R/~, <) i (Z, <) sa izomorficzne porzadkowo, gdzie (Z, <) jest
zbiorem liczb catkowitych ze standardowym porzadkiem.

7.4. Zawieranie zbioréw jako relacja porzadku

Definicja 117. Rodzina zbioréw {A;};er jest prawie roztqczna, jesli dla wszelkich
réznych s, t € T zbidér A; N Ay jest skoniczony.

Zadanie 382 (Sierpinski). Pokaz, ze w P(N) istnieje rodzina mocy continuum zbio-
réw prawie rozlacznych.

Zadanie 383. Pokaz, ze w (P(N), C) istnieje antytancuch mocy continuum.
Zadanie 384. Pokaz, ze w (P(N), C) istnieje fancuch mocy continuum.

Definicja 118. Dla danego zbioru X, filtrem w zbiorze P(X) nazywamy taki zbior
FCP(X),zejesliAe FiAC BC X,toréwniez B € F,orazjesli A, B € F, to
réwniez AN B € F.

Zadanie 385. Udowodnij, ze jesli A C X to {B C X | A C B} jest filtrem. Nazy-
wamy go filtrem gtownym wyznaczonym przez A.

Zadanie 386. Pokaz, ze jesli X jest zbiorem skoficzonym, to kazdy filtr na P (X) jest
gtéwny.

Zadanie 387. Pokaz, ze jesli X jest zbiorem nieskoficzonym, to istnieje filtr na P (X),
ktéry nie jest gléwny.

Zadanie 388. Niech F bedzie filtrem na P(N). Dla ciagéw o wyrazach naturalnych

okreslamy relacje R jak nastgpuje: a Rb wtedy i tylko wtedy, gdy {n | a, = b,} € F.
Udowodnij, Ze R jest relacja rOwnowaznosci.

7.5. Liczba relacji porzadku

Zadanie 389. Ile jest relacji czgsciowego porzadku w zbiorze n-elementowym?

Zadanie 390. Ile jest relacji porzadku liniowego w zbiorze n elementowym?
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Zadanie 391. Niech < oznacza porzadek czgsciowy na liczbach naturalnych. Mé-
wimy, ze < jest zgodny ze zwyklym porzadkiem, gdy

Vni,np e N (ng 2ny = np < ny).
Ile jest porzadkéw czgSciowych < C N x N zgodnych ze zwyktym porzadkiem
1 takich, ze
1. w kazdym antytaficuchu sa co najwyzej dwa elementy?

2. co najwyzej skoiczona liczba elementéw nalezy do jakiegos$ taricucha o liczbie
elementéw wigkszej niz 1?7

3. zbidr
Iy x#yAly2xvr2y)}
jest skoficzony?
4. w zbiorze (N, <) istnieje element najwigkszy?

5. w kazdym taicuchu sa co najwyzej dwa elementy?






Jezyki formalne

Definicja 119. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Bedziemy nazywaé go alfabe-
tem. Stowem nad alfabetem A nazywamy dowolny skoficzony ciag elementéw zbioru
A. Stowo puste (ciag dtugosci zero) oznaczamy €. Przez A* oznaczamy zbidr wszyst-
kich stéw nad alfabetem A.Jezeliu = ujus ... u,iw = wiws . .. Wy, to LW o0znacza
ztoZenie (konkatenacje) stow u i w, tj. stowo uuy ... upywiws ... wy. Stowo u jest
przedrostkiem (prefiksem) stowa w, jesli istnieje takie stowo v, ze uv = w. Podobnie,
stowo u jest przyrostkiem (sufiksem) stowa w, jesli istnieje takie stowo v, ze vu = w.

Fakt 120. Niech A bedzie dowolnym zbiorem i niech u < w oznacza, ze u jest
przedrostkiem w. Wtedy (A, <) jest zbiorem czg$ciowo uporzadkowanym.

Definicja 121. Niech L bedzie zbiorem stéw (jezykiem) nad alfabetem {0, 1}. M6-
wimy, ze stowa u, v € {0, 1}* sa rownowazne wzgledem jezyka L, jezeli prawdziwa
jest formuta

Vx €{0,1}* (ux e L & vx e L).

Zapis u ~ v oznacza, ze stowa u i v sa rdwnowazne wzgledem jezyka L.
Dla danego stowa w nad ustalonym alfabetem przez w” oznaczamy stowo ww ... w.
————

n razy
Formalnie
w? = €,

ot = w,

gdzie € jest stowem pustym. Przez w* oznaczamy zbidr stéw postaci w" dla wszel-
kich naturalnych n, tj. w* = {w" | n € N}.

Zadanie 392. Wykaz, ze ~| jest relacja rtéwnowaznosci.

Zbiér klas réwnowaznosci relacji ~; oznaczamy Q(L).

Zadanie 393. Pokaz, ze jesli dla pewnych stéw w € L iv € {0, 1}* zachodzi wo €
[w]~, to wo™ € L dlakazdegon € N.
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Zadanie 394. Opisz klasy abstrakcji relacji ~7 réwnowaznosci stéw wzgledem na-
stepujacych jezykow:

Ly = {1"]1<n<6}
L, = (0011)*
Ly = {0""|neN)

Zadanie 395. Dla jezyka L nad alfabetem {0, 1} okreslamy funkcje

for Q) x QL) — Q(L),
g QL) x{0,1} > Q(L),

gdzie Q(L) jest rodzing klas abstrakcji relacji ~; réwnowaznosci wzgledem jeg-
zyka L, wzorami:

ful~y, W) = [uwl~,,
glul~,,a) = [ual~,,

gdzie u, w € {0, 1}* oraz a € {0, 1}. Ktére z powyzszych definicji sg poprawne?

Zadanie 396. Niech g bedzie funkcja zdefiniowana w poprzednim zadaniu. Kta-
dziemy

g'e) = g(el~,,e),
g (wa) = g(g*(w),a),

dlaw € {0,1}*ia € {0, 1}. Wykaz, ze stowo w € {0, 1}* nalezy do jezyka L wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢g*(w) C L.

Zadanie 397. Niech Q oznacza zbiér wszystkich — zaréwno skorficzonych, jak i nie-
skoniczonych — ciagéw zero-jedynkowych, symbol [a] — zbidr wszystkich ciaggéow
o dlugosci przynajmniej takiej, jak a, ktérych poczatkowe wyrazy sa réwne kolejnym
wyrazom ciagu o, a symbol € — pusty ciag zero-jedynkowy. Udowodnij, ze dopet-
nienie Q \ [0] zbioru [0] jest réwne [1] U {€}. Podaj podobny wz6r na dopetnienie
zbioru [0101] i udowodnij jego poprawnos$¢. Podaj i udowodnij wzoér na dopelnienie
zbioru [a] dla dowolnego skoiiczonego ciagu a.



Kresy zbiorow

Definicja 122. Niech (P, <) begdzie czg§ciowym porzadkiem i niech X C P. Ele-
ment a € P jest ograniczeniem gornym zbioru X, jesli dla kazdego x € X za-
chodzi x < a. Kresem gornym zbioru X nazywamy najmniejszy element zbioru
{a | a jestograniczeniem gérnym X}. Kres gérny zbioru X oznaczamy \/ X lub
sup X. Dualnie mozna zdefiniowaé pojecia ograniczenia dolnego 1 kresu dolnego
(kres dolny zbioru X oznaczamy A X lub inf X).

Zadanie 398. Rodzing P(A) podzbioréw niepustego zbioru A porzadkujemy relacja
inkluzji C. Wykaz, ze kres gérny dowolnego podzbioru X C P(A) jest réwny sumie
teoriomnogosciowej zbioréw do niego nalezacych, a kres dolny — przekrojowi. For-
malnie: sup{X}ses = U cs X5 oraz inf{Xs}ses = [, Xs dla dowolnej rodziny
{XS}SES c P(A)

seS seS

Definicja 123. Relacja podzielnosci liczb naturalnych | ¢ N? jest okreslona naste-
pujaco:

x|y & 3zeN (xz = y).

Zadanie 399. Pokaz, ze relacja | jest porzadkiem czgSciowym. Udowodnij, ze kazdy
niepusty podzbidr (N, |) posiada kres dolny. Pokaz tez, ze inf{m,n} = gcd(m, n)
i sup{m, n} = lem(m, n), gdzie gcd jest najwigkszym wspélnym podzielnikiem dwu
liczb, a lem — najmniejsza wspdlng wielokrotnoscia.

Zadanie 400. Czy w (N, |) istnieje element a) najmniejszy, b) najwigkszy?
Definicja 124. Funkcje f : N —» Ni g : N — N sa rowne prawie wszedzie, jesli
zbibr

{neNJ fn)#gm)}

jest skoficzony. Zapis f = g oznacza, ze funkcje f i1 g sa réwne prawie wszedzie.

Zadanie 401. Pokaz, ze ~ jest relacja rownowaznosci.
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Zadanie 402. Ile jest klas abstrakcji relacji &7 Jaka jest moc kazdej z nich?
Definicja 125. Funkcja f : N — N majoryzuje funkcje g : N — N, jesli zbior
{neNJ fn) <gm)

jest skoniczony. Zapis g < f oznacza, ze funkcja f majoryzuje funkcje g.
Na zbiorze 7 = {[f]~ | f : N — N} klas abstrakcji relacji &~ wprowadzamy
relacje < przyjmujac, ze

[fl~ <[5~ & f=g.

Zadanie 403. Wykaz, ze definicja relacji < na zbiorze F jest poprawna (nie zalezy
od wyboru reprezentantow klas abstrakcji) i ze relacja < jest czgSciowym porzadkiem
na F.

Zadanie 404. Niech dana bedzie funkcja e(n) = 2" i rodzina funkcji fi(n) = n* dla
k € N. Wykaz, ze dla zadnego k funkcja f; nie majoryzuje funkcji e.

Zadanie 405. Czy istnieje taki ciag funkcji (f; : i € N), ze f; < fiz1 dlai € N,
oraz dla kazdej funkcji g : N — Nistnieje i takie, ze g < f;?

Zadanie 406. Wykaz, ze kazdy przeliczalny podzbiér X C F posiada w zbiorze F
ograniczenie gorne.

Zadanie 407. Niech {A; | i € N} bedzie podzialem zbioru N na zbiory nieskon-
czone. Definiujemy ciag funkcji (f; : j € N) kladac

fin) = 1, jezelin € U{Zl A;,
0, w przeciwnym przypadku.

Wykaz, ze zbior {[ fj]~ | j € N} nie ma kresu gérnego w (F, =<).

Definicja 126. Nieskoriczonym taricuchem wstepujqcym w zbiorze uporzadkowanym
(A, <) nazywamy ciag (a; : i € N) taki, ze a; < a;j4+1 dlakazdegoi € N, gdziea < b
oznacza, ze a < b ia # b. Podobnie ciag (a; : i € N) jest taricuchem zstgpujqcym,
jesliajy1 < a; dlakazdegoi € N.

Zadanie 408. Wykaz, ze zaden przeliczalny nieskoniczony $ciSle wstgpujacy taricuch
nie posiada w zbiorze F kresu gérnego.

Zadanie 409. Jak jest najwigksza moc $ciSle a) wstgpujacego, b) zstgpujacego tani-
cucha w zbiorze F?

Zadanie 410. Na zbiorze {0, 1} wprowadzamy porzadek < ktadac 0 < 1. Niech <
bedzie porzadkiem leksykograficznym na zbiorze {0, 1}* wyznaczonym przez porza-
dek <. Wykaz, ze w zbiorze ({0, 1}*, <) istnieje nieskoriczony tarficuch wstgpujacy

i nieskoniczony tancuch zstgpujacy. Czy zbidr ({0, 1}*, <) posiada element najmniej-
szy lub najwigkszy?
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9.1. Kraty

Definicja 127. Porzadek (P, <) jest kratq zupetnq, jesli kazdy podzbiér zbioru P ma
kres gorny i kres dolny. Porzadek (P, <) jest kratq, jesli posiada elementy najmniej-
szy i najwigkszy oraz gdy kazdy skoriczony podzbiér zbioru P ma kres gérny i kres
dolny.

Przyklad 128. Dla dowolnego zbioru A rodzina P (A) uporzadkowana relacja inklu-
zji C jest krata zupelna.

Twierdzenie 129. Niech (P, <) bedzie porzadkiem. Wtedy nastgpujace warunki sa
rownowazne:

1. (P, <) jest krata zupeina.
2. Kazdy podzbiér P ma kres gérny w (P, <).
3. Kazdy podzbiér P ma kres dolny w (P, <).

Zadanie 411. Niech A bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Czy (K, C) jest krata
zupetna, jezeli C jest rodzing wszystkich

1. relacji binarnych,
2. relacji r6wnowaznosci,

3. relacji czgSciowego porzadku
na zbiorze A?

Zadanie 412. Niech X begdzie przeliczalng rodzing podzbiorow N. Udowodnij, ze
istnieje przeliczalna rodzina /C, taka, ze X C K i (IC, C) jest krata.

Zadanie 413. Czy porzadek z zadania 365 jest a) krata, b) krata zupetna?

9.2. Porzadki zupetne

Definicja 130. Niech (P, <p) bedzie zbiorem czgSciowo uporzadkowanym. Wtedy
zbidr § # X C P jest zbiorem skierowanym, jesli kazda para x, y € X elementow
zbioru X ma w X ograniczenie gérne, tj. prawdziwa jest formuta

Vx,yeX 3zeX (x <z Ay <2).

Zbior (P, <p) jest porzqdkiem zupetnym, jesli P ma element najmniejszy oraz kazdy
skierowany podzbidér X zbioru P ma kres gérny.
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Definicja 131. Na zbiorze P (N) okreslamy relacje réwnowaznos$ci ~ wzorem
X~Y wtw |[X=Y| <Ny

(patrz zadanie 236). W zbiorze klas abstrakcji P(N)/~ wprowadzamy taka relacje <,
ze
[X]~ < [Y]~ wtw |X\Y]| < RXop.

Zadanie 414. Sprawdz, czy definicja < jest poprawna.
Zadanie 415. Sprawdz, czy < jest porzadkiem czgSciowym.

Zadanie 416. Znajdz w (P(N)/~, <) nieskoniczony podzbidr liniowo uporzadko-
wany.

Zadanie 417. Znajdz w (P(N)/~, <) nieskonczony antytancuch.
Zadanie 418. Wykaz, ze (P(N)/~, <) nie jest zupetlny.

Zadanie 419. Niech Z oznacza zbiér wszystkich nieskoriczonych podzbioréw zbio-
ru liczb naturalnych. Wykaz, ze kazdy SciSle malejacy ciag x1 > x2 > x3 > ...
elementéw (Z/~, <) (gdzie x > ygdy y < xiy # x) maw Z/~ ograniczenie
dolne, tj. istnieje y € Z/~, taki ze y < x; dla kazdego i.

Zadanie 420. Czy (P(N)/~, <) jest krata?

Definicja 132. W zbiorze P(N)/~ definiujemy porzadek < ktadac [X]~ <X [Y]~,
jesli X UY e [Y]-~.

Zadanie 421. Sprawdz, czy powyzsza definicja jest poprawna. Czy (P(N)/~, <)
jest krata?

Zadanie 422. Czy zbidr {[X, ]~ | n € N}, gdzie X,, = {2"k | k € N} ma kres dolny
w (P(N)/~, X)?

Zadanie 423. Czy w (P(N)/~, <) istnieje nieskoniczony antytancuch?

Definicja 133. Niech (P, <p) oraz (Q, <g) beda porzadkami zupetnymi. Funkcja
f P — Q jest ciqgta, jesli zachowuje kresy gorne, to znaczy, gdy dla dowolnego
zbioru skierowanego X C P zbidr f(X) ma kres gérny oraz f(\/ X) =V f(X).

Twierdzenie 134.

1. Kazda funkcja ciagta jest monotoniczna.

2. Zlozenie funkcji ciagltych jest funkcja ciagla.
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Zadanie 424. Udowodnij, ze jesli (P, <p) jest skoficzona krata to kazda monoto-
niczna funkcja f : P — P jest ciagla.

Zadanie 425. Pokaz, ze relacja inkluzji na rodzinie skoficzonych podzbioréw zbioru
liczb naturalnych nie jest porzadkiem zupetnym.

Zadanie 426. Niech (A, <4) i (B, <p) beda porzadkami zupelnymi. W produkcie
A x B definiujemy relacje < w nastgpujacy sposéb: (ai, b1) < (az, by) wtedy i tylko
wtedy, gdy a; <4 ap oraz by <p b,. Udowodnij, ze (A x B, <) jest porzadkiem
zupetnym.

Zadanie 427. Niech (A, <4) i (B, <p) beda porzadkami zupetnymi. W produkcie
A x B definiujemy relacje < jako rozszerzenie leksykograficzne obu porzadkéw, czyli
(a1, b1) < {(as, by) wtedy 1 tylko wtedy, gdy a1 <4 ax lub gdy a1 = a> i by <p b».
Udowodnij, ze (A x B, <) jest porzadkiem zupetnym.

Zadanie 428. Podaj przyklad takiego porzadku zupetnego (A, <), ze porzadek lek-
sykograficzny na A* generowany przez < nie jest zupetny.

Zadanie 429. Niech A bedzie zbiorem niepustym oraz niech (B, <p) bedzie porzad-
kiem czgsciowym zupelnym. Wykaz, ze (B4, <) jest porzadkiem zupetnym, gdzie
f < gdla f, g € BA, wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) <p g(a) dlakazdego a € A.

Zadanie 430. Niech (A, <,) oraz (B, <p) beda porzadkami czgSciowymi zupet-
nymi. Wykaz, ze ([A, B], <) jest porzadkiem zupeilnym, gdzie [A, B] oznacza zbidr
funkcji ciaglych z A w B oraz f < g, dla f,g € B4, wtedy i tylko wtedy, gdy
f(a) <p g(a) dlakazdego a € A.

Zadanie 431. Niech (A, <4)1i (B, <p) beda porzadkami zupetnymi. Pokaz, ze funk-
cjag : [A,B] x A —> B, gdzie [A, B] jest zbiorem funkcji ciaglych z A w B,
zdefiniowana wzorem ¢ (f, a) = f(a) jest ciagta.

Zadanie 432. Wykaz, ze dla dowolnych zbioréw A i B relacja inkluzji na zbiorze
BS4 funkcji czgsciowych z A w B jest porzadkiem zupetnym. Czy (B<4, C) jest
krata zupeing?

Zadanie 433. Zbiér W na ptaszczyZnie jest wypukty, jesli wraz z kazdymi dwoma
punktami zawiera caty taczacy je odcinek, tj. gdy ab C W dla dowolnych punktéw
a, b € W. Pokaz, ze relacja inkluzji na rodzinie wypuktych podzbioréw ptaszczyzny
jest porzadkiem zupelnym.

Zadanie 434. Czy porzadek z zadania 365 jest zupeiny?
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9.3. Twierdzenia o punkcie statym

Twierdzenie 135 (Knaster, Tarski). Niech (P, <) bedzie krata zupelna i niech funk-
cja f : P — P begdzie monotoniczna. Wtedy istnieje a € P taki, ze

1. fla)=a
2. dlakazdego b € P, jesli f(b) =b,toa < b.

Element a z twierdzenia Knastera-Tarskiego nazywamy najmniejszym punktem sta-
tym funkcji f. Element spetniajacy tylko warunek 1 nazywamy punktem statym.

Twierdzenie 136 (Kleene). Niech (P, <p) bedzie porzadkiem zupetnym oraz niech
funkcja f : P — P bedzie ciagta. Wtedy element a = \/{f"(L) | n € N} jest
najmniejszym punktem staltym funkcji f.

Zadanie 435. Niech A # @ iniech f : A — A.Udowodnij, ze dla dowolnegoa € A
istnieje najmniejszy zbiér X C A taki, ze a € X oraz f~1(X) C X.

Zadanie 436. Niech L = P(A?) bedzie zbiorem uporzadkowanym relacja inklu-
zji C, R € K iniech funkcja ¢ : £ — K bedzie zdefiniowana wzorem

dr(X) = XUX 'UXXUE4UR,

gdzie E4 = {(x,x) | x € A}. Wykaz, ze dla kazdej relacji R C A? istnieje najmniej-
szy punkt staty funkcji ¢g.

Zadanie 437. Niech RT bedzie najmniejszym punktem statym funkcji ¢r. Wykaz,
ze R jest najmniejsza (wzgledem relacji inkluzji C) relacja réwnowaznosci zawie-
rajaca relacje R.

Zadanie 438. Na rodzinie £ = P ({0, 1}*) wszystkich jezykéw nad alfabetem {0, 1}
okreslamy funkcje

f(X) = XU{w0l|weX}U{e).

Znajdz najmniejszy punkt staly funkcji f w zbiorze £ uporzadkowanym relacjq in-
kluzji. Czy istnieje najwigkszy punkt staty tej funkcji? Ile punktéw statych ma funk-
cja g(X) = {w0l | w € X} U {e}?

Zadanie 439. Grafem skierowanym o wierzchotkach V i krawedziach E nazywamy
taka pare (V, E), ze V jest skoficzonym zbiorem oraz E C V x V. Sciezka (dtugosci
n, o poczatku w vg i koficu w v,,) w grafie (V, E) nazywamy taki ciag wierzchotkéw
(00, ..., 0n), z& dla wszystkich 0 < i < n — 1 zachodzi (v;, vi1+1) € E (W szcze-
g6Inosci dla dowolnego wierzchotka v ciag (v) jest Sciezka dlugosci 0). Mowimy,
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ze wierzchotek v jest osiagalny z wierzchotka vg jesli w grafie istnieje Sciezka o po-
czatku w vg 1 koficu w v. Udowodnij, ze zbidr wierzchotkéw osiagalnych z vy w gra-
fie (V, E) jest najmniejszym punktem statym funkcji f : P(V) — P(V) zadanej
wzorem

fX)={vo}UfoeV|IxeX (x,v) € E}.

Zadanie 440. Niech R C A2 bedzie relacja binarna na zbiorze A. Udowodnij, ze
przechodnie domknigcie relacji R jest najmniejszym punktem stalym funkcji f :
A% — A? danej wzorem f(X) = RU XX.

9.4. Relacje w zbiorze formut zdaniowych

Definicja 137. Niech V begdzie zbiorem zmiennych zdaniowych. W zbiorze F (V)
formut zdaniowych, zbudowanych ze zmiennych ze zbioru V, spdjnika negacji —
i sp6jnikéw koniunkcji A, alternatywy V, implikacji = i réwnowaznosci < wpro-
wadzamy binarng relacj¢ ~ przyjmujac, ze:

a ~ f wtedy i tylko wtedy, gdy formuta (& < f) jest tautologia.
Zadanie 441. Wykaz, ze ~ jest relacja réwnowaznosci.
Zadanie 442. W zbiorze F (V) wprowadzamy relacje ~1, ~2 i ~3 przyjmujac, ze

e o ~1 f wtedy i tylko wtedy, gdy formuta (a < ) jest spetnialna;
e a ~ [ wtedy i tylko wtedy, gdy formuta (a < f) jest sprzeczna,
e a ~3 f wtedy i tylko wtedy, gdy formuta (a < f) jest prawdziwa dla doktad-

nie potowy warto$ciowan zmiennych wystgpujacych w formutach a i £.

Ktére z tych relacji sa relacjami réwnowazno$ci?

Definicja 138. Niech ¢, € F (V) bedzie ustalong formuta. W zbiorze formut zdanio-
wych F (V) wprowadzamy binarna relacje ~,, przyjmujac, ze

$1 ~g¢, $2 wiedy i tylko wtedy, gdy formula (¢, = (1 < ¢2)) jest tautologia.

Zadanie 443. Udowodnij, ze ~, jest relacja rownowaznosci. Opisz klasy réwno-
wazno$ci formut p v —pip A —p.

Definicja 139. W zbiorze klas abstrakcji F(V)/~ wyzej opisanej relacji ~ wprowa-
dzamy relacje < taka, ze [¢1]~ < [¢r]~ wtedy i tylko wtedy, gdy ¢1 = ¢ jest
tautologia.

Zadanie 444. Sprawdz, ze powyzsza definicja relacji < jest poprawna (nie zalezy od
wyboru reprezentanta klasy abstrakcji) i ze definiuje porzadek czgsciowy.
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Zadanie 445. Czy (F(V)/~, <) jest kratg?
Zadanie 446. Czy (F(V)/~, <) jest krata zupetna?

Zadanie 447. Przyjmijmy, ze zbiér zmiennych V jest przeliczalny nieskonczony.
Znajdz w zbiorze (F(V)/~, <) nieskonczony podzbidr liniowo uporzadkowany (fari-
cuch).

Zadanie 448. Przyjmijmy, ze zbiér zmiennych V jest przeliczalny nieskoriczony.
Czy mozna w zbiorze (F(V)/~, <) znalez¢ nieskoficzony antytaficuch?

Zadanie 449. Ile jest klas abstrakcjirelacji ~ gdy a) |V| =2,b) [V| =3,¢)|V| =5,
d)|Vl=neN,e) V| =Ry?

Zadanie 450. Wypisz najkrétszych reprezentantéw wszystkich klas abstrakcji rela-
cji ~ gdy zbiér V ma dwa elementy. Narysuj diagram porzadku < dla tego przypadku.

Zadanie 451. Wyznacz zbidr elementéw minimalnych i kres dolny zbioru F; =
F(V)/~\ {[L]~}, gdy zbiér zmiennych V jest (a) skoficzony i (b) nieskoriczony.

Zadanie 452. Niech V = {p,}7° , bedzie zbiorem zmiennych. Wyznacz kresy (dol-
ny i gémy) zbioréw F = {[an]~};2g i F3 = {[ful~}32. gdzie an = N\i_y pi =
PIA...Appifn=\i_ipPi=p1V...V pp

Zadanie 453. Niech V = {p,};2, bedzie zbiorem zmiennych. Wyznacz kresy (dol-
ny i gérny) zbioru Fy = {[ya]~};, gdzie yn = Vi_o(p2i V =p2i+1)-

Zadanie 454. W zbiorze F(V), gdzie V = {py, ..., ps}, definiujemy relacje R;, R
oraz R3 w nastgpujacy sposéb:

¢RIy <& ¢ iy majatyle samo wystapien spojnikow logicznych
PRy & (¢ < w) jest tautologia
PR3y & (¢ & w) jest formuly spetnialng

Ktora z relacji Ry, Ry oraz R3 jest relacja réwnowaznos$ci? W kazdym przypadku
w razie pozytywnej odpowiedzi wyznacz moc zbioru klas abstrakcji danej relacji.

Zadanie 455. Niech F bedzie zbiorem formut zadaniowych zbudowanych ze zmien-
nych ze zbioru V = {p, q,r, ...} 1 spéjnikéw implikacji =, falszu L i prawdy T.
Binarna relacja R na zbiorze F jest monotoniczna, jesli

1. LR,

2. pRT,

3. jesligr R iy Ry, 10 (2 = y1) R(d1 = yo),
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dla wszelkich formut ¢, ¢1, ¢, w1, w2 € F.

1. Pokaz, ze w zbiorze relacji monotonicznych na F uporzadkowanym relacja
inkluzji istnieje element najmniejszy. Relacje tg bedziemy oznaczaé C.

2. Pokaz, ze relacja C jest czgSciowym porzadkiem na F. Pokaz, ze nie jest to
porzadek liniowy.

3. Pokaz, ze (F, C) jest kratg.

4. Pokaz, ze jeSli ¢ T w, to ¢ = y jest tautologia. Pokaz, ze implikacja od-
wrotna nie zachodzi.
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Dobre porzadki i indukcja

10.1. Porzadki regularne

Definicja 140. Porzadek czgsciowy (P, <) jest regularny (dobrze ufundowany), je-
§li w kazdym niepustym zbiorze X C P istnieje element minimalny. Méwimy, ze
porzadek jest dobry, jesli jest liniowy i regularny.

Twierdzenie 141.' Jesli porzadek (P, <) jest regularny, to w zbiorze P nie istnieje
nieskoniczony ciag SciSle malejacy, tj taki ciag ag, ai, az, . . ., ze aj+1 < a; dla wszyst-
kich ieN.

Zadanie 456. Niech (A, <4)i (B, <p) bgdq zbiorami uporzadkowanymi, w ktérych
porzadki <4 i <p saregularne. Na zbiorze A x B definiujemy relacj¢ < przyjmujac,
7e (x1, ¥1) < (x2, y2) wtedy 1 tylko wtedy, gdy x;1 <4 x2 1 y1 <p y2, dla wszelkich
Xx1,x2 € Aiyp, y» € B. Wykaz, ze relacja < jest porzadkiem regularnym na zbiorze
A x B.

Zadanie 457. Niech (A, <4)1i (B, <p) beda dobrymi porzadkami. W produkcie A x
B definiujemy relacje < jako rozszerzenie leksykograficzne obu porzadkéw, czyli
(a1, b1) < (an, by) wtedy i tylko wtedy, gdy a1 <4 ax lub gdy a1 = a> i by <p b».

Udowodnij, ze (A x B, <) jest dobrym porzadkiem.

Zadanie 458. Podaj przyktad takiego dobrego porzadku (A, <), ze porzadek leksy-
kograficzny na A* generowany przez < nie jest dobry.

Zadanie 459. Zalézmy, ze zbidr (X, R) jest dobrze uporzadkowany. Znajdz warunek
konieczny i dostateczny na to, by zbiér (X, R~!) byt takze dobrze uporzadkowany.

Zadanie 460. Udowodnij, ze jesli f : A — B jest monotoniczna bijekcja migdzy
dobrymi porzadkami (A, <4) i (B, <), to funkcja odwrotna f~! tez jest monoto-
niczna. Czy zatozenie, ze porzadki <4 i <p sa dobre jest istotne?

1Przy zatozeniu aksjomatu wyboru prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne.
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Zadanie 461. W zbiorze N \ {0} wprowadzamy relacj¢ R wzorem
xRy & QxA2yAy <x)V(2lxA—=Q2ly)V (—=QIx)A=Q2ly)Ax <Yy).

Udowodnij, ze zbiér (N \ {0}, R) jest liniowo uporzadkowany. Czy jest to dobry po-
rzadek?

Zadanie 462. Udowodnij, ze w zbiorze dobrze uporzadkowanym kazdy element (po-
za co najwyzej elementem najwigkszym) posiada nastgpnik. Czy kazdy element poza
elementem pierwszym musi posiada¢ poprzednik?

Zadanie 463. Dany jest zbior

m
A = {n+——
[ m+1

n,meN].

1. Czy (A, <) jest dobrym porzadkiem (< jest zwykla relacja porzadku w zbiorze
liczb rzeczywistych)?

2. Ile jest nierosnacych funkcjiz N w A?
Zadanie 464. W zbiorze F = NN funkcji z N w N wprowadzamy relacje < ktadac

f<rge (VneN)(f(n) < gm).
Czy porzadek czgSciowy (F, <f) jest
1. krata,
2. krata zupeina,
3. porzadkiem zupeilnym,
4. porzadkiem regularnym?

Zadanie 465. Niech F = {f € N fneN| f(n) = 1} jest skoriczony}. W zbio-
rze J wprowadzamy relacje <r i <y kladac

f<rg & WneN(f(n) <gm) oraz
f<ig © f=gVvImeN(f(m) < gm) AVneN(n <m = f(n) = g(n))).

Czy (F, <F) jest porzadkiem liniowym?

)

Czy (F, <) jest porzadkiem liniowym?
)
)

Czy (F, <p) jest porzadkiem regularnym?

A

(F
(F
Czy (F, <F) jest porzadkiem regularnym?
(F
(F

Czy (F, (<F)~!) jest porzadkiem regularnym?
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6. Czy (F,(<r)~") jest porzadkiem regularnym?
Zadanie 466. Czy porzadek zadany definicja 131 jest regularny?

Zadanie 467. Czy na zbiorze A o mocy wigkszej niz 1 mozna zdefiniowac porzadek
jednoczesnie dobry i gesty?

Definicja 142. Binarna relacja R na zbiorze X jest stabo konfluentna, jesli dla kaz-
dych x1, x2, x3 € X istnieje taki x4 € X, Ze jesli x; Rxp i x{ Rx3, to xp Rx4 i x3Rx4,
gdzie R jest przechodnim domknigciem relacji R. Relacja R jest konfluentna, jesli
dla kazdych x1, x2, x3 € X istnieje taki x4 € X, ze jesli x1Rx7 1 x1 Rx3, to réwniez
x2Rx4 i x3Rxy4, gdzie R jest przechodnim domknigciem relacji R.

Zadanie 468. Pokaz, ze istnieje relacja R stabo konfluentna, ktéra nie jest konflu-
entna.

Zadanie 469. Pokaz, ze istnieje relacja R stabo konfluentna, ktérej graf jest acy-
kliczny i ktéra nie jest konfluentna.

Definicja 143. Binarna relacja R na zbiorze X jest ufundowana jesli nie istnieje taki
nieskonczony ciag ag, ai, az, . . ., Ze a; R a; 4+ dla wszystkich i eN.

Zadanie 470. Pokaz, ze jesli relacja R jest ufundowana i stabo konfluentna, to jest
konfluentna.

Zadanie 471. Niech K begdzie rodzing podzbioréw zbioru liczb naturalnych taka,
7e relacja zawierania na tej rodzinie jest porzadkiem regularnym. Pokaz,ze kazdy
faiicuch w tym porzadku jest przeliczalny.

Zadanie 472. Dane sa dwa niemalejace ciagi liczb naturalnych (ao, a1, a2, .. .) oraz
(bo, b1, abs, ...). Przypusémy, ze te ciagi ,,podobnie rosng”, tzn. dla dowolnej liczby
naturalnej n spetnione sa warunki:

1. jezelia, < by, toa, < apy1 oraz by, = by41,

2. jezelib, < ay,to b, < b,y oraza, = ap41.

Udowodnij, ze jezeli liczba ¢ jest wyrazem obu tych ciagéw, to ¢ jest wyrazem tych
ciagdéw o tym samym numerze (j. istnieje taka liczbai € N, ze a; = ¢ = b;).

Zadanie 473. Czy porzadek z zadania 365 jest regularny?
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10.2. Indukcja

Twierdzenie 144 (zasada indukcji). Niech (P, <) bedzie regularnym porzadkiem
czgSciowym. Jesli X C P spetnia warunek Vx (Vy<x y € X) = x € X), to
X=P.

Przyklad 145. Pokazemy, ze dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych zachodzi
réwnos¢

n(n+1)

1+24... =
+2+...+n )

ey

Skorzystamy w tym celu z zasady indukcji dla (NT, <) (oczywiScie jest to porzadek
regularny).

NiechX ={ne Nt |14+24+...+n = @}. Pokazemy, ze spelniony jest
warunek

VneNT ((Vi<nie X)=neX) 2)

Wezmy dowolna liczbe n € N i rozwazmy nastepujace dwa przypadki.
Przypadek 1: n = 1. Wtedy 1 = 12_2’ czyli 1 € X, a zatem w tym przypadku impli-
kacja

Vi<nieX) = neX 3)

jest prawdziwa.

Przypadek 2: n > 1. Zat6zmy, ze prawdziwy jest warunek
Vi<ni e X. 4
Z zatozenia (4) wiemy, ze n — 1 € X, czyli 1 +2+... 4 (n — 1) = “51 Sad

ZW—%HZH(M l)zw

1+2+4...
+24...+n > >

a zatem
neX, (%)

czyli réwniez w tym przypadku implikacja (3) jest prawdziwa, co wobec dowolno-
Sci wyboru liczby n dowodzi prawdziwosci warunku (2). Na mocy zasady indukcji
otrzymujemy, ze X = NT, czyli dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych zachodzi
réwnoscé (1). [ ]
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W powyzszym rozumowaniu zwyczajowo przypadek 1 nazywa si¢ podstawq in-
dukcji a przypadek 2 krokiem indukcyjnym. Warunek (4) nazywany jest zatozeniem
indukcyjnym a warunek (5) tezq indukcji.

Przyklad 146. Grafem prostym o wierzchotkach V i krawedziach E nazywamy taka
parg (V, E), ze V jest skoiiczonym zbiorem oraz E C V x V jest relacja antyzwrotna
i symetryczna.” Pokazemy, ze dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n kazdy n-
wierzchotkowy graf prosty ma nie wigcej niz "("—2_12 krawedzi. Niech

X ={neN" | kazdy n-wierzchotkowy graf prosty

ma nie wigcej niz "("2_ D krawedzi).

WeZmy dowolna liczbg n € NT i rozwazmy nastepujace dwa przypadki.

Przypadek 1: n = 1. Rozwazmy dowolny 1-wierzchotkowy graf G = (V, E). Po-
niewaz relacja E jest antyzwrotna, wigc graf G nie ma wcale krawedzi (ich liczba
jest ograniczona przez 0). Mamy 0 = %, co pokazuje, ze w tym przypadku n € X

i implikacja (3) jest prawdziwa.

Przypadek 2: n > 1. Zatézmy, ze prawdziwy jest warunek Vi<n i € X. Chcemy
pokazaé, ze n € X, czyli ze kazdy n-wierzchotkowy graf prosty ma nie wigcej niz
@ krawedzi. Rozwazmy zatem dowolny n-wierzchotkowy graf G = (V, E).
Wybierzmy w zbiorze V dowolny wierzchotek v i usuimy go z grafu otrzymujac graf
G' =(V',E'), gdzie V' =V — {v} oraz E' = EN (V' x V'). Graf G’ jest (n — 1)-
wierzchotkowy, wigc z zatozenia indukcyjnego liczba krawedzi w E’ jest ograniczona
przez w W zbiorze E — E’ jest co najwyzej n — 1 krawedzi, a zatem taczna
liczba krawedzi w E nie przekracza @ Poniewaz graf G byt wybrany dowolnie,
wigc kazdy n-wierzchotkowy graf ma nie wigcej niz ”(”—2_12 krawedzi, a zatemn € X
i réwniez w tym przypadku implikacja (3) jest prawdziwa. Poniewaz liczba n byta
wybrana jako dowolna, dowiedliSmy prawdziwosci warunku (2). Na mocy zasady
indukcji otrzymujemy, ze X = N, czyli dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych
n kazdy n-wierzchotkowy graf prosty ma nie wigcej niz @ krawedzi. ]

Okazuje sig¢, ze samodzielne sformutowanie powyzszego rozumowania sprawia
ogromne klopoty wielu studentom. Ponizej wymieniamy najczegsciej spotykane biedy
w tego typu rozumowaniach.

e Sprawdzenie podstawy indukcjidlan = 1,n = 21n = 3: Zwykle wystarcza
rozwazenie jednego przypadku bazowego. Sprawdzenie prawdziwosci twier-
dzenia dla drugiej z kolei liczby jest konieczne tylko wtedy, gdy chcemy sko-
rzystaé z zalozenia, ze n —2 € X (bodlan = 2 mamy n — 2 ¢ NT i z takiego
zatozenia nie da si¢ skorzystac); tutaj natomiast nie ma takiej potrzeby.

2w jezyku teorii graféw oznacza to, ze nie ma petli w wierzchotkach i krawedzie nie sg skierowane.
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e Uzycie sformutowania ,teza z zadania dla n = k”: zwykle student uzywajacy
takiego sformutowania nie wie, co ono oznacza. W szczeg6lnosci nie wiadomo,
czy oznacza ono zdanie ,k € X” czy moze .k € X = (k+ 1) € X7, czy tez
VkkeX=> ((k+1)e X czy ,Vkke X"

e Oparcie dowodu kroku indukcyjnego na schemacie ,,weZmy dowolny graf
(n — 1)-wierzchotkowy i dodajmy do niego wierzchotek”: tu btad polega na
tym, ze mamy co$§ dowies¢ dla wszystkich graféw n-wierzchotkowych, ale nie
da si¢ otrzyma¢ dowolnego grafu n-wierzchotkowego dodajac wierzchotek do
dowolnego grafu (n — 1)-wierzchotkowego. W szczegdlnosci dla n = 4 nie da
si¢ otrzyma¢ tréjramiennej gwiazdy dodajac wierzchotek do trdjkata.

e Rozpoczecie dowodu kroku indukcyjnego od sformutowania ,,niech k bedzie
liczba krawedzi w grafie”: tu nie wiadomo o jaki graf chodzi, a nie kazdy graf
ma tyle samo krawedzi.

Zadania ponizej nalezy rozwiazywac korzystajac z zasady indukcji podanej w Twier-
dzeniu 144. Z innej wersji zasady indukcji mozna skorzysta¢ tylko pod warunkiem,
Ze umie si¢ t¢ inng wersjg udowodnié.?

Zadanie 474. W Kklasie jest 2n dzieci i n dwuosobowych tawek. Wykaz przez induk-

.. . . g 2n)! P .
cj¢, ze dzieci mozna podzieli¢ w pary na ;v sposobow i rozsadzi¢ w fawkach na

! 2
(22',’1)' Sposobow.

Zadanie 475. Skorniczony zbiér liniowo uporzadkowany (A, <4) ma n elementéw,
a zbioér uporzadkowany (B, <p) ma 2 elementy, przy czym A N B = §. Na ile sposo-
béw mozna porzadek liniowy na A rozszerzy¢ o elementy zbioru B (to znaczy zna-
leZ¢ taki porzadek liniowy (A U B, <), ze (a1 <4 a2) & (a1 < ap),dlaaj,ar € A
oraz (b; <p by) © (by < by), dla by, by € B)? OdpowiedZ uzasadnij przy pomocy
dowodu przez indukcje.

Zadanie 476. Udowodnij, ze jesli wyrazy ciagu spetniaja warunki ag = 2, a; = 3
iap+1 = 3a, —2ap,—1dlan >2,toa, =2" + 1.

Zadanie 477. Dany jest ciag a, taki, ze ag = 0, a; = 1 oraz a,4+1 = a, + a,—1 dla
n > 2. Udowodnij, ze jeSlin > 0,to ap4+1 = 1 + Zf’;(} a;.

Zadanie 478. Dany jest ciag a, taki, ze ag = 0, a; = 1 oraz a,4+1 = a, + a,—1 dla
n > 2. Udowodnij, ze jesli n > 0, to a2 = (= )"t + a,_ja,41.

3Dlaczego? Oté6z w przysztosci bedziecie musieli czesto korzysta¢ z indukcji strukturalnej (w ktorej
porzadek zadany jest przez strukturg terméw, grafow, dowodow itp.) Np. przy uzasadnianiu poprawnosci
algorytmu wyprowadzania typu potrzebna bedzie indukcja wzgledem budowy dowodu osadu typowego.
Teraz nie wiemy jeszcze co to jest osad typowy, ale jak si¢ dowiemy to nie bedzie juz czasu na zastana-
wianie si¢ co to jest indukcja.
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Zadanie 479. Dany jest taki ciag a,, ze ap = 0, a; = 1 oraz a,4+1 = a, + ay—1 dla

n > 2. Udowodnij, ze jeslin > 0, to azu41 = a2 + a2, ;.

Zadanie 480. Udowodnij, ze obszary wyznaczone przez dowolna skorficzong liczbe
prostych na ptaszczyznie mozna pokolorowa¢ dwoma kolorami tak, by zadne dwa
obszary o tym samym kolorze nie mialy wspélnego boku.

Zadanie 481. Wykaz indukcyjnie, ze 2" > n? dla kazdego n > 5.

Zadanie 482. Zbiér W na plaszczyznie jest wypukty, jesli wraz z kazdymi dwoma
punktami zawiera caty faczacy je odcinek, tj. gdy ab € W dla dowolnych punktéw
a,b € W.Niech (W; : i € N) bedzie ciagiem takich zbioréw wypuktych, ze W; C
Wiy dla kazdego i € N. Pokaz, ze zbiér W = J,, .y Wi jest wypukty.

Zadanie 483. Niech X C N bedzie takim zbiorem, ze spelniona jest koniunkcja
warunkéw

1.0,1eX

2.Vn(ne X = 2n e X)

3.Vn(n+1eX=neX)

Udowodnij, ze X = N.
Zadanie 484. Dany jest zbiér X C N spetniajacy warunki:

1. 0,1 € X,
2. jeSlix € Xorazx + 1 € X to x 4+ 2 € X, dla kazdej liczby naturalnej x.

Wykaz, ze X = N. Czy to twierdzenie pozostanie stuszne, jesli warunek 1. zastagpimy
przez stabszy warunek 0 € X?

Zadanie 485. Rozwazmy gre, w ktérej ruchy wykonuja na zmiang gracz A i gracz B.
Gracz A dostaje n cukierkéw i rozpoczyna gre. W kazdym kroku gracz, ktéry ma
cukierki, zjada jeden lub dwa cukierki i przekazuje resztg cukierkéw przeciwnikowi.
Wygrywa ten gracz, ktory zje ostatniego cukierka. Wykaz, ze jesli n dzieli si¢ przez
3, to gracz B potrafi wygra¢ niezaleznie od ruchéw gracza A, natomiast jesli n nie
dzieli si¢ przez 3, to gracz A potrafi wygra¢ niezaleznie od ruchéw gracza B.

Z(adanie 486. Wykaz, ze n prostych przecina si¢ na ptaszczyznie w co najwyzej
nn—1)

——— punktach.

Zadanie 487. Pokaz przez indukcje, ze dla kazdej formuty zbudowanej ze zmien-
nych zdaniowych oraz spéjnikéw Vv, A =, —, liczba wystapient zmiennych jest o 1
wigksza od liczby wystapien binarnych spéjnikéw zdaniowych.
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Zadanie 488. Pokaz przez indukcje, ze dla kazda formuta zbudowana ze zmiennych
zdaniowych i spdjnikéw A, V jest spetnialna.

Zadanie 489. Pokaz przez indukcjeg, ze dla kazdego zbioru A mocy n € N istnieje
n!bijekcji f : A > A.

Zadanie 490. Udowodnij przez indukcj¢, ze kazda liczbe naturalng wigksza od 1
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych. Wskazowka: wybierz odpo-
wiednig zasade¢ indukcji.

Zadanie 491. Niech X C N. Udowodnij, ze jesli
e 0eX, leXoraz2e X,

e dla dowolnegox € N, ztego,ze x € X,x + 1 € X orazx + 2 € X wynika, ze
x+3eX,

toX =N.

Zadanie 492. Méwimy, ze graf G = (V, E) jest spojny, jesli zwrotne i przechodnie
domknigcie relacji E jest rowne V x V (w jezyku teorii graféw oznacza to, ze kazde
dwa wierzchotki sa potaczone Sciezka). Pokaz przez indukcjg, ze (dla wszystkich
dodatnich liczb naturalnych n) kazdy n-wierzchotkowy graf spdjny ma co najmniej
n — 1 krawedzi.

Twierdzenie 147 (o definiowaniu przez indukcj¢). Niech A i B beda dowolnymi
zbiorami. Niech g : A —» Borazh : B x A x N —» B beda dowolnymi funkcjami.
Wtedy istnieje doktadnie jedna funkcja f : A x N — B spetniajaca warunki:

1. Ya€A f(a,0) = g(a),

2. YVaeA VneN f(a,n+ 1) = h(f(a,n),a,n).
Twierdzenie 148 (drugie twierdzenie o definiowaniu przez indukcje).
Niech A i B bgda dowolnymi zbiorami. Niechg: A — Borazh: B*x AxN — B
beda dowolnymi funkcjami. Wtedy istnieje doktadnie jedna funkcja f : Ax N — B
spelniajaca warunki:

1. VaeA f(a,0) = g(a),

2. YaeA VneN f(a,n+ 1) = h((f(a,0),..., f(a,n)),a,n).
Twierdzenie 149 (O definiowaniu funkcji przez indukcje noetherowska).
Niech (A, <) bedzie zbiorem regularnym i niech B, C bgda dowolnymi zbiorami.

Niech BS4*€ oznacza zbiér funkcji czgsciowych z A x C w B. Dla dowolnej funkcji
h: BS4%XC x A x C — B istnieje doktadnie jedna funkcja spetniajaca warunek:

fx,o)=h(fNn({yeA|y <x}xCx B),x,c).
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Zadanie 493. Udowodnij, ze istnieje doktadnie jedna funkcja suma : N x N - N
i doktadnie jedna funkcja iloczyn : N x N — N spelniajaca réwnania

suma(n,0) =n
suma(n,m + 1) = suma(n, m) + 1

iloczyn(n,0) =0
iloczyn(n,m 4+ 1) = n + iloczyn(n, m).
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Elementy
algebry uniwersainej

11.1. Algebra termow

Definicja 150. Sygnaturq nazywamy rodzing {Z, | n € N} zbioréw parami roztacz-
nych. Elementy zbioru X, nazywamy symbolami n-argumentowymi. Elementy X
nazywamy symbolami statych (lub po prostu statymi). Kladziemy tez = = J;2 Z,.

Definicja 151. Algebrq nad X (lub X-algebrq) nazywamy niepusty zbiér A wraz
z interpretacja -, czyli przyporzadkowaniem, ktére kazdemu symbolowi f € X,
przyporzadkowuje funkcje f AL A" 5 A Tak opisang algebrg oznaczamy przez A
Iub (A, f A f € X).Zbiér A nazywamy nosnikiem algebry A.

Definicja 152 (Algebra termow). Niech X bedzie sygnaturg i niech V = {v; | i €
N} bedzie zbiorem zmiennych (zakladamy, ze X NV = @). Przez T (X, V) bedziemy
oznaczaé zbidr terméw nad X, czyli najmniejszy zbiér zawierajacy zmienne i sym-
bole statych (to znaczy V C T(X, V)i Xy C T(XZ, V)) i zamknigty wzgledem X (to
znaczy jeSli f € X, t1,...,t, € T(X,V),to f(t1,...,t,) € T(Z,V)).

Przez T (X) bedziemy oznaczaé zbidr termow statych nad X, czyli najmniejszy
zbidr zawierajacy symbole statych (to znaczy Xg C T (X)) i zamknigty wzglgdem X
(to znaczy jesli f € X, t1,...,t, € T(X),t0 f(t1,...,1) € T(X)).

Zbidr termow statych mozna tez zdefiniowaé jako zbiér tych terméw, w ktérych
nie wystepuja zmienne.

W zbiorze terméw T(Z, V) tatwo okresli¢ interpretacje -7 sygnatury X, czyli
algebre
(T(Z, V). f7: fex),
ktadac f}—(tl,...,t,l) = f(ty,...,ty)dla f € Zp,t1,...,t, € T(Z, V). Podobnie
jesli £g # @, mozna okresli¢ interpretacje H sygnatury X w T (X).
Algebry F i 'H sa przyktadami algebr wolnych nad X. Algebra H jest nazywana
algebrq Herbranda nad X.
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Definicja 153. Niech 7,1t € T(Z, V). Méwimy, ze 1’ jest podtermem t, jeSli t = t/
lubt = f(t1,...,1,) 1t jest podtermem #; dla pewnego i < n. Jesli ¢’ jest podter-
mem 7 to piszemy ¢’ C ¢.

11.1.1. Inna definicja zbioru terméw. Drzewa

Definicja 154. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Zbiér T C A* jest drzewem
jesli jest zamknigty na przedrostki (to znaczy, jesli u < w (u jest przedrostkiem w)
orazw e T,toueT).

Elementy drzewa nazywamy wierzchotkami. Kazde drzewo zawiera stowo pu-
ste €. Stowo puste nazywamy korzeniem drzewa. JeSli w € T oraz wa € T dla
w € A%, a € A, to méwimy, ze wa jest nastgpnikiem (synem) w w T, w nazywamy
poprzednikiem (ojcem) wa. Wierzchotek T, ktéry nie ma nastgpnikéw nazywamy /i-
Sciem. Sciezkq w drzewie T nazywamy dowolny podzbiér 7' liniowo uporzadkowany
relacja <. Sciezka w drzewie T jest gafezig, jesli jest maksymalnym podzbiorem T
liniowo uporzadkowanym relacja <. Kazda gataZ zawiera korzen drzewa. Jesli gataZ
jest skoficzona, to zawiera doktadnie jeden lis¢. Stopniem wierzchotka w w drzewie T
nazywamy liczbe nastepnikow w. Diugosciq Sciezki # nazywamy moc zbioru « . Wy-
skoficzone, to jego wysokos$¢ jest rowna dlugosci najdtuzszej gatezi w T'.

Definicja 155. Niech T bedzie drzewem i niech w € T'. Ktadziemy
Ty, ={ueA*|wueT}

Latwo sprawdzié, ze T,, jest drzewem. T,, nazywamy poddrzewem drzewa T ukorze-
nionym w w. Drzewo U jest poddrzewem 7, jesli U = T,, dla pewnego w € T.

Definicja 156. Drzewem adresow nazywamy drzewo T nad N o tej wlasnosci, ze dla
kazdego w € T zbidr nastgpnikéw w jest odcinkiem poczatkowym N, to znaczy jesli
wn € T dlapewnegon € N,orazm < n,towm € T.

Definicja 157. Niech X bedzie sygnatura. Termem nad ¥ nazywamy dowolna parg
t = (T,e), gdzie T jest drzewem adreséw, e : T — X za$ taka funkcja, ze jesli
w e T,e(w) € X,, to w ma stopiefi n.

Definicja 158. Niech t = (T, e) bedzie termem i niech w € T. Podtermem t W w
nazywamy term f, = (T}, ey,), gdzie e, (u) = e(wu). t' jest podtermem ¢, jesli
t' = t, dlapewnego w € T.

11.1.2. Wartosc¢ termu

Definicja 159. Niech A = (A, f A f € X) bedzie algebra nad sygnatura X. Niech
T(Z, X) bedzie zbiorem terméw sygnatury X ze zmiennymi ze zbioru X. Warto-
Sciowaniem X w algebrze A nazywamy funkcje o : X — A. Wartosciq termu
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t € T(X, X) przy wartoSciowaniu o nazywamy element A otrzymany z termu ¢
po zastapieniu kazdej zmiennej x przez o (x), zastapieniu symboli funkcji z X przez
ich interpretacje w A oraz obliczenie tak otrzymanego wyrazenia w A.

Formalnie, warto$ciowanie o rozszerza si¢ do funkcjio* : T(XZ, X) — A zdefi-
niowanej w nastgpujacy sposob:

c*(x) = o(x),dlax € X oraz
c*(Ft, ..., t) fAG @), ...,o)).dla feZut,... tneT(Z,X)

Jesli nie bedzie prowadzi¢ to do nieporozumien, bedziemy pisali ¢ zamiast ¢ *.
Funkcj¢ o nazywamy wartosciowaniem zmiennych, a funkcje o* wartosciowaniem
termow. Element o *(¢) algebry A nazywamy wartoScia termu ¢ w algebrze A. Za-
uwazmy, ze jesli term ¢ nie zawiera zmiennych, to ¢ *(¢) nie zalezy od o. Ogdlniej,
jesli zmienna x nie wystgpuje w ¢ to ¢ *(¢) nie zalezy od o (x).

Definicja 160. Niech X bedzie sygnaturg. Podstawienie o w algebrze terméw F =
(T(2,V), f: f e XZ)jest funkcja przyporzadkowujaca zmiennym ze zbioru X C V
elementy 7(X, V). Jest to wigc warto$ciowanie w algebrze termdéw. Jak poprzednio
warto$ciowanie ¢ rozszerzamy do ¢* : T(X,V) — T(X,V) kladac o (y) = y
dla y € V \ X. Oczywiscie, tak jak poprzednio ¢*(x) = o(x) dla x € X oraz
oc*(f(tr,....tn) = f(o*(t1),...,0"(ty)). Term ¢ *(¢) nazywamy wartoscia termu ¢
przy podstawieniu ¢. Podobnie jak poprzednio, jesli nie prowadzi to do nieporo-
zumien, piszemy ¢ zamiast ¢ *. Warto$¢ termu ¢ przy podstawieniu ¢ jest termem
uzyskanym z termu ¢ przez zastapienie kazdego wystapienia zmiennej x w termie ¢
przez term o (x).

11.2. Homomorfizmy

Definicja 161. Niech A i BB beda algebrami nad sygnaturg X. Funkcjah : A — B
jest homomorfizmem algebry A w algebre B, jesli dla kazdego n, dla kazdego f € X,
idowolnych ay, ..., a, € A zachodzi réwnos¢

h(fMai, ... an) = fBha), ..., hiay)).

Przyktad 162. WartoSciowanie terméw w algebrze A jest homomorfizmem algebry
terméw w algebre A.

Przyktad 163. Podstawienie jest homomorfizmem algebry terméw w siebie.

Zadanie 494. Niech X bedzie dowolng sygnatura i niech A i 5 beda dowolnymi al-
gebrami sygnatury . Wykaz, ze istnieje algebra C o sygnaturze X, dla ktdrej istnieja
homomorfizmy: g algebry C na A i h algebry C na B.
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Zadanie 495. Udowodnij, ze pierscien Z, = ({0, ..., p — 1}, +, -, 0, 1) dla dowol-
nej liczby pierwszej p spetnia formute Vx(x # 0 = Jy(x - y = 1)).

Zadanie 496. ZnajdZz wszystkie homomorfizmy algebry ({a}*,-,€) w algebre
({a, b}*, -, €), gdzie - oznacza konkatenacje (ztaczenie) stow, a € oznacza stowo puste.

Zadanie 497. Niech ({a, b}*, -) bedzie algebra stéw nad alfabetem {a, b} z konkate-
nacja ,,-”. Jaka jest moc zbioru wszystkich homomorfizméw 4 : {a, b}* — {a, b}*
algebry ({a, b}*, -) w siebie?

Zadanie 498. Niech Z, oznacza algebr¢ ({0, 1,...,n — 1}, +), gdzie + oznacza
dodawanie modulo 7. Ile jest homomorfizméw

1. hZZS—>Z3,
2. h:73— Z5?

Zadanie 499. Ile jest homomorfizméw h : Zon — Zy, dlak < 2".

Zadanie 500. Niech 9%, oznacza algebre (P ({0, ..., n—1}), U, N, \). Ile jest homo-
morfizméw:

1. h: Bs5 —> B3?
2./1:%3—)%5?

Zadanie 501. Niech B, oznacza algebre (P({0, ..., n—1}), U, N, €), gdzie € ozna-
cza dopelnienie zbioru. Ile jest homomorfizmdw:

1. h:B5 > B3?
2. h:B3 > Bs?

Zadanie 502. Niech B, oznacza algebre (P({0,...,n — 1}), U, N). Ile jest homo-
morfizméw:

1.h:%5—)%3?
2./’1:%3—)%5?

Zadanie 503. Niech B, oznacza algebrg (P({0, ..., n — 1}), U). Ile jest homomor-
fizméw:

1. h:B5 > B3?
2./1:%3—)%5?
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Zadanie 504. Przyjmijmy, ze [0, 1) = {r e R: 0 < r < 1}, funkcja f : R — [0, 1)
przyporzadkowuje liczbie x czg$¢ utamkowa x (tj. f(x) € [0, 1) ix— f(x) jestliczba
catkowita dla kazdego x € R), a funkcja g : [0, 1) = R jest identycznoscia na [0, 1)
(to znaczy g(x) = x dlax € [0, 1)). W zbiorze [0, 1) definiujemy dziatanie & ktadac
x@®y= f(x+y). Rozwazamy algebry

Ri = (R +)

Ry = (R +, x)
Rz = ([0,1),®)
R4 (10, 1), ®, x)

a) Czy f jest homomorfizmem algebry R; w R3?
b) Czy f jest homomorfizmem algebry Ry w R4?
¢) Czy g jest homomorfizmem algebry R3 w R1?
d) Czy g jest homomorfizmem algebry R4 w R7?

Zadanie 505. Niech X bedzie sygnatura, zawierajaca co najmniej jeden binarny sym-
bol funkcyjny i niech V oznacza przeliczalny nieskoiiczony zbiér zmiennych. Niech
7T (X, V) oznacza algebrg terméw nad sygnatura ¥ ze zmiennymi z V. Rozwazamy
homomorfizmy

h:T(Z,V)—> T(Z,V).

Czy jest taki homomorfizm £ i term ¢, dla ktérych zbiér A~ ({t}) jest nieskoficzony?
Podaj wszystkie liczby naturalne n, takie, Ze istnieja & i ¢, dla ktérych zbiér =1 ({t})
ma n elementow.

11.3. Problem unifikacji

Definicja 164. Niech X bedzie sygnatura. Problemem unifikacji nazywamy nastgpu-
jace zadanie: ,,majac dany zbidr {(¢, u1), ..., (t;, un)}, znalez¢ takie podstawienie o,
zeby dla kazdego i < n zachodzito o (¢;) = o (u;).” To znaczy, nalezy znaleZ¢ takie
przyporzadkowanie terméw zmiennym wystgpujacym w termach 1, uy, ..., &, up,
zeby po podstawieniu tych termdéw za odpowiednie zmienne uzyskac termy rowne.
Podstawienie o nazywamy unifikatorem zbioru {(t{,u1), ..., (t,, un)}. Czgsto ten
zbidr (nazywany czasem instancjq problemu unifikacji) zapisujemy jako

? ?
th=u,... .t = uy}.

Definicja 165. Jesli o i 7 sa unifikatorami zbioru {(¢{,u1),..., (t:, u,)}, to mo-
wimy, ze o jest ogdlniejsze od 7, (co oznaczamy t < o) jesli istnieje takie pod-
stawienie p, ze 7 = p(0), gdzie (g(0))(x) = o(o(x)). Podstawienie o nazywamy
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najogalniejszym unifikatorem zbioru

? ?

PU = {tliuls"'atniun}s
jesli o jest unifikatorem PU oraz o jest ogélniejsze od kazdego innego unifika-
tora PU.

Twierdzenie 166. Istnieje algorytm, ktéry dla zadanej instancji

? ?
{t1=ul""stn:"tn}

problemu unifikacji znajduje jego najogélniejszy unifikator lub odpowiada ,,nie ma
unifikatora”.

Zadanie 506. W tym zadaniu bedziemy rozwaza¢ zadania unifikacji sktadajace si¢
z nieskonczonej liczby par terméw. Udowodnij nastgpujace twierdzenie o zwartoSci
?
dla problemu unifikacji: zadanie unifikacji {#; = s;};c;, W ktérym wystepuje jedy-
nie skoniczenie wiele r6znych zmiennych, ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
?

kazde jego skonczone podzadanie {f; = s;}icy,, dla Ip C I, |Ig| < 0o, ma rozwia-
zanie. Pokaz, ze twierdzenie jest falszywe, jesli zadanie zawiera nieskoniczenie wiele
zmiennych.

W ponizszych zadaniach znajdz najogdlniejszy unifikator dla podanych instancji
problemu unifikacji (lub uzasadnij, ze takowy nie istnieje) w algebrze terméw o sy-
gnaturze £ = {c,d, g, f}1izbiorze zmiennych X = {x, y, z, u,v,...}.

Zadanie 507. (f(x, f(x.c, 8(2). £(8(8(2). x, 8() = f(f(u,v,0),y, )}
Zadanie 508. (f(f(d.y), f(z.x) = f(f(7,2), f(x.0)))

Zadanie 509. {f(f(x,y), f(z u)) =
FUSS ,n), fu,u), f(f(x,x), f(x,x))),
FUES G, FO, ), fF(fu,u), f(u,u))))}

? ? ?
Zadanie 510. {f(x1, x1) = x2, f(x2,%2) = X3, ..., [ (Xn—1,Xn—1) = Xn}

Zadanie 511. W tym zadaniu u, v, w, x, ¥, Z $3 Zmiennymi, natomiast a, f, g, h, p
symbolami funkcyjnymi. Dla kazdej z ponizszych par terméw podaj najogdlniejszy
unifikator lub uzasadnij, ze dane termy nie sa unifikowalne.

L p(f (), w,gR) = pv,u,v)
2. pla,x, f(g()) = pz, h(w), f(w))
3. p(z, h(w), g(2)) = p(v, u,v)

?

4. p(a, h(w), f(g(y) = p(z x, f(w))
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Elementy logiki formalnej

12.1. Rezolucja dla rachunku zdan

Definicja 167. Literat w rachunku zdan to zmienna zdaniowa lub negacja zmiennej
zdaniowej. Klauzulg nazywamy alternatywe skoniczenie wielu literaléw. Alternatywe
zera literaléw nazywamy klauzulg pusta i oznaczamy L.

W tym rozdziale przyjmujemy konwencje utozsamiajaca klauzulg ze zbiorem jej li-
teralow. W szczegdlnodci klauzule p v g i ¢ Vv p, podobnie jak p Vv p i p bedziemy
uwazac za identyczne.

Definicja 168. Méwimy, ze zbiér formut F jest spetnialny jesli istnieje takie warto-
$ciowanie o, ze 6 (¢) = T dla wszystkich ¢ € F; w przeciwnym przypadku méwimy
ze F jest sprzeczny. Formule ¢ nazywamy logiczng konsekwencjq zbioru formut F
jesli dla kazdego wartoSciowania o spetniajacego F zachodzi 6 (¢) = T.

Definicja 169. Jesli C i D sa klauzulami a p jest zmienng zdaniowa to klauzulg
C Vv D nazywamy rezolwentq klauzul C vV p i D vV —p. Rezolucyjnym dowodem
sprzecznosci zbioru F nazywamy ciag klauzul Cy, ... C, spelniajacy warunki

e dla wszystkich i € {0, ..., n} zachodzi C; € F lub istniejq takie j, k < i, ze
C; jestrezolwenta C; i Cy.

e C, = 1.

W systemie rezolucji dos$¢ tatwo dowodzi si¢ twierdzenie o poprawnosci (jesli ist-
nieje rezolucyjny dowod sprzecznosci zbioru F, to zbior F jest sprzeczny). Natomiast
dowdd twierdzenia o zupetnosci (jesli zbior F jest sprzeczny, to istnieje rezolucyjny
dowdd jego sprzecznosci) jest trudniejszy i wybiega poza ramy tego wykladu.

Zadanie 512. Udowodnij, ze dla dowolnych klauzul C i D oraz dowolnej zmienne;j
zdaniowej p rezolwenta C Vv D jest logiczna konsekwencja zbioru {C Vv p, DV —p}.
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Zadanie 513. Podaj rezolucyjny dowdd sprzecznosci dla zbioru klauzul {—p V ¢,
—pV-rvs,—qVvr, p, —s}

Zadanie 514. Podaj rezolucyjny dowdéd sprzecznosci dla zbioru klauzul

{ pVvr, -r Vs,
q\/S, q\/r,
—pVv—q, sVvp L

Zadanie 515. Sprawdz, czy zbior klauzul
{pvgvr, =rv—=qv=p, =qVr, =rvpj

jest sprzeczny. Jesli jest sprzeczny, podaj dla niego rezolucyjny dowdd sprzecznosci.
Jesli nie jest, podaj warto§ciowanie spetniajace ten zbidr.

12.2. System Hilberta dla rachunku zdan ze spo6jnikami im-
plikaciji i fatszu

Definicja 170. Litera A oznacza dowolny zbiér formut zdaniowych, zas litery a, S,

y oznaczajq dowolne formutly. Dla dowolnej formuty o zapis —a jest skrétem zapisu

a— L.

Wyrazenie postaci A o nazywamy sekwentem. Wyrazenie — o oznacza @ —a.
Wyrazenie A, o oznacza A U {a}.

Aksjomaty systemu Hilberta

Ao F a

A F a-> (B> a)

A= (@>B-7)->(a>p)—>a—>y))
A+ ——a-—>a

Regula dowodzenia (regula odrywania)

Ara Ala—p
AEp

Sekwenty nad pozioma kreska nazywamy przestankami, a sekwent pod kreska
nazywamy konkluzjq. Dowodem (sekwentu A — o) nazywamy skonczone drzewo
etykietowane sekwentami, ktérego korzen ma etykiete A F «a, liscie sa etykieto-
wane aksjomatami oraz dla kazdego wierzchotka jego etykieta jest konkluzja reguty
wnioskowania, ktérej przestankami sa etykiety nastgpnikow tego wierzchotka. Jesli
istnieje dowdd, ktérego korzeni jest etykietowany sekwentem A F a, to méwimy, ze
sekwent A a jest wyprowadzalny w systemie Hilbertowskim.
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W systemie Hilberta zachodza twierdzenia o poprawnosci i zupetnosci (sekwent
F a jest wyprowadzalny wtedy i tylko wtedy, gdy a jest tautologia), jednak ich do-
wody wybiegaja poza ramy tego wykladu.

12.3. System naturalnej dedukciji

System naturalnej dedukcji ktadzie nacisk na reguty dowodzenia, przy zachowa-
niu tylko jednego, bardzo prostego, aksjomatu. Jego intencja jest zachowanie jak naj-
wigkszej zgodnosci struktury dowodéw z naturalnym sposobem rozumowania w ma-
tematyce. Reguty dowodzenia (poza reguta przez sprzecznosé) podzielone sa na dwie
grupy: reguty wprowadzania spéjnikéw logicznych, méwiace jak dowodzi si¢ zdan
z uzyciem danego spdjnika, oraz reguly eliminacji spdjnikéw logicznych méwiace
jakie wnioski mozna wyciagna¢ ze zdaf uzywajacych danego spdjnika. Podobnie jak
w poprzednim rozdziale, zapis —a jest skrétem zapisu & — L. Aksjomat systemu
naturalnej dedukcji

Ao H a

Reguly dowodzenia systemu naturalnej dedukcji
Reguly wprowadzania:

Aot p

m (—) —1ntr0)

AFa AFRp

Aranp (A—intro)

Ep
Aravp

AFa

m (V —1ntr0)

(Vv —intro)

Reguty eliminacji:

Ara Ara—>p

A-p (— —elim)
AA;IO—(;\ﬁ (A—elim) AA;W (A—elim)
Aavp AA,loi};y A, BHy (v—elim)
Reguta “przez sprzecznos¢”
BoaiL

AtFa (PS)
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Mozna udowodnic, ze sekwent A - a jest wyprowadzalny w systemie natural-
nej dedukcji wtedy i tylko wtedy gdy jest on wyprowadzalny w systemie Hilberta.
W szczegblnosci system ten ma wlasnos$¢ poprawnosci i zupetnosci.

12.4. Skiadnia jezyka pierwszego rzedu

Definicja 171. Sygnaturq jezyka pierwszego rzedu nazywamy zbiér T = ¥ U T,
gdzie X7 jest zbiorem symboli funkcyjnych a R zbiorem symboli relacyjnych, przy
czym F = ;o ZF 1 ZR = Uy =K, gdzie £F i =X sa odpowiednio zbiorami
i-argumentowych (i > 0) symboli funkcyjnych i relacyjnych.

Definicja 172. Zbiér terméw 7 (X, V) = T (¥, V) definiujemy jako najmniejszy
zbidr zawierajacy zmienne ze zbioru V i zamknigty ze wzgledu na tworzenie terméw

ztozonych zawierajacych symbole funkcji z >F, tj. jeshi tq, ..., t, sa termami, za$
fe Z,f, to f(t1,...,!1,) tez jest termem.
Definicja 173. Zbior formut atomowych jest zbiorem napiséw postaci R(tq, .. ., t,,),
gdzie R € =R zasty, ..., t, sa termami.

Definicja 174. Zbior formut jezyka pierwszego rzedu jest najmniejszym zbiorem na-
piséw zawierajacym formuly atomowe, zamknigtym ze wzgledu na spdjniki zda-
niowe V, A, =, 1, =, <, oraz kwantyfikatory V i 3, tzn. jesli o i f sa formutami,
za$ x jest zmienng (z V), to formutami sa takze L, —a,a VB, aAf,a = f,a < B,
Vx a,Ix a.

Definicja 175. Zbiér zmiennych wolnych FV (a) formuty o definiujemy indukcyjnie:

FV(l) = @
FV(R(ty,...,t;)) FV({) U...UFV(t,)
FV(a Vv ) =FV(a A f) =FV(a = B) =FV(a © p) FV(a) UFV(p)
FV(Vxa) =FV(3x a) FV(a) \ {x}

gdzie dla terméw FV(#;) oznacza zbidr wszystkich zmiennych wystgpujacych w ;.

Definicja 176. Wszystkie wolne wystapienia zmiennej x w formule a staja si¢ zwig-
zanie w formule Vx o i 3x . MOéwimy ze kwantyfikator wigze te wystapienia.

Definicja 177. Formuta bez zmiennych wolnych nazywa si¢ zdaniem.
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12.5. Semantyka jezyka pierwszego rzedu

Definicja 178. Struktura 2l sygnatury X to niepusty zbiér A zwany jej uniwersum
1 interpretacja, czyli funkcja 2 ktéra kazdemu symbolowi funkcji f € er , gdzie
n > 0, przyporzadkowuje funkcje f A A" - A, kazdemu symbolowi relacji R €
Zf, gdzien > 0, przyporzadkowuje relacje R% C A" ikazdemu symbolowi R € Zg
przyporzadkowuje warto$é logiczna ze zbioru {T, F}.

Definicja 179. Wartosciowaniem w strukturze 2l nazywamy dowolna funkcje v :
V — A. Ponadto niech

o) = o ey
dla dowolnego wartosciowania v : V — A, zmiennej x € V ielementua € A.
Definicja 180. Dla dowolnego termu z 7 (X, V) definiujemy indukcyijnie jego in-
terpretacje 134v] przy zadanym warto§ciowaniu zmiennych o : V — A:
xg‘[v] = o(x)
(f@ )l = AL o))
Definicja 181. Ponizej definiujemy indukcyjnie relacj¢ |=. Gdy ona zachodzi, co

oznaczamy 2 = a[v], to méwimy ze struktura A spetnia formute o przy warto-
Sciowaniu v.

1. Nigdy nie zachodzi 2 = L[v].

2. A R@, ..., t)[0] wiw (o], ..., 12 [v]) € R™.

3. A (h = b)) wiw tPv] = P [o].

4. A = (a A p)[v] wtw gdy zachodza jednoczesnie A = alv] iU = flo].

5. A E (aVv B)v] wtw gdy A = alv] lub A = plo].

6. A = (o = pf)[v] wtw gdy nie zachodzi 2 = a[v] lub zachodzi A = S[v].
7

. A E (@ © p)[v] wtw jednoczesnie nie zachodza A = a[v] i A = Blv], lub
jednoczesnie zachodza A = alv] iU &= flo].

8. A = (Vx.a)[v] wtw dla kazdego elementu a € A zachodzi A |= a[v§].
9. A |= (dx.a)[v] wtw istnieje element a € A dla ktérego zachodzi U = a[vf].

Definicja 182. Formuta o jest spefnialna w 2, jesli istnieje warto§ciowanie v : V —
A dla ktérego zachodzi U = a[v]. Formula a jest spetnialna, jesli istnieje struktura
A, w ktorej a jest spelnialna. Formula o jest prawdziwa w 2L (struktura 2 jest mo-
delem dla ), jesli dla kazdego wartoSciowania v : V — A zachodzi 2 = a[v].
Formuta o jest prawdziwa (jest tautologiq), jesli dla kazdej struktury 2, formuta o
jest prawdziwa w 2(.
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Zadanie 516. Niech ¢ i w beda formutami rachunku kwantyfikatoréw. Udowodnij,
ze nastgpujace formuty sg tautologiami.

e (Ixdp=2ypy)=>Vxdp=dxy
e W= w)=dxdp=Txy

12.6. Podstawienia

Definicja 183. Dla dowolnej formuly o napis a[x/t] oznacza wynik podstawienia
termu ¢ w kazde wolne wystapienie x w a. Podstawienie [x /] jest dopuszczalne w o,
jesli w wyniku tego podstawienia zadna zmienna z ¢ nie staje si¢ zwiazana, tj. kazde
wystapienie x w o nie znajduje si¢ w zasiggu zadnego kwantyfikatora wiazacego
zmienng wystepujacaq w f.

Twierdzenie 184 (o podstawianiu). Dla dowolnych terméw s i ¢ i zmiennej x za-
chodzi

(lx/sD¥p] = A3,
Dla dowolnej formuly a, jesli podstawienie [x/s] jest dopuszczalne w a, to
Ak (alx/sDl] wiw A= afv ).
Fakt 185. Dla dowolnej formuty a, zmiennej x i termu s, jesli podstawienie [x/s]

jest dopuszczalne w a, to formuta (Vx.a) = (a[x/s]) jest tautologia.

12.7. Rezolucja dla rachunku I rzedu

Definicja 186. Literat w rachunku kwantyfikatoréw to formuta atomowa lub nega-
cja formuly atomowej. Klauzulq nazywamy alternatywe skoficzenie wielu literatéw.
Alternatywe zera literaléw nazywamy klauzula pusta i oznaczamy L.

Definicja 187. Jesli C i D sa klauzulami, A i B formutami atomowymi i ¢ najogél-
niejszym unifikatorem A i B to klauzulg o (C VvV D) nazywamy rezolwentq klauzul
CVv AiDvV —Baklauzulg 6 (C Vv A) faktorem klauzuli C v A Vv B. Rezolucyjnym
dowodem sprzecznosci zbioru klauzul F nazywamy ciag klauzul Co, . .. C, spetnia-
jacy warunki

e C, = 1,oraz
e dla wszystkichi € {0, ..., n} zachodzi

- C; e F,Iub
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— istniejq takie j, k < i, ze C; jest rezolwentg C; i Cy, lub

— istnieje takie j < i, ze C; jest faktorem C;.

Zadanie 517. Méwimy, ze formuta ¢ logiki I rzgdu jest logiczna konsekwencja zbioru
formul F jesli w kazdej strukturze, w ktérej prawdziwe sa wszystkie formuly ze
zbioru F prawdziwa jest réwniez formuta ¢.

Udowodnij, ze jesli C i D sa klauzulami w logice I rzgdu, A i B formufami
atomowymi a ¢ najogdlniejszym unifikatorem A i B, to rezolwenta o (C Vv D) jest
logiczna konsekwencja klauzul C v Ai D VvV —B.

Zadanie 518. Podaj rezolucyjny dowdd sprzecznosci dla zbioru klauzul

{(=p(x) vV —=p(f@)Vvqg®), pQ), —pb,u)v-qb)),

gdziea, b, f, g sa symbolami funkcyjnymi, p i ¢ sa symbolami relacyjnymiau, x, y, z
$3 zmiennymi.






13

Zadania egzaminacyjne
Z rozwigzaniami®

Zadanie 519. Niech ¢ bedzie formuta zdaniowa zbudowang ze zmiennych zdanio-
wych 1 spdjnikéw alternatywy, koniunkcji i negacji (do jej zapisania mozna oczywi-
Scie uzywaé nawiaséw). Przez wartosciowanie rozumiemy w tym zadaniu funkcje,
ktéra zmiennym wystepujqgcym w formule ¢ przyporzadkowuje wartos$ci ze zbioru
{0, 1}. Niech n bedzie dodatnig liczba naturalna.

a) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej k < 2" istnieje formuta zdaniowa ¢
zawierajaca n zmiennych i spetniona przez doktadnie k warto§ciowan.

b) Dla jakich liczb k istnieje formuta ¢ zawierajaca n zmiennych, w ktdrej kazda
ze zmiennych wystepuje doktadnie jeden raz i ktéra jest spetniona przez do-
ktadnie k warto§ciowan?

Rozwiazanie. Czgs$¢ a) jest oczywista konsekwencja zupetnosci zbioru sp6jnikow
ztozonego z alternatywy, koniunkcji i negacji. Bierzemy dowolna funkcje boolow-
ska n zmiennych przyjmujaca warto$¢ 1 dla k argumentéw i korzystajac z zupetnosci
stwierdzamy, ze jest to funkcja przyporzadkowujaca uktadowi zer i jedynej warto$¢
logiczna pewnej formuty przy warto$ciowaniu wyznaczonym przez ten uktad. Do-
ktadniej, bierzemy n zmiennych zdaniowych pq, ..., p, i tworzymy formuty bedace
koniunkcjg tych zmiennych badzZ ich negacji (np. =p1 A p2 A ... A pn). Formuly tej
postaci sa spetnione przez doktadnie jedno wartoSciowanie. Alternatywa k réznych
formut takiej postaci (dowolnie wybranych) jest formuta spetniong przez doktadnie
k wartoSciowan.

Bardziej szczegétowo przedstawimy inne rozwigzanie tego zadania. Przyjmijmy,
ze W (¢) oznacza zbidr wartosSciowarn spetniajacych formute ¢. Symbolem | X| ozna-
czamy liczbe elementéw zbioru X.

Fakt 188. Jezeli w formule ¢ wystgpuje n zmiennych, to |W (=¢)| = 2" — |W(¢p)]|.

*Rozdziat przygotowat A. Koscielski.
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Dowdd. Jest to oczywisty fakt. Dla formuly ¢ z n zmiennymi jest 2" warto§ciowan.
Kazde z nich spetnia albo ¢, albo —¢, zadne nie moze jednocze$nie spetnia¢ obu tych
formut.

Fakt 189. Jezeli zadna zmienna nie wystgpuje jednoczesnie w formulach ¢ i w, to

[W(p Ayl =W W)l

Dowod. Rozwazmy funkcje, ktéra warto§ciowaniu # formuty ¢ A y przyporzadko-
wuje pare dwoch warto§ciowan: warto§ciowania bedacego obcigciem 2 do zmien-
nych formuty ¢ i wartoSciowania bgdacego obcigciem i do zmiennych formuty .
Réznowartosciowos¢ tej funkcji jest oczywista.

Wystarczy teraz zauwazyC, ze funkcja ta przeksztalca zbiér W(¢ A y) na ilo-
czyn kartezjariski W (¢) x W(y). (Gdzie w tym dowodzie korzysta si¢ z zalozenia
o zmiennych formut ¢ i y?)

Whniosek. Jezeli zmienna p nie wystgpuje w formule ¢, to |W(¢p A p)| = |[W(p)|.

Whiosek. Jezeli w formule ¢ wystepuje n zmiennych i nie ma wsréd nich zmiennej
p. o |W(gV p)l =2"+|W(P)I.

Dowod. Zauwazmy, ze

W@V p) = [W((=¢A-p)l
= 2" — |W(=¢ A —p)|
= 2"H —|W(=¢)| - IW(=p)|
= 2 Q"= W@ - 2— W (p))
= 2"t 2" W (g)l
2" + W ().

Fakt 190. Dla kazdej liczby naturalnej k < 2" istnieje formuta zdaniowa z n zmien-
nymi spelniona przez doktadnie & wartoSciowan.

Dowad. Fakt ten dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na n.

Zauwazmy, ze |[W(p A—=p)| =0, |W(p)| =11 |W(p Vv —p)| = 2. Tym samym
twierdzenie jest prawdziwe dlan = 1.

Zatézmy, ze twierdzenie to zachodzi dla liczby n i wezmy k < 2"+!. Zachodzi
jeden z dwéch przypadkéw: albo k < 2", albo 2" < k < 2"F1,

Jezeli k < 2", to znajdujemy formule ¢ z n zmiennymi, ktdra jest spelniona przez
k wartoSciowan, i zmienna p, ktéra nie wystgpuje w ¢. Formuta ¢ A p jest spetniona
przez k warto$ciowari i wystgpuje w niej n 4+ 1 zmiennych.

Jezeli 2" < k < 2", to bierzemy formule ¢ z n zmiennymi, spelniona przez
k — 2" wartoSciowan. Wtedy dla dowolnej zmiennej p nie wystgpujacej w ¢ formuta
¢ V p jest spelniona przez k wartoSciowan i wystgpuje w niej n 4+ 1 zmiennych.
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Podobnie dowodzimy nastgpujacy fakt:

Fakt 191. Dlakazdej nieparzystej liczby naturalnej k¢ < 2" istnieje formuta zdaniowa
7 n zmiennymi, w ktérej kazda zmienna wystgpuje doktadnie jeden raz i ktéra jest
spetniona przez dokladnie k wartoSciowan.

Dowaod. Twierdzenie to takze dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na n. Formule,
w ktoérej kazda zmienna wystgpuje najwyzej jeden raz, bedziemy nazywaé formutq
prostq.

Zauwazmy, ze |W(p)| = 1. Wobec tego dowodzone twierdzenie jest prawdziwe
dlan =1.

Zat6zmy, ze twierdzenie to zachodzi dla liczby n i weZmy nieparzysta liczbg k <
27+1 Liczba k jest albo < 2", albo tez spetnia nieréwnosci 2" < k < 2"+,

Jezeli k < 2", to znajdujemy prosta formule ¢ z n zmiennymi, ktéra jest spetniona
przez k wartoSciowan, i zmienng p, ktéra nie wystepuje w ¢. Formuta ¢ A p jest prosta
1 spetniona przez k warto§ciowan, oraz wystepuje w niej n + 1 zmiennych.

Jezeli 2" < k < 2"*!, to bierzemy prosta formute ¢ z n zmiennymi, spelniona
przez k — 2" wartoSciowan. Wtedy dla dowolnej zmiennej p nie wystgpujacej w ¢,
formuta ¢ Vv p jest prosta, spetniona przez k wartoSciowan i wystgpuje w niej n + 1
zmiennych.

Fakt 192. Jezeli ¢ jest formuta, w ktdrej kazda zmienna wystgpuje najwyzej jeden
raz, to ¢ jest spetniona przez nieparzysta liczbg wartoSciowan.

Dowdd. Dowdéd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na liczbg znakéw wy-
stepujacych w formule. Formuta, ktéra daje si¢ zapisa¢ za pomoca jednego znaku,
jest zmienna i jest spelniona przez jedno wartoSciowanie.

Przypusémy, ze ¢ = —y i wystgpuje w niej n zmiennych. Oczywiscie, kazda
zmienna wystgpuje tyle samo razy w ¢, co w y. Z zatozenia indukcyjnego wy-
nika wigc, ze  jest spelniona przez nieparzystg liczbg wartoSciowan réwna |W (y)].
Liczba 2" — |W ()| jest nieparzysta i jest réwna liczbie warto$ciowarn spetniajacych
@.

Jezeli w koniunkcji ¢ A y kazda zmienna wystgpuje najwyzej jeden raz (jezeli
koniunkcja ta jest prosta), to ¢ i w sa proste, i zadna zmienna nie wystgpuje jed-
noczesnie w obu tych formutach. Wobec tego, formuta ¢ A y jest spetniona przez
[W ()| - |W (w)| wartoSciowan. Na mocy zatozenia indukcyjnego, oba czynniki tego
iloczynu sg liczbami nieparzystymi. Iloczyn liczb nieparzystych tez jest nieparzysty.

Jeszcze trzeba pokaza¢ (mozna to zrobi¢ w podobny sposéb), ze alternatywa be-
daca formula prosta jest spetniona przez nieparzysta liczbg warto§ciowan. ]

Zadanie 520. Wykaz przez indukcje, ze dla kazdej formuty zdaniowej ¢» zbudowane;j
ze zmiennych oraz spéjnikéw A i V (oczywiscie do jej zapisania mozna tez uzywaé
nawias6w) istnieje formula y postaci 1 V ya V...V y,, taka, ze dla kazdegoi < n
formuta y; jest koniunkcja zmiennych oraz (¢ < ) jest tautologia.



124 13. Zadania egzaminacyjne z rozwigzaniami

Rozwiazanie (szkic). Formuty ¢ i w sa réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy for-
muta ¢ & y jest tautologia. Zauwazmy, ze

Fakt 193. Formuta (¢ V ¢2) Ay jest tGwnowazna (¢ A ) V (¢ A ), czyli formuta

(P1V) Ay S (P1Ay) V(b2 Ay)
jest tautologia.

Fakt 194. Formuta

(A1V...VEIAYy S (A1LAY)V ...V (da Ay)

jest tautologia. Tautologia jest takze formuta

YA@@IV...Vo) S (W APV ...V (Y Ady).
Fakt 195. Formuta

(A1V...VII)A(@P|V...VP,) &
(PLAPDYV ...V g APV ...V (@1 AG) V...V (¢ Ady)

jest tautologia.

Korzystajac z ostatniego faktu mozna dowie$¢ wtasno$¢ podang w zadaniu przez
indukcj¢ ze wzgledu na liczbg sp6jnikéw wystgpujacych w formule ¢.

Jezeli w formule ¢ nie wystgpuja spdjniki, to jest ona zmienna. Kazda zmienna
jest jednocztonows alternatywa, ktérej jedynym cztonem jest jednocztonowa koniun-
kcja. Tak wige w tym przypadku formuta ¢ ma odpowiednig posta¢ i mozemy przy-
jac, ze y = ¢.

Jezeli w formule ¢ wystgpuje przynajmniej jeden spdjnik, to jest ona koniunkcja
lub alternatywa formutl z mniejszg liczba sp6jnikéw. W przypadku alternatywy dalszy
dowdd jest prosty i zostaje pominigty. Jezeli ¢ = ¢ A @2, to na podstawie zatozenia
indukcyjnego znajdujemy alternatywy i i w2 wymaganej postaci rtéwnowazne od-
powiednio ¢ i ¢». Wprowadzajac odpowiednie oznaczenia mozemy przyjac, ze lewa
strona réwnowaznosci z ostatniego faktu jest réwna w1 A y7. Formule w definiujemy
jako prawa strong rownowaznosci z tego faktu.

Rozwiazanie (inny sposéb). Najpierw sformalizujemy tres¢ zadania.

Symbolem K begdziemy oznacza¢ najmniejszy w sensie inkluzji sposréd zbio-
réw X spelniajacych warunki:

1. wszystkie zmienne zdaniowe naleza do X,

2. jezeli ¢ i w naleza do X, to takze formuta ¢ A w nalezy do X.
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Tak wigc K jest zbiorem koniunkcji zmiennych zdaniowych. Symbolem .4 bedziemy
za$§ oznacza¢ najmniejszy w sensie inkluzji sposrdd zbioréw X spelniajacych wa-
runki:

1. KCX,
2. jezeli ¢ i y naleza do X, to takze formula ¢ V y nalezy do X.

Tak wigc A jest zbiorem alternatyw koniunkcji zmiennych zdaniowych. Postugujac
si¢ wprowadzonymi oznaczeniami rozwigzywane zadanie mozna sformutowaé naste-
pujaco: dowies¢, ze dla kazdej formuty ¢, w ktérej wystepuja tylko spdjniki A iV,
istnieje formuta y € A taka, ze formuta ¢ < w jest tautologia.

Dowdd zostanie przeprowadzony przez indukcje ze wzgledu na liczbe spjnikéw
wystepujacych w formule ¢.

Niech n bedzie liczba naturalna, a ¢» formuta, w ktérej wystepuje n spdjnikéw i sa
to jedynie spojniki A i V. Bedziemy zaktadad, ze jezeli w pewnej formule wystgpuje
mniej niz n sp6jnikéw, to jest ona réwnowazna formule nalezacej do A. Przy tym
zatozeniu wykazemy, ze y tez jest rownowazna formule nalezacej do A.

W dowodzie bgdziemy rozwaza¢ kilka przypadkéw. Najpierw przyjmijmy do-
datkowo, ze n = 0. Wtedy w formule ¢ nie ma spdjnikéw, a wigc ¢ jest zmienna
i — w konsekwencji — nalezy do K oraz do .A. W tym przypadku przyjmujemy,
ze y = ¢. Oczywiscie, w € A, a ponadto, formuty ¢ i w sa w oczywisty sposéb
réwnowazne.

Jezelin > 0, to w ¢ jest przynajmniej jeden spéjnik. Wtedy ¢ jest albo ko-
niunkcja, albo alternatywa formut zawierajacych mniejsza liczbe sp6jnikow niz ¢.
Najpierw zalézmy, ze ¢ = ¢1 V ¢». Dla formul ¢ 1 ¢» mozemy skorzystaé z zato-
zenia indukcyjnego. Istnieja wigc w A formuty y; i yw» réwnowazne odpowiednio
é1 1 ¢a. Oczywiscie, wy V wr € Aoraz y| V y; jest tGwnowazne z ¢p V ¢».

Jezeli ¢ = @1 A ¢, to takze znajdujemy w A formuly y; i wy réwnowazne
odpowiednio ¢; i ¢2. Formutly z A albo naleza do K, albo sg alternatywami.

Jezeli w1 1 w2 naleza do I, to przyjmujemy, ze v = w1 A ya. Takze w tym
przypadku jest oczywiste, ze y € K C A oraz, ze ¢ jest rtGwnowazne .

Pozostat do rozwazania przypadek, w ktérym przynajmniej jedna z formut yq i w2
jest alternatywa. Zatézmy, ze w1 = w11 V wi2. Jezeli okaze sig, ze alternatywa jest
tylko w7 bedziemy postgpowac doktadnie tak samo. Na mocy prawa rozdzielnoSci
koniunkcji wzglgdem alternatywy (prawo (p V ¢) Ar < (p Ar) V (g A T)) otrzy-
mujemy, ze formuta

= (11 Vyr)Ad

jest rownowazna formule

(P11 Ad2) V (W12 A 2).
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Nietrudno zauwazy¢, ze w obu czlonach tej alternatywy jest mniej sp6jnikéw, niz
w formule ¢. Do tych czlonéw mozemy wigc zastosowac zatozenie indukcyjne. W ten
sposéb znajdujemy formuty yq 1 yo takie, ze

w1 < (P11 A ¢2) oraz yr < (d12 A ¢2)

sq tautologiami. Bez trudu dowodzimy, zZe formuta

¢ < (y1 V)

jest tautologia. Poniewaz w1, yr € A, wiec takze w1 V yr € A. W rozwazanym
przypadku mozemy przyjaé, ze w = w1 V ya.

Przedstawiony dow6d mozna rozbi¢ na dwie czgsci dowodzac najpierw, ze ko-
niunkcja formut nalezacych do A jest réwnowazna formule nalezacej do A. [

Zadanie 521. Uzywajac jedynie zmiennych, kwantyfikatoréw, sp6jnikéw logicz-
nych, nawiaséw i symboli €, N, 4+, x, = napisz formuty méwiace, ze:
a) nie ma najwigkszej liczby pierwszej,

b) istnieje taka liczba naturalna, ze kazda liczba naturalna wigksza od niej jest
sumg nie wigcej niz czterech kwadratéw liczb pierwszych,

c) istnieje nieskonczenie wiele par liczb blizniaczych.
Para liczb bliZniaczych, to dwie liczby pierwsze rézniace si¢ o 2.
Rozwiazanie. Najpierw napiszemy pomocnicza formulg P (x) réwna
—3aeNFheN FreN FseN (—x =aA—-x =bAx =a+rAx =b+sAx =axb).

Zauwazmy, ze formuta IreN (x = a + r) jest rtbwnowazna nieréwnosci x > a. Wo-
bec tego formuta P (x) stwierdza, ze liczba x nie jest iloczynem dwoch liczb mniej-
szych od x, a wigc stwierdza, ze x jest liczba pierwsza.

Witasnosc ,,nie ma najwigkszej liczby pierwszej” mozna wyrazic piszac

—3dxeN (P(x) AVyeN(P(y) = IreN(x = y +r))).

Formuta

JxeN VyeN JaeN FbeN JceN FdeN
((P@va+a=a)A(Pb)Vb+b=Db)A(P(c)Vc+c=c)
APy Vvd+d=d)Ax+y=axa+bxb+cxc+dxd)

stwierdza, ze ,.istnieje taka liczba naturalna, ze kazda liczba naturalna wigksza od
niej jest suma nie wigcej niz czterech kwadratéw liczb pierwszych”. Zauwazmy, ze
wilasnos$¢ a 4+ a = a jest rtéwnowazna stwierdzeniu a = 0.
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Ostatnia z wymienionych w zadaniu wiasnosci (,.istnieje nieskoniczenie wiele par
liczb bliZzniaczych) mozna wyraziC piszac

VxeN JyeN ddeN FreN
(md+d=d)rdxd=d+d)Ay=x+r AP()APy+d)).

Aby si¢ o tym przekonaé wystarczy zauwazyc, ze wlasnosci —(d +d = d)Ad xd =
d + d oraz d = 2 sa rGwnowazne a takze, ze zbior {y € N | ¢(y)} jest nieskoriczony
wtedy i tylko wtedy, gdy Vx e NIy e N (x < y A p(»)). [

Zadanie 522. Pokaz, ze

(A1 UA2) = (B1UBy) C (A1 = B1) U (A2 = By). (1
Czy zawieranie

(A1NA) = (B1NBy) C (A = B1) U (A2 = B) 2
jest prawdziwe dla dowolnych zbioréw Ay, Az, By i By?

Rozwiazanie. Zaczynamy od pierwszej inkluzji. Zgodnie z definicja, aby dowies¢
zawieranie X C Y powinniSmy wzia¢ dowolny element x € X i o tym elemencie
dowiesé, ze nalezy do zbioru Y. Wezmy wigc x € (A1 U A) = (B U B»). Z definicji
réznicy symetrycznej wiemy, ze element ten spetnia rownowazno$¢é

x€(AlUAy)) & x € (B1UBy). 3)

Na podstawie tej rownowaznoS$ci niewiele potrafimy rozstrzygnaé. Zat6zmy wigc do-
datkowo, ze zachodzi

Przypadek 1: x € (A1 U Ap). Z réwnowaznosci (3) otrzymujemy, ze x & (B1 U By).
Wobec tego, zaréwno x ¢ By, jakix ¢ Bj. Dalsze rozumowanie tez bedzie polegaé
na rozwazeniu kolejnych przypadkow.

Przypadek 1.1: x € Ay. Wiemy juz, ze x ¢ B1. Zachodzi wigc takze réwnowaznos¢
xeA & x By, )

np. dlatego, ze w rozwazanym przypadku obie strony tej rOwnowaznoSci sa praw-
dziwe, albo dlatego, ze dowodzenie tej rownowaznosci polega na wykazaniu dwéch
implikacji stwierdzajacych, ze przy pewnych zatozeniach zachodza fakty, ktérych
prawdziwos¢ udato nam si¢ wczesniej ustalié. Réwnowaznos¢ (4) oznacza, ze x €
(A1 = Bj),itym bardziej, x nalezy do prawej strony wzoru (1).

Przypadek 1.2: x € A;. W tym przypadku, tak jak w poprzednim, dowodzimy, ze
x € Ar» & x € B, 1w konsekwencji, x nalezy do drugiego sktadnika prawej strony
wzoru (1).
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Przypadek 2: x ¢ (A} U Aj). Z réwnowaznosci (3) otrzymujemy teraz, ze x €
(B1 U By). Mamy wigc sytuacje analogiczng do opisanej w przypadku 1. Dalszy
dowdd prowadzimy tak, jak w przypadku 1 zastgpujac Aj i A, zbiorami B; oraz Bs,
i odwrotnie.

Zawieranie (2) jest tez prawdziwe dla wszystkich zbior6w i mozna si¢ o tym
przekona¢ w bardzo podobny sposéb. Proponujg, aby zainteresowane osoby same
przeksztatcity podany dowdd zawierania (1) w dowdd inkluzji (2). W przypadku 1
w przeksztalconym dowodzie powinna by¢ rozwazana sytuacja, w ktérej x ¢ B1NB,.

Rozwiazanie (inny sposob). Bedziemy korzysta¢ z nastgpujacych praw rachunku
zbioréw:
X =Y X\Y)U@\X),
XUN\Z = (X\2)u(\2Z),
X\(Yuz) C X\Y

Postugujac si¢ tymi prawami oraz monotoniczno$cia sumy mnogosciowej mozna wy-
kazad, ze

(A1 UA2) = (B1UB2) = (A1 UA2) \ (B1 U B2))U((B1U By) \ (A1 U Az))
= (A1 \ (B1UB2))U (A2 \ (B1 UB2)) U(B1\ (A1 UA2) U (B2\ (A1 U Ap)
C A\ B)U A2\ B))U(B1\ A1) U (B2\ A2) = (A1 = B) U (A2 = By).

Jezeli wprowadzimy pojecie dopelnienia zbioru, to w dowodzie zawierania (2)
mozemy wykorzysta¢ wzor

X =-Y =X~Y°.
Zauwazmy, 7e

(A1NA2) = (B1 N By) = (A1 N A2 = (B1 N By)* = (AT U A3) = (B] U B))
C (A] = B)) U (A5 = B5) = (A1 = B)) U (A2 = B).

Zadanie 523. Pokaz, ze

1. Ay = ... = A, zawiera te i tylko te elementy, ktére naleza do nieparzystej
liczby zbioréw A;, gdziei =1, ..., n;
2. jesli zbiory Ay, ..., A, sa skoficzone, to
n .
A= = Al = D= DT ) A
i=1

IC(1,....n}
||=i

jel
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Rozwiazanie. Czes¢ 1. Tak naprawde rozwiazemy ogdlniejsze zadanie, a miano-
wicie pokazemy, ze dla dowolnych zbioréw Ay, ..., A,, dla dowolnego wyrazenia
A1 = ... = A, (z dowolnym rozmieszczeniem nawiaséw) i dla dowolnego x zacho-
dzi nastgpujaca réwnowaznosc:

x € A1~ ...~ A, & x nalezy do nieparzystej liczby zbioréw sposréd Ay, ..., A,.

Najpierw musimy nieco uscisli¢ sformulowanie zadania, ktdre nie jest precyzyjne
np. w przypadku, gdy A} = .-+ = A,,. Przypusémy, ze rozwazamy rodzing zbioréw
(Aj)ies indeksowanych zbiorem I. Tak wigc, jezeli rozwazamy rodzing Ay, ..., Ay,
to I = {1,...,n}. Dla takiej rodziny i dla dowolnego elementu x definiujemy zbiér

Ix)={iel|xeA}

Postugujac si¢ wprowadzonym oznaczeniem réwnowaznos$¢ z tresci zadania mozemy
zapisaé w postaci

xeA ~...~ A, & |I(x)|jestnieparzysta.

Zauwazmy od razu, ze dla n = 1 ta r6wnowazno$¢ jest oczywista.

Dowdd bedziemy prowadzié przez indukcje. Musimy wigc przeformutowaé zada-
nie tak, aby bylo mozliwe zastosowanie zasady indukcji. Bedziemy dowodzié, ze dla
kazdej liczby naturalnej n > 1, dla dowolnej rodziny zbioréw Ay, ..., A, indeksowa-
nej zbiorem {1, ..., n} zachodzi teza zadania. Fakt, ze dla dowolnej rodziny zbioréw
Ay, ..., A, zachodzi teza zadania, oznaczmy symbolem ¢ (n). W dowodzie skorzy-
stamy z zasady indukcji, ktéra stwierdza, ze aby dowie$¢ zdanie postaci Vn>1 ¢ (n)
wystarczy pokazac, ze dla dowolnego n > 1, z tego, ze ¢ (k) zachodzi dla k < n
wynika, ze takze zachodzi ¢ (n). Osoby, ktdre nie sa przekonane do tego schematu
indukcji, moga sprébowac przerobi¢ podany dowdd na dowdd korzystajacy ze zwy-
ktego schematu indukcji, ale wtedy trzeba dowodzic tezg w postaci Vn>1Vk<n ¢ (k).

Przypusémy, ze n > 2 oraz

Al —... = A, = (A ;-H;Ak);(Ak-H =~ ... = A)).

WezZzmy dowolny element x. Bedziemy rozwazaé dwa przypadki: x € Agy1 — ... =
Apyorazx € Agy1 — ... = Ay

W pierwszym przypadku, z zatozenia indukcyjnego wynika, ze x nalezy do nie-
parzystej liczby zbioréw sposréd A1, ..., A,. Zauwazmy takze, ze nastgpujace
warunki sa rOwnowazne:

l.xeA ~...~A,,
2. x A = ... = Ay,

3. x nalezy do parzystej liczby zbioréw sposréd Ay, .. ., Ax,
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4. x nalezy do nieparzystej liczby zbioréw sposréd Ay, ..., A,.

W drugim przypadku przeprowadzamy analogiczne rozumowanie. Zauwazmy
tez, ze z rozwiazanego, ogblniejszego zadania wynika, ze réznica symetryczna jest
laczna.

Czes¢ 1, rozwiqzanie wymagajqce tqcznosci roznicy symetrycznej. Oczywiscie, A =
B C A U B. Stad przez tatwa indukcje otrzymujemy, ze A} =~ ... = A, C Aj U
... U A,. Z tego wzoru wynika, ze elementy nie nalezace do zadnego ze zbioréw
Ay, ..., A, nie naleza takze do réznicy A; — ... = A,.

Przypusémy, ze element x nalezy do parzystej liczby zbioréw sposréd Ay, .. ., A,.
Przestawmy zbiory Ay, ..., A, tak, aby te zbiory, do ktérych nalezy x, znalazty si¢ na
pierwszych miejscach. Jezeli po takim przestawieniu zbiory znalazty si¢ w porzadku
A, ..., A, 1xnalezy do 2 - k tych zbioréw, to z tacznosci i przemiennosci réznicy
symetrycznej otrzymujemy, ze

Al = .. .= Ay =4 ~ Ay = ... = (A, ~ Ai) Ay = A

n

Zauwazmy, ze x nie nalezy do zbioréw
(Ail = Aiz)’ ey (Aiz},{i1 - AiQk)? Ai2k+1a e, Ai,,-

Stad wynika, ze x nie nalezy takze do réznicy A1 — ... = A,.

Udowodnili$my wigc, ze elementy nalezace do parzystej liczby zbior6w sposréd
Ay, ..., A, nie naleza do réznicy A; — ... = A,. Oznacza to, ze elementy na-
lezace do réznicy A; = ... = A, naleza do nieparzystej liczby zbioréw sposr6éd
Al, ..., Ay

Udowodnimy jeszcze implikacje odwrotna. Zalézmy wigc, ze element x nalezy
do nieparzystej liczby zbioréw sposréd Ay, ..., Ay, w tym do zbioru A;. Element
ten nalezy do parzystej liczby zbioréw sposréd A,, ..., A,. Wobec tego nie nalezy
do réznicy A — ... = A,. Tym samym nalezy do réznicy

Al ;(Az;...;An)ZAl =~ ...~ A,
Czesé 2. Jesli zbiory Ay, ..., A, sa skoniczone, to

AL = Al =D Y
i=1

||=i

() Ajl-

jel

Wezmy skoniczony zbiér X zawierajacy zbiory Ay, ..., A,. Niech Chy oznacza
funkcje okreS§long w zbiorze X, przyjmujaca wartoSci 0 i 1, przyjmujaca warto$¢ 1
doktadnie dla tych argumentéw, ktére naleza do A. Zauwazmy, ze

D Cha(x) = Al

xeX
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Bedziemy przeksztatcaé prawa strong dowodzonego wzoru. Mamy wigc

S ¥ |Nal= 3 ¥ Sonnm
i=1 i=1

||=i'jel ||=i xex ¢!
n .

D DICED PCTINE]

xeX i=l =i 1€

Przyjmijmy, ze I (x) = {i < n | x € A;}. Nietrudno zauwazy¢, ze warunek

Ch, () =1

jel

jest rownowazny ze stwierdzeniem I C [(x). Wobec tego (po rozbiciu sumy na
sktadniki réwne 0 i réwne 1) otrzymujemy, ze dlai < |1 (x)|

> o= > 1= lz(llng).

=i ¢! =i 1)=i
Ch mA,,(x):] ICI(x)
jel

Ponadto, dlai > |7 (x)| suma ta jest rowna 0. Wr6émy do przerwanych przeksztatcen:

el

>3 YW= 3 (27 X oy, @
xeX i=l1 =i ¢! xeX i=l [Ul=i ¢
[1(x) [7(x)]
-> > (_2)i—1(|1(ix)|) =Sy (_2)5(|1(ix)|) _1)
xeX i=1 xeX i=0
= > ()7 =N =1y =D 2711 = (=),
xeX xeX

Teraz zauwazmy, ze liczba 271 (1 — (—1)™) jest rtéwna O lub 1, i jest réwna 1 wtedy
i tylko wtedy, gdy m jest liczbg nieparzysta. Stad otrzymujemy, ze

> 271 = (=DYO) = |{x € X : |[I(x)| jest nieparzysta}| = |4 = ... = A,|,
xeX
1 to koficzy dowdd. ]

Zadanie 524. Dla jakich zbioréw C prawdziwe jest zdanie stwierdzajace, ze dla do-
wolnych zbioréw A i B zachodzi

AxCCBxC= ACB? N
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Rozwiazanie. Najpierw sprobujemy dowies¢ implikacje (1). Mamy wigc zbiory A,
B i C, zaktadamy, ze zbiory te spetniaja zalozenie A x C C B x C. W tej sytuacji
staramy si¢ dowies¢, ze A C B. Aby dowies¢ to zawieranie, bierzemy x € A i pro-
bujemy wykazac, ze x € B. Oczywiscie, powinniSmy skorzysta¢ z zatozenia. Latwo
zauwazy¢, ze w tym celu przydataby si¢ para o pierwszej wspotrzednej x i drugiej
nalezacej do C. Aby taka parg¢ utworzy¢, musimy mie¢ element zbioru C. Jest to pro-
ste pod warunkiem, ze C jest zbiorem niepustym. Wtedy zbiér C ma przynajmnie;j
jeden element. Jeden z elementéw zbioru C oznaczamy symbolem c i tworzymy parg
(x, c). Ta para nalezy do iloczynu kartezjariskiego A x C. Na podstawie zatozenia
stwierdzamy, ze nalezy takze do iloczynu B x C. Jezeli (x,c) € B x C, to takze
x € B.

Przedstawione rozumowanie pozwala dowie$¢ implikacje (1), ale wymaga do-
datkowego zalozenia, ze zbiér C jest niepusty. Nietrudno zauwazy¢, ze w przypadku,
gdy C jest zbiorem pustym, to puste sa takze zbiory A x C i B x C, i w konsekwencji,
poprzednik implikacji (1) jest prawdziwy dla dowolnych zbioréw A i B. Jezeli przyj-
miemy, ze A jest dowolnym zbiorem niepustym (np. zbiorem liczb naturalnych), a B
jest zbiorem pustym, to nastgpnik implikacji (1) bedzie falszywy, i to samo bedzie
mozna powiedzie¢ o calej implikacji.

Ostatecznie otrzymujemy, ze implikacja A x C C B x C = A C B zachodzi dla
wszystkich zbioréw A i B wtedy i tylko wtedy, gdy C nie jest zbiorem pustym. m

Zadanie 525. Inwolucja nazywamy odwzorowanie f : A — A takie, ze ff jest
identycznoScia na A. Czy inwolucja jest bijekcja na A? Pokaz, ze kazda bijekcje
mozna przedstawic jako ztozenie dwéch inwolucji.

Rozwiazanie. Czes¢ 1: kazda inwolucja jest bijekcjq. Przypusémy, ze f : A —> A
jest inwolucja. Spetnia wigc dla dowolnego x € A réwnos$¢ f(f(x)) = x. Taka
funkcja f jest typu ,,na”: warto$é x € A przyjmuje dla argumentu f(x). Jest to tez
funkcja ré6znowartoSciowa. Aby si¢ o tym przekonaé, weZmy dwa argumenty x, y €
A takie, ze f(x) = f(y). Dla takich argumentéw zachodzi tez réwnos$¢ f(f(x) =
F(f(y)).Jezeli f jestinwolucja, to stad wynika, ze x = y.

Czes¢ 2. Ta czgS¢ zadania jest znacznie trudniejsza. Rozwiazujac to zadanie zauwa-
zytem, ze jest wlasciwie tylko jedna bijekcja, ktdra trzeba przedstawié jako ztozenie
inwolucji. Ta bijekcja jest funkcja S przeksztatcajaca zbidr liczb catkowitych Z w Z
zdefiniowana wzorem S(n) = n + 1.

Krok 1. Aby przedstawi¢ S jako zlozenie inwolucji, weZzmy funkcje f, g : Z — Z
zdefiniowane wzorami f(n) = —n oraz g(n) = —(n+1). Funkcje te sa inwolucjami.
Sprawdzenie tego faktu wymaga jedynie elementarnych rachunkéw. Mamy tez

fgm) =f(=n+1)=n+1=S5n).
Tak wiec S = fg.
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Krok 2. Zalézmy, ze m > 0. Symbolem k mod m bgdziemy oznaczaé reszte z dzie-
lenia liczby k przez m, a wigc najmniejszg nieujemna liczbe x taka, ze k — x dzieli
si¢ przez m. Korzystajac z przedstawienia z kroku 1 mozna bez trudu przedstawié
w postaci ztozenia inwolucji funkcje S, : {if e N:i <m} - {i e N:i < m}
zdefiniowang wzorem

_ _ _ | n+1 jezelin <m—1
Sm(")—S(”)mOd’"—(”JF‘)m"d’"—[ 0 jeselin=m~—1.

Wezmy funkcje fi, : {i e N|i <m} — {i e N|i < m]} taka, ze

B L | m—n jezelin >0
fm(@m) = f(n) mod m = ( n)modm—[ 0 jezelin =0

oraz funkcje g, : {i e N|i <m} > {i e N|i < m]} taka, ze
gnn)=gm)modm =(—(n+1))modm =m —n — 1.

Poniewaz dodawanie i dodawanie modulo m maja wtasnosci przystugujace doda-
waniu w pierScieniu, i tylko takie wiasnosci byty wykorzystywane w kroku 1, wigc
funkcje f, i g sa inwolucjami i zachodzi réwnos¢ S,, = f, gm. Osoby, dla kté-
rych przytoczony argument nie jest jasny, moga sprawdzi¢ bezposrednio wymagane
réwnosci.
Krok 3. Wezmy teraz bijekcje s : A — A i zalézmy, ze zbiér A jest roztaczng suma
dwéch zbioréw Aj i A; przeksztatcanych przez funkcje s w siebie (zaktadamy wigc,
7e AN Ay =0,A = A1 UAj, s(x) € A dladowolnego x € A; oraz analogiczng
wtasno$¢ dla zbioru Aj).

Niech sV oznacza obciecie funkcji s do zbioru A; (tak wigc sW A 5 A
i s(D(x) = s(x) dla wszystkich x € Ap). Podobnie, niech s® oznacza obcigcie
funkcji s do As. Funkcje sV i s sa bijekcjami. Zauwazmy, ze jezeli sV i s@® sa
ztozeniami inwolucji, to ztozeniem inwolucji jest réwniez funkcja s.

Jezeli s = MM j 5@ = r@g@ dla inwolucji fD, gM, @ ig?® to
s = fg dlainwolucji f, g : A — A zdefiniowanych wzorami

FOx) jezelix € Ay

(1) o . .
_ gV (x) jezelix € Ay
Fx) _[ FO(x) jezelix € A,

oraz g(¥) =1 C@(x) jezelix € Ay.

Sprawdzenie podanych wyzej wlasnoSci pozostawiam zainteresowanym.

Przedstawiong konstrukcj¢ bez trudu mozna uogdlni¢ na przypadek, w ktérym
zbidr A jest suma trzech zbioréw, lub jest suma dowolnej skoficzonej liczby zbioréw.
Mozna tez ja uogdlni¢ na przypadek dowolnego podziatu zbioru A, takze nieskon-
czonego.
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Krok 4. Majac bijekcje s : A — A podzielg zbidr A na takie fragmenty, dla ktérych s
bedzie mozna tatwo przedstawi¢ w postaci zlozenia inwolucji.

Przyjmijmy, ze jezeli n jest dodatnia liczba naturalna, to s oznacza n-krotne
ztozenie funkcji s. Tak wigc sl =35, 52 = g5, s"TL = g5, Umoéwmy sig¢ takze, ze 50
jest funkcja identycznoSciowa w zbiorze A. Jezeli natomiast n jest liczba ujemna, to
s" oznacza (—n)-krotne ztozenie (s~1)™" funkcji odwrotnej do s. Dowodzi sig, ze dla
dowolnych liczb catkowitych n i m zachodzi wzér s"+™ = s"s™ lub nieco inaczej,
dla dowolnego x € A zachodzi wzér s" T (x) = 5" (s™ (x)).

Zdefiniujemy teraz relacje R w zbiorze A przyjmujac, ze

XRyodneZy=s"(x)

dla dowolnych x, y € A. Relacja R jest relacja rownowaznosci. Rozbija wigc zbidr A
na klasy abstrakcji, czyli na zbiory postaci {y € A | xRy}. R6zne klasy abstrakcji sa
roztaczne. Jest tez oczywiste, ze jezeli z € {y € A | xRy}, totakze s(z) € {y € A |
XxRy}. W dalszym ciagu bedziemy przedstawiaé funkcje s (a wlasciwie jej obcigcie)
w postaci ztozenia inwolucji na kazdej klasie abstrakcji relacji R.

Krok 5. Przypusémy, ze procz bijekcji s : X — X mamy bijekcjet : ¥ — Y
i¢ 1 Y — X takie, ze s¢ = ¢pt. Jezeli wtedy funkcja ¢ jest ztozeniem dwoéch
inwolucji, to funkcja s tez ma tg wtasnosc.

Jezelit = fg dlainwolucji f,g:Y — Y, to

s(@)) = (s¢)¥) = PN Y) = B = (B~ (P~ NBH)).

Poniewaz funkcja ¢ jest typu ,,na”, z udowodnionej réwnosci wynika, ze

s =@ (ggd™").
Wystarczy jeszcze zauwazyé, ze ztozenia (¢f ¢ 1) i (¢pgp~") sa inwolucjami.

Krok 6. W dalszym ciagu bedziemy zajmowac si¢ klasa abstrakcji ustalonego ele-
mentu ay € A, a wigc zbiorem Ag = {y € A | apRy}. Zdefiniujmy pomocnicza
funkcje ¢ : Z — A przyjmujac, ze

¢(n) = s"(ao).

Funkcji ¢ przeksztatca zbidr liczb catkowitych na klase Ag. Dalej bedziemy badaé
funkcje ¢. Sa mozliwe dwa przypadki: albo dla pewnej liczby m > 0 zachodzi réw-
no$é ¢(m) = ap, albo tez dla wszystkich m > 0 mamy ¢(m) # ag. Najpierw
zajmiemy si¢ drugim przypadkiem.

Krok 7. Jezeli ¢(m) # ag dla wszystkich liczb naturalnych m, to funkcja ¢ jest
réznowarto$ciowa. Aby si¢ o tym przekona¢ zalézmy, ze jest przeciwnie, a wigc, ze
¢(m1) = ¢(my) dla pewnych m imy > my.Jezelim; < 0, to

ag =s""(p(m1)) = 57" (p(m2)) = 57" (s"2(a0)) = p(my — my),
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a to nie jest mozliwe w rozwazanym przypadku. Jezeli natomiast m; > 0, to

5" (ao) = P (m1) = p(ma) = s"" (¢ (m2 — m1))

i z réznowarto$ciowosci s™'! otrzymujemy, ze ag = ¢ (my — m1). To tez w rozwaza-
nym przypadku nie moze zachodzic.
Zauwazmy jeszcze, 7€

(58)(n) = s(p(n)) = 5(s" (a0)) = 5" (a0) = p(n + 1) = $(S()) = ($S) ().

Tak wigc s¢p = ¢S. W kroku 1 jest pokazane, ze S jest ztozeniem inwolucji. Wobec
tego, z wlasnosci podanej w kroku 5 otrzymujemy, ze s jest ztozeniem inwolucji na
zbiorze Ay.

Krok 8. Jezeli ¢(m) = ag dla pewnej liczby naturalnej m > 1, to bierzemy naj-
mniejsza liczbe mg o tej wlasnosci. Nastepnie pokazujemy, ze funkcja ¢ przeksztalca
réznowarto$ciowo zbidr {x € N | x < mg} na klase abstrakcji Ag. Fakt ten pozwala
powtdrzy¢ rozumowanie z kroku 7. Tym razem korzystamy z rozktadu na inwolucje
funkcji S, opisanego w kroku 2. ]

Zadanie 526. Przypusémy,ze f : X - Y, A C X oraz B C Y. Udowodnij, ze

f(Anf~Y(B) = f(A)NB

Rozwiazanie. Pokazemy, ze
yefANf'B) e ye f(ANB

dla dowolnego y. Stad i z zasady ekstensjonalnosci wynika dowodzona réwnos¢. Aby
dowies¢ podang réwnowazno$¢ zauwazmy, ze nastgpujace formuly sa réwnowazne:
Loye fan s,
2. Ix(xe AN FUB) A f(x) =),
3. Ix(xre Aaxe fTUB)A f(x) =),
.xx e AAF(x) e BA f(x)=1y),
.Ax(x e AANFf(x)=yAyeB),
6. @x(x e AN f(X)=Y)AYy€EB,
7.ye f(A)AyeB,
8. ye f(A)NB.

TN
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Rozwiazanie (inny sposob). Najpierw udowodnimy zawieranie f(A N f~1(B)) C
f(A)N B. Przypusémy, ze y € f(AN f~1(B)). Istnieje wiec x € AN f~1(B) taki,
7e f(x) = y. Ten istniejacy x oznaczmy symbolem xo. Mamy wiec xo € AN f~1(B)
oraz f(xg) = y. Oczywiscie, element xo ma dwie wlasnosci: xg € A oraz f(xp) = y.
Istnieje wigc taki x, ze x € A oraz f(x) = y. Stad wynika, ze y € f(A).

Element x nalezy takze do f~!'(B). Jezeli skorzystamy z definicji przeciwo-
brazu, to otrzymamy, ze y = f(x9) € B. Rozwazany y nalezy wigc do f(A)ido B,
czyliy € f(A) N B. To konczy dowdd interesujacego nas zawierania.

Udowodnimy jeszcze zawieranie przeciwne, czyli f(A) N B C f(AN f~1(B)).
W tym celu weZzmy y € f(A) N B. Taki y nalezy do f(A), a wigc istnieje x € A
takie, ze f(x) = y. Jeden z tych elementéw oznaczmy symbolem xg. Mamy wigc,
ze xo € A oraz f(xg) = y. Poniewaz y € B, wigc takze f(xo) € B. Ta ostatnia
whasnos¢ implikuje, ze xo € £~ (B). Element xg jest jednym z takich x, dla ktérych
x € A, x € f7(B) oraz f(x) = y. Istnieje wigc x takie, ze x € AN f~1(B) oraz
f(x) = y. Stad i z definicji pojecia obrazu wynika, ze y € f(A N f~1(B)) i tym
samym zostato wykazane dowodzone zawieranie.

Interesujaca nas réwnos$¢ wynika z udowodnionych zawieran i zasady ekstensjo-
nalnosci.

Rozwiazanie (inny dowéd jednego z zawieran). Skorzystamy teraz z dwéch wta-
snosci pojecia obrazu: monotonicznoSci

jeSli CC D to f£(C)C f(D)

oraz zawierania
f(f4(B)) C B,

a takze z dwéch znanych wlasnosci przekroju:

jesSi ECCi ECD to ECCND

CNDCC oraz CNDCD.
Z podanych wtasnosci wynika, ze
FANFTI(B)) C f(A),
fAN B C F(f71(B) C B,

i— w konsekwencji —

F(AN £~Y(B)) C f(A)N B.
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Zadanie 527. Udowodnij, ze na to, by relacja R byta:

1. zwrotna, potrzeba i wystarcza, by I C R, gdzie [ jest relacja identycznosci;
2. symetryczna, potrzeba i wystarcza, by R~ = R;
3. przechodnia, potrzeba i wystarcza, by RR C R;

4. relacja réwnowaznosci, potrzeba i wystarcza, by I C RA R1=RARRCR.

Rozwiazanie. Jest to bardzo proste zadanie, tak proste, ze chciatoby si¢ napisaé
tylko, ze jest oczywiste. Warunki / € R i RR C R sa niemal identyczne odpo-
wiednio z warunkami z definicji zwrotnoSci i symetrycznosci relacji R. Z tego po-
wodu przedstawiony dowdéd moze bedzie zbyt szczegétowy. Wezmy zbiér X i relacje
RC X x X.

Czesé 1. Pokazemy, ze R jest relacja zwrotng w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy
I C R. Dowdd réwnowaznosci sktada si¢ oczywiscie z dowodu dwéch implikacji.

Najpierw zal6zmy, ze R jest relacja zwrotna w zbiorze X . Aby dowiesé, ze I C R,
weZzmy dowolny element p € I. Oczywiscie, p jest parg uporzadkowang (poniewaz [
jest relacja), obie wspétrzedne p naleza do X (gdyz [ jest relacja w zbiorze X) i sa
sobie réwne (dlatego, ze I jest relacja identycznosci). Tak wigc p = (x, x) dla pew-
nego x € X. Poniewaz R jest zwrotna, wigc p = (x,x) € R. W ten sposéb dowod
zawierania I C R zostal zakoriczony.

Aby dowies¢ zwrotno$¢ relacji R, wystarczy dla dowolnego elementu x € X
pokazaé, ze para (x, x) nalezy do R. Oczywiscie, (x, x) € I na podstawie definicji
relacji identycznoS$ciowej. Stad i z zawierania I C R otrzymujemy, ze (x, x) € R.

Czes¢ 2. Teraz pokazemy, ze relacja R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy
R~! = R. Podobnie jak w czesci 1 udowodnimy dwie implikacje.

Jezeli relacja R jest symetryczna, to dowolna para (x, y) z relacji R (a wlasciwie
dowolny element relacji R) nalezy takze do relacji R~!. Tak jest, poniewaz z warunku
(x,y) € R wynika, ze (y,x) € R, a to z kolei oznacza, ze (x,y) € R~L. Przed-
stawione rozumowanie §wiadczy o tym, ze symetryczna relacja R spetnia warunek
R C R™'. Podobnie dowodzimy zawieranie odwrotne: jezeli (x, y) € R™', to korzy-
stajac z definicji relacji odwrotnej otrzymujemy, ze (y, x) € R, a jezeli skorzystamy
jeszcze z symetrycznosSci R, to otrzymamy, ze (x, y) € R. Dla relacji symetrycznej
prawdziwe sa wigc dwa zawierania: R C R~1iR™1 C R. Wobec tego, prawdziwa
jest tez ré6wno$¢ R = R~

W druga strong, relacja spetniajaca warunek R = R~ spetnia takze zawieranie
R C R~!'. To zawieranie oznacza, ze R jest relacja symetryczna. Jezeli bowiem
(x,y) € R, to na podstawie tego zawierania mamy, ze (y,x) € R~.. Jezeli teraz
skorzystamy z definicji relacji odwrotnej, to otrzymamy, ze (y, x) € R.
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Czesé 3. Pokazemy jeszcze, ze przechodnio$¢ relacji R jest rOwnowazna zawieraniu
RR C R.

Zat6zmy, ze R jest relacja przechodnia i (x, y) € RR. Z definicji ztozenia relacji
wynika, ze istnieje z taki, ze (x,z) € R1i(z,y) € R. Jeden z takich z oznaczmy
symbolem zg. Element zg ma wigc dwie wlasnosci: (x, zg) € R oraz (z9,y) € R.
Z przechodnioSci relacji R otrzymujemy, ze (x, y) € R. Koniczy to dow6d zawierania
RR CR.

Jezeli RR C R, to relacja R jest przechodnia. Aby si¢ o tym przekonaé¢ weZmy
x, y 1z takie, ze (x,y) € R1i(y,z) € R.Z definicji zlozenia relacji wynika, ze
(x,z) € RR. Zatozone zawieranie implikuje wigc, ze (x, z) € R, i to konczy dowod
przechodniosci relacji R.

Czes¢ 4. Zczedci 1,21 3 wynika réwnowazno$¢ z czesci 4. Aby sig o tym przekonac,
wystarczy zauwazy¢, ze jezeli zdania ¢; sa rownowazne zdaniom y; dlai = 1,2, 3,
to koniunkcja ¢ A ¢ A ¢3 jest réwnowazna koniunkcji w1 A 2 A w3. L]

Zadanie 528. Niech f bedzie bijekcja przeksztalcajaca zbior A w A. Zdefiniujmy
relacje R C A? przyjmujac, ze

xRy & f(x)=y.

Symbolem R, oznaczamy przechodnie domknigcie relacji R, czyli relacje [ Joo R",
gdzie R' = R oraz R"*! = R"R. Czy

1. R jest relacjg réwnowaznosci?

2. R jest relacja réwnowaznosci, jesli A jest zbiorem skonczonym?

Rozwiazanie. Czegs¢ 1. Najpierw zauwazmy, ze jezeli funkcje f bedziemy trakto-
wacé jak relacje, to warunek f(x) = y bedzie réwnowazny z (x, y) € f. Tak wigc
relacja R jest tozsama z funkcja f. Wobec tego, relacja R” jest niczym innym, jak
n-krotnym ztozeniem funkcji f.

Na ogét przechodnie domknigcie relacji R zdefiniowanej w zadaniu nie jest rela-
cja rownowaznosci. Tak jest np. dla zbioru liczb catkowitych Z i funkcji f : Z — Z
zdefiniowanej wzorem f (k) = k + 1. Funkcja f jest oczywiscie bijekcja. Dla dowol-
nego n € Nrelacja R" spelnia dla wszystkich x, y € Z rownowaznos¢

xRy & y=x+n.

Jezeli przedstawione argumenty nie implikuja tej réwnowaznosci w sposéb oczywi-
sty, to proponuj¢ sprawdzenie jej przez indukcje ze wzgledu na n.

Dla tej funkcji f relacja Ry nie jest zwrotna, a nawet jest antyzwrotna. Dla
wszystkich x € Z, zalozenie x Roox mozna sprowadzi¢ do sprzecznoSci w nastg-
pujacy spos6b: warunek x Roox oznacza, ze (x, x) € (Joo, R". Tak wigc dla pewnej



13. Zadania egzaminacyjne z rozwigzaniami 139

liczby m > 0 mamy (x, x) € R™, czyli x R x. Z podanej charakteryzacji relacji R™
wynika, ze x = x + m. Jest to mozliwe tylko, gdy m = 0. Przeczy to jednak warun-
kowim > 0.

Jezeli Ry nie jest zwrotna, to nie jest relacja rownowaznosci. Mozna tez dowies¢
w podobny sposdb, ze R, nie jest tez symetryczna.

Czes¢ 2. Zatozenie o skonczono$ci zbioru A implikuje, ze Ry jest relacja row-
nowaznoSci. Dla dowolnego x € A, rozwazamy funkcje I : N — A taka, ze
I(n) = f"(x) dla wszystkich n € N (/(n) to warto$¢ n-krotnego ztozenia funk-
cji f dla argumentu x, fO(x) = x). Gdyby funkcja I byta réznowartosciowa, to
zbiér A bylby nieskoniczony. Dla skoiczonego zbioru A funkcja I nie jest réznowar-
toSciowa. Tak wigc mozemy znaleZ¢ dwie liczby naturalne p i g, takie, ze p < g oraz
fP(x) =1(p) = 1(q) = f1(x). Sktadanie funkcji jest operacja taczna i zachowuje
réznowarto$ciowos$¢. Wobec tego, f7(x) = f9(x) = fP(f?77P(x)). R6znowarto-
Sciowos¢ funkcji f7 implikuje takze réwnos$é fP~7(x) = x. UdowodniliSmy wigc,
ze jezeli A jest zbiorem skoficzonym, to dla dowolnego x € A istnieje liczba dodatnia
r taka, ze

fr) = x. ()

Udowodniona wtasnos$¢ oznacza, ze relacja Ry, jest zwrotna. Aby si¢ o tym prze-
konaé, bierzemy x € A iliczbe r > 0 spetniajaca (1). Z réwnosci (1) wynika, ze
(x,x) € f" = R". Zawieranie R” C R, implikuje za$, ze (x, x) € Ro.

Réwnos¢ (1) implikuje takze, ze jezeli iterujemy obliczanie wartoSci funkcji f
zaczynajac od argumentu x, to otrzymujemy w kétko te same wartoSci

FG, 2, @) =x, f (), 2, 1) =x, f(X), ...

Spostrzezenie to pozwala dowies¢ symetrycznos¢ relacji R. Najpierw jednak za-
uwazmy, ze réwnos¢ (1) zachodzi takze dla wszystkich wielokrotnosci r. Swiadcza
o tym nastgpujace obliczenia bedace fragmentem dowodu indukcyjnego:

FED @)y = R 0)) = ) = x.

Teraz mozemy przystapi¢ do dowodu, ze relacja R jest symetryczna. Przypu-
$¢my, ze (x,y) € Rs. Na podstawie definicji Ry stwierdzamy, ze (x,y) € R"
dla pewnej dodatniej liczby naturalnej n. Poniewaz relacja R" jest réwna f", wigc
f*(x) = y. Wezmy liczbg naturalng k taka, ze n < kr. Dla tej liczby k mamy
kr —n > 0 oraz

SO = ) = ) = x
Udowodniona réwnos$¢ oznacza, ze

<y,x> c fkr—n — er—n g Roo~
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Przechodnio$¢ relacji Ro, wynika z zadania 203.

Z przedstawionych rozumowan otrzymujemy, ze jezeli zbior A jest skoriczony, to
relacja R jest zwrotna i symetryczna. Wiemy tez, ze jest przechodnia. Tak wigc dla
zbioru skonczonego A, relacja R jest rownowaznoscia. ]

Zadanie 529. Przypus$émy, ze V jest skoriczonym zbiorem zmiennych zdaniowych,
R C V? jest przechodnia relacja w zbiorze V, a pg,qo € V sa dwiema réznymi
zmiennymi zdaniowymi. Niech ® bgdzie formuta zdaniowa

por=qgor \ (p=q).
(p.q)eR

Pokaz, ze formuta @ jest sprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy (po, o) € R.

Rozwiazanie. Najpierw udowodnimy, ze jezeli (pg, qo) & R, to formuta O jest spet-
nialna. Zrobimy to definiujac warto§ciowanie spetniajace ©.

Zauwazmy, ze chcemy zdefiniowa¢ wartoSciowanie, przy ktérym bedzie praw-
dziwa formuta po, beda prawdziwe wszystkie implikacje p = ¢ takie, ze (p, ¢) € R,
i — w konsekwencji — beda prawdziwe wszystkie zmienne g takie, ze (po, q) €
R, oraz mozliwie duzo zmiennych bedzie falszywych, gdyz go powinna by¢ fat-
szywa. WeZmy wigc warto§ciowanie w, przy ktérym prawdziwa jest zmienna pg oraz
wszystkie zmienne g takie, ze (po, ¢) € R, a pozostate zmienne sg fatszywe.

Pokazemy, ze przy wartoSciowaniu w koniunkcja @ jest prawdziwa. W tym celu
wystarczy pokazaé, ze wszystkie jej cztony sa prawdziwe.

Oczywiscie, pierwszy czton (pg) jest prawdziwy przy wartosSciowaniu w. Ponie-
waz qo 7 po i (po, qo) ¢ R, wigc zmienna gq jest fatszywa przy wartoSciowaniu w,
a drugi czton formuty @ (negacja qo) jest prawdziwy.

Pozostate cztony koniunkcji @ sa postaci p = ¢ dla zmiennych p i g takich,
ze (p,q) € R. Wezmy wigc p i g takie, ze (p,q) € R. Jezeli zmienna p jest fal-
szywa przy warto$ciowaniu w, to implikacja p = ¢ jest przy tym wartoSciowaniu
prawdziwa.

Przypus$émy wigc, ze zmienna p jest prawdziwa przy wartoSciowaniu w. Wtedy
sa mozliwe dwa przypadki: albo p = pg, albo (pg, p) € R. W kazdym przypadku
(W drugim z przechodniosci R) mamy, ze (po,q) € R. Tak wigc zmienna g oraz
implikacja p = ¢ sa prawdziwe przy wartoSciowaniu w. W ten sposéb dowiedliSmy
spetnialnosci formuty @.

Udowodnimy jeszcze metoda nie wprost, ze jezeli (po, go) € R, to formuta @ jest
sprzeczna. Zat6zmy wigc, ze koniunkcja @ jest prawdziwa przy pewnym wartos$cio-
waniu. Przy tym warto§ciowaniu sg prawdziwe wszystkie cztony @, a wigc m.in. for-
muty pg, —qo oraz — na mocy zalozenia (pg, q0) € R — implikacja pp = qo.
Oczywiscie, nie jest to mozliwe, gdyz implikacja pg = qo jest falszywa przy kaz-
dym warto$ciowaniu, przy ktérym formuty pg i —go sa prawdziwe. ]
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Zadanie 530. Na zbiorze X okreslone sa takie relacje réwnowaznosci Q i R, ze

1. kazda klasa réwnowaznosci relacji Q ma g elementéw,
2. kazda klasa relacji R ma r elementéw oraz

3. istnieje klasa réwnowaznos$ci relacji Q, ktéra ma doktadnie jeden element
wspolny z kazda klasg rownowaznosci relacji R.

Ile elementéw ma zbiér X ?

Rozwiazanie. Przyjmijmy, ze A oznacza t¢ klas¢ rownowaznosci relacji Q, o ktérej
jest mowa w punkcie 3), a K — zbior klas réwnowaznosci relacji R.

Wszystkie przedstawione rozwiazania korzystaja z faktu, ze zbiory K i A maja
tyle samo elementéw. Jezeli to wiemy, to na podstawie warunku 1) stwierdzamy,
ze K ma g elementéw. Relacja réwnowazno$ci R wyznacza wigc podziat zbioru X
na g roztacznych klas réwnowaznosci, ktére maja po r elementéw. Stad otrzymujemy,
ze X ma q - r elementéw. Dalej pokaze, jak dowodzié, ze |A| = |K]|.

Sposob 1. Niech f : K — A bedzie funkcja, ktéra dla klasy ¥ € K przyjmuje
warto$¢ f(Y) € Y N A. Punkt 3) ze sformutowania zadania gwarantuje poprawnos$¢
tej definicji.

Pokazemy, ze funkcja f jest bijekcja. Jezeli f(Y) = f(Z) dla pewnych klas
klasY,Z € K,to f(Y) e (YNA)YN(ZNA) C Y NZ. W tym przypadku klasy
Y i Z nie sa roztaczne, a to jest mozliwe tylko wtedy, gdy ¥ = Z. Wobec tego f jest
réznowartosciowa.

Wezmy teraz a € A. Oczywiscie, klasa réwnowaznosci [a]g nalezy do K. Gdyby
f([alg) # a, to zbidr [a]g N A mialby przynajmniej dwa elementy: f([a]g) oraz a,
a to przeczy warunkowi 3). Tak wigc funkcja f jest typu ,,na”.

Sposob 2. Tym razem definiujemy funkcje ¢ : A — K, ktéra elementowi a € A
przyporzadkowuje klasg [a]g (przyjmujemy, ze g(a) = [a]g). Podobnie jak w pierw-
szym rozwiazaniu, funkcja g jest bijekcja.

Jezeli [alg = [b]lg dlaa,b € A, to do klasy [a]r nalezy zaréwno a, jak i b.
Z wyboru A mamy jednak, ze do dowolnej klasy réwnowazno$ci moze naleze¢ tylko
jeden element zbioru A, wigc a = b.

Jezeli Y jest dowolna klasg réwnowaznosci relacji R, to z warunku 3) (a raczej
z wyboru A) znajdujemy w niej pewien element a € A. Wobec tego, klasy réwno-
waznoSci [a]g 1 Y nie sg rozlaczne. Takie klasy musza by¢ réwne. OtrzymaliSmy
wigc, ze g(a) =[alg =Y.

Sposob 3. Zauwazmy, ze

A=ANX=AnN U Y = UAmY
YeK YeK
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(druga réwnos$¢ wynika stad, ze suma klas réwnowaznosci jest réwna dziedzinie re-
lacji réwnowaznosci). Zbiory ANY; i ANY, dlaréznych klas réwnowaznosci Y11 Y»
sa roztaczne, poniewaz klasy te sa roztaczne. Wobec tego

|A] = | UAmY|=Z|AmY|=Zl:|K|.

YekK YekK YekK

[
Zadanie 531. Niech A, B beda dowolnymi zbiorami. Kiedy réwnanie
AUX =B

1. ma doktadnie jedno rozwiazanie,
2. ma nieskonczenie wiele rozwiazan,

3. nie ma rozwiazan?

Rozwiazanie. Jezeli rownanie A U X = B ma rozwiazanie, to jest taki zbiér C, ze
A UC = B. Wtedy oczywiscie zbiér A jest podzbiorem B. Takze na odwrdt, jezeli
A C B, tozbiér X = B\ A spelnia réwnanie A U X = B.

Udowodnili§my wiec, ze réwnanie A U X = B ma rozwiazanie wtedy i tylko
wtedy, gdy A C B. Tym samym odpowiedzieliSmy na pytanie 3: rownanie AUX = B
nie ma rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy A Z B.

Zatézmy, ze A C B. Scharakteryzujemy rozwigzania réwnania A U X = B.
Warunek A U C = B implikuje, ze C jest podzbiorem B oraz zawiera roznice B \ A.
Prawdziwa jest takze implikacja odwrotna: jezeli B\ A C C C B, to

B=AU(B\A)CAUCCAUB =B,

a wigc C spetnia réwnanie A U X = B. Tak wigc zbiorem rozwiazan réwnania
AUX = B jest
{X:B\ACXC B}.

Policzymy jeszcze liczbg elementéw tego zbioru, albo jego moc. W tym celu
definiujmy funkcje f okreslona w zbiorze P(A) wszystkich podzbioréw zbioru A
i przyjmujaca warto$ci dane wzorem

F)=YU(B\A).

Latwo dowodzi sig, ze funkcja f przeksztalca P(A) na zbidr rozwiazan réwnania
A U X = B. Co wigcej, jest to funkcja réznowartosciowa. Jezeli bowiem f (Y1) =
f(Y>) dla pewnych Y1, Y, € P(A), to

Yi= (@ UB\ANNA=fFY)NA= f(1)NA=(HLUB\A)NA=Y,.
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Tak wigc funkcja f ustala réwnoliczno$¢ zbioru P(A) i zbioru rozwigzan réwnania
AU X = B. Oznacza to, ze réwnanie A U X = B ma tyle elementéw, co zbiér P(A)
(albo zbiér rozwiazan réwnania A U X = B jest tej samej mocy, co zbiér P(A)).
Teraz tatwo odpowiedzie¢ na pytania 1 i 2. Jezeli A jest niepusty to ma przynaj-
mniej dwa podzbiory: zbidér pusty i samego siebie. Tak wigc réwnanie A U X = B
ma doktadnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem pustym.
Zbiory skoriczone maja skoficzenie wiele podzbioréw, a nieskoficzone — nie-
skoniczenie wiele. Wobec tego, réwnanie A U X = B ma nieskoiczenie wiele roz-
wigzan wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem nieskoficzonym. ]

Zadanie 532. Niech o : N — {0, 1} bedzie ciagiem zerojedynkowym. Symbolem
~, oznaczamy relacje w zbiorze {0, 1} nieskoriczonych ciagéw zerojedynkowych
zdefiniowana formuta

B~ay & VYneN(am)p®n)=a(n)ym).
Czy istnieje taki ciag a, dla ktérego:

a) relacja ~, ma przeliczalnie i nieskoficzenie wiele klas réwnowaznosci?

b) wszystkie klasy rownowaznosci relacji ~,, sa przeliczalne i nieskoficzone?

c) istnieje przeliczalna i nieskoficzona klasa réwnowaznosci relacji ~?
Rozwiazanie. Ustalmy o i przyjmijmy, ze A = {n € N | a(n) = 1}. Oczywiscie,

~, jest relacja r6wnowaznos$ci. Przyjmijmy, ze N, jest zbiorem klas réwnowaznosci
tej relacji. Symbolem [x], bedziemy oznaczaé klasy abstrakcji relacji ~,.

Fakt 196. Zbiér N, i zbiér {0, 1}* sa réwnoliczne.

Dowdd. Dla funkcji & : A — {0, 1} definiujemy funkcje & : N — {0, 1} przyjmujac,
ze

% _ [&m), jezelin € A,
o = [ 0, W przeciwnym razie.

Zdefiniujmy jeszcze wzorem

&) = [Ela

funkcje f : {0, 1}4 = N,. Funkcja ta jest réznowartosciowa i typu ,,na”.

Aby dowies¢é réznowartosciowos¢ funkceji f wezmy dwa (rézne) argumenty &1 i &
tej funkcji. S to funkcje okreslone w zbiorze A. Istnieje wigc liczba n € A taka, ze
E1(n) # &(n). Funkcje & i & tez przyjmuja rézne wartosci dla argumentu 7:

E1(n) = &1(n) # &) = &(n).
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Oznacza to, ze & 7%, &. Stad otrzymujemy, ze klasy [&1], i [£2], Sa rézne (réznia
si¢ np. elementem &;).

WeZzmy dowolng klase¢ ze zbioru N, i jej reprezentanta y . Pokazemy, ze [y ], jest
wartoScia funkcji f. W tym celu wezmy funkcje  : A — {0, 1} bedaca obcigciem
y do zbioru A (a wigc spetniajaca d(n) = y (n) dla wszystkich n € A) i zauwazmy,
ze takze 0(n) = y (n) dla wszystkich n € A. To jednak oznacza, ze 6 ~, y. Wobec
tego, f(é) = [0]s = [y la.

Dowdd (inny sposob). Wezmy funkcje g : {0, N S g0, 134 przyporzadkowujaca
funkcji y € {0, 1} obciecie funkcji y do zbioru A. Oczywiscie, funkcja g jest typu
,na”. Swiadczy o tym np. réwnosé g(&) = ¢&.

Funkcja g spetnia takze réwnowazno$¢

g(y1) =g(2) © y1 ~u 72-

Réwnowazno$¢ ta implikuje, ze wzor

G(yla) =2()

jest poprawng definicja funkcji G : N, — {0, 1}4 i — co wiecej — funkcja ta jest
réznowarto$ciowa. Poniewaz g jest typu ,,na”, wigc takze G jest typu ,,na”.

Fakt 197. Klasy rownowaznosci relacji ~, sa réwnoliczne ze zbiorem {0, 1N\A,

Dowdd. Wezmy dowolng funkcje g € {0, 1}V i zdefiniujmy funkcje f : [fl. —
{0, 1Y\ Funkcja f elementowi y € [f], przyporzadkowuje obciecie y do zbioru
N\ A. Aby dowies¢ podany fakt pokazemy, ze funkcja f jest bijekcja.

Wezmy wigc rézne funkcje y1, y2 € [f],. Poniewaz naleza do jednej klasy row-
nowaznoSci relacji ~,, wigc przyjmuja te same wartosci dla dowolnego argumentu
ze zbioru A. Wobec tego, przyjmuja rézne wartosci dla pewnego n & A. Ich obcigcia
od zbioru N \ A tez przyjmuja rézne wartosci dla tego samego argumentu, a wigc sg
r6zne. To dowodzi, ze funkcja f jest réznowartoSciowa.

Aby dowies¢, ze funkcja f jest typu ,.,na”, wezmy dowolna funkcje & € {0, 1}N\4
i zdefiniujmy y < {0, 1}V takie, ze

(n) = p(n), jezeline A,
ru = &(n),  w przeciwnym razie.

Oczywiscie, funkcje y i ff sa w relacji ~, oraz obcigcie y do N\ A jest rowne &. Tak

wiee f(y) =¢.

Fakt 198. Jezeli zbiér A C N jest nieskoriczony, to zbidr {0, 1}4 jest nieprzeliczalny.



13. Zadania egzaminacyjne z rozwigzaniami 145

Dowdd. Nieskoniczony podzbiér A zbioru liczb naturalnych jest réwnoliczny ze zbio-
rem liczb naturalnych N. Jezeli zbi6r A jest réwnoliczny z N, to takze zbiory {0, 1}4
i {0, 1} sa réwnoliczne. Ten ostatni zbiér jest nieprzeliczalny na podstawie twier-
dzenia Cantora. Oznacza to, ze takze zbi6r {0, 1} jest nieprzeliczalny.

Whniosek. Zbioér N, klas réwnowaznosci relacji ~, jest albo skoriczony, albo nieprze-
liczalny.

Dowdd. Samozliwe dwa przypadki: albo zbi6r A jest skoriczony i wtedy zbiér {0, 1}4
iréwnoliczny z nim zbidr N, sg skoficzone, albo zbidr A jest nieskoriczony i zaréwno
zbiér {0, 1}4 jak i réwnoliczny z nim zbiér N, sa nieprzeliczalne.

Z powyzszego wniosku wynika negatywna odpowiedZ na pytanie a): dla zadnego
o zbidr klas réwnowaznoSci relacji ~, nie jest przeliczalny i nieskoficzony.

Whiosek. Klasy abstrakcji relacji ~, sa albo skoriczone, albo nieprzeliczalne.
Dowdd. Ten wniosek dowodzimy doktadnie tak, jak poprzedni.

Z ostatniego wniosku otrzymujemy negatywna odpowiedZ na pytanie c): dla zad-
nego a zadna klasa klasa réwnowaznosci nie jest nieskoiiczona przeliczalna.

Negatywna odpowiedZ na pytanie c) implikuje takze negatywna odpowiedZ na
pytanie b). OdpowiedZ na pytanie b) mozna tez fatwo wyprowadzi¢ z ostatniego
whniosku. |

Zadanie 533. Niech f : R —» R. Méwimy, ze x € R jest lokalnym maksimum
funkcji f, jezeli istnieje taka dodatnia liczba rzeczywista r, ze dla kazdego y € R

(x—r<y<x+rax#y = fx)>f0)

Udowodnij, ze dla kazdej funkcji f : R — R zbidr jej lokalnych maksiméw jest
przeliczalny.

Rozwiazanie. Nie nalezy ulec pokusie i probowaé udowodnié powyzsze twierdzenie
W nastepujacy, niestuszny sposéb:

Dowoad (fatszywy!). Z kazdym z maksimOéw lokalnych x zwigzujemy taki przedziat
zawierajacy x, ze dla kazdej liczby z tego przedziatu z wyjatkiem x funkcja f przyj-
muje warto$ci mniejsze niz f (x) (taki przedziat istnieje na mocy definicji). Z kazdego
takiego przedzialu wybieramy liczb¢ wymierna. ZbudowaliSmy wigc odwzorowanie
przeksztatcajace zbior maksimow funkcji w zbior liczb wymiernych, ktéry jest prze-
liczany.



146 13. Zadania egzaminacyjne z rozwigzaniami

Niestety nie zadbaliSmy o to, by odwzorowanie powyzsze bylo ré6znowartosciowe!
Jednym z warunkdw, ktéry by to zagwarantowat, jest wymaganie, by przedziaty ota-
czajace maksima byty roztaczne. Nie zawsze jednak takie przedziaty da si¢ wybraé.
Podam przyktady funkcji, dla ktérych nie mozna skonstruowac takiej rodziny parami
rozlacznych przedzialéw zawierajacych wszystkie maksima lokalne, ze w kazdym
przedziale jest najwyzej jedno maksimum.

Rozwazmy funkcje f1 : R — R zdefiniowana wzorem

(1
AG) = sin (;) , dlax #0,
2, dlax = 0.

Latwo sprawdzic, ze funkcja f1 przyjmuje maksimum lokalne dla x = 01 dla wszyst-
kichx = 5 dlak € Z.
Podobnie jest w przypadku funkcji f> zdefiniowanej wzorem

1
2f(n (1) _
Fx) = X (sm (x) 2) , dlax #0,
0, dlax =0,

ktéra dodatkowo jest ciagla, a nawet rézniczkowalna.
Wezmy teraz funkcje f : R — R przyjmujaca wartosci

l jezeli x = 77, gdzie n i m sa liczbami
) n> wzglednie pierwszymiin > 0,
fx) = 1, jezelix =0,

0, jezelix & Q.

Dla tej funkcji zbiér lokalnych maksiméw jest rowny zbiorowi liczb wymiernych.
Zauwazmy od razu wazng wlasno$¢ funkcji f: dla dowolnej dodatniej liczby k i dla
dowolnej liczby catkowitej a, funkcja f nie przyjmuje wartosci 1/k dla argumentéw
x € (a/k,(@a+1)/k).

Najpierw pokazemy, ze 3/7 jest lokalnym maksimum f. Oczywiscie, f(3/7) =
1/7. Zauwazmy, ze w przedziale (2/7,4/7) funkcja f przyjmuje wartos¢ 1/7 tylko
dlax = 3/7. Funkcja f przyjmuje tez wartosci wigksze od 1/7 i sa to wartosci 1, 1/2,
1/3, 1/4, 1/51 1/6. Ale f nie przyjmuje wartosci 1 w przedziale (0, 1), nie przyjmuje
wartosci 1/2 w przedziale (0, 1/2), nie przyjmuje wartosci 1/3 dla x € (1/3,2/3),
wartosci 1/4 dla x € (1/4,2/4), wartosci 1/5 dla x € (2/5,3/5) oraz wartosci 1/6
dla x € (2/6,3/6). Zauwazmy, ze do wszystkich wymienionych przedziatéw na-
lezy 3/7. Co wigcej, dla argumentéw nalezacych do przekroju wymienionych prze-
dzialéw (z wyjatkiem x = 3/7) funkcja f nie przyjmuje wartosci > 1/7. Przekrojem
tym jest (2/5,1/2). Dla x € (2/5,1/2) z wyjatkiem x = 3/7 funkcja f przyj-
muje wartoSci mniejsze od 1/7. Zmniejszajac ten przedzial mozna spowodowad, ze
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jego Srodkiem stanie si¢ punkt 3/7. Tak wigc 3/7 jest jednym z maksiméw lokalnych
funkcji f.

Przedstawione rozumowanie mozna powtérzy¢ dla kazdej z liczb wymiernych.
Jezeli m /n jest nieskracalnym przedstawieniem liczby wymiernej i n > 0, to definiu-
jemy

a m
akzmax{an ’— <—}.
k n

seia Ak m ai+1 T . oom a+1 .
Oczywiscie, £ < o< T Jezeli 0 < k < n, to takze o< e, gdyz przedsta-

wienie liczby wymiernej w postaci nieskracalnego utamka z dodatnim mianownikiem
jest jednoznaczne i liczba m /n nie daje si¢ przedstawi¢ w postaci [/ k.
Przyjmijmy, ze

p =max{ay,...,ay}orazqg = minf{a; + 1,...,a,—-1 + 1, a, + 2}.

Liczby p i g sa tak dobrane, ze

n—1

(ps q) = m(aksak +1)N (@n, an + 2).
k=1

Oczywiscie, m/n € (p, q). Ze wspomnianej wlasnosci funkcji f otrzymujemy, ze na
przedziale (p, ¢) nie przyjmuje ona wartosci > 1/n oraz — z wyjatkiem argumentu
m/n — nie przyjmuje wartosci 1/n. Wobec tego, na przedziatach (p, m/n)i(m/n, q)
funkcja f przyjmuje tylko wartoSci < 1/n. Aby wykazaé, ze liczba m/n speia
warunek z definicji maksimum lokalnego wystarczy zastapi¢ przedziat (p, g) mniej-
szym i symetrycznym wzgledem punktu m /n.

Mozna konstruowac jeszcze bardziej skomplikowane funkcje o interesujacych
nas wilasnoSciach. Prawdopodobnie mozna dowies¢, ze dla dowolnego przeliczalnego
zbioru X C R istnieje funkcja f : R — R, ktéra ma maksima lokalne doktadnie
w punktach nalezacych do X.

Dowdd (poprawny). Wezmy funkcje f : R — R i zdefiniujmy zbiér
M = {x € R | x jest maksimum lokalnym funkcji f}.

Aby rozwiaza¢ zadanie wystarczy dowiesé, ze M jest przeliczalny. Przeliczalno$é
zbioru M wykazemy dowodzac, ze istnieje réznowartosciowa funkcja

g:M—> Qx0.

Od funkcji g bedziemy wymagac, aby dla argumentu m € M jej wartoScia byla para
liczb wymiernych ry i r; taka, ze r; < m < r i dla wszystkich x € R spetniony jest
warunek

rp<x <rmAx#m= fx)< f(m).
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Oczywiscie, dla kazdego m € M takie liczby rj i r; istnieja. Dzigki temu, korzystajac
z przeliczalnosci produktu Q x Q mozna zdefiniowaé funkcje g przyjmujac, ze g(m)
jest pierwsza w ustalonej numeracji zbioru Q x Q parg o podanych wtasno$ciach.

Teraz wystarczy dowiesé, ze funkcja g jest r6znowarto$ciowa. Przypusémy, ze
mamy dwa rézne elementy m, mp € M takie, ze g(m;) = g(my). Jezeli g(m) =
(r1,m), tomy, my € (r1, rp) i z podanej wlasnosci g mozemy wywnioskowac dwie
nieréwnosci:

J(m2) < f(my) oraz f(my) < f(m2).

Z drugiej strony, te nieréwnosci nie moga by¢ jednoczesnie prawdziwe. Uzyskana
w ten sposéb sprzecznos¢ dowodzi réznowartosciowosci funkcji g, a to z kolei impli-
kuje przeliczalnos¢ zbioru M. ]

Zadanie 534. Pokaz, ze zbiory: liczb wymiernych ze zwyktym porzadkiem i skon-
czonych niepustych ciagéw liczb wymiernych z porzadkiem leksykograficznym ge-
nerowanym przez zwykty porzadek na liczbach wymiernych sq izomorficzne. Wsk.:
skorzystaj z wynikéw poprzednich zadar.

Rozwiazanie. W tym zadaniu nalezy skorzysta¢ z twierdzenia, ktére méwi, ze kazde
dwa przeliczalne porzadki liniowe, ktére sa geste i bez koncéw, sa izomorficzne (za-
danie 373). Aby skorzystaé z tego twierdzenia, nalezy pokazaé, ze:

1. zbidér skoniczonych, niepustych ciagdw o wyrazach wymiernych jest przeli-
czalny (zadanie 330),

2. porzadek leksykograficzny wyznaczony przez porzadek liniowy jest porzad-
kiem liniowym (zadanie 360),

3. porzadek leksykograficzny w zbiorze skoficzonych, niepustych ciagéw o wy-
razach wymiernych jest gesty,

4. oraz nie ma w nim elementu najwigkszego, ani najmniejszego.

Aby dowie$¢ gesto$¢ rozwazanego porzadku weZmy dwa skonczone, niepuste
ciagia ib liczb wymiernych odpowiednio o wyrazach ay, as, ..., a,1b1,ba, ..., by.
Zalézmy, ze ciag a jest mniejszy w sensie porzadku leksykograficznego od ciagu b.
Sa mozliwe dwa przypadki: albo n < m oraz a; = b; dla wszystkichi = 1,...,n,
albo tez dla pewnej liczby k < n, m zachodzi nieréwno$¢ ay < by i spelnione sa
rownoéci a; = b; dlai = 1,...,k — 1. Jezeli zachodzi pierwszy przypadek, to
bierzemy ciag c o wyrazach by, by, ..., by, by4+1 — 1. W drugim przypadku bierzemy
ciag ¢ o wyrazach by, by, ..., bg_1, (ak + bx)/2. Bez trudu sprawdzamy, ze w obu
przypadkach ciag c jest wigkszy w sensie porzadku leksykograficznego od ciagu a
i mniejszy od ciagu b.

Jest tez oczywiste, ze jezeli a; jest pierwszym wyrazem ciagu a, to jednoelemen-
towy ciag, ktérego wyrazem jest liczba a; + 1 jest wigkszy od a, a jednoelementowy
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ciag, ktérego wyrazem jest liczba a; — 1 jest mniejszy od a. Tak wigc w rozwazanym
porzadku leksykograficznym nie ma elementu najwigkszego, ani najmniejszego.

Zadanie 535. Niech X = {4+, a} bedzie sygnatura zawierajaca dwuargumentowy
symbol funkcji 4 i symbol stalej a. Dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej n niech
A, ={0,1,...,n — 1}, &, oznacza dodawanie modulo n, za§ a, = 0. Rozwazmy
algebry A, = (A,, ®,, a,). Udowodnij, ze jezeli k = [ - m, to istnieje homo-
morfizm & algebry A; na algebre A; (surjekcja) taki, ze |h~!({0})] = m. Podaj
przyktad takich k, I i m, dla ktérych istnieja co najmniej dwa takie homomorfi-
zmy. Ile jest takich homomorfizméw, jesli zamiast sygnatury X bedziemy rozwa-
zaé sygnature ¥’ = {+, a, b} zawierajaca dwa symbole statych a i b oraz algebry
Al = (A, @y, an, by), gdzie b, = 1?

Rozwiazanie. Reszte z dzielenia k przez [ bedg oznaczaé takze symbolem k& mod /.
Zauwazmy, ze kazdy element A jest suma pewnej liczby jedynek (daje si¢ przedsta-
wi¢ w postaci 1 @y ... Dk 1). Wobec tego 1 generuje Ax. Homomorfizm wystarczy
zdefiniowaé na zbiorze generatoréw. Przyjmijmy wigc, ze h : Ay — A; jest homo-
morfizmem i 2(1) = a. Wtedy

h(n) =h(1 @ ... & 1) =h(1) @, ... h(l) = (a-n) mod [.

n razy n razy

Fakt 199. Jezelil dzieli k, to funkcja h, : Ay — A; zdefiniowana wzorem
hg(x) = (a-x) mod [
jest homomorfizmem algebr Ay i A;.

Dowod. Zauwazmy najpierw, ze definicja funkcji h, zalezy od k i/, mimo ze wpro-
wadzone oznaczenie na to nie wskazuje. Oczywiscie, i, (0) = 0. Wystarczy wigc do-
wies¢, ze dla wszystkich x, y € Ag zachodzi rowno$¢ h, (x @k y) = ha(x) By ha (y).
Zauwazmy, 7e

a-x=p-l+hsx)oraz a-y=q -1+ hs()
dla pewnych liczb naturalnych p i q. Z tych samych powodéw zachodzi réwno$¢
x+y=r-k+(x&Yy).
Laczac podane réwnosci otrzymujemy
a-r-kt+a-(xory)=a-(x+y)=(@p+q) L+ hix)+ha(y).
Poniewaz [ dzieli k, wiec

ha(x @ y) =a - (x @ y) mod [ = (ha(x) + ha(y)) mod I = ha(x) @1 ha(y).
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Czesé 1. Korzystajac z podanego faktu mozna tatwo rozwiazac pierwsza czg$¢ zada-
nia. Wystarczy zauwazy¢, ze jezelik =1 -m,to hy : Ay — A; jest homomorfizmem

takim, ze h1(x) = xdlax =0, ...,] — 1, a wigc jest homomorfizmem algebry A
na algebre A;. Mamy takze
hl_l(O) = {x<l-m|xmodl =0} = {x <[-m|ldzielix} =

{i-1li<m} =g{ili<m})

dla funkcji g : N — N takiej, ze g(i) = i - [. Funkcja g jest oczywiScie réznowar-
toSciowa. Wobec tego zbior hl_1 (0) jest réwnoliczny ze zbiorem {i | i < m}, ktdry
oczywiscie ma m elementéw, i tez ma m elementéw.

Czes¢ 1I. Aby rozwiazaé druga cze$¢ zadania wystarczy dodatkowo zauwazyc, ze
jezeli wezmiemy k = [ = 3, to odpowiednia funkcja A, przeksztalca A3z na Aj
(ho(1) = 21 h(2) = 1) i — wobec tego — jest homomorfizmem algebry A3 na
algebre Aj3. Funkcje iy i hp sa w tym przypadku rézne, poniewaz 1 = hi(l) #
hy(1) = 2. Podobnie jest w przypadku funkcji 7y : Ag — A3 (jest to inna funkcja
niz poprzednia, mimo Ze jest tak samo oznaczana!). Mozna dowie$¢, ze dla dowolnej
wielokrotnosci k liczby /, funkcja h, przeksztalca Ay na A; wtedy i tylko wtedy, gdy
a jest wzglednie pierwsze z [.

Czes¢ 1Il. Z definicji homomorfizmu wynika, ze homomorfizmy algebry A; w al-
gebre A; sa to doktadnie homomorfizmy algebry Ay w algebre A; przeksztatcajace
1 na 1. Aby wigc odpowiedzie¢ na ostatnie pytanie wystarczy ustali¢, ile jest ho-
momorfizméw przeksztatcajacych algebra Ay na algebre A; i przeprowadzajacych
1 na 1. Pokazemy, ze jezeli [ dzieli k, to jest dokladnie jeden taki homomorfizm.
Oczywiscie, jest taki homomorfizm (jest nim /). Przypusémy, ze h tez jest takim
homomorfizmem. Wtedy

hn)y=h(1 @ ... & 1) =h() @ ...& h(1)=hi(1) & ...& h(1)=hi(n)

n razy n razy n razy

dla wszystkich n € Aj;. Wobec tego, homomorfizmy / i & sa identyczne. Bardziej
elegancki dowdd tego faktu powinien by¢ indukcyjny. ]

Zadanie 536. Niech Ag, A1, Az, ... bedzie ciagiem zbioréw takim, ze

Anp1 = (CJAi) < (U )

= =

dla wszystkich n € N. Przyjmijmy, ze

0
B = UA,'.
i=0

Pokaz, ze B x B C B.
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Rozwiazanie. Aby dowies¢ zawieranie B x B C B wystarczy z zalozenia X € Bx B
wywnioskowaé, ze X € B. Zalézmy wigc, ze X € B x B. Elementami iloczynu
kartezjafskiego B x B sa pary uporzadkowane o wspdtrzednych nalezacych do B.
Przypusémy, ze X jest para uporzadkowana (a, b) o wspétrzednych a, b € B, czyli
X = (a, b). Zbiér B jest suma mnogosciowa wyrazéw ciagu Ag, A1, Az, ... Wobec
tego, elementy a i b naleza do pewnych sktadnikow tej sumy. Przyjmijmy, zea € A,
oraz b € A, dla pewnych liczb p, g € N. Stad oczywiscie wynika, ze

max{p,q}
a, be U Ai.
i=0

Latwo zauwazy¢, ze

max{p,q} max{p,q}
X ={(a,b) e U Aj ] x U Ai | = Amax(p,q)+1-
i=0 i=0

Zbiér Amax(p,q)+1 jest jednym ze sktadnikéw sumy réwnej B. Poniewaz

X e Amax{p,q}—}—l,
wiec takze X € B.

Zadanie 537. Rozwazmy formuty zdaniowe ¢, w ktérych wystepuja jedynie spdj-
niki réwnowaznosci i negacji. Niech ¢~ oznacza formule, ktéra otrzymujemy usu-
wajac z ¢ wszystkie znaki negacji. Udowodnij, ze

1. jezeli symbol negacji wystgpuje w ¢ parzysta liczbg razy, to ¢ <& ¢~ jest

tautologia,
2. jezeli symbol negacji wystepuje w ¢ nieparzysta liczbg razy, to ¢ & —¢~ jest
tautologia.
Zauwaz, 7e operacja ~ ma nastgpujace wlasnosci: (—¢)” = ¢~ oraz (¢ © w)T =
P,

Przypomnijmy, ze formuty zdaniowe ¢ i y sa rownowazne wtedy i tylko wtedy,
gdy formuta ¢ < y jest tautologia. Napis ¢ = y oznacza, ze formuly ¢ i v sa
rownowazne. Bedziemy korzystac z nastgpujacych znanych i tatwych do wykazania
wtlasnosci:

1. formuty =—¢ i ¢ sa réwnowazne,

2. kazde dwie z formut (—¢) & v, =(¢ © )i ¢ < (—y) sa réwnowazne,

3. formuly (—¢) & (—y)i¢ < w saréwnowazne.
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Niech F oznacza zbidr wszystkich formut zdaniowych, w ktérych nie wystepuja
spdjniki rézne od negacji i réwnowaznosci. Przyjmijmy tez, ze symbol F,, oznacza
zbi6r tych formut nalezacych do F, w ktérych wystepuje najwyzej n spojnikow.

Rozwiazanie (najbardziej naturalne). Pokazemy przez indukcje ze wzgledu na n,
ze dla kazdej liczby naturalnej # i dla kazdej formuly ¢ € F,, zachodza nastgpujace
implikacje:

1. jezeli w formule ¢ negacja wystgpuje na parzystej liczbie miejsc, to formuta
¢ & ¢~ jest tautologia,

2. jezeli w formule ¢ negacja wystgpuje na nieparzystej liczbie miejsc, to formuta
¢ & —¢~ jest tautologia.

Z tego pozornie bardziej ogdlnego faktu bez trudu mozna wywnioskowaé tezg roz-
wiazywanego zadania.

Pierwsza czes¢ dowodu indukcyjnego. Jezelin = 0, to F,, = Fo jest zbiorem
zmiennych zdaniowych. Wobec tego, dla formut ¢ € F( zachodzi réwnos¢ ¢ = ¢~
Pierwsza z dowodzonych implikacji jest konsekwencja tego, ze formuly postaci p <
p sa tautologiami. Druga zachodzi, poniewaz jej poprzednik jest fatszywy.

Druga czes¢ dowodu indukcyjnego. Zaktadamy, ze formuty ze zbioru F, maja
obie podane wlasnosci i bierzemy formute ¢ € F,41. Mozemy dodatkowo zalozyc,
ze ¢ € F, (dlaformul z 7, teza zachodzi na mocy zatozenia indukcyjnego). Oczywi-
Scie, wszystkie formuty ze zbioru F sa negacjami, rtéwnowaznoS$ciami lub zmiennymi
i formuta ¢ nie jest zmienng (w przeciwnym razie nalezataby do Fo C F).

Przypadek 1: formula ¢ jest negacja. Przyjmijmy, ze ¢ = —y. W tym przypadku,
¢~ = w~. Oczywiscie, formula y € F, i dla formuly y mozemy skorzystaé z za-
lozenia indukcyjnego. W zaleznoSci od liczby wystapien negacji w formule v, tauto-
logia jest albo formuta v < y~ (gdy negacja wystgpuje w ¢ parzysta liczbe razy),
albo formuta y < —w ™ (w przeciwnym przypadku).

Jezeli w formule ¢ negacja wystepuje na parzystej liczbie pozycji, to w formule
w wystepuje na nieparzystej i tautologia jest formuta y < (—w ™). Tautologia jest
takze formuta (—y) & w~, ktoéra jest rowna formule ¢ < ¢~

Jezeli w formule ¢ negacja wystgpuje w nieparzystej liczbie miejsc, to w formule
w wystepuje w parzystej i formuta y < y~ jest tautologia. Wtedy takze tautologia
jest formuta (—y) < (—y ™) identyczna z formuta ¢ < (—¢7).
Przypadek 2: formula ¢ jest rtOwnowaznoscia. Przyjmijmy, ze ¢ = y1 < yp dla
pewnych formut y1, y2 € F,. Tym razem zachodzi wzér ¢~ = w,; < y, . Dalej
powinni$my rozwazaé cztery przypadki.
Przypadek 2.1: negacja wystgpuje w ¢ nieparzysta, a w | parzysta liczbe razy.
W tym przypadku negacja wystepuje w > nieparzysta liczbe razy. Dla formut v 1 w»
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mozemy skorzysta¢ z zatozenia indukcyjnego. Wobec tego, formuly w1 i y|” sa réw-
nowazne, a takze réwnowazne sa 2 i —y, . Wobec tego formula ¢ = w1 & > jest
réwnowazna z | < =y, . Korzystajac z wlasnosci 2), Formuta ¢ jest rownowazna
2=y yy)=—¢".
Przypadek 2.2: negacja wystgpuje w ¢ 1 w; nieparzysta liczbe razy. W tym i ko-
lejnych przypadkach przeprowadzamy rozumowanie podobne do wyzej przedstawio-
nego.

Aby zakoficzy¢ rozwiazanie, powinniSmy jeszcze rozwazy¢ nastepujace przy-
padki:

Przypadek 2.3: negacja wystgpuje w ¢ parzysta, a w | nieparzysta liczbe razy.
Przypadek 2.4: negacja wystgpuje w ¢ i y parzysta liczbe razy.

Rozwiazanie (sugerowane przez jedna z prac egzaminacyjnych).  Przypusémy,
ze mamy dang formule ¢ € F i warto$ciowanie & (zmiennych wystepujacych w tej
formule). Symbolem ¢[h] oznaczamy wartos$¢ logiczna formuly ¢ przy wartosciowa-
niu /. Dla danego warto$ciowania, indeksem ij, (¢) formuly ¢ nazywamy sumeg liczby
negacji wystgpujacych w ¢ i liczby wystapien w ¢ zmiennych fatszywych przy war-
toSciowaniu /. Na przyktad, jezeli h(p) = 1, h(g) = Ooraz ¢ = (¢ & p) &
—(q & (=g © p)), toin(p) =5.

Lemat 200. Przypusémy, ze mamy formule ¢ € F i wartoSciowanie & zmiennych tej
formuly. Formuta ¢ jest spetniona przy warto§ciowaniu 4 wtedy i tylko wtedy, gdy
in(¢) jest liczba parzysta.

Dowod. Dowdd tego lematu pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Wniosek. Formuta ¢ € F jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy wystgpuje w niej
parzysta liczba negacji i kazda zmienna zdaniowa wystgpuje parzysta liczbg razy.

Dowod. Wezmy formule ¢ € F i najpierw zalézmy, ze jest tautologia. Formuta
¢ jest wigc spetniona dla kazdego wartoSciowania. Niech & warto§ciowaniem, ktére
wszystkim zmiennym z formuty ¢ przyporzadkowuje 1 (prawdge). Dla tego wartoscio-
wania indeks iy, (¢) jest liczba negacji wystepujacych w ¢. Na podstawie powyzszego
lematu indeks ten jest liczba parzysta.

Aby pokazaé, ze zmienna p wystepuje w ¢ parzysta liczbg razy weZmy warto-
Sciowanie A p, ktére zmiennej p przyporzadkowuje O (falsz), a pozostalym zmiennym
— 1 (prawde). Dla tego wartosciowania indeks i5 , (¢) jest liczba parzysta i jest rowny
sumie liczb wystapien w ¢ negacji i wystapien zmiennej p. Odejmujac od indeksu
liczbe wystapien negacji otrzymujemy liczbg wystapient zmiennej p. Liczba ta, jako
r6znica dwoch liczb parzystych jest parzysta.

Aby dowies¢ implikacje przeciwng do udowodnionej, wystarczy zauwazycC, ze
jezeli w formule ¢ negacja i kazda zmienna wystgpuje parzysta liczbe razy, to dla
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dowolnego warto$ciowania indeks tej formuty jest liczba parzysta. W tej sytuacji,
z powyzszego lematu wynika, ze formula ¢ jest spetniona dla dowolnego wartos$cio-
wania. [

Korzystajac z podanego wniosku bez trudu mozemy sprawdzi¢, czy formuly ta-
kie, jak ¢ < ¢~ lub ¢ < —¢~ sa tautologiami.

Rozwiazanie (tez sugerowane). Z lematu podanego w poprzednim rozwigzaniu wy-
nika nastgpujacy, oczywisty wniosek:

Whiosek. Przypusémy, ze formule y otrzymujemy wymazujac w formule ¢ € F
jeden znak negacji. Wtedy, dla dowolnego warto§ciowania s wartosci logiczne ¢[h]
i y[h] sa rézne. [

WezZmy teraz formule ¢ € F i wymazujmy w niej kolejno symbole negacji tak
dlugo, az wymazemy wszystkie. Przypusémy, ze w ten sposéb otrzymujemy ciag
formut

b =¢o,01,...,Pn.

Oczywiscie, ¢, = ¢~ i n jest liczba znakdw negacji wystgpujacych w ¢. Z powyz-
szego wniosku wynika, ze dla dowolnego warto$ciowania i ciag wartosci logicznych

¢lhl = golh], g1lhl, ..., ¢alh] = ¢~ [h]

zawiera na przemian O i 1. Stad wynika, ze jezeli n jest liczbg parzysta, to ¢p[h] =
¢~ [h] dla dowolnego warto§ciowania i. Podobnie, jezeli n jest liczba nieparzysta, to
¢[h] # ¢~ [h] dla dowolnego wartoSciowania h. Teraz teza zadania jest juz oczywi-
sta.

Rozwiazanie (jeszcze inna wersja). To rozwigzanie tez rozpoczniemy od wykaza-
nia pomocniczego lematu.

Lemat 201. Jezeli w formule ¢ € F wystepuje doktadnie jeden symbol negacji, to
formuta ¢ < —¢~ jest tautologia.

Dowaod. Lemat ten udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na liczbe spdjnikéw wy-
stepujacych w F. Dla formut ¢ € Fy jest on oczywisty, gdyz dla takich formut nie
jest spelnione zatozenie lematu.

Przypus$émy, ze lemat zachodzi dla formut ze zbioru F,, i weZmy formute ¢ €
Fn+1. Sa mozliwe dwa przypadki.

Przypadek 1: formuta ¢ jest negacja. Jezeli ¢ = —y, to ¢~ = y~ i dodatkowo
— na podstawie zatozenia — w formule y nie wystepuje negacja, a wigc ¥~ = y.
Nietrudno zauwazy¢, ze w tym przypadku w formule ¢ < —¢~ po obu stronach
réwnowazos$ci znajduje si¢ to samo.
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Przypadek 2: formula ¢ jest rtéwnowaznoscia. Jezeli ¢ = y; & w7 1 negacja wy-
stepuje w ¢ w dokladnie jednym miejscu, to wystepuje w doktadnie jednym miejscu
doktadnie jednej z formut w; lub y,. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze negacja
wystepuje w 1.

Z zatozenia indukcyjnego wynika, ze formuly y; i =y sa réwnowazne. Jest
oczywiste, ze w, = y». Na podstawie wlasnosci 2) podanej na poczatku mamy, ze
formuta —=¢~, czyli =(w; & w, ), jest rtéwnowazna formule (—y; ) < y, ,ata
z kolei — na podstawie zatozenia indukcyjnego — jest rtéwnowazna y| < w, , czyli
formule ¢. ]

Zatézmy, ze w formule ¢ jest symbol negacji i ten symbol poprzedza formute 6.
Przyjmijmy, ze jezeli wymazemy w ¢ t¢ negacj¢ wraz z formula 6 i w to miejsce
wstawimy nowa zmienng zdaniowa ¢, to otrzymamy formule . Nietrudno zauwa-
zy¢, ze jezeli teraz w formule y zastagpimy zmienng ¢ formuta —d to otrzymamy
formute y (—9) identyczng z wyjsciowa formula ¢.

W formutach v i J wystgpuje mniej spdjnikéw, niz w ¢. Z zatozenia indukcyj-
nego otrzymujemy, ze zaleznie od przypadku, formuly w < —w ™ oraz d & =~ lub
podobne formuly bez negacji sa tautologiami. Dalej korzystamy z dwéch faktéw: za-
stepujac w formutach réwnowaznych (lub w tautologii) pewna zmienng zdaniowa
dowolng formuta otrzymujemy formuty réwnowazne (lub odpowiednio: otrzymu-
jemy tautologi¢) oraz zastgpujac w dowolnej formule pewien jej fragment formuta
réwnowazng otrzymujemy formule réwnowazna. Na przyklad, jezeli w formule ¢
wystepuje nieparzysta liczba sp6jnikoéw negacji oraz spdjniki te podzielity sig tak, ze
podane wyzej formuly sa tautologiami, to nastgpujace formuty sa rownowazne:

¢ = y(=0), =y~ (=0), ~y~(07) = —¢~.
Sformulowany wyzej lemat przydaje si¢ w innych przypadkach.

Zadanie 538. Czy prawdziwe jest zdanie: ,,Dla dowolnych zbioréw A i B, jesli A x
BCBxAtoA=0VvB=0VvA=B"?

Rozwiazanie. Tak, zdanie powyzsze jest prawdziwe dla dowolnych zbioréw A i B.
Istotnie, przypusémy, ze A x B C B x Aoraz A # @i B # . Pokazemy, ze
A = B. Skoro A # @, to istnieje pewien element ayp € A. Dla dowolnego b € B
mamy wéwczas (ag,b) € A x B. Skoro A x B C B x A, to (ap,b) € B x A.
Zatem b € A. Poniewaz w powyzszym rozumowaniu b jest dowolne, wigc B C A.
Analogicznie skoro B # , to istnieje pewien element by € B. Dla dowolnegoa € A
jest wtedy (a, bg) € Ax B.Skoro Ax B C Bx A,to{(a,by) € Bx A.Zatema € B.
Pokazalismy wigc, ze A C B. Skoro B C Aoraz A C B,to A = B.

Zadanie 539. Pokaz,ze A\ (B\(C\ D)) =(A\B)U((ANC)\ D) dla dowolnych
zbiorow A, B, Ci D.
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Rozwiazanie. Zauwazmy, ze rownowazne s3 kazde dwie z nizej podanych formut:

x e A\(B\(C\ D)),

—

2. xeEAAN-(xe BA-(x e CAx¢&D)),

3.xeAANxE€BV(xeCAx¢gD)),

4. xeAAxE€B)V(xeAAN(xeCAx¢&D)),

5. xeAAxg€B)V((xeAAxeC)Ax ¢&D),

6. x e (A\B)U((ANC)\ D).
Réwnowaznos$¢ dwoch pierwszych formut wynika z definicji dziatan mnogoscio-
wych, drugiej i trzeciej — z prawa de Morgana i prawa podwdjnej negacji, dwoch
kolejnych — z prawa rozdzielno$ci koniunkcji wzgledem alternatywy, nastgpnej pary

— z prawa lacznosci dla koniunkcji, a dwéch ostatnich — znowu z definicji dziatan
mnogo$ciowych. W ten sposéb, dla dowolnego x dowiedliSmy réwnowazno$¢

xe A\(B\(C\D)) © xe(A\B)U{(ANC)\ D).
Oznacza to, ze
Vx (x€e AN\(B\(C\D)) & xe(A\B)U((ANC)\ D)).
W tej sytuacji réwnosé
A\ (B\(C\ D)) =(A\B)U((ANC)\ D))

wynika z zasady ekstensjonalnosci.

Przedstawione rozwiazanie zawiera elementy sformalizowanego rachunku logicz-
nego. Czytajac takie rozwigzanie nie wiadomo, czy osoba, ktdra je przedstawita ro-
zumie, co robi, czy tez nauczyla si¢ tylko mechanicznie wykonywaé dziwne i niezro-
zumiale przeksztalcenia. Co wigcej, takie rozwiazania sa mozliwe tylko w prostych
przypadkach, a zadar bardziej interesujacych nie mozna rozwiaza¢ w ten sposob. Nie
polecatbym tej metody ze wzgledéw dydaktycznych, mimo ze jej zaleta jest czytel-
no$é. Zauwazmy takze, ze czytajac podreczniki wyjatkowo spotykamy si¢ z takimi
rozumowaniami. Réwniez przekonujac siebie i kolegéw o stusznosci réznych stwier-
dzeri zwykle robimy to w inny sposéb.

Rozwiazanie. Udowodnig¢ teraz dwa zawierania
A\ (B\(C\ D)) C(A\B)U((ANC)\ D))

oraz
(A\B)U((ANC)\ D)) S A\ (B\ (C\ D))

nie korzystajac z formalnego rachunku logicznego (a wigc tak naprawde znowu sko-
rzystam z zasady ekstensjonalnosci).
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Dowdd (pierwszego zawierania). Wezmy dowolny x € A\ (B \ (C \ D)). Nietrudno
zauwazy¢, ze elementy zbioru A \ B naleza do (A\ B)U((ANC)\ D)). Wobec tego,
dalej wystarczy rozwazac tylko te elementy x, ktére nie naleza do A \ B.

Element x nalezacy do A \ (B \ (C \ D)) nalezy réwniez do zbioru A. Jezeli nie
nalezy do A \ B, to nalezy do B. Wiemy tez, ze x ¢ B\ (C \ D). Jezeli x nalezacy
do B nie znalazt si¢ w tej roznicy, to nalezy do C \ D. OtrzymaliSmy wigc, ze x € A,
x € C oraz x ¢ D. Teraz tatwo sprawdzié, ze x nalezy do drugiego sktadnika sumy
(A\ B)U((ANC)\ D)). To koniczy dowdd pierwszej inkluzji.

Dowdd (drugiego zawierania). Aby dowies¢ drugg inkluzje, weZzmy x € (A \ B) U
((AN )\ D). Sa dwa rodzaje takich elementéw x. Taki x moze naleze¢ do A \ B.
Wtedy x € A oraz x ¢ B. Warunkiem nalezenia do B \ (C \ D) jest migdzy innymi
nalezenie do B. Wobec tego, x ¢ B \ (C \ D). Poniewaz x € A, wigc takze x €
A\ (B\(C\D)).

Powinni$my si¢ jeszcze zajaé elementami x € (A N C) \ D. Te elementy naleza
do Aido C\ D. Elementy zbioru C \ D zostaly usunigte ze zbioru B \ (C \ D),
wigc x & B\ (C\ D). Oznacza to ze x spetnia oba warunki wymagane od elementéw
A\ (B\(C\D)),czylix € A\ (B\(C\D)). Udowodnili§my wigc drugie zawieranie
i tym samym dowiedliSmy, ze

AN (B\(C\ D)) =(A\B)U(ANC)\ D)).

Rozwiazanie. Zamiast wyprowadza¢ rownos$¢ z zadania bezposrednio z definicji
dziatai mnogos$ciowych mozna skorzysta¢ z wlasnosci tych dziatan. Takie rozwia-
zanie moze by¢ oparte na nastgpujacym rachunku:

A\(B\ (C\D))=AN(BN(CND)) =AN(B°U(CND°)) =

=(ANBYUMANCNDY)=(A\B)U((ANC)\ D).

W powyzszych wzorach ¢ oznacza operacj¢ dopetnienia. Pierwsza réwnos¢ wynika
ze zwiazku migdzy réznica i dopetnieniem, czyli z wzoru X \ ¥ = X N Y¢ zastoso-
wanego trzy razy. Druga réwnos¢ jest konsekwencja prawa de Morgana (X N Y)“ =
X¢ U Y¢. Trzecia wynika z prawa rozdzielnosSci przekroju wzgledem sumy mnogo-
Sciowej. Ostatnia jest konsekwencja zwiazku migedzy réznica a dopelnieniem oraz
facznosci przekroju.

Przedstawione rozwiazanie moze by¢ niezrozumiate dla oséb, ktére nie styszaty
o dopetieniu. Jest to bardzo naturalne dziatanie mnogosciowe, jezeli rozwazamy
podzbiory ustalonego zbioru zwanego wtedy przestrzenia. Z pewna ostroznoscia moze
by¢ wykorzystywane w kazdej sytuacji.

Jezeli P jest przestrzenia, to dopetnieniem zbioru X C P nazywamy réznicg P\ X
i oznaczamy ja symbolem X¢. Zauwazmy, zZe dopetnienie to jest wtasciwie dopet-
nienie do ustalonego zbioru (w tym przypadku P) i mozna dopetniaé¢ do réznych
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zbioréw. Zauwazmy réwniez, ze dla tak zdefiniowanego dopelnienia i dla X C P
zachodzi wzor
X\Y=XnNnP\Y)=XnY"

oraz podane wyzej prawo de Morgana.

Z tresci zadania nie wynika, ze zbiory A, B, C i D sa zawarte w jakiej$ naturalnej
przestrzeni. Zawsze jednak mozemy przyjaé, ze P = AUBUCUD (lub P =
A U B U C). Taka definicja P gwarantuje prawdziwos¢ wzoru X \ ¥ = X N Y¢
w wymaganym zakresie.

Rozwiazanie. Zadanie to mozna takze rozwigza¢ sprawdzajac podang rownos¢ dla
konkretnych zbioréw. Sprébuje uzasadni¢ poprawnos¢ tej metody nie zachowujac
petnej ogélnosci. Bedziemy teraz doktadnie analizowaé pierwsze z rozwiazan. Naj-
pierw wprowadzmy kilka oznaczen. Niech

Lapcp = A\ (B\ (C\ D))oraz Pagpcp = (A\B)U((ANC)\ D).

Bedziemy tez rozwazaé zmienne zdaniowe a, b, c i d (odpowiadaja one zbiorom lub
zmiennym A, B, C i D), a takze formuty zdaniowe z tymi zmiennymi oraz warto-
Sciowania tak.lch.formul. Przyjmijmy, ze I’y 5~ p 0zZnacza wartosciowanie zmiennych
a, b, c1d takie, ze
X
hypepl@) =T & x €A

i spetniajace analogiczne warunki dla pozostalych zmiennych, a H4pcp oznacza
zbidr wszystkich takich wartosciowan. Symbolem /% 5 -, (¢) bedg oznaczac wartos¢
logiczna formuty ¢ przy wartoSciowaniu /% g~ py.

Zauwazmy, ze w rozwiazaniu 1 zostaty skonstruowane dwie formuty zdaniowe ¢
iy takie, ze

VA, B, C, D Vx (x € LABCD (=1 hféBCD(¢) = T)

oraz
VA,B,C,D Vx (x € Pagpcp & thBCD(V/) =T).

Formuly te nie zaleza od zbioréw A, B, C i D, a jedynie od wyrazen wystepujacych
po obu stronach réwnosci, np. formuta ¢ jest rtéwna a A—(b A—(c A—d)) bez wzglgdu
na to, co oznaczaja symbole A, B, Ci D.
Z podanych wtasnos$ci wynika, ze
VA,B,C,D (Vx (x € Lapcp <& X € Papcp) &
& Vx (h),CABCD(¢) =Ts h);XBCD(W) =T))

oraz

VA,B,C,D (Lapcp = Papcp & Vhe Hapcp h(¢p & w)=T). (2)
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Twierdzenie 202. Jezeli A’, B', C' i D’ sa jakimikolwiek zbiorami dla kt6rych zbidr
Hy prerpr zawiera wszystkie mozliwe warto$ciowania, oraz zachodzi réwnosé

LA/Blc/D/ — PA/B/C/D/

to
VA, B,C,D Lagcp = PaBcp

(a wigc jezeli réwnos¢ L = P zachodzi dla jednej (specyficznej) czworki zbioréw, to
zachodzi dla wszystkich mozliwych czwoérek).

Dowdd. Aby dowiesé podane twierdzenie skorzystamy z wiasnosci (2) dla A = A/,
B=B,C=C'i D= D'.W ten sposéb otrzymujemy, ze

Lapcop =Paupcop < Yhe Hypep h(p & w)=T.

Na mocy zatozenia o zbiorze H 4/ p/c’p prawa strona tej rtéwnowaznosci stwierdza, ze
formuta ¢ & w jest tautologia. Zaktadamy ponadto lewa strong tej rOwnowaznosci.
Stad otrzymujemy, ze formuta ¢ < w jest tautologia.

Wezmy cztery dowolne zbiory A, B, C i D. Chcemy teraz z wlasnosci (2) wy-
wnioskowaé, ze Lspcp = Papcp. Aby to zrobié, wystarczy wykazaé, ze

Vh € Hapcp h(¢p < w)=T.

Fakt ten jest oczywista konsekwencja tego, ze ¢ < y jest tautologia (tautologi¢
sq spetnione dla wszystkich wartoSciowan, a wigc takze dla warto$ciowan ze zbioru
Hapcp).- U

Aby wykorzystaé to twierdzenie trzeba jeszcze skonstruowaé zbiory A’, B’, C’
i D’ takie, ze zbiér Hp/ pgc/p zawiera wszystkie mozliwe warto§ciowania zmien-
nych zdaniowych a, b ¢ i d. WeZmy dowolne wartoSciowanie & tych zmiennych. Dla
tego warto§ciowania wybieramy (dowolnie) pewien element x;. Z wybranych w ten
sposéb elementow konstruujemy potrzebne nam zbiory w nastgpujacy sposéb: xp
uznajemy za element zbioru A’ wtedy i tyko wtedy, gdy h(a) = T. Analogicznie
definiujemy pozostate zbiory.

Dla zdefiniowanych w ten sposéb zbioréw sprawdzamy dowodzona réwnosc. Je-
zeli réwnos¢ ta zachodzi, to z wykazanego twierdzenia otrzymujemy, ze zachodzi dla
wszystkich mozliwych zbioréw.

Zadanie 540. Rodzina zbioréw {X,}7° , jest zstepujqca, jezeli X,41 C X, dla kaz-
dego n e N. Ciag liczb naturalnych (a,);2, jest rosnqcy, jezeli a, < an+1 dla kaz-
dego n € N. Niech (ay),;2, bedzie rosnacym ciagiem liczb naturalnych, a {X,}2,
— zstepujaca rodzing zbioréw. Udowodnij, ze

o0 o
() X0 =) Xa,-
n=0 n=0
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Rozwiazanie.
Lemat 203. Jezeli ciag (an),eN jest rosnacy, to a, > n dla kazegon € N.

Dowdd. Przez indukcje wzgledem n. Skoro ap € N, to ap > 0. Przypusémy, ze
ap > n. Skoro ciag jest rosnacy, to a,+1 > a, > n.Zatema,+1 > n + 1.

Lemat 204. Jezelirodzina { X, }, <N jest zstgpujaca, to X,, C X,, dlawszelkichn, m €
N takich, ze m < n.

Dowaod. Przez indukcje wzgledem n. Jezeli m < 0, to m = 0, wigc Xg C X,,.
Przypusémy, ze X,, C X,, dla m > n. Skoro rodzina jest zstgpujaca, to X,4+; C
X, C X,, dlam > n. Poniewaz nadto X,,11 C X, dlam =n+1,t0 X,,41 C X,
dla dowolnegom < n + 1.

Na mocy zasady ekstensjonalnosci wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego x spetniona

jest réwnowaznos¢é
X € ﬂXn S x e ﬂXam.
neN meN

Z definicji przekroju rodziny zbioréw oznacza to, ze dla dowolnego x zachodzi
VneNx € X, & VmeNx e X,,.

Aby wykazaé zadana w zadaniu réwnowazno$¢, uzasadnimy osobno dwie implikacje.

»=" Wiemy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi x € X,,. Dla kazdego m
liczba ay, jest liczba naturalna, zatem x € X, .

»&" Przypusémy, ze x € X,, dladowolnego m. Niech n € N. Z lematu 203 wiemy,
7e a, > n.Z zalozenia wynika, ze x € X,. Z lematu 204 wnioskujemy, ze
X4, © Xp. Zatem x € X,,.

Rozwiazanie. Nie jest to rozwigzanie najprostsze, ale zawiera pomyst, ktéry po-
zwala na odejScie od bardzo formalnego rachunku logicznego. Aby uprosci¢ wzory
uzupetniamy dany ciag liczb naturalnych o wyraz a_; = —1. Tak uzupelniony ciag
jest nadal rosnacy i kazda liczba naturalna jest wigksza od pierwszego wyrazu tego
ciagu (czyli od wyrazu o numerze —1).

Gtowna cze$¢ rozwigzania wynika z nastgpujacych wzoréw:

(e¢]

-0 N Xo = [ X

k=0n=ap_1+1

ﬁjg

Dalej wystarczy uzasadni¢ réwnosci z tego wzoru.
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Oczywiscie, zaczynamy od dowodu pierwszej rownosci. R6wnos$¢ ta zachodzi,
poniewaz po obu stronach réwnosci mamy wlasciwie przekroje tej samej rodziny
zbioréw. Aby bardziej formalnie wykazaé zawieranie

[e'e] ay
X, ¢ () [ X

0 k=0n=ay_1+1

DL

n

wezmy dowolny element x € ()72, X,. Wystarczy wykazaé, ze x € X, dla do-
wolnych liczb k € N oraz n € N takich, ze ar—1 < n < ay. Jest to bezposrednia
konsekwencja wyboru elementu x.

Odwrotne zawieranie wynika z faktu, ze kazda liczba naturalna znajduje si¢ mig-
dzy dwoma, kolejnymi wyrazami ciagu {a,},~ . a dokfadniej

VineNTkeNa_; <n <a.

Jezeli trzeba to udowodnic, to warto postuzy¢ si¢ zasada indukcji.
Aby dowies¢ to drugie zawieranie, bierzemy x € (7o (e i +1 Xn 1 dowolng
liczbe n € N. Bedziemy uzasadniaé, ze x € X,,. Dla liczby n znajdujemy k € N takie,
7e ar—1 < n < ax.Z zatozonej wlasnoSci x wynika najpierw, ze x € ﬂflk:ak_IH X,
a nastepnie, ze x € X,,. W ten sposdb pierwsza réwnos¢ zostala udowodniona.
Druga réwno$¢ jest konsekwencja zstgpowania rodziny {X,};2 . Przekrdj skori-
czenie wielu zbioréw poréwnywalnych w sensie inkluzji jest najmniejszym z tych

zbioréw, czyli
ag
() Xn=Xg 41N Xo 120N Xy = Xoy.
n=ay_1+1

Oznacza to, ze przekroje po obu stronach drugiej rownosci sa przekrojami tego sa-
mego ciggu zbiordéw, a wigc sa rowne. Troche doktadniejsze uzasadnienie powyzszej
réwnosci moze korzystaé z zasady indukcji i wzoréw

q+1 q
()Xo = () Xa) N Xg1 =Xy N Xgp1 = Xgq1.
n=p n=p

Zadanie 541. Niech A bedzie n-elementowym zbiorem uporzadkowanym liniowo
relacja <, gdzie n > 5. Na zbiorze A2 definiujemy relacje < w nastgpujacy sposGb:

(a1,a2) 2 (b1, b2) & (ar=biAax=b) V(a1 <biAay <b),
gdzie a < b oznacza,zea < bia # b.

Wsréd ponizszych zdan wskaz zdania prawdziwe.
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1. Porzadek < jest regularny.
2. W (A2, <) istnieje element najmniejszy.

3. Liczba elementéw maksymalnych w A% wzgledem porzadku < wynosi

on
n—1
V2n—1]
2n — 1
2n +1

4. Liczba elementéw zbioru A2, ktére sa jednoczesnie minimalne i maksymalne
wzgledem porzadku < wynosi

e n—1
o 1
e 0
e n—+1
o 2

5. Liczba elementéw minimalnych w A% wzgledem porzadku < wynosi

n

W2n —1]
n+1

2n —1

on2

6. W (A2, <) istnieje taicuch dtugosci

n
lWV2n —1]
[n/2]
n+1

o 2

Rozwiazanie. Ponizszy rysunek przedstawia kwadrat kartezjaniski zbioru
A={1,2,3,4,5}

i pozwala opisa¢ relacje <. Rézne pary z A% sa w relacji <, jezeli mozna na tym
rysunku poprowadzi¢ strzatke od pierwszej (mniejszej) pary do drugiej (wigkszej)
i strzatka ta jest nachylona do prostej poziomej pod katem przynajmniej takim, jak
prosta a, i najwyzej takim, jak prosta b.
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Strzatki znajdujace si¢ na rysunku §wiadcza o tym, ze (2,2) < (5,4) oraz (3, 1) <
(4, 3). Analizujac rysunek fatwo ustali¢ elementy minimalne w A2. Sa to pary, w kt6-
rych nie moze konczy¢ si¢ zadna strzatka, a wigc pary postaci (1, i) oraz (i, 1) dla
i=1,2,3,4,5. Widaé tez, ze elementami maksymalnymi sa pary postaci (5, i) oraz
(i,5) dlai = 1,2,3,4,5. Mozna takze przekonac sig, ze najdtuzszy tancuch w A?
ma postac
1,1)<2,2)<(3,3) < 4,4 <(5,5).

Spostrzezenia te tatwo uogdélnia si¢ i pozwala to rozwiazaé zadanie 6.

Niech A oznacza teraz dowolny n elementowy (n > 5) zbidr liniowo uporzad-
kowany. Przyjmijmy, ze m oznacza najmniejszy element zbioru A, a M — element
najwigkszy. Oczywiscie, m # M.

Czesé 3. Przypusémy, ze (x,y) € A% oraz x,y # m. Wtedy (m, m) < (x,y).
Oznacza to, ze pary (x,y) takie, ze x, y # m nie s3 elementami minimalnymi.
To spostrzezenie mozna tez wyrazi¢ stwierdzajac, ze zbiér elementéw minimalnych
w A2 zawiera si¢ w zbiorze

X ={(m,x)e A’>:x e A}U{(x,m) € A® : x € A}.

Latwo dowodzi sie, ze X jest zbiorem wszystkich elementéw minimalnych w A2,
a wiec ze kazda nalezaca do niego para jest elementem minimalnym. Na przyktad,
dla kazdego x € A para (m, x) jest elementem minimalnym. W przeciwnym razie
musiataby istnie¢ inna para (a, b) taka, ze (a, b) < (m, x). Wtedy zachodzitaby nie-
rownos$¢ a < m przeczaca definicji m.
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Teraz tatwo wustali¢ liczbg elementéw minimalmych. Przekrdj zbioréw
{(m,x) € A> : x € A} oraz {(x,m) € A% : x € A} jest téwny {(m, m)}. Zbiory
te sa n elementowe, poniewaz sa réwnoliczne z A. Na przyktad, funkcja f : A —
{(m,x) € A? : x € A} zdefiniowana réwnoscia f(x) = (m, x) jest bijekcja. Tak
wiec liczba elementéw minimalnych w A2 jest réwna

1X| = |{(m, x) € A% : x € A} + [{(x,m) € A% : x € A}| — |{(m, m)}| = 2n — 1.

Czes¢ 4. Podobnie, jak w przypadku elementéw minimalnych, zbiér elementéw
maksymalnych jest réwny

Y ={(M,x)e A> :x € A}U{(x,M) e A>: x € A}

ima2n — 1 elementéw. Wszystkie potrzebne fakty dowodzimy analogicznie.

Czes¢ 2. Dla kazdego zbioru A o przynajmniej dwéch elementach, w zbiorze A2
bez trudu znajdujemy trzy elementy minimalne: (M, m), (m, m) oraz (m, M). Jezeli
w jakim$ zbiorze uporzadkowanym sa dwa elementy minimalne, to nie ma w nim
elementu najmniejszego. Przypusémy, ze jednak jest element najmniejszy i jest nim
para (a, b). Wtedy zachodza nier6wnosci (a, b) < (m, M) oraz (a,b) =< (m,m).
Poniewaz pary (m, M) i (m,m) sa rézne, wigc przynajmniej w jednym przypadku
mamy nieréwno$¢ ostra. Jezeli (a,b) < (m, M), to a < m. Przeczy to definicji
m. Podobnie w drugim przypadku. Otrzymana sprzeczno$¢ Swiadczy o nieistnieniu
w zbiorze A2 elementu najmniejszego.

Czes¢ 6. Zbidr elementéw A2, ktére sa jednocze$nie minimalne i maksymalne, to
przekréj X NY. Obliczymy ten zbiér. Zauwazmy, ze przekrdj pierwszych sktadnikéw
7 przedstawien zbioréw X i Y jest pusty (nalezace do nich pary r6znig si¢ pierwsza
wspotrzedna). Podobnie jest w przypadku drugich sktadnikéw. Ponadto,

{(m,x) € A® 1 x € A}N{(x, M) € A% : x € A} = {(m, M)},

a przekrdj ostatniej pary sktadnikéw jest réwny {(M, m)}. Stad nietrudno wywnio-
skowac, ze
XNy ={(m, M), (M,m)}.

Wobec tego, w zbiorze A2 sa dwa takie elementy, ktére jednoczesnie sa minimalne
i maksymalne, i sa to (m, M) oraz (M, m).

Cze$¢ 5. Zajmiemy sie teraz taficuchami w AZ. Jezeli A jest zbiorem n elemen-
towym, to tatwo zdefiniowaé faicuch dtugosci n. Tworza go pary postaci (x, x) dla
wszystkich x € A. Pokazemy, ze nie mozna z elementéw A? utworzy¢ tancucha
dhuzszego. Rozwazmy funkcje f : A?> — A przyporzadkowujaca parze (x, y) jej
pierwsza wspétrzednag x. Jest to funkcja rosngca, a wigc warunek (a, b) < (x, y)
implikuje, ze a < x. Funkcje rosnace sa réznowarto$ciowe. Wobec tego, dlugo$¢ do-
wolnego laficucha jest réwna liczbie elementéw zbioru jego pierwszych wspoirzed-
nych. Poniewaz pierwsze wspétrzedne sa elementami A, wigc dtugosé tancuch6éw nie
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przekracza |A| = n. W A? jest faricuch dlugosci n. Poniewaz fragment taficucha tez
jest taicuchem, wigc sa tez tadicuchy dtugosci 2 oraz |n/2]. Nie ma natomiast taficu-
chéw dtugosci n + 1, ani [+/2n — 1]. Nie ma tych ostatnich, gdyz dlan > 5 zachodzi
nieréwno$¢ n < |v2n — 1].

Czes¢ 1. Kazdy porzadek w zbiorze skonczonym jest regularny. Wynika to w spo-
sOb oczywisty wprost z definicji porzadku regularnego. Wystarczy przypomniec¢ sobie
te definicje i/lub twierdzenie 141 ze strony 97 niniejszego skryptu.

Udowodnimy jeszcze podane twierdzenie korzystajac z zasady indukcji (noethe-
rowskiej dla zwyktego porzadku w N, patrz twierdzenie 144 na stronie 100 niniej-
szego skryptu). WeZmy niepusty zbiér uporzadkowany A o n elementach i dowolny
element a € A. Moze jest to element minimalny. W przeciwnym razie, zbiér

X={xeA:x <a}

jest niepusty, ma mniej elementéw niz A (brakuje w nim np. a) i jest uporzadkowany
ta samg relacja, co zbiér A. Korzystajac z zatozenia indukcyjnego znajdujemy ele-
ment m € X, ktéry jest minimalny w zbiorze X. Element m jest takze minimalny
w zbiorze A. W przeciwnym razie w zbiorze A istniatby element x taki, ze x < m.
Poniewaz x < m < a, wigc x € X. Przeczy to jednak zalozeniu o tym, ze m jest
minimalny w zbiorze X.

Zadanie 542. Niech f : N — N. Symbol f" oznacza n-krotne zlozenie funkcji f:

o) = x,
e = fUM),

dla dowolnych n, x € N. Rozwazmy relacje R C N x N taka, ze
xRy & dAn,meN f*(x) = f"(y).

Pokaz, ze R jest relacja rownowaznosci. Ile klas abstrakcji ma relacja R, jezeli funk-
cja f jest zdefiniowana wzorem f(x) = |x/2]? Opisz te klasy abstrakcji i uzasadnij
odpowiedzi.

Rozwiazanie. Rozwiazanie zadania 2 powinno zawiera¢ miedzy innymi dowdd
zwrotno$ci i symetrycznos$ci relacji R. Ten fragment zadania jest bardzo prosty, pra-
wie oczywisty. Wiele oséb miato jednak klopoty z przedstawieniem rozwiazania.
Byly one spowodowane koniecznoS$cia postugiwania si¢ kwantyfikatorami egzysten-
cjalnymi. Te same problemy wystgpuja w dowodzie przechodniosci relacji R. Za-
miast dowodzi¢, ze R jest relacja réwnowaznosci pokazemy tylko przechodnio$¢ R
i zrobimy to bardzo szczegétowo.

Przechodniosé¢ relacji R. Przypu$émy, ze mamy funkcje f i postugujac si¢ ta
funkcja zdefiniowaliSmy relacj¢ R. WeZmy trzy liczby naturalne x, y i z takie, ze
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XRy i yRz. Z definicji relacji R wynika, ze

In,meN f'(x) = f"(y) A In,meN f'(y) = f"(2).

W szczegdlnosci, istnieja liczby naturalne n i m takie, ze zachodzi réwnos¢ f"(x) =
f™(y). Zwrot ,istnieja liczby” znaczy, ze takie liczby sa. By¢ moze nie wiemy ja-
kie to liczby, moze ich wyliczenie jest bardzo trudne i tego jeszcze nie zrobiliSmy,
a moze konkretna warto$¢ tych liczb nie jest dla nas istotna. Ale mamy gwarancje,
ze one sa. Symbole n i m raczej nie oznaczaja tych liczb. Pomagaja jedynie wyrazi¢
wlasnosci, ktérych oczekujemy od tych liczb: jedna z nich powinna pojawié si¢ w
réwnosci f"(x) = f™(y) w miejscu n, druga — w miejscu m. Jezeli te liczby sa, to
albo mozemy ustali¢ ich warto$¢, albo przynajmniej mozemy sobie wyobrazaé, ze to
zrobiliSmy. Wtedy mozemy je oznaczyC. Przyjmijmy, ze sa to liczby a i b. Doktad-
niej, a jest ta liczba, ktéra odpowiada symbolowi n, za$§ b odpowiada symbolowi m.
Liczby a i b zostaly wiec wybrane tak, aby zachodzita réwnosé f¢(x) = f2(y).

W podobny sposéb z drugiej czesci zalozenia mozemy wywnioskowaé, ze sa
liczby c i d takie, ze f¢(y) = f9(2).

Jezeli f(x) = f2(y), to takze f*t(x) = f(f*(x) = F(fP ) = 27 O).
Naktadajac jeszcze raz f na obie strony otrzymanej réwnosci dostajemy réwnosé
fA2(x) = f*2(y). Latwo udowodnié przez indukcje, ze réwnosé feth(x) =
fb**(y) zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych k. Wobec tego, zachodzi takze
ré6wno$é f41¢(x) = fP*¢(y). W ten sam sposéb z réwnosci f¢(y) = f%(z) mo-
zemy wywnioskowaé, ze f2t¢(y) = fb+9(z). Poniewaz réwnos¢ jest przechod-
nia, wigc f*t¢(x) = fb+9(z). Sa wigc takie liczcbyn = a+4+cim = b+d, ze
f"(x) = f™(z). Tym samym wykazaliSmy istnienie liczb n i m spetniajacych réw-
nos¢ f*(x) = f™(2).

DowiedliSmy wigc, ze x Rz, a przeprowadzone rozumowanie uzasadnia przechod-
nio$¢ relacji R.

Klasy abstrakcji R. Latwo zauwazyc¢, ze jezeli funkcja f jest zdefiniowana wzo-
rem f(x) = |[x/2], to dla dowolnego n odpowiednie, wielokrotne ztozenie funkcji
f przyporzadkowuje liczbie n warto$¢ 0. Zgodnie z definicja relacji R fakt ten ozna-
cza, ze ORn. Tak wigc O jest w relacji R z dowolna liczba naturalng n. Wykazemy
to w sposéb bardziej precyzyjny korzystajac z zasady indukcji. W dowodzie zastosu-
jemy indukcje noetherowska.

Niech n bedzie dowolna liczbg naturalna. Jako zatozenie indukcyjne przyjmu-
jemy, ze wlasno§¢ ORm zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych m < n. Chcemy
wykazac, ze takze zachodzi wlasno$¢ ORn. Jezeli n = 0, to zwrotno$¢ relacji R gwa-
rantuje, ze ORn. Dalej mozemy wigc zaktadaé, ze n jest liczba dodatnia. Wtedy

fn) =n/2] <n/2 <n.

Oznacza to, ze dla liczby f(n) mozemy skorzystaé z zatozenia indukcyjnego. W ten
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sposéb otrzymujemy, ze OR f (n). Z definicji relacji R bez trudu wynika, ze f(n)Rn.
Poniewaz relacja R jest przechodnia, wigc takze ORn.

Klasa abstrakcji [0] relacji R wyznaczona przez 0 jest zawarta w zbiorze liczb
naturalnych. WykazaliSmy tez, ze zawiera wszystkie liczby naturalne. Wobec tego,
[0] = N. Poniewaz klasy abstrakcji relacji R sa niepuste i tworza podziat N, wigc R
nie moze mie¢ innych klas abstrakcji.

Zadanie 543. Czy istnieje relacja rownowaznosci

(a) w zbiorze N, ktorej wszystkie klasy abstrakcji sg nieskoficzone i jest ich nie-
skonczenie wiele?

(b) w zbiorze R, ktérej wszystkie klasy abstrakcji sa przeliczalne i jest ich przeli-
czalnie wiele?

Rozwiazanie. Aby rozwigzac to zadanie, dobrze jest przypomniec sobie zasadg abs-
trakcji (twierdzenie 68). Zasadg t¢ przedstawimy teraz nieco nieformalnie. Stwierdza
ona, ze zamiast zajmowacl si¢ relacjami réwnowazno$ci mozna (w sposéb réwno-
wazny) zajmowac si¢ podziatami na klasy abstrakcji.

Zamiast pytac si¢ o istnienie relacji réwnowaznosci, przeformutujemy zadanie
1 najpierw zapytamy o istnienie odpowiedniego podziatlu, np. podziatu zbioru liczb
naturalnych na nieskoniczenie wiele zbioréw nieskonczonych. Na to pytanie odpo-
wiedzZ jest pozytywna.

WyobraZzmy sobie kwadrat. Jeden z jego bokéw nazwiemy podstawa, drugi, sasia-
dujacy z pierwszym — wysokoS$cia. Nietrudno zauwazy¢, ze kwadrat mozna podzieli¢
na odcinki réwnolegle do podstawy. Kazdy z nich ma tyle punktéw, co podstawa,
i jest ich tyle, co punktéw wysokosci. Podobnie jest z kwadratem kartezjanskim
zbioru liczb naturalnych. Oczywiscie,

N = | J(.n) :ieNy= | J Ly

neN neN

dla zbioréw L, = {(i,n) : i € N}. Tak wiec zbiér N> mozna podzieli¢ na nieskon-
czenie wiele zbioréw L, z ktérych kazdy jest nieskoriczony.

Zbiory L, tworza podzial (wszystkie razem, dokladniej: podziatem jest rodzina
{L, : n € N}). OczywiScie, zbiory L, sa niepuste. Dla réznych liczb n i m mamy
L,NL, = @. Aby si¢ o tym przekona¢ wystarczy zauwazy¢, ze w przeciwnym razie,
z nalezenia pewnej pary do przekroju L, N L,, wynika, zZe pierwsza wspéirzedna tej
pary jest jednoczesnie réwna n i m, co nie jest mozliwe. Ostatnim warunek z definicji
podziatu zostal juz wczesniej zauwazony.

Nieskoriczono$¢ zbioru L, (dla kazdej, ustalonej liczby n) jest konsekwencja
réwnolicznosci zbioru L, ze zbiorem liczb naturalnych. Réwnolicznos¢ ustala oczy-
wiscie funkcja k, : N = L,, C N? zdefiniowana wzorem k, (i) = (i, n).
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Nieskoriczono$¢ calej rodziny zbioréw dowodzimy pokazujac, ze funkcja / :
N — {L, : n € N} taka, ze [(n) = L,, jest bijekcja.

Tak wigc udato si¢ nam zdefiniowaé nieskoriczony podziat zbioru N> na nieskon-
czone zbiory. A mieliSmy to zrobi¢ dla zbioru N. Mozemy teraz skorzysta¢ z réwno-
licznosci N i N2,

Niech f : N — N? bedzie bijekcja. Przyjmijmy, ze

X, =Ly =1{j eN: f(j) € Ly).

Tak zdefiniowane zbiory, czyli przeciwobrazy zbioréw L, wyznaczone przez funkcje
f, tworza podziat zbioru liczb naturalnych. Pomijam szczegétowy dowdd tego faktu,
wszystko, co trzeba, wynika z wtasnosci przeciwobrazéw.

Przedstawione rozwiazanie miato pokazaé, jak mozna znalez¢ potrzebny podziat
zbioru liczb naturalnych. Osoby, ktére maja juz troche doswiadczenia, moga kon-
struowac podziaty zbioru liczb naturalnych na wiele sposobé6w. Mozemy np. przyjac,
ze

Y, ={2"-ieN:ieN},
albo, postugujac si¢ ciagiem (p, ), <N kolejnych liczb pierwszych, zdefiniowac zbiory
Z,={i e N: p,dzielii AVk <n pi nie dzieli i}.

Rodziny {Y, : n € N} oraz {Z, : n € N} tez tworza nieskoriczone podziaty zbioru
liczb naturalnych zlozone ze zbioréw nieskorniczonych.

Majac podziat {X,, : n € N} zbioru liczb naturalnych nalezy jeszcze wskazaé
relacje réwnowaznosci R, ktérej klasy réwnowaznosci tworza ten wtasnie podziat.
Odnoszg wrazenie, ze powinno teraz wystarczy¢ powolanie si¢ na zasadg abstrakcji.
Niemal rownie tatwo jest powtdrzy¢ dowdd zasady abstrakcji. Trzeba zdefiniowaé R
1 mozna to zrobié na dwa sposoby: albo piszac

R=] X7,

neN

albo, w spos6b réwnowazny,
aRb & FneN (a,b) € X2.

Sprawdzenie, ze tak zdefiniowana relacja R jest relacja rdwnowaznosci nie powinno
by¢ trudne. Latwo tez wykazaé, ze klasa abstrakcji [a]g jest tym zbiorem X,,, do
ktérego nalezy liczba a.

Druga czg$¢ zadania (czgs$¢ (b)) tez wynika z zasady abstrakcji, ale w tym przy-
padku odpowiedz jest negatywna. Nie istnieje relacja rownowaznosci w zbiorze R,
ktéra ma przeliczalnie wiele przeliczalnych klas abstrakcji. Zgodnie z zasadg abstrak-
cji, suma mnogos$ciowa wszystkich klas abstrakcji relacji rownowaznosci jest dzie-
dzing relacji, a wigc w rozwazanym przypadku — zbiorem liczb rzeczywistych R.
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Ze znanego i waznego twierdzenia o sumowaniu zbioréw przeliczalnych wynika, ze
jezeli sumujemy przeliczalng rodzing takich zbioréw, to otrzymujemy zbiér przeli-
czalny. Gdyby wigc istniata taka relacja, zbidr liczb rzeczywistych bylby przeliczalny.
Zbiér liczb rzeczywistych nie jest jednak przeliczalny (jest to twierdzenie Cantora),
auzyskana w ten sposob sprzeczno$¢ dowodzi, Ze nie istnieje interesujaca nas relacja
réwnowaznosci.

Zadanie 544. Udowodnij, ze jesli {A;};en jest indeksowang rodzing skoiiczonych
zbioréw liczb naturalnych, to uogélniony iloczyn kartezjariski [ [; .y Ai jest zbiorem
skoficzonym lub ma moc co najmniej continuum.

Rozwiazanie. W tym zadaniu pierwsza trudnoscia do pokonania jest mnogos¢ sytu-
acji, jakie moga wystapic¢. Bedziemy wigc rozwazac kilka przypadkéw. Zrobimy to
tez w sposob bardziej szczegétowy, niz bylo to wymagane na egzaminie.

Przypadek 1: dla pewnego i € N zbiér A; jest pusty. Z warunku a € []; .y Ai tatwo
wyprowadzi¢ sprzecznos¢, gdyz a (i) € A; dla wszystkich 7, takze dla i takiego, ze
A; = 0. Wobec tego, zbidr [ [, Ai jest pusty, a wigc skoficzony.

Przypadek 2: wszystkie zbiory A; sa niepuste. Zdefiniujmy zbiér I wzorem
I ={i e N:|A; =2}

Przypadek 2.1: I = @ W tym przypadku réwnos¢ |A;| = 1 zachodzi dla wszystkich
i € Ni warunek
a(i) € A;

definiuje funkcje o okreS§long w zbiorze liczb naturalnych N. Przytoczona definicje
mozna tez wyrazi¢ nieco inaczej: a (i) jest tym (jedynym) elementem, ktéry nalezy
do A;. To, ze wszystkie zbiory A; sa jednoelementowe, gwarantuje, ze wartosci o (i)
sa dobrze zdefiniowane. Jezeli zgodzimy si¢ z tym, ze funkcja a jest dobrzez zdefi-
niowana, to stwierdzenie, ze o0 € ]_L. <N A; nie budzi watliwosci. Tak wigc interesu-
jacy nas zbiér ma przynajmniej jeden element. Pokazemy jeszcze, ze nie moze mie¢
dwoch elementow.

Gdyby dwie (r6zne) funkcje a i f nalezaty do uogdlnionego iloczynu [ ]; . Ai, to
musiatyby si¢ r6znié¢ dla pewnego argumentu. Przyjmijmy, ze o (ig) # £(ip). Wtedy
zbiér A;, musiatby mie¢ przynajmniej dwa elementy, wlasnie a (i) oraz f(ip). Uzy-
skana sprzeczno$¢ dowodzi, ze produkt [ [; .y A; ma najwyzej jeden element. Osta-
tecznie otrzymujemy, ze w rozwazanym przypadku jest to zbiér jednoelementowy,
a wiec skoriczony.

Przypadek 2.2: zbiér I jest niepusty i skonczony. Najpierw pokazemy, ze na moc
(liczbg elementéw) produktu uogélnionego nie maja wptywu te zbiory A;, ktére sa
jednoelementowe. Zauwazmy, ze uogélnione produkty

H A; oraz H A;

ieN iel
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sa rownoliczne. Aby to wykazaé, definiujemy funkcje

fZHAi—>HA,'

ieN iel

przyjmujac, ze
fla) =all

(a|I oznacza obcigcie funkcji a do zbioru I, czyli funkcje okreslona na [ i przyjmu-
jaca dla dowolnego argumentu te same wartosci, co a), a nastgpnie pokazujemy, ze
jest to bijekcja.

Tak wiec, aby wykazaé skoriczono$¢ zbioru []; .y Ai, Wystarczy wykazaé skori-
czono$¢ zbioru [];.; A;. Ten zbidr sktada si¢ z funkcji @ : I — |J,;o; Ai, a wige
jest podzbiorem (|J;¢; A i)l. Ten ostatni zbidr jest skoficzony i wynika to ze znanych
twierdzen: suma skoniczonej rodziny zbioréw skoniczonych jest zbiorem skoficzonym,
oraz stwierdzajacego, ze jest skorficzenie wiele funkcji okreSlonych na ustalonym,
skoficzonym zbiorze i przyjmujacych wartosci w ustalonym skoficzonym zbiorze.

Przypadek 2.3: zbidr I jest nieskonczony. Poniewaz I C N, wigc istnieje bijekcja
f : I — N. Postugujac si¢ f zdefiniujemy réznowartosciowa funkcje

F:{o, 0N ] A
ieN

Przyjmijmy, ze

minA; jezelia(f(i)) =0orazi € I
F(a)(@i) =1 max A; jezelia(f(i))=1orazi €l
min A; jezelii & 1.

Jest oczywiste, ze F(a) € [[;cy Ai dla dowolnej funkcji a € {0, 1. Aby dowiesé
réznowarto$ciowos$¢ F, wezmy dwie rézne funkcje a, f € {0, 1. Przyjmijmy, ze
a(s) # P(s). Mozemy dodatkowo zalozy¢, ze a(s) = 01 f(s) = 1. Korzystajac
Z tego, ze f jest bijekcja, bierzemy ¢t € [ takie, ze f(t) = s. Z definicji F otrzy-
mujemy, ze F(a)(t) = min A; oraz F(f)(t) = max A;. Poniewaz t € I, wigc zbidr
A, ma przynajmniej dwa elementy. Tak wigc min A; < max A,. Stad wynika, ze
Fa)(t) < F(B)(t) oraz F(a) # F(p).

Zbiér {0, 1} ma moc continuum. Z istnienia réznowartosciowej funkcji F wy-
nika, ze zbidr H,- <N A; ma moc nie mniejsza niz continuum. Latwo tez mozna do-
wie$¢, ze jest mocy continuum.

Komentarz. Zadanie to pozostaje prawdziwe, jezeli zamiast N weZzmieny dowolny,
niepusty zbidr indekséw X. Wtedy jednak nie bedziemy wiedzie¢ o zbiorze I, ze
jest podzbiorem N i — w przypadku, gdy / jest nieskonczony — bedziemy musieli
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wykazaé, ze istnieje r6znowartosciowa funkcja f : N — . Czgsto to si¢ robi w na-
stepujacy sposob: wybiera si¢ dowolny element iy € I i przyjmuje, ze f(0) = iy,
a nastgpnie definiuje f(n) jako wybrany element zbioru 7 \ {f(0),..., f(n — 1)}
(nieskoriczono$¢ I gwarantuje niepustos$é tej réznicy). Wiadomo jednak, ze takie
rozumowanie nie spetnia rygorystycznie rozumianych zasad logiki. Ale bywa tez
uznawane za poprawne. Podobne rozumowanie jest potrzebne w dowodzie réwno-
wazno$ci dwoch definicji ciagtosci funkcji w punkcie, podanych przez Cauchy’ego
i Heinego. Proponuje obejrze¢ dowdd tej rownowazno$ci w podrecznikach do analizy
matematyczne;j.

Dowody matematyczne musza by¢ skonczone, dawaé si¢ w petni zapisac i to
bez uzywania trzech kropek ... Reguta dowodzenia nazywana reguta opuszczania
kwantyfikatora egzystencjalnego pozwala wybra¢ jeden z wielu elementéw, ktérych
istnienie jest zagwarantowane. Postugujac si¢ ta regula mozemy przytoczonym dowo-
dzie zdefiniowa¢ f(0), nastgpnie f (1), a nawet wartosci funkcji f np. dla miliarda
argumentéw (w jakim§ bardzo dlugim dowodzie), ale nie mozemy tej reguty zasto-
sowa¢ nieskonczenie wiele razy. Przytoczony schemat definiowania funkcji f nie
jest tez poprawna definicja rekurencyjna (prosze starannie przeczytaé¢ sformutowa-
nie twierdzenia o definiowaniu przez indukcj¢). Moze jednak zosta¢ wyprowadzony
z aksjomatu wyboru: ten aksjomat m.in. pozwala nada¢ mu postaé poprawnej defi-
nicji indukcyjnej. Aby dowiedzie¢ si¢ co$ wigcej o aksjomacie wyboru, proponuje
zajrze¢ do ksiazek poswigconych teorii mnogosci.

Podobne ktopoty wystapia w zadaniu 12, gdy opuscimy zatozenie, ze A; sa zbio-
rami liczb naturalnych.

Uwaga. Proponowalbym, aby wzor

n n
T4 =]]1Al
i=1 i=1

— stuszny dla skoriczonych zbioréw A; — dowodzi¢ przez indukcje, korzystajac zna-
nego wzoru |A x B| = |A| - |B| (A i B to zbiory skoriczone, |A| oznacza liczbe
elementéw zbioru A) i faktu: zbiory

n n—1
H A; oraz (H A,-) X A,
i=l1 i=1

sg rownoliczne.

Zadanie 545. (a) Niech (A, <) bedzie skoficzonym zbiorem czgSciowo uporzad-
kowanym. Udowodnij, ze jesli A ma element najmniejszy, to (A, <) jest po-
rzadkiem zupetnym.

(b) Niech (A, <) bedzie skoficzonym porzadkiem zupelnym. Udowodnij, ze jesli
funkcja f : A — A jest monotoniczna, to jest ciagla.
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Rozwiazanie (cze$¢ a). Na mocy zatozenia w zbiorze A jest element najmniejszy.
Nalezy jeszcze wykazaé, ze kazdy skierowany podzbiér A ma kres gérny. Naj-
pierw wykaze pomocniczy fakt.

Fakt 205. W kazdym skorficzonym, niepustym zbiorze skierowanym jest element naj-
wigkszy.

Dowdéd. W dowodzie skorzystam z indukcji ze wzgledu na liczbe elementéw. Oczy-
wiscie, w zbiorze jednoelementowym jego jedyny element jest najwigkszym.

Zatézmy, ze X jest skierowany i ma n + 1 elementéw. W kazdym niepustym
i skoficzonym zbiorze uporzadkowanym jest element minimalny. Przyjmijmy, ze xq
jest elementem minimalnym w X. Zbiér X \ {xo} ma n elementéw i jest skierowany.
Gdyby bowiem usunigcie xg spowodowalo, ze pewna para nie ma ograniczenia, to
xo bylby niemniejszy od kazdego elementu tej pary, i nie mogtby by¢ elementem
minimalnym.

Na mocy zatozenia indukcyjnego, zbiér X \ {xo} ma element najwigkszy. Niech
to bedzie element a. Poniewaz X jest zbiorem skierowanym, mozemy z X wybraé
element b taki, ze a < b oraz xg < b. Nietrudno zauwazy¢, ze b jest elementem
najwigkszym w X. Jest on wigkszy od wszystkich elementéw X \ {x¢}, poniewaz
a < bioczywiscie jest wigkszy od jedynego elementu X spoza tego zbioru, czyli xg.

Trzeba jeszcze zauwazyC, ze jezeli w jakim$ zbiorze X jest element najwigkszy
a, to jest on kresem gérnym zbioru X. Element a ogranicza zbiér X z géry, poniewaz
jest najwigkszy. Jest on tez mniejszy lub réwny od kazdego ograniczenia gérnego
zbioru X, poniewaz jest jednym z elementéw zbioru X.

Rozwiazanie (cze$¢ b). Przypusémy, ze f : A — A jest funkcja monotoniczna.
Nalezy wykazaé, ze f zachowuje kresy gérne zbior6ow skierowanych. WeZmy wigc
dowolny zbior skierowany X C A iniech m bedzie jego kresem gérnym. Zbidr X jest
skoficzony, poniewaz A jest skoficzony. W takiej sytuacji, kres gérny m jest rOwniez
elementem najwigkszym w zbiorze X i, co najwazniejsze, nalezy do X. Mozna to
wywnioskowac¢ np. z jednoznacznoS$ci pojecia kresu i tego, ze element najwigkszy
tez jest kresem gérnym. .

Teraz powinniSmy dowies¢, ze f(m) jest kresem gérnym obrazu f(X). Element
f(m) jest ograniczeniem gérnym obrazu. Dowolny element f(X) jest postaci f(x)
dla pewnego x € X i zachodzi x < m, gdyz m ogranicza zbiér X z géry. Stad
f(x) < f(m) na mocy zalozenia 0 monotonicznosci funkcji f. Element f(m) jest
najmniejszym ograniczeniem gérnym obrazu, poniewaz f(m) € f(X) ijest réwniez
jednym z ograniczanych elementow.

Zadanie 546. W zbiorze Fin wszystkich skoriczonych podzbioréw zbioru liczb natu-
ralnych okreslamy relacj¢ < w nastgpujacy sposéb. Dla zbioréw X, Y € Fin zachodzi
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X <Y wtedy i tylko wtedy, gdy
X=Ylubmax(X ~Y)eY,

gdzie ~ oznacza réznicg symetryczna, a max(A) jest najwigksza w sensie naturalnego
porzadku liczba w zbiorze A. Udowodnij, ze (Fin, <) jest dobrym porzadkiem.

Rozwiazanie. Bedziemy sprawdzaé po kolei wszystkie warunki z definicji dobrego
porzadku.

Zwrotno$¢. Ten warunek jest wynika z definicji porzadku < w sposéb oczywisty.
Zauwazmy teraz dwa oczywiste fakty.

Fakt 206. Jezeli X i Y sa r6znymi zbiorami, to warunki n € X in € Y sa rowno-
wazne dla wszystkich n > max(X = Y).

Fakt 207. Jezelimax(X ~Y) e Y, tomax(X ~Y) € X.

Staba antysymetrycznosé. Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Zatézmy, ze
mamy dwa zbiory X i Y takie, ze X <Y 1Y < X, ktére — na mocy zatozenia dowodu
nie wprost — sg rézne.

Poniewaz X # Y, wigc nieréwnosci migdzy tymi zbiorami implikuja, ze max(X —
Y) € Y oraz max(¥Y =~ X) = max(X = Y) € X. Z drugiego faktu otrzymujemy, ze
max(X = Y) ¢ X. Uzyskana w ten sposdb sprzeczno$¢ dowodzi, ze relacja < jest
stabo antysymetryczna.

Przechodniosé. Dos¢ trudno poda¢ ideg dowodu przechodnioSci relacji <, ale jest
widoczne podobienistwo tego porzadku i porzadku antyleksykograficznego. Jezeli
ograniczamy si¢ np. do trzech zbior6w skonczonych, to mozemy je uwazac za pod-
zbiory zbioru liczb naturalnych mniejszych od pewnego n € N i utozsamiaé w zwy-
kty sposéb z ciagami zerojedynkowymi dlugosci n. Przy takim utozsamianiu zbio-
réw i ciagéw, porzadek < odpowiada wiasnie porzadkowi antyleksykograficznemu
w zbiorze ciagdéw. Dalej przechodnio$¢ udowodnimy by¢ moze w sposéb mato intu-
icyjny, ale nasladujacy dowdd przechodnio$ci dla porzadku (anty)leksykograficznego.

Wezmy trzy zbiory X, Y i Z i zalézmy, ze X < Y 1Y <X Z. Symbol X < Y
bedzie oznaczaé, ze X < Y i X # Y. Nietrudno zauwazy¢, ze dowdd przechodniosci
wystarczy przeprowadzi¢ tylko dla zbioréw parami réznych. Mozemy wigc zatozy¢,
7e X < Y oraz Y < Z iz tego zalozenia mamy wyprowadzié, ze X < Z.

Symbolem m oznaczamy max(X = Y). Wiemy (na mocy przyjetych zatozen), ze
meYiméX.
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Przypadek 1: max(Y -~ Z) < m. W tym przypadku, max(X = Z) = m. Wynika to
z dwéch spostrzezen: Po pierwsze, dlan > m warunkin € X,n € Y orazn € Z sa
jednoczes$nie albo prawdziwe, albo fatszywe. W szczegdélnosci, dla n > m warunki
n € X oraz n € Z sa rownowazne. Z drugiej strony, warunek m € X jest falszywy,
warunek m € Y jest prawdziwy i rownowazny warunkowi m € Z.

Jezeli juz dowiedliSmy réwno$¢ max(X =~ Z) = m, to z powyzszego rozumowa-
nia otrzymujemy jeszcze, ze max(X — Z) € Z. Tak wigc X < Z i, tym bardziej,
X=<Z

Przypadek 2: max(Y = Z) = m. Ta sytuacja prowadzi do sprzecznosci i nie moze
zaj$¢. Liczba m = max(Y = Z) nalezy bowiem do Z, gdyz Y < Z. Z faktu 2
otrzymujemy, ze m ¢ Y. Ale m nalezy takze do Y, poniewaz X < Y.

Przypadek 3: max(Y = Z) > m. W tym przypadku, dla n > max(Y = Z) warunki
n € X,n €Yin € Z majatg sama warto$¢ logiczna. Podobnie, warunki max(Y =
Z) e X imax(Y = Z) € Y saréwnowazne. Co wigcej, wobec nieréwnosci ¥ < Z,
sa falszywe. Wiemy tez, ze warunek max(Y — Z) € Z jest prawdziwy.

Z tych faktéw otrzymujemy, ze max(X — Z) = max(Y = Z) € Z. Oznacza to,
ze zarébwno X < Z,jaki X < Z.

Liniowosé. Aby dowies¢ liniowo$¢ porzadku =<, wystarczy z zalozenia X # Y wy-
wnioskowad, ze albo X < Y, albo Y < X. Jest oczywiste, ze jezeli X # Y, to
réznica symetryczna X = Y jest niepusta, liczba max(X = Y) jest dobrze okre$lona
(pamigtajmy, ze X i Y sa skonficzone) oraz

max(X ~Y)e X =Y =(X\Y)U (¥ \ X).

Stad wynika, ze max(X = Y) € X (iwtedy ¥ < X) lub tezmax(X = Y) € Y (czyli
X =<Y).

Regularnosé. Aby dowies¢ regularnos$¢ porzadku <, trzeba najpierw zauwazy¢
Fakt 208. Jezeli X <Y,to X C {i e N:i < max(Y)}.

Dowdd. Zauwazmy, ze liczba max(X = Y) € Y i jest mniejsza od max(Y). Ele-
menty zbioru X dziela na mniejsze lub réwne max(X =~ Y) i, z tego powodu, mniej-
sze od max(Y) oraz na wigksze od max(X = Y). Te wigksze — na mocy pierwszego
faktu — naleza do Y i dlatego nie przekraczaja max(Y).

Zat6zmy, ze relacja < nie jest regularna. Istnieje wigc nieskoniczony, zstgpujacy
ciag zbioréw X; € Fin. Ten ciag spetnia wigc nieréwnosci

X ntl < Xy
dla wszystkich n € N. Z przechodniosci porzadku < otrzymujemy, ze

Xn < X
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dla wszystkich liczb liczb spetniajacych nieréwnos¢ n > m. Stad wynika, ze funkcja
f : N — Fin zdefiniowana wzorem f (n) = X,, jest roznowartosciowa. Z nieréwno-
Sci X, < Xy i trzeciego faktu wynika tez, ze

X, C[0,max Xo] ={i e N:i < max Xp}.

Wobec tego, zbidr [0, max Xg] jest skoficzony i ma nieskoficzenie wiele podzbioréw.
Jest to niemozliwe, a uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi regularnosci <.

Zadanie 547. Jesli ¢ jest formulg rachunku zdan, to przez V(¢) oznaczamy zbior
zmiennych zdaniowych wystgpujacych w ¢. Niech ¢, ¢y, ..., ¢,, ¥ beda formutami
rachunku zdan.

(a) Udowodnij, ze (\/]_; ¢;) = v jesttautologia wtedy i tylko wtedy, gdy p; — v
sa tautologiami dla wszystkich i € {1, ..., n}.

(b) Niech p bedzie zmienng zdaniowa nie wystgpujaca w ¢ ani w . Udowodnij,
Ze ¢ A p — y jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ — w jest tautologia.

(c¢) Udowodnij, ze jesli ¢ — 1y jest tautologia, to istnieje taka formuta rachunku
zdan p,ze V(p) = V(p) N V(y)orazp — pip — w satautologiami.

Rozwiazanie zadania 547 (a). Nietrudno zauwazy¢, ze to zadanie wystarczy rozwia-
za¢ dla n = 2. OczywiScie, takze to spostrzezenie wymaga jakiego$ uzasadnienia.
Zacznijmy od rozwigzania w tym prostym przypadku.

1. Jest wiele metod rozwigzywania tego zadania. Mozemy np. zauwazy¢, ze for-
muta

(o1 V@2) = w) <= (91 = w) A (92 = w))

jest tautologia. Fakt ten mozna sprawdzi¢ metoda zerojedynkowa (choc nie polecat-
bym tej metody). Jezeli rtéwnowaznos¢ jest tautologia, to oczywiscie lewa strona tej
réwnowaznosci jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy prawa jest tautologia.

2. Mozna tez bezposrednio dowie$¢ implikacje w obie strony. Na przyklad za-
16zmy, ze formuly 1 — w oraz po — y sa tautologiami. Sprébujemy dowies¢, ze
takze formuta ¢

(p1 V) >y

jest tautologia. W tym celu bierzemy dowolne warto§ciowanie zmiennych zdanio-
wych o i staramy si¢ wyliczy¢ warto$¢ logiczna 6 ((¢1 V ¢2) — w). Mozemy za-
tozyé, ze 6 (p1 V @2) = T (w przeciwnym razie, cata implikacja mialaby przy war-
toSciowaniu o warto$¢ logiczna T). Tak wigc jeden z cztondw alternatywy ma przy
warto$ciowaniu o warto$¢ logiczng T. Przyjmimy, ze ¢ (p1) = T. ZalozyliSmy jed-
nak, ze ¢1 — y jest tautologia, a wigc 6 (p; — w) = T. Stad otrzymujemy, ze
o (y) = T oraz kazda implikacja o nastepniku  (takze ¢) ma przy wartoSciowaniu
o wartos¢ logiczng T.
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Dowiedli$my, ze formuta ¢ ma wartos$¢ logiczna T przy kazdym warto§ciowaniu.
Tak wigc jest to tautologia.

3. Implikacje odwrotna mozna dowie$¢ przedstawionymi metodami i proponuje
zrobié to jako ¢wiczenie. Teraz przedstawig¢ pewien argument Swiadczacy o prawdzi-
wosci tej implikacji (mozna uwazaé go za mato zrozumiaty dowéd). Zauwazmy, ze
mozna uzasadni¢ kazda formul¢ o nastgpujacym schemacie

(@1 Vp2) = yw) = (91 = ).

Tak jest, poniewaz z kazdego czlonu potrafimy wywnioskowaé alternatywe. Jezeli
wigc z alternatywy potrafimy wywnioskowac v, to t¢ formule potrafimy wywniosko-
wac takze dowolnego cztonu tej alternatywy.

4. Stusznos¢ réwnowaznosci z zadania w pelnej ogdlnosci tatwo dowodzi sig
przez indukcje ze wzgledu na n. Jest oczywiste, ze rownowazno$¢ zachodzi dlan =
1. Wtedy obie strony réwnowaznos$ci méwia to samo. Aby przeprowadzi¢ drugi krok
dowodu indukcyjnego wystarczy zauwazyC, ze nastgpujace stwierdzenia sa rowno-
wazne

(a) (\/?:11 @) —  jest tautologia,
() (Vi_; ¢i) > w oraz ¢,+1 — y sa tautologiami,
(c) formuty ¢; —  sa tautologiami dla wszystkich i takich, ze 1 <i <n + 1.

Réwnowaznos$¢ warunkéw (a) i (b) wynika np. z punktu 1, a warunkéw (b) i (c)
— z zatozenia dowodu indukcyjnego.
Rozwiazanie zadania 547 (b). To zadanie jest bardzo podobne do poprzedniego, ale
tym razem nie da si¢ zastosowac metody z punktu 1. Formuty

(0= y)«— (pApP)— w)

nie sa bowiem tautologiami. Jednak otrzymujemy tautologig, jezeli znak <—> zasta-
pimy przez — . Tylko jedna z implikacji z zadania 547 (b) mozna dowie$¢ metodami
z zadania 547 (a). Dalej przedstawig tylko dowdd implikacji odwrotnej.

5. Zat6zmy wigc, ze formuta (p A p) —  jest tautogia. Pokaze, Ze tautologia jest
tez formuta ¢ — w. Zrobig to w zwykly sposéb. Wezme dowolne wartoSciowanie
zmiennych zdaniowych o takie, ze 6 (9) = T i pokazg, ze 6 (y) = T.

Majac takie wartoSciowanie o tworzg inne wartosciowanie d. Wartosciowanie to
dla wszystkich zmiennych z wyjatkiem p przyjmuje takie same wartosci, jak o. Po-
nadto przyjmujemy, ze 5(p) = T (zmienitem wigc warto$ciowanie o dla jednej ze
zmiennych lub dodatkowo zdefiniowalem je dla nowej zmiennej). Definicj¢ t¢ mozna
tez zapisa¢ w nastgpujacej postaci

_ | o(x) jezelix #p
o) = [ T jezelix = p.
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Istotne jest to, ze formuly takie jak ¢ i v, a wigc formuly, w ktérych nie wystepuje
zmienna p, maja te same wartosSci dla obu wartoSciowan. Mamy wigc

6(p) = 0(p) oraz &(y) = d(y).

Jezeli kto§ w to nie wierzy, to powinien dowies$¢ przytoczona wtasnos¢ przez tzw. in-
dukcje ze wzgledu na budowe formuty.

Dalszy dowdd jest juz prosty. ZatozyliSmy, ze formuta ¢ jest spelniona przy

wartoSciowaniu o. Jest wigc tez spelniona przy wartoSciowaniu . Takze formuta
(p A p) =  jest spelniona przy wartoSciowaniu J (poniewaz jest to tautologia).
Stad otrzymujemy, ze 6 () = 3(1//) =T.
Rozwiazanie zadania 547 (c). To zadanie jest do$¢ trudne. Punkty (a) i (b) mozna
jednak uwazaé za wskazowke. Fakt z tego zadania jest prosta wersja tzw. lematu Cra-
iga. Bedziemy go dowodzié stopniowo, dla coraz bardziej skomplikowanych formut
®.

6. Najpierw lemat Craiga udowodnimy dla formut ¢, ktére sa koniunkcjami zmien-
nych zdaniowych i negacji zmiennych zdaniowych. Dodatkowo bgdziemy zaktadaé o
tych koniunkcjach, ze zadna zmienna nie wystgpuje w nich dwukrotnie, a wigc nie sa
postaci pApA...lub p A—=pA... Dowdd zostanie przeprowadzony przez indukcje
ze wzgledu na liczbg elementéw zbioru V(p) \ V (w).

Jezeli zbiér V (p) \ V () ma zero elementéw (czyli jest pusty), to mozemy przy-
jac, ze p = ¢. W tym przypadku wszystkie wymagane wtasnosci p sa oczywiste:
V(p) = V(p) = V(p) N V(y), gdyz w rozwazanym przypadku V(p) C V(w),
formula p — w jest tautologia na mocy zalozenia, a formuta ¢ — p jest tautologia,
poniewaz jest to formuta ¢ — ¢, ktéra oczywiscie jest tautologia.

Jezeli zbidr V () \ V (w) jest niepusty, to wybieramy z niego dowolna zmienng p
i przedstawiamy formule ¢ w postaci ¢’ A p lub ¢’ A—p. Na mocy dodatkowego zato-
zenia, w formule ¢’ nie wystegpuje juz zmienna p. Dalszy dow6d w obu przypadkach
jest taki sam. Zauwazmy, Ze na mocy zadania 547 (b) formuta ¢’ —  jest tautologia.
Dla drugiej formuly korzystamy z oczywistego uogélnienia zadania 547 (b).

W tej sytuacji mozemy skorzystaé z zatozenia indukcyjnego dla ¢’. Pozwala to
znalez¢ formutlg p taka, ze

V(p) =V()NV(y)orazp' — pip — w satautologiami.

Nietrudno zauwazy¢ formuta p ma tez wlasnosci wymagane w lemacie Craiga dla
formuly ¢. Mamy bowiem

Vip)NV(y)=V()U{phNV(y)=Ve)N V() U{pinV(y) =
Ve NV(y)=V(p)

(przedostatnia réwnos$¢ wynika stad, ze p & V (y)). Ponadto, ¢ — p jest tautologia,
poniewaz tautologiami sa ¢ — ¢’ oraz ¢’ — p.
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7. Teraz pokazemy, ze jezeli lemat Craiga jest prawdziwy dla pewnych formut ¢
1 @2, to jest tez prawdziwy dla alternatywy @1 V ¢3.

Przypusémy wigc, ze (@1 V ¢2) — w jest tautologia oraz istnieja formuty pq i p
takie, ze

V(p1) = V(p1) N V(w)oraz 91 — p1ip1 — y sa tautologiami.
oraz
V(p2) = V(p2) N V(w) oraz o — p2 i p2 —  sg tautologiami.

Wtedy formuta p; Vv p; spetnia tezg lematu Craiga dla ¢; Vv ¢,. Formuta (p; Vv
p2) — W jest tautologia na mocy zadania 547 (a). Poniewaz formuty ¢ — p; oraz
p1 — (p1V p2) sa tautologiami, wigc to samo mozna powiedzie¢ o0 g1 — (p1 V p2).
W tych samych powodéw tautologia jest g2 — (p1 V p2). Jezeli teraz skorzystamy
z zadania 547 (a), to otrzymamy, ze tautologia jest takze (p; V @2) — (p1 V p2).
Pozostaje jeszcze wyliczyC V (¢1 V ¢2). Oczywiscie zachodza nastgpujae réwnosci:

Vip1ve)NV(y) = V(en)NV(y)UV(p)NV(w) = V(p1)UV(p2) = V(p1Vp2).

8. Z udowodnionych wyzej faktéw, stosujac bardzo tatwa indukcje, mozemy wy-
prodzi¢ lemat Craiga dla wszystkich formutl ¢, ktére sa dane w alternatynej (dys-
junkcyjnej) postaci normalnej (a wigc sg alternatywami, a kazdy z (by¢ moze wielu)
cztonéw tej alternatywy jest koniunkcja zmiennych zdaniowych i negacji zmiennych
zdaniowych). Ponadto, dysjunkty takich formut powinny spetnia¢ dodatkowy waru-
nek: zadna zmienna nie moze wystapi¢ w nich dwukrotnie.

Dowdd lematu Craiga w calej okazatosci wymaga jeszcze powotania si¢ na dwa
fakty. Po pierwsze trzeba wiedzieé, ze dowolna formuta ¢ jest rownowazna formule
w alternatywnej postaci normalnej. Co wigcej, mozna zadac od takiej postaci normal-
nej, aby spetniala wspomniany dodatkowy warunek oraz wystgpowaty w niej doktad-
nie te zmienne, co w ¢. Po drugie, jezeli lemat Craiga jest prawdziwy dla formuly ¢,
to jest prawdziwy takze dla kazdej formuty réwnowaznej z ¢, ktdra jest zapisana za
pomoca tych samych zmiennych, co ¢.

9. Przedstawione uzasadnienie lematu Craiga zawiera drobng usterkg. Dobrym
¢wiczeniem byloby przerwanie w tej chwili czytania dalszej czesci tego tekstu i pod-
jecie préby samodzielnego znalezienia tej usterki. Takie usterki czesto prowadza do
falszywych wnioskéw. Tym razem usterka wskazuje tylko na pewne trudnosci. Pod-
czas egzaminu jedna osoba zwrdcita na to uwagg i twierdzita nie do konca stusznie,
ze lemat Craiga jest fatszywy.

To, czy zadanie 547 (c) jest prawdziwe, zalezy od szczegétéw z definicji formuty.
W ,Materiatach do zajeé” przyjmuje si¢, ze formutami sg tez symbole T i L. Kla-
syczne definicje formuty jednak nie zawieraja tego warunku. W mojej ocenie czesciej
przyjmuje sig, Ze to nie sg formuty.
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W pewnym miejscu przedstawionego rozumowania, rozwazaliSmy m.in. koniunk-
cje ¢ (jednej lub wigcej) zmiennych, w ktérej jest zmienna p, i stwierdziliSmy, ze ta
koniunkcja daje si¢ przedstawi¢ w postaci ¢’ A p. PowinniSmy rozwazaé takze sy-
tuacje, w ktérej ¢ = p. Formuty p nie da si¢ tak przedstawié, chyba ze symbol ¢’
moze oznacza¢ T.Jezeli T nie jest formuta, to lemat Craiga wymaga ostrozniejszego
sformutowania.

10. Przedstawig jeszcze inny dowdd lematu Craiga, ktéry wydaje si¢ nieco prost-
szy. Bedziemy si¢ w nim postugiwaé pojeciem wartosciowania. Aby okresli¢ warto§¢
formuly ¢ dla warto§ciowania ¢ musimy zatozy¢, ze o jest okre§lone dla zmiennych
wystepujacych w ¢. Poza tym, dziedzina ¢ nie odgrywa zwykle wigkszej roli. W
przedstawianym dowodzie bedziemy musieli jednak kontrolowaé dziedziny warto-
Sciowafh.

Niech ¢ i y spelniaja warunki podane w sformutowaniu zadania 547 (c). Przyj-
mijmy, ze X oznacza zbidr

[e:V(eNV(y) = {L,T}:36" :V(p) > {L, T} ¢'(p) =T Ao Co’}

(napis ¢ C ¢’ oznacza, ze ¢’ jest rozszerzeniem o, albo ¢ jest obcigciem ¢’ czyli
spetnia ré6wnosé o (p) = o’ (p) dla wszystkich p € V(p) NV (y)).

Majac zbiér X konstruujemy formule p, w ktérej wystepuja wszystkie zmienne
ze zbioru V(p) N V(y) i zadne inne, oraz dla dowolnego wartoSciowania
o:V(p)NV(y)—> {L, T}zachodzi r6wnowaznosé

o(p)=T < o eX.

Metoda konstrukcji takiej formuly jest znana np. z dowodu twierdzenia o istnieniu
alternatywnych postaci normalnych. Proszg zwrécié¢ uwage, ze drobne ktopoty poja-
wiajg sig, gdy zbidr V (p) N V () jest pusty.

Pokazemy, ze formuta p ma zadane wtasnosci. W dowodzie wielokrotnie be-
dziemy korzystaé z oczywistego faktu: jezeli mamy dwa warto$ciowania o, ¢’ zmien-
nych wystepujacych w formule ¢ spelniajace warunek ¢ C ¢/, to o (p) = o'(p).

Najpierw pokazemy, ze ¢ — p jest tautologia. WeZmy wigc dowolne warto-
$ciowanie ¢’ zmiennych z V (p) (tylko takie zmienne wystgpuja w tej implikacji).
Mozemy dodatkowo zatozyé, ze 6'(p) = T. Pokazemy, ze 6'(y) = T. Niech ¢
bedzie obcigciem wartoSciowania ¢’ do zmiennych ze zbioru V () NV (). Oczywi-
Scie, 0 € X. Z definicji p otrzymujemy, ze ¢ (p) = T. W koricu, ze przytoczonego
faktu o wartoSciowaniach wnioskujemy, ze 6'(p) = T.

Te sama metode wykorzystamy do pokania, ze implikacja p — w jest tautolo-
gia. Niech v bgdzie warto$ciowaniem zmiennych wystgpujacych w p —  takim, ze
V(p) = T. Dziedzing v jest zbiér V (). Jezeli obetniemy v do zmiennych ze zbioru
V(p)NV (y), to otrzymamy wartosciowanie, ktére bedziemy oznaczaé symbolem o .
Oczywiscie, 6 (p) = T oraz ¢ € X. Warto§ciowanie ¢ mozna rozszerzy¢ do war-
toSciowania ¢’ spelniajacego formute ¢. WartoSciowania ¢’ i v przypisuja te same
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warto$ci zmiennym ze zbioru V (p) N V(w). Mozna wigc je rozszerzy¢ do warto-
$ciowania v’ przypisujacemu wartosci wszystkim zmiennym ze zbioru V (p) U V ().
Dla tego warto$ciowania jest spelniona formuta ¢, poniewaz v’ jest rozszerzeniem o’.
Spetniona jest takze formuta y, poniewaz formuta ¢ — y jest tautologia. Oznacza
to, ze zachodzi takze ré6wnosé v (w) = T, gdyz v’ jest rozszerzeniem v. DowiedliSmy
wigc, ze wszystkie warto§ciowania spetniajace p spelniajg takze . Stad wynika, ze
p — y jest tautologia.

Zadanie 548. Rozwazmy zbiér NN wszystkich funkcji z N w N. Dla danej funkcji
fniech Ry ={n e N|dm e N f(m)=n}oznacza zbiér wartosci przyjmowanych
przez t¢ funkcje. W NN definiujemy relacje ~ wzorem

df
f~gS Ry =R,.
Oczywiscie ~ jest relacja réwnowaznoSci.

(a) Udowodnij, ze kazda klasa abstrakcji relacji ~ jest albo jednoelementowa, albo
ma moc continuum.

(b) Udowodnij, ze zbidr ilorazowy (czyli zbidr wszystkich klas abstrakcji) relacji
~ ma moc continuum.

(¢) Podaj przyktad podziatu zbioru NN na continuum roztacznych zbioréw mocy
continuum.

Rozwiazanie zadania 548 (a). Zbiory wartosci funkcji okreslonych na niepustym
zbiorze sg niepuste. Tak wiec wszystkie rozwazane w tym zadaniu zbiory R 7 sa nie-
puste. Zbiory te sa wigc albo jednoelementowe, albo maja przynajmniej dwa ele-
menty.

Niech f : N — N bedzie funkcja taka, ze zbiér jej wartoSci Ry ma doktadnie
jeden elementia € Ry. Funkcja f jest SciSle okreSlona. Jej dziedzina jest ustalona,
a jej wartos$cig moze by tylko a. Jest wigc to funkcja stale réwna a.

Jezeli g jest funkcja taka, ze g ~ f, to g ma ten sam zbiér wartosci, co f. Tez
jest stale réwna a, czyli jest identyczna z f. Stad wynika, ze klasa abstrakcji [ f]~
(relacji ~ wyznaczona przez f) ma dokltadnie jeden element.

Teraz zajmiemy si¢ funkcjami f, ktére przyjmuja przynajmniej dwie wartosci, w
tym wartosci a i b (a # b). Oczywiscie, a,b € Ry. Postugujac si¢ twierdzeniem
Cantora-Bernsteina pokazemy, ze klasa abstrakcji [ f ]~ ma moc continuum. Oczywi-
Scie, klasa ta jest zawarta w zbiorze wszystkich funkcji okre§lonych i przyjmujacych
warto$ci w zbiorze N. Takich funkcji jest continuum. Wystarczy jeszcze pokazad, ze
klasa [ f]~ ma moc przynajmniej continuum. W tym celu zdefiniujemy réznowarto-
Sciowa funkcje

¢ :{a, b} - [f1~.
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Przyjmijmy, ze g : N — {a, b} i warto$¢ ¢ (g) jest funkcja definiowana wzorem

f (%) jezeli n jest nieparzyste,
g(3) W przeciwnym razie.

p(8)(n) =

Najpierw przekonajmy sie, ze ¢(g) ~ f. Wyliczmy wiec zbiér R, (,) wartosci funk-
cji ¢ (g). Funkcja ta przyjmuje w na zbiorze liczb nieparzystych wszystkie wartosci,
ktére przyjmuje funkcja f. Dodatkowo, na zbiorze liczb parzystych przyjmuje war-
tosci a lub b. Tak wigc

Ry C Ryq) € Ry U{a, b} = Ry.
W ten sposob otrzymujemy, ze Ry () = Ry, a to oznacza, ze ¢(g) ~ f i ponadto

o {a, b} - [f]~.

PowinniSmy jeszcze przekonaé sig, ze funkcja ¢ jest r6znowarto§ciowa. Jest to
bardzo proste: jezeli mamy dwa rézne argumenty funkcji ¢, czyli rézne funkcje g
i g7, to réznig si¢ one wartoSciami dla pewnego argumentu, powiedzmy dla liczby
k € N. Wtedy (bedace funkcjami) wartoSci ¢ (g1) i ¢(g2) réznig si¢ dla argumentu
2-k.

Rozwiazanie zadania 548 (b). Jest to bardzo proste zadanie. Aby je rozwiazaé wy-
starczy powolaé si¢ na dwa lub trzy oczywiste fakty.

Pierwszy z nich dotyczy relacji réwnowaznosci. Jezeli mamy funkcjer : X — Y
i w zbiorze X definiujemy relacj¢ réwnowaznoSci ~ przyjmujac, ze

x~y & r(x)=r(y).

to zbidr klas abstrakcji X/~ tej relacji jest rownoliczny ze zbiorem r(X) wartosci
funkcji r na zbiorze X. Odpowiednig bijekcje tatwo wskazac. Jest nig funkcja p :
X/~ — r(X) zdefiniowana wzorem

p(x]~) =r(x).

Dalej wystarczy sprawdzi¢ wszystkie wymagane wlasnosci p, w tym poprawnos$¢
definicji p. Robi si¢ to w sposéb standardowy.

Z przytoczonego faktu zastosowanego do relacji ~ z zadania 548 wynika, ze zbiér
klas abstrakciji tej relacji jest rownoliczny ze zbiorem niepustych podzbioréw zbioru
liczb naturalnych. Gdyby kto$§ czul potrzebe uzasadnienia czego§ w tym miejscu,
to powinien poda¢ konstrukcje funkcji, ktérej zbiér wartosci jest danym niepustym
zbiorem. Na przyklad, jezelia € A C N, to funkcja f taka, ze

n jezelin e A,
a W przeciwnym razie

MOES
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spelnia réwnos$¢ Ry = A.

W koficu trzeba zauwazy¢, ze zbidr niepustych podzbioréw N rézni si¢ od zbioru
P(N) wszystkich podzbior6w N jednym elementem. Ten drugi zbidr jest mocy con-
tinuum, a wigc oba sa mocy continuum. Fakt ten wynika z teorii mocy. Mozna si¢ o
tym przekona¢ np. sprawdzajac, ze zbiory P(N), P(N \ {0}) oraz {X C N : 0 € X}
sa rownoliczne. Poniewaz zachodza oczywiste zawierania

(XCN:0eX}C{XCN:X+#0)CPWN),

wigc z twierdzenia Cantora-Bernsteina otrzymujemy, ze zbiér {X C N : X # §} ma
moc continuum.
Rozwiazanie zadania 548 (c). Kazda relacja rownowaznosci definiuje podziat swojej
dziedziny. Takze relacja ~ definiuje podziat zbioru NN, Z punktu (b) wynika, ze
jest to podzial na continuum zbioréw, ale niektére z nich (na mocy punktu (a)) nie
maja mocy continuum. Jedna z metod rozwigzania zadania (c) polega na poprawieniu
podziatu wyznaczonego przez relacje ~ tak, aby spelniat warunki zadania. Mozna to
zrobi¢ dotaczajac mate klasy abstrakcji do duze;.

Niech § € NN oznacza jakakolwiek funkcje, ktéra nie jest stata, a C; — funkcje
stale réwna i (oczywiscie, rozwazamy tylko funkcje nalezace do NY). Utwérzmy
sume

U=I[S]-U U[Ci]m
(=0

Jest to suma wszystkich jednoelementowych klas abstrakcji relacji ~ i jednej klasy
mocy continuum. OczywiScie, jest to zbiér mocy continuum, gdyz jest zawarty w
zbiorze NN i zawiera zbiér [S]~ mocy continuum. Jezeli do tego zbioru dotaczymy
pozostale klasy abstrakcji, nie wyznacone ani przez funkcje stale, ani przez S, to
otrzymamy podziat

P={U}U{[f]l~: f # S A f nie jest stala}

zbioru NN na zbiory mocy continuum. Mozna mie¢ watpliwosci, czy w ten sposéb
otrzymali$my podzial mocy continuum.

Zdefiniowany podzial ma jednak moc continuum. Aby to uzasadni¢, mozna sko-
rzysta¢ z og6lnego i niebanalnego twierdzenia, ze odejmujac od zbioru mocy conti-
nuum zbidr przeliczalny otrzymujemy zbiér mocy continuum. Dobierajac odpowied-
nio S mozna to tez uzasadni¢ w sposéb elementarny: jest continuum podzbioréw
zbioru N \ {0, 1}. Jest wigc continuum podzbioréw N, do ktérych naleza liczby 0
i 1. W koricu jest continuum klas abstrakcji relacji ~ wyznaczonych przez funkcje
przyjmujace warto$ci 0 i 1, czyli nalezacych do zbioru

{[fl~:0,1€ Ry}.
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Co wigcej, nie ma wsrdd tych klas abstrakcji klas wyznaczonych przez funkcje state
(ich warto$ciami jest najwyzej jedna z liczb 0 i 1) oraz przez funkcje S zdefiniowana
wzorem S(n) = n + 1 (nie przyjmuje wartosci 0). Tak wigc

{[fl~:0,1 € Re} C{[f]~: f # S A f nie jest stala} C P.

Stad podziat P ma continuum elementéw.

Zadanie 548 (c) mozna tez rozwiaza¢ inna metoda. Kazde dwa zbiory mocy con-
tinuum sa réwnoliczne. W szczeg6lnosci, zbiér X mocy continuum jest réwnoliczny
z X?, takze ze zbiorem R? i z ptaszczyzna geometryczng (utozsamiang z R?). Otéz
ptaszczyzne bardzo tatwo podzieli¢ na continuum zbiéréw mocy continuum. Wystra-
czy podzieli€ ja na proste réwnolegte np. do osi OX. Poniewaz takze zbiér X mozna
utozsamiaé z plaszczyzna, tez mozna go tak podzielié.

Przedstawig to rozwiazanie jeszcze nieco doktadniej. WeZmy wigc zbiér X mocy
continuum i bijekcje f : X — X?2. Rodzina zbioréw

{{(x,y)eXZ:yeX}:xeX}

jest podziatem zbioru X2. Kazdy element tego podziat jest réwnoliczny ze zbio-
rem X. Takze caly ten podziat jest rownoliczny z X . Nietrudno sprawdzié, ze rodzina
przeciwobrazéw

(@ y) e X?iye X)) ix e X}

jest podziatem zbioru X i ma oczekiwane wtasnosci. Aby rozwiazaé zadanie 548 (c),
przedstawione rozumowanie trzeba przeprowadzi¢ dla zbioru X = NV,

Zadanie 549. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Multizbiorem nad A nazywamy
dowolna funkcje S : A — N (méwimy wtedy, ze S(x) jest liczba wystapien elementu
x w multizbiorze S). Rodzing wszystkich multizbioréw nad A oznaczamy M (A).
Jesli S1 1 8> sa multizbiorami, to ich przekréj S NS>, sume S1 U Sy i rdznicg Sy \ Sz
definiujemy wzorami

($1N$)(x) = min(S(x), $2(x))
(S1USH)x) = Si(x)+ S2(x)
(S1\$2)x) = max(S(x) — S2(x),0).

Moéwimy, ze S jest podzbiorem S, i piszemy S; C S5, jesli istnieje taki multizbiér
X,zeS1UX = 95.

(a) Czy dla dowolnych multizbioréw X, Y, Z nad zbiorem A zachodzi réwnos¢

X\(YUZ)=(X\Y)\Z?

(b) Czy dla dowolnych multizbioréw X, Y, Z nad zbiorem A zachodzi réwnos¢

XNYUZ)=XNY)U(XNZ)?
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(c) Czy (M(A), C) jest porzadkiem? Czy jest to porzadek zupeiny?

Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadnic.

Rozwiazanie zadania 549 Pozornie wydaje sig, ze to zadanie dotyczy zbioréw i moz-
na je rozwigza¢ podobnie, jak zadania z rachunku zbioréw. Nic bardziej mylnego.
W zadaniach 549 (a) i (b) mamy dowie$¢ réwnos¢ dwéch funkcji. I trzeba to zro-
bi¢ tak, jak dowodzi si¢ réwnos$¢ funkcji. Funkcje wystepujace w tym zadaniu maja
te samg dziedzing. Trzeba wigc rozstrzygaé tylko, czy interesujace nas funkcje dla
dowolnego argumentu przyjmuja te same wartosci.
Réwnos¢
X\Y\2)=(X\Y)\Z

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego a € A zachodzi réwno$¢
X\ T\ Z2))(@) =((X\Y)\ Z)(a).
Ta ostatnia réwnosc jest na mocy definicji rownowazna warunkowi
max (X (a) — max(Y (a) — Z(a), 0), 0) = max(max(X (a) — Y (a), 0) — Z(a), 0).
Po odpowiednich podstawieniach z tej ostatniej réwnosci otrzymujemy
max(x — max(y — z, 0), 0) = max(max(x — y, 0) — z, 0).

Ta réwnos$¢ jest prawdziwa bez wzgledu na wartoSci x, y i z. Pomijam jej dowdd.
Wynika z niej prawdziwos¢ réwnoSci z zadania 549 (a).
Rownos¢ z zadania 549 (b) jest falszywa. Jest natomiast réwnowazna réwnosci

min(x, y + z) = min(x, y) + min(x, y).

Jest ona fatszywa np. dla x = 3, y = 21 z = 2. Biorac trzy funkcj¢ okreSlone
w zbiorze A: funkcje X stale rowna 3 oraz Y i Z — stale réwne 2 , mozemy wykazaé
fatszywos¢ réwnosci z zadania 549 (b).

Zdefiniowana w zadaniu 549 relacja C porzadkuje multizbiory z M(A). Moze
troche tatwiej to si¢ dowodzi, jezeli scharakteryzujemy relacje C w jezyku funkcji.
Dowolne multizbiory X i Y spelniaja warunek X C Y wtedy i tylko wtedy, gdy

X(a) < Y(a)

dla wszystkich a € A. Tak wigc relacja zawierania migdzy multizbiorami to jeden
z czegsciej spotykanych porzadkéw w zbiorze funkcji.

Zawieranie w rodzinie multizbioréw nie jest porzadkiem zupetnym. Jezeli przyj-
miemy, ze X, jest multizbiorem, do ktérego wszystkie elementy naleza n razy, czyli
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jest funkcja stale réwna n, to zbiér {X, : n € N} nie ma kresu gérnego. Co wig-
cej, nie ma on ograniczenia gérnego. Gdyby bowiem Y ograniczato ten zbidr z gory,
a € AiY(a) = m,toz warunku X,,+1 C Y mozna by wywnioskowac, ze

m+1=Xpp1(a) < Y(@) =m,
a to nie powinno si¢ dac zrobié.

Zadanie 550. Niech (A, <) bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym (czyli zbiorem
liniowo uporzadkowanym, w ktérym kazdy niepusty podzbiér ma element najmniej-
szy). W zbiorze A x A porzadek leksykograficzny jest zdefiniowany wzorem

df
(x1,%2) <pex (¥Y1,2) & (1 S yiAxXI#Y)V (X1 =y1 Axz < ).

W zbiorze X = (N'\ {0}) x (N\ {0}) definiujemy porzadek < wzorem

X X
(x1, x2) = (y1, y2) L Ay (—1=£AX1 SY1).
X2y X2 »

(a) Udowodnij, ze (A x A, <jex) jest zbiorem dobrze uporzadkowanym (nie trzeba
dowodzié, ze relacja <.y jest porzadkiem, ani ze jest to porzadek liniowy).

(b) Czy (X, <) jestizomorficzny z (Q, <)?
(c) Czy (X, <) jestizomorficzny z (N x N, <j.y)?

Uzasadnij odpowiedzi.

Rozwiazanie zadania 550 (a). Porzadek leksykograficzny w kwadracie kartezjan-
skim dobrze uporzadkowanego zbioru (A, <) jest regularny, a wigc spetnia zasade
minimum. WeZmy dowolny niepusty zbiér X C A x A. Przyjmijmy, ze

Y={yeA:dzeA(y,z) e X}

Jest to niepusty podzbidr A. Korzystajac z zasady minimum w zbiorze A znajdujemy
najmniejszy element w zbiorze Y. Niech ntym elementem najmniejszym bedzie a.
Teraz definiujmy zbiér

Z={z€eA:{a,z) e X}

Z definicji a wynika, ze zbiér Z jest niepusty. Ponownie korzystamy z zasady mini-
mum i znajdujemy w Z element najmniejszy. Tym razem oznaczamy go symbolem b.

Nietrudno zauwazy¢, ze (a, b) jest najmniejszym elementem w zbiorze X. Aby
si¢ o tym przekona¢ weZmy dowolny element (y, z) w zbiorze X. Jest oczywiste,
ze y € Y.Z definicji a otrzymujemy, ze a < y. Gdyby si¢ okazalo, ze a # y, to
z definicji porzadku leksykograficznego wynikatoby, ze (a, b) <jex (v, z). Zalézmy
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wigc, ze a = y. Wtedy z jest elementem zbioru Z i na mocy definicji b zachodzi
nier6wno$¢ b < z. Latwo sprawdzié, ze takze w tym przypadku zachodzi nieréwnos¢
(a,b) <iex (y,2).

Rozwiazanie zadania 550 (b) i (c). Najpierw sprébujmy sobie wyobrazi¢ zbiory
uporzadkowane (X, <) i (N x N, <j.,).

Pierwszy z tych zbioréw sklada si¢ z przedstawier dodatnich liczb wymiernych
irozpada si¢ fragmenty zlozone z przedstawien tej samej liczby. Cale te fragmenty sa
uporzadkowane tak, jak przedstawiane przez nie liczby. Wewnatrz fragmentéw porza-
dek jest wyznaczony przez liczniki przedstawien i ma takie wiasnosci, jak porzadek
w zbiorze liczb naturalnych.

Drugi ze zbioréw ma podobna strukture. Tez sktada si¢ z fragmentéw, tym razem
sa to zbiory par o ustalonej pierwszej wspotrzednej. Poszczegdlne fragmenty, jak
1 zbiér fragmentéw sa uporzadkowane, jak zbidr liczb naturalnych.

Porzadki (Q, <) i (X, <) nie sa izomorficzne. Porzadek w zbiorze liczb wymier-
nych jest gesty. Natomiast fragmenty drugiego porzadku (X, <) sktadaja si¢ z ,,ko-
lejnych” wyrazéw. Na przyktad, migdzy parami (1, 1) i (2,2) (przedstawiajacymi
liczbe 1) nie ma zadnych innych elementéw. Nie jest wigc to porzadek gesty. Z drugiej
strony, tatwo sprawdzié, ze izomorfizm zachowuje gesto$¢. Gdyby porzadek (X, <)
byt izomorficzny z (Q, <), to byltby gesty.

Podobnie, nie sa izomorficzne porzadki (X, <) i (N x N, <j.,). Pierwszy z nich
przypomina porzadek w zbiorze dodatnich liczb wymiernych i nie ma elementu naj-
mniejszego. W drugim jest element najmniejszy i jest to para (0, 0).

Fakt z zadania 550 (c) mozna tez dowie$¢ w inny sposéb. Z punktu (a) wynika,
ze porzadek (N x N, <j..) jest dobry. Porzadek izomorficzny z dobrym tez jest do-
bry. Porzadek (X, <) nie jest jednak dobry. Jest w nim ciag malejacy, np. zlozony
z elementow (1, 1), (1, 2), (1, 3),...



Notatki 187

Zadania zgtoszone na ¢wiczeniach

W ponizszej tabeli proszg¢ notowaé numery zadan przewidzianych na dane zajecia,
numery zgtoszonych zadar i liczbg otrzymanych punktéw. Na nastgpnych stronach sa
wydrukowane kupony zgloszenia zadafi, ktére nalezy wyciaé, wypetni¢ i przekazaé
prowadzacym na zajeciach. Pierwsze zajgcia nie sa punktowane.

Zaj. 2 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 3 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 4 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 5 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
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Zaj. 6

Data:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 7

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 8

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 9

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 10

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Suma:
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Zaj. 11

Data:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 12

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 13

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 14

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 15

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Suma:
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Zadania domowe

1. | Zadane dnia: na dzien: Punkty:
2. | Zadane dnia: na dzien: Punkty:
Kartkéwki i inne zdarzenia
Dnia: punkty: Dnia: punkty:
Dnia: punkty: Dnia: punkty:
Dnia: punkty: Dnia: punkty:
Dnia: punkty: Dnia: punkty:
Dnia: punkty: Dnia: punkty:
Dnia: punkty: Dnia: punkty:
Dnia: punkty: Dnia: punkty:

Ocena konncowa

Liczba punktéw zdobytych w semestrze:

Ocena wyliczona wedtug tablicy C.1:
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