
Sto ªatwych zada«z j¦zyków formalnychi zªo»ono±ci obliczeniowejprzygotowaª Jerzy Marcinkowskijako materiaª do kursu prowadzonegow Instytucie Informatyki UWrwiosn¡ roku 20071 Deterministyczne Automaty Sko«czoneZadanie 1. Rozwa»my j¦zyk L = {w0s : |s| = 9}, zªo»ony z tych sªów których dzies¡tysymbol od ko«ca to 0. Udowodnij »e DFA rozpoznaj¡cy ten j¦zyk ma co najmniej 1024stany.Zadanie 2. udowodnij, »e j¦zyk L = {anb2n : n ∈ N} nie jest regularny.Zadanie 3. Udowodnij »e zbiór L tych sªów nad alfabetem {0, 1} które s¡ zapisem binar-nym liczby pierwszej nie jest regularny.Zadanie 4. (za 2 punkty) Niech L b¦dzie dowolnym podzbiorem 0∗. Udowodnij, »e L∗ jestj¦zykiem regularnym.De�nicja Dla danego sªowa w, nad pewnym ustalonym alfabetem, niech wR oznacza �wczytane od ko«ca� (tzn. εR = ε i (aw)R = wRa je±li a nale»y do alfabetu a w jest dowolnymsªowem).Zadanie 5. Czy j¦zyk {wwRx : w, x ∈ {0, 1}∗ i w, x 6= ε} jest regularny ?Czy j¦zyk {xwx : w, x ∈ {0, 1}∗ i x 6= ε} jest regularny ?Zadanie 6. Niech L ⊂ A∗. Relacj¦ ∼L⊂ A∗ × A∗ de�niujemy w sposób nast¦puj¡cy:
w ∼L w′ w.t.w. gdy ∀v ∈ A∗ wv ∈ L ⇔ w′v ∈ L. Udowodnij nast¦pujace Twierdzenieo indeksie: L jest regularny wtedy i tylko wtedy gdy liczba klas abstrakcji relacji ∼L jestsko«czona. Minimalna ilo±¢ stanów DFA rozpoznaj¡cego L jest wtedy równa liczbie tychklas abstrakcji.Zadanie 7. Jak¡ minimaln¡ liczb¦ stanów musi mie¢ deterministyczny automat sko«czonyrozpoznaj¡cy zbiór tych wszystkich sªów nad alfabetem {a, b, c}, które w±ród ostatnich trzechznaków maj¡ po jednym wyst¡pieniu ka»dej z liter alfabetu?Zadanie 8. Jak¡ minimaln¡ liczb¦ stanów musi mie¢ deterministyczny automat sko«czony,rozpoznaj¡cy j¦zyk tych sªów nad alfabetem {a, b, c}, które maj¡ przynajmniej 4 symbole, iktórych ostatnie 4 symbole s¡ jednakowe?Zadanie 9. Jak¡ minimaln¡ liczb¦ stanów musi mie¢ deterministyczny automat sko«czony,rozpoznaj¡cy j¦zyk tych sªów nad alfabetem zerojedynkowym, które w±ród czterech ostat-nich symboli maj¡ dokªadnie dwie jedynki (sªowo 010 ma jedn¡ jedynk¦ wsród czterechostatnich symboli)?



Zadanie 10. Rozwa»my alfabet An skªadaj¡cy sie z liter a, b1, b2, . . . bn. Niech j¦zyk L1
nskªada si¦ z tych sªów nad An, które maj¡ parzyst¡ ilo±¢ wyst¡pie« wzorca b1b2., niech j¦zyk

L2
n skªada si¦ z tych sªów nad An, które maj¡ parzyst¡ ilo±¢ wyst¡pie« wzorca b2b3, i takdalej. Niech wreszcie j¦zyk Ln

n skªada si¦ z tych sªów nad An, które maj¡ parzyst¡ ilo±¢wyst¡pie« wzorca bnb1. Zde�niujmy j¦zyk Ln jako przeci¦cie L1
n ∩ L2

n ∩ . . . ∩ Ln
n. Jak¡minimaln¡ ilo±¢ stanów musi mie¢ deterministyczny automat sko«czony rozpoznaj¡cy Ln?Zadanie 11. Przez DFA ze stacj¡ benzynow¡ b¦dziemy w tym zadaniu rozumie¢ zwykªy de-terministyczny automat sko«czony wraz z jednym dodatkowym wyró»nionym stanem qBP iliczb¡ naturaln¡ b. Powiemy »e DFA ze stacj¡ benzynow¡ M akceptuje sªowo wej±ciowe w,je±li M akceptuje w w zwykªym sensie, a spo±ród ka»dych b kolejnych stanów napotkanychw czasie wczytywania w przez M przynajmniej jeden jest stanem qBP . Udowodnij, »e nieka»dy j¦zyk regularny mo»e by¢ rozpoznany przez jaki± DFA ze stacj¡ benzynow¡.2 Wyra»enia regularneZadanie 12. Skonstruuj automat sko«czony rozpoznaj¡cy i wyra»enie regularne de�niu-j¡ce nad alfabetem {1, 0} j¦zyk sªów, które zawieraj¡ tyle samo jedynek co zer i w którychka»dym pre�ksie ilo±¢ zer ró»ni si¦ co najwy»ej o dwa od ilo±ci jedynek.Zadanie 13. Skonstruuj automat sko«czony rozpoznaj¡cy i wyra»enie regularne de�niuj¡cenad alfabetem {a, b} j¦zyk sªów które nie zawieraj¡ wzorca baba.Zadanie 14. Dodanie do de�nicji wyra»e« regularnych pozwolenia na u»ycie symbolu ∩,oznaczaj¡cego przekrój j¦zyków nie umo»liwia reprezentowania nowych zbiorów, wyra»eniajednak staj¡ si¦ krótsze.Udowodnij »e u»ycie ∩ mo»e wykªadniczo skróci¢ wyra»enie.Wskazówka: rozwa»y¢ j¦zyk skªadaj¡cy si¦ z jednego sªowa (. . . (a0a1)

2a2)
2 . . .)2Zadanie 15. Skonstruuj automat sko«czony rozpoznaj¡cy i wyra»enie regularne de�niu-j¡ce nad alfabetem {a, b, c, d} j¦zyk sªów które zawieraj¡ tyle samo symboli a co b, tyle samosymboli c co d, i w których ka»dym pre�ksie ilo±¢ symboli a ró»ni si¦ co najwy»ej o jedenod ilo±ci symboli b za± ilo±¢ symboli c ró»ni si¦ co najwy»ej o jeden od ilo±ci symboli d.Niech φ b¡�dzie wyra»eniem regularnym nad alfabetem A, a w sªowem nad tym alfabe-tem. Niech f b¦dzie funkcj¡, której argumentami s¡ wyst¡pienia liter alfabetu w sªowie w(czyli �kolejne litery sªowa w�), a warto±ciami s¡ wyst¡pienia liter w wyra»eniu φ. Powiemy,»e f jest poprawnym mapowaniem w na φ, je±li zachodzi który± z warunków:1. φ jest sªowem nad A, φ = w i f jest identyczno±ci¡, lub φ = ε i w jest puste;2. φ = φ1 + φ2 i f jest poprawnym mapowaniem w na φ1 lub f jest poprawnym mapo-waniem w na φ2;3. φ = φ1φ2, w = w1w2 i f ograniczona do w1 jest poprawnym mapowaniem tego sªowana φ1, za± f ograniczona do w2 jest poprawnym mapowaniem tego sªowa na φ2;4. φ = ψ∗, w = w1w2 . . . wk, dla jakiego± k ≥ 0 i dla ka»dego 1 ≤ i ≤ k funkcja fograniczona do wi jest poprawnym mapowaniem wi na ψ.Intuicja jest taka, »e poprawne mapowanie sªowa przyporz¡dkowuje ka»dej jego literze,liter¦ wyra»enia z której ta litera sªowa �si¦ wzi¦ªa�. Wyra»enie φ jest deterministycznymwyra»eniem regularnym, je±li dla ka»dego w ∈ Lφ istnieje dokªadnie jedno poprawne



mapowanie w na φ. Deterministyczne wyra»enie regularne pozwala odczyta¢, które litery wsªowie bior¡ sie z których liter w wyra»eniu, ale to odczytanie nast¡puje dopiero, gdy znamycaªe sªowo. Inaczej jest dla deterministycznych on-line wyra»e« regularnych. Wyra»enie re-gularne φ jest deterministyczne on-line, je±li dla ka»dych sªów ww1, ww2 ∈ Lφ i ka»dychfunkcji f1, f2, b¦d¡cych poprawnymi mapowaniami sªów (odpowiednio) ww1 i ww2 na φ,funkcje f1 i f2 zgadzaj¡ si¦ na pre�ksie w.UWAGA: deterministic regular expressions, znane równie» jako unambiguous regularexpression pojawiaj¡ sie w de�nicji standardu XML.Zadanie 16. A. Które z poni»szych wyra»e« s¡ deterministyczne a które s¡ determini-styczne on-line?i. 0∗10∗ + 0∗ ii. (0 + 1)∗1(0 + 1) iii. (0 + 1)(0 + 2)∗ + (1 + 2)(0 + 1)∗ + (0 + 2)(1 + 2)∗B. Znajd¹ deterministyczne wyra»enie regularne oznaczaj¡ce j¦zyk tych wszystkich sªów nadalfabetem zerojedynkowym, które zawieraj¡ wzorzec 101.Zadanie 17. Czy dla ka»dego j¦zyka regularnego istnieje deterministyczne on-line wyra»e-nie regularne, które go de�niuje?Zadanie 18. Znajd¹ deterministyczne on-line wyra»enie regularne oznaczaj¡ce j¦zyk tychwszystkich sªów nad alfabetem zerojedynkowym, które zawieraj¡ jedn¡ lub dwie jedynki.3 Niedeterministyczne Automaty Sko«czoneZadanie 19. Skonstruuj niedeterministyczny automat sko«czony rozpoznaj¡cy j¦zyk tychsªów nad {0, 1}∗ które jako liczba w systemie dwójkowym dziel¡ si¦ przez 5, przy czym liczbajest wczytywanaa) pocz¡wszy od najbardziej znacz¡cego bitu,b) pocz¡wszy od najmniej znacz¡cego bitu.Zadanie 20. Udowodnij »e je±li dla pewnego j¦zyka L istnieje rozpoznaj¡cy go NDFA, toistnieje równie» NDFA rozpoznajacy j¦zyk LR = {w : wR ∈ L}.Zadanie 21. Wiadomo »e L j¦zykiem regularnym. Poka», »e j¦zyk
{w : ∃n ∈ N∃v ∈ L wn = v}jest j¦zykiem regularnym. Przez wn rozumiemy tu sªowo w skonkatenowane ze sob¡ nrazy.Zadanie 22. Udowodnij, »e je±li L1 i L2 s¡ j¦zykami regularnymi nad pewnym alfabetem

A to równie» j¦zyki L1 ∪ L2, L1 ∩ L2 i A∗ − L1 s¡ j¦zykami regularnymi.Zadanie 23. (za 2 punkty)Zaªó»my »e L jest pewnym j¦zykiem regularnym.Czy j¦zyk L/2 = {w : ∃v vw ∈ L ∧ |v| = |w|} jest regularny ?Zadanie 24. Podaj algorytm rozstrzygaj¡cy, dla danych dwóch niedeterministycznych au-tomatów sko«czonych, czy j¦zyki rozpoznawane przez te automaty s¡ równe.Zadanie 25. Minimalny DFA rozpoznaj¡cy jezyk L ma zawsze tyle samo stanów co mi-nimalny DFA rozpoznaj¡cy dopeªnienie L. Stwierdzenie to przestaje by¢ prawdziwe, je±lirozwa»amy automaty niedeterministyczne. Udowodnij, »e istnieje j¦zyk L który daje si¦ roz-pozna¢ NDFA o mniej niz 20 stanach, ale którego dopeªnienie nie daje si¦ rozpozna¢ »adnymNDFA o mniej ni» 200 stanach. Wskazówka: wystarczy rozwa»a¢ alfabet jednoelementowy.



Zadanie 26. Czy istnieje wyra»enie regularne φ, takie »e Laφ = Lφb? Czy istnieje wyra»e-nie regularne φ, takie »e La∗φ = Lφb∗?Zadanie 27. Przez NDFA ze stacj¡ benzynow¡ b¦dziemy w tym zadaniu rozumie¢ zwykªyniedeterministyczny automat sko«czony, wraz z jednym dodatkowym wyró»nionym stanem
qBP i liczb¡ naturaln¡ b. Powiemy »e NDFA ze stacj¡ benzynow¡ M akceptuje sªowo wej-±ciowe w, je±li istnieje taka scie»ka akceptuj¡ca sªowo w w M w zwykªym sensie, »e spo±ródka»dych b kolejnych stanów na tej ±cie»ce, przynajmniej jeden jest stanem qBP . Udowodnij,»e nie ka»dy j¦zyk regularny mo»e by¢ rozpoznany przez jaki± NDFA ze stacj¡ benzynow¡.4 Gramatyki bezkontekstowe i automaty ze stosemZadanie 28. Zbuduj automat ze stosem rozpoznaj¡cy j¦zyk dobrze rozstawionych nawiasówdwóch rodzajów generowany przez gramatyk¦:

S −→ SS|(S)|[S]|εKtóra ma jeden symbol nieterminalny S i cztery symbole terminalne (, ), [, ].Zadanie 29. Zbuduj gramatyk¦ bezkontekstow¡ generujac¡ j¦zyk: {w ∈ {0, 1}∗ : |w|0 =
2|w|1 ∧ 2||w|1}.Zadanie 30. Czy j¦zyk {w ∈ {0, 1}∗ : ∃n ∈ N 2n|w|0 ≤ |w|1 ≤ (2n+ 1)|w|0} jest bezkon-tekstowy ?Zadanie 31. Podaj algorytm rozstrzygajacy, dla danej gramatyki bezkontekstowej G, czy
L(G) jest niepusty.Zadanie 32. NiechG b¦dzie gramatyk¡ generujac¡ poprawnie zbudowane formuªy rachunkuzda« ze zmiennymi zdaniowymi p i q. Symbolami terminalnymi G s¡ p, q, (, ),¬ i ⇒ a pro-dukcjami

S → ¬S|(S ⇒ S)|p|qZnajd¹ gramatyk¦ w postaci normalnej Chomsky'ego generuj¡c¡ ten sam j¦zyk.Zadanie 33. Czy istnieje gramatyka bezkontekstowa generuj¡ca zbiór tych slów nad alfa-betem zerojedynkowym, które nie s¡ postaci vww dla »adnych sªów w, v takich, »e |v| = |w|?Zadanie 34. Czy j¦zyk L zªo»ony z tych wszystkich sªów nad alfabetem {0, 1} które s¡postaci wvw, dla pewnych sªów w, v, takich, »e |w| = |v|, jest bezkontekstowy?Zadanie 35. Czy j¦zyk L̄ b¦dacy dopeªnieniem j¦zyka L z poprzedniego zadania do {0, 1}∗jest bezkontekstowy?Zadanie 36. Czy j¦zyk
L3 = {w ∈ {0, 1, 2}∗ : ¬∃x ∈ {0, 1, 2}∗ w = xx}jest bezkontekstowy ?Zadanie 37. Czy dopeªnienie j¦zyka L3, j¦zyk



L4 = {w ∈ {0, 1, 2}∗ : ∃x ∈ {0, 1, 2}∗ w = xx}jest bezkontekstowy ? Wskazówka. (1) Rozwa» j¦zyk L4 ∩ L gdzie L = L0∗10∗10∗10∗1. (2)Skorzystaj z lematu o pompowaniu, pami¦taj »e podziaª w = xyztr którego istnienie postulujelemat jest taki, »e |yzt| ≤ c, gdzie c jest staª¡ z lematu.Zadanie 38. Zbuduj NDPDA i gramatyk¦ bezkontekstow¡ dla j¦zyka {0, 1}∗−{www : w ∈
{0, 1}∗}.Zadanie 39. Czy j¦zyk: {vww : v, w ∈ {a, b, c}∗, w 6= ε} jest bezkontekstowy ?Zadanie 40. Czy j¦zyk {w ∈ {0, 1}∗ : |w|0 ≤ |w|1 ≤ 2|w|0} jest bezkontekstowy ?Zadanie 41. Niech L= b¦dzie j¦zykiem tych sªów nad alfabetem zerojedynkowym, któremaj¡ tyle samo zer co jedynek, a LR niech b¦dzie j¦zykiem wszystkich palindromów. Czyprzekrój L= z dopeªnieniem LR jest j¦zykiem bezkontekstowym? (mamy tu na my±li dopeª-nienie do {0, 1}∗)Zadanie 42. Niech L= b¦dzie j¦zykiem tych sªów nad alfabetem zerojedynkowym, któremaj¡ tyle samo zer co jedynek, a LR niech b¦dzie j¦zykiem wszystkich palindromów. Czyprzekrój L= z LR jest jezykiem bezkontekstowym?5 Zbiory i funkcje rekurencyjneZadanie 43. Rozszerz de�nicj¦ zbioru rekurencyjnego tak aby mo»na byªo rozwa»a¢ reku-rencyjne zbiory par liczb naturalnych i udowodnij, »e je±li zbiór A ⊂ N 2 jest rekurencyjnyto zbiór {n : ∃m [n,m] ∈ A}, czyli rzut A na pierwsz¡ o±, jest zbiorem rekurencyjnie prze-liczalnym.Zadanie 44. Poka», »e ka»dy zbiór rekurencyjnie przeliczalny jest rzutem pewnego zbiorurekurencyjnego, to znaczy je±li B jest r.e. to istnieje taki rekurencyjny A ⊂ N 2 rekuren-cyjny, »e B = {n : ∃m [n,m] ∈ A}.Zadanie 45. Powtórz podany na wykªadzie dowód nierozstrzygalno±ci problemu stopu, toznaczy faktu, »e zbiór K = {n : φn(n) ∈ N} nie jest rekurencyjny.Zadanie 46. Poka», »e {n : |Dom(φn)| ≥ 7} jest rekurencyjnie przeliczalny.Zadanie 47. Udowodnij, »e je±li φ jest niemalej¡c¡ caªkowit¡ funkcj¡ rekurencyjn¡ to zbiór
φ(N ) jej warto±ci jest rekurencyjny. Czy pozostaje to prawd¡ bez zaªo»enia o caªkowito±ci
φ ?Zadanie 48. Udowodnij, »e ka»dy niepusty zbiór rekurencyjnie przeliczalny jest postaci
φ(N ) dla pewnej caªkowitej funkcji rekurencyjnej φ.Zadanie 49. Udowodnij, »e ka»dy niesko«czony zbiór rekurencyjnie przeliczalny jest po-staci φ(N ) dla pewnej caªkowitej ró»nowarto±ciowej funkcji rekurencyjnej φ.



Zadanie 50. Udowodnij, »e zbiór {n : Dom(φn) = N} nie jest rekurencyjnie przeliczalny.Zadanie 51. (dªugie, wi¦c za 2 punkty)Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ rekurencyjn¡ caªkowit¡. Które z poni»szych implikacji sa praw-dziwe?(i) je±li A jest rekurencyjny to f(A) te»;(ii) je±li A jest rekurencyjny to f−1(A) te»;(iii) je±li A jest r.e. to f(A) te»;(iii) je±li A jest r.e. to f−1(A) te»;Co zmieni si¦, je±li zaªo»ymy, »e f jest funkcj¡ cz¦±ciow¡ ?Zadanie 52. Nie korzystaj¡c z tw. Rice'a udowodnij, »e zbiór B = {n : Dom(φn) i
N −Dom(φn) s¡ niesko«czone} nie jest rekurencyjny.Zadanie 53. Udowodnij, »e zbiór B = {n : Dom(φn) i N −Dom(φn) s¡ niesko«czone} zpoprzedniego zadania nie jest nawet rekurencyjnie przeliczalny.Zadanie 54. Niech A,B,C,D b¦d¡ zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi, takimi »e ka»daliczba naturalna nale»y do dokªadnie dwóch z nich. Udowodnij »e w takim razie wszystkiete cztery zbiory s¡ rekurencyjne.Zadanie 55. Udowodnij, »e zbiór numerów tych programów które zatrzymuj¡ si¦ dla wszyst-kich argumentów oprócz co najwy»ej sko«czonej ilo±ci, nie jest rekurencyjnie przeliczalny.Zadanie 56. Udowodnij podane na wykªadzie twierdzenie Rice'a.Zadanie 57. Poni»sze zbiory nie s¡ rozstrzygalne:1. zbiór numerów tych maszyn Turinga które obliczaj¡ funkcje o dziedzinie ró»nej od N ;2. zbiór numerów tych maszyn Turinga które obliczaj¡ funkcj¦ caªkowit¡ i których czasdziaªania jest rosn¡cy wzgl¦dem rozmiaru danych;3. zbiór numerów tych maszyn Turinga których czas dziaªania dla »adnych danych jestnie liczb¡ pierwsz¡;4. zbiór numerów tych maszyn Turinga które obliczaj¡ funkcje cz¦±ciowe, których warto-±ciami s¡ wyª¡cznie liczby pierwsze;Nierozstrzygalno±¢ których z nich daje si¦ udowodni¢ wprost z twierdzenia Rice'a?Zadanie 58. Udowodnij nierozstrzygalno±¢ zbioru z punktu 2. poprzedniego zadania.Zadanie 59. Niech A,B ⊂ N . Mówimy, »e A ≤rek B je±li istnieje caªkowita funkcja reku-rencyjna f (zwana redukcj¡) taka »e f(x) ∈ B wtedy i tylko wtedy gdy x ∈ A. Poka», »edla ka»dych dwóch zbiorów A,B ⊂ N istnieje ich najmniejsze ograniczenie górne w sensie
<rek, to znaczy taki zbiór C, »e:(i) A ≤rek C i B ≤rek C,(ii) je±li D jest taki, »e A ≤rek D i B ≤rek D to C ≤rek D.



Zadanie 60. (za 2 punkty)Czy K ≤rek K̄ ? Czy K̄ ≤rek K?Zadanie 61. Poka», »e zbiór:
{n : φn zatrzymuje si¦ dla wszystkich danych po czasie mniejszym ni» dwukrotna dªugo±¢danych}nie jest rekurencyjny. Czy mo»na do tego u»y¢ tw. Rice'a?Zadanie 62. Niech T b¦dzie zbiorem tych par liczb 〈n,m〉 dla ktorych φm i φn to ta samafunkcja cz¦±ciowa.a. Poka», »e T nie jest rekurencyjnie przeliczalny.b. Czy dopeªnienie zbioru T jest rekurencyjnie przeliczalne?6 Maszyny TuringaZadanie 63. Udowodnij, »e zast¡pienie w de�nicji maszyny Turinga ta±my niesko«czon¡pªaszczyzn¡ nie zmieni klasy funkcji obliczalnych (w tym i nast¦pnych zadaniach nale»y do±¢dokªadnie poda¢ ide¦ konstrukcji, ale nie wymagam napisania odpowiedniego kompilatora).Zadanie 64. Skonstruuj maszyn¦ Turinga rozpoznaj¡c¡ j¦zyk {wwR : w ∈ {0, 1}∗}.Zadanie 65. Skonstruuj dwuta±mow¡ maszyn¦ Turinga która maj¡c jako dane na jednejta±mie pewne sªowo w za± na drugiej ta±mie sªowo v postaci
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a′nDn#q0#qF(gdzie ka»de Di jest albo R albo L) zwróci rezultat 1 wtedy i tylko wtedy gdy jedno-ta±mowa maszyna której ci¡giem instrukcji jest sªowo v (stanem pocz¡tkowym jest q0 ako«cowym qF ) zwróci rezultat 1.Zadanie 66. (za 2 punkty) Zauwa», »e maszyna podobna do dwukierunkowego automatu zestosem, lecz posiadaj¡ca dwa stosy, potra� rozpozna¢ te same j¦zyki co maszyna Turinga.Udowodnij, »e pozostaje to prawd¡ je±li dysponujemy tylko jednym symbolem stosowym(oprócz symbolu dna stosu). Maszyn¦ tak¡ nazywamy maszyn¡ z dwoma licznikami. Wska-zówka: najpierw udowodnij, »e wystarcz¡ cztery liczniki, potem spróbuj zakodowa¢ ich stanprzy pomocy jednego licznika, drugiego b¦dziesz mógª/mogªa u»y¢ do manipulowania pierw-szym.7 Nierozstrzygalno±¢Zadanie 67. Czy istnieje algorytm rozstrzygaj¡cy, dla danej gramatyki bezkontekstowej G,czy istnieje sªowo w, takie »e wwRw ∈ L(G)?Zadanie 68. Powtórz podany na wykªadzie dowód nierozstrzygalno±ci Problemu Odpo-wiednio±ci Posta.



Zadanie 69. Dla gramatyki bezkontekstowej G niech LG oznacza generowany przez ni¡ j¦-zyk. Skorzystaj z nierozstrzygalno±ci problemu odpowiedniosci Posta aby pokaza¢, »e zbiórtych par gramatyk G,H dla których zachodzi LG ∩ LH 6= ∅ nie jest rekurencyjny. Czy jeston rekurencyjnie przeliczalny ?Zadanie 70. (za 2 punkty)Udowodnij, »e nie istnieje algorytm rozstrzygaj¡cy, dla danej gramatyki bezkontekstowej Gi alfabetu A, czy A∗ = L(G).Zadanie 71. Czy istnieje algorytm rozstrzygaj¡cy, dla danych dwóch gramatyk bezkontek-stowych G i H , czy L(G) = L(H)?Zadanie 72. Jak ka»dy pami¦ta, deterministyczny automat ze stosem, to urz¡dzenie za-dane przez sko«czony zbiór instrukcji w formacie: je±li widzisz na ta±mie wej±ciowej a, jeste±w stanie q, a z czubka stosu zdj¡ªe± b, to przejd¹ do stanu q', a na czubek stosu wªó» sªowo w.Taki automat czyta sªowo wej±ciowe literka po literce, zmieniaj¡c przy tym stan jak zwykªyautomat sko«czony, a do tego jeszcze buduje sobie stos. Czy istnieje algorytm odpowia-daj¡cy, dla danych dwóch deterministycznych automatów ze stosem, czy istnieje niepustesªowo wej±ciowe, po przeczytaniu którego oba te automaty b¦d¡ miaªy na swoich stosachtakie same ci¡gi symboli?Zadanie 73. Dla danych funkcji f, g, h : {0, 1, . . . , p} → {0, 1, . . . , p}, i danego niesko«-czonego ci¡gu liczb naturalnych (a1, a2, a3 . . .), niech Ff,g,h(a1, a2, . . .) b¦dzie ci¡giem liczbnaturalnych którego i-ty element jest równy f(ai−1) +p g(ai) +p h(ai+1), gdzie +p oznaczadodawanie modulo p (przyjmujemy , »e a0 = 0).Udowodnij, »e problem:dane funkcje f, g i h, oraz sko«czone ci¡gi (b1, b2, . . . bk) i (c1, c2, . . . cl). Czy istniejeliczba iteracji n taka, »e Fn
f,g,h(b1, b2, . . . bk, 0, 0, 0 . . .) = (c1, c2, . . . cl, 0, 0, 0 . . .)jest nierozstrzygalny.Zadanie 74. Powiemy, »e semiproces Thuego Π, jest bezkontekstowy je±li dla ka»dej pary

[w, v] ∈ Π sªowo w skªada si¦ z jednej litery a sªowo v jest niepuste. Czy problem sªów dlabezkontekstowych semiprocesów Thuego jest rozstrzygalny?Zadanie 75. Powiemy, »e semiproces Thuego Π, jest prawie bezkontekstowy je±li dla ka»dejpary [w, v] ∈ Π jedno ze sªów w i v skªada si¦ tylko z jednej litery, drugie za± z dwóch liter.Czy problem sªów dla prawie bezkontekstowych semiprocesów Thuego jest rozstrzygalny?Uwaga. U»yta w tym i poprzednim zadaniu nomenklatura wymy±lona zostaªa tylko by wy-godniej byªo sformuªowa¢ te zadania, i nie ma nic wspólnego z »adnym standardemZadanie 76. (za 2 punkty)Udowodnij nierozstrzygalno±¢ problemu sprawdzenia dla danego procesu Thuego Π i sªowa
w czy zbiór Aw = {v : w

∗Π↔ v} jest sko«czony.Wskazówka: Rozwa» maszyny Turinga z dodanym gdzie± na ta±mie licznikiem, który jestzwi¦kszany o jeden przy ka»dym ruchu wykonywanym przez maszyn¦. Na±laduj dowód nie-rozstrzygalno±ci problemu sªów.Zadanie 77. (za 2 punkty) Rozpatrzmy sko«czony zbiór par sªów P i binarn¡ relacj¦ →na sªowach zde�niowan¡ jak nast¦puje: w →P v wtedy i tylko wtedy gdy istnieje para
< a, b >∈ P taka »e w = ax i v = xb gdzie x jest pewnym sªowem. Niech ∗→P b¦dzieprzechodnim domkni¦ciem→P (to znaczy najmniejsz¡ relacj¡ przechodni¡ zawiaraj¡c¡→P ).Czy problem: dane P, x, y, czy x ∗→P y ? jest rozstrzygalny ?



Zadanie 78. Czy istnieje algorytm który, dla danej gramatyki bezkontekstowej G o alfa-becie symboli terminalnych skªadaj¡cym si¦ z zera, jedynki i dwójki, rozstrzyga czy w L(G)istnieje palindrom maj¡cy tyle samo wyst¡pie« symbolu 0 co symbolu 1?Zadanie 79. (trudne, za 2 punkty)Funkcj¦ f : N → N nazywamy funkcj¡ Conway'a je±li istniej¡ liczby naturalne p, a1, b1, a2, b2, . . . ap, bptakie »e dla ka»dego n je±li n = k mod p to f(n) = nak/bk. Poka», »e nie ma algorytmu którydla danych p, a1, b1, a2, b2, . . . ap, bp odpowiadaªby, czy dla de�niowanej przez te wspóªczyn-niki funkcji Conway'a istnieje m takie, »e fm(2) = 1, gdzie fm oznacza funkcj¦ f zªo»on¡
m razy ze sob¡.Zadanie 80. (za 2 punkty)Udowodnij nierozstrzygalno±¢ nast¦puj¡cego problemu: dany jest sko«czony zbiór kolorów
C, zawieraj¡cy co najmniej kolory: czerwony i biaªy, oraz zbiór N ⊆ C4 czwórek kolo-rów, uznanych za nieestetyczne. Mamy niesko«czenie wiele kwadratowych kafelków ka»degokoloru o boku dªugo±ci 1. Czy istnieje kwadrat (o caªkowitych wymiarach i boku nie mniej-szym ni» 2), który mo»na wypeªni¢ kafelkami w taki sposób, by w lewym dolnym i w lewymgórnym naro»niku znalazª si¦ czerwony kafelek, pozostaªe kafelki dolnego i górnego brzegubyªy biaªe, oraz by w caªym kwadracie nie pojawiªa si¦ nieestetyczna sekwencja kafelków,tj. cztery s¡siaduj¡ce kafelki:

c1 c2
c3 c4takie »e (c1, c2, c3, c4) ∈ N .Zadanie 81. Automat niedeterministycznie ruszaj¡cy dwiema nogami zde�niujemy sobiejako pi¡tk¦ 〈Σ, Q, qo, F, δ〉, gdzie Σ jest sko«czonym alfabetem, Q sko«czonym zbioremstanów, q0 ∈ Q jest stanem pocz¡tkowym, F ⊆ Q jest zbiorem stanów akceptuj¡cych a

δ ⊆ Q× Σ × Σ ×Q× {0, 1} × {0, 1} jest relacj¡ przej±cia.Relacja przej±cia jest rozumiana nast¦puj¡co: je±li δ(q, a1, a2, q
′, b1, b2), to gdy automatjest w stanie q, lew¡ nog¦ ma na symbolu a1 a praw¡ nog¦ na symbolu a2, to mo»e przej±cdo stanu q′, przesun¡¢ lew¡ nog¦ o b1 symboli w prawo i przesun¡¢ praw¡ nog¦ o b2 symboliw prawo.Automat rozpoznaje pary sªów wl, wp, z których ka»de jest postaci a(Σ \ {a, z})∗z, dlapewnych ustalonych symboli a, z ∈ ΣNa pocz¡tku dziaªania automat jest w stanie q0 i ma lew¡ nog¦ na pierwszej literze (czyli

a) sªowa wl, a praw¡ na pierwszej literze (czyli a) sªowa wp. Automat akceptuje par¦ sªów,je±li mo»liwe jest aby znalazª si¦ obiema nogami na literach z i przeszedª wtedy w stan q ∈ F .Czy problem totalno±ci automatu niedeterministycznie ruszaj¡cego dwiema nogami jestrozstrzygalny? Przez problem totalno±ci rozumiemy tu dopeªnienie problemu istnienia ja-kiejkolwiek pary sªów, o podanej powy»ej postaci, ale nie akceptowanej przez dany automat.8 Niedeterministyczne maszyny Turinga i klasa NPZadanie 82. Poka», »e wielomianow¡ maszyn¦ niedeterministyczn¡ mo»na przerobi¢ tak,aby zgadywaªa rozwi¡zanie wcze±niej ni» pozna dane. Dokªadniej rzecz ujmuj¡c, udowodnij,»e je±li zbiór A nale»y do klasy NP to istniej¡ wielomiany p, q oraz niedeterministycznamaszyna Turinga M rozpoznaj¡ca A dziaªaj¡ca, dla danego n w nast¦puj¡cy sposób: Mwyznacza na ta±mie blok klatek o dªugo±ci p(|n|), (zatem interesuje j¡ wielko±¢ n, ale niejego dokªadna warto±¢) po czym niedeterministycznie i nie czytaj¡c n zapeªnia ten blokci¡giem zer i jedynek. Dopiero nast¦pnie czyta n i przechodzi do fazy w której obliczeniejest ju» deterministyczne i nie zabiera wi¦cej ni» q(|n|) kroków.



Zadanie 83. Poka», »e je±li zbiór A ⊂ N 2 jest w P i p jest wielomianem to zbiór {n :
∃m |m| ≤ p(|n|) i [n,m] ∈ A}, czyli rodzaj rzutu A na pierwsz¡ o±, jest w NP .Zadanie 84. Poka», »e ka»dy zbiór w NP jest rzutem pewnego zbioru z P , to znaczyje±li B jest w NP to istnieje wielomian p i zbiór A ⊂ N 2 nale»¡cy do P i taki, »e
B = {n : ∃m |m| ≤ p(|n|) i [n,m] ∈ A}.9 Redukcje wielomianowe i NP-trudno±¢Zadanie 85. Poka» »e 5SAT<P 3SAT.Zadanie 86. (za 2 punkty)Problem STASI (ach, dzi± ju» studenci nie wiedz¡ co to byªo STASI, niech si¦ dowiedz¡ tozobacz¡ czemu tak nazwaªem tu ten problem. Naprawd¦ nazywa si¦ on problemem zbiorudominuj¡cego.) jest taki: mamy dany graf nieskierowany i liczb¦ k. Czy da si¦ rozstawi¢ kagentów w wierzchoªkach grafu tak aby ka»dy wierzchoªek w którym nie stoi agent miaª (conajmniej jednego) agenta za s¡siada? Poka», »e 3SAT <P STASI.Wskazówka: To nie jest trudne. Idea jest podobna jak przy dowodzie faktu, »e 3SAT <P

3COL, który byª na wykªadzie. Tylko ªatwiej.Zadanie 87. (za 2 punkty) Niech H oznacza problem cyklu Hamiltona dla grafów nieskie-rowanych (to znaczy j¦zyk tych wszystkich grafów nieskierowanych w których istnieje ±cie»kazamkni¦ta przechodzaca dokªadnie raz przez ka»dy wierzchoªek).Niech Hd oznacza problem cyklu Hamiltona dla grafów skierowanych. Poka», »e H <P

Hd i Hd <P H . Wskazówka: W trudniejsz¡ stron¦ trzeba ka»dy wierzchoªek odpowiedniozastapi¢ trzema.Zadanie 88. (za 2 punkty) Klauzula nazywa si¦ hornowska je±li co najwy»ej jeden z jejliteraªów jest niezanegowany. Poka», »e problem HORNSAT speªnialno±ci formuª w postaciCNF których ka»da klauzula jest hornowska jest w P .Zadanie 89. (za 2 punkty) Poka», »e problem speªnialno±ci formuª w koniunkcyjnej po-staci normalnej w których ka»da klauzula jest alternatyw¡ co najwy»ej dwóch literaªów jestw klasie P . (Patrz de�nicja na stronie 375 polskiego wydania ksi¡»ki Hopcrofta i Ullmana.Tªumaczka z bo»ej ªaski tªumaczy CNF jako PNK).Zadanie 90. Poka», »e 3SAT <P 3SAT3. To ostatnie to 3SAT ograniczony tylko do formuªw których »adna zmienna nie wyst¦puje wi¦cej ni» 3 razy.Zadanie 91. (za 2 punkty) Udowodnij, »e problem cyklu Hamiltona NP-zupeªny.Zadanie 92. Problem komiwoja»era jest taki: dany jest graf nieskierowany peªny, któregokraw¦dzie etykietowane s¡ liczbami caªkowitymi. Waga drogi w gra�e jest de�niowana jakosuma wag krawedzi nale»¡cych do tej drogi. Dana liczba k. Czy istnieje w gra�e cyklHamiltona o wadze mniejszej ni» k?Poka», »e problem komiwoja»era jest NP zupeªny. Wolno skorzysta¢ z NP-zupeªno±ciproblemu Hamiltona.Komentarz: Problem komiwoja»era to jedyny kawaªek teorii informatyki, który tra�ª dokultury masowej, staj¡c si¦ w ten sposób koleg¡ Myszki Miki.



Zadanie 93. (za 2 punkty) Poka», »e je±li istnieje wielomianowy algorytm wskazuj¡cy, dladanego przykªadu problemu komiwoja»era, cykl nie wi¦cej niz dwa razy dªu»szy od opty-malnego, to P=NP.Wskazówka: To wcale nie jest trudne zadanie, z caª¡ pewno±ci¡ nie zasªuguje na dwiegwiazdki. Podobnie jak w poprzednim trzeba sie odwoªa¢ do NP-zupeªno±ci problemu Hamil-tona.Zadanie 94. Poka», »e je±li ograniczymy si¦ do przykªadów problemu komiwoja»era wktórym wagi kraw¦dzi speªniaj¡ nierówno±¢ trójk¡ta, to znaczy dla ka»dych wierzchoªków
v1, v2, v3 zachodzi d(v1, v2) + d(v2, v3) ≥ d(v1, v3) to istnieje wielomianowy algorytm znaj-duj¡cy cykl Hamiltona o wadze nie wi¦cej niz dwa razy wi¦kszej od optymalnej.Zadanie 95. Jaka jest zªozono±¢ problemu 3SAT2, tzn. problemu speªnialnosci formuª wpostaci 3CNF w których »adna zmienna nie wyst¦puje wi¦cej ni» 2 razy?Zadanie 96. Jaka jest zªozono±¢ problemu SAT2, tzn. problemu speªnialnosci formuª wpostaci CNF w których »adna zmienna nie wyst¦puje wi¦cej ni» 2 razy?Zadanie 97. (za 2 punkty) Udowodnij, »e problem istnienia w danym gra�e o n wierzchoª-kach kliki maj¡cej n/2 wierzchoªków jest NP-zupeªny.Zadanie 98. Udowodnij, »e je±li istnieje wielomianowy algorytm znajduj¡cy w danym gra-�e klik¦ wielko±ci co najmniej poªowy kliki maksymalnej to istnieje równie» wielomianowyalgorytm znajduj¡cy w danym gra�e klik¦ wielko±ci co najmniej 1/

√
2 kliki maksymalnej.Zadanie 99. Rozwa»my nast¦puj¡cy problem speªnialno±ci dla zdecydowanej wi¦kszo±ciklauzul: dane ró»ne klauzule rachunku zda« φ1, φ2 . . . φn. Czy mo»na podstawi¢ warto±ci 0 i1 za zmienne zdaniowe tak aby wi¦cej ni» 9/10 spo±ród klauzul φ1, φ2 . . . φn przyjeªa warto±¢logiczn¡ 1 ? Udowodnij, »e problem speªnialno±ci dla zdecydowanej wi¦kszo±ci klauzul jestNP-zupeªny. Przypominam, »e klauzul¡ nazywamy formuª¦ postaci l1 ∨ l2 ∨ . . .∨ lk, gdzie lis¡ literaªami, to znaczy zmiennymi zdaniowymi lub ich negacjami. Wskazówka: skorzystajz NP-zupeªno±ci SAT.Zadanie 100. Niech P1 b¦dzie zbiorem grafów nieskierowanych niespójnych, niech P2 b¦-dzie zbiorem wszystkich grafów nieskierowanych zawieraj¡cych jaki± wierzchoªek stopniamniejszego od 2 i niech wreszcie P3 b¦dzie zbiorem tych grafów nieskierowanych, w którychjest droga Hamiltona przechodz¡ca przez przynajmniej poªow¦ wierzchoªków.Czy zbiór P = P1 ∪ P2 ∪ P3 jest NP-zupeªny?Zadanie 101. Niech KLIKAc b¦dzie problemem istnienia w danym gra�e o n wierzchoª-kach kliki zawieraj¡cej nie mniej ni» n/c wierzchoªków. Poka» »e dla ka»dych c, c′ zachodziKLIKAc ≤PKLIKAc′ .Zadanie 102. Rozwa»my nastepuj¡cy problem smutnych stra»ników. Dany jest pewienzbiór stra»ników s1, s2, . . . sl. Strzeg¡ oni obiektów a1, a2, . . . ak. Odbywa si¦ to tak, »eka»dy stra»nik si ma w swoim kantorku dwa ekrany telewizyjne Ei i Fi, i na ka»dym z tychekranów widzi, za po±rednictwem nieruchomej kamery, pewien niezmienny zbiór obiektów(odpowiednio ZEi

i ZFi
, zbiory te oczywi±cie niekoniecznie musz¡ by¢ parami rozª¡czne).Powiemy »e stra»ników mo»na rozweseli¢ je±li da si¦ przestawi¢ u ka»dego z nich jeden



telewizor na kanaª gdzie akurat transmituj¡ mecz, ale w taki sposób, »e ka»dy obiekt zezbioru {a1, a2, . . . ak} pozostaje pod obserwacj¡ na jakim± nieprzestawionym telewizorze.Poka» »e problem rozstrzygni¦cia, dla danego przykªadu problemu smutnych stra»ników,czy stra»ników tych da si¦ rozweseli¢, jest NP-zupeªny.Zadanie 103. Udowodnij, »e nast¦puj¡cy problem podziaªu n harcerzy na 4 dru»yny jestNP-zupeªny.Dany jest hu�ec H harcerzy, i lista E ⊂ H2 par harcerzy którzy si¦ nie lubi¡. Czy da si¦podzieli¢ H na cztery dru»yny tak, aby speªnione byªy warunki:� dru»yny maj¡ by¢ z grubsza równej wielko±ci: do ka»dej z nich musi nale»e¢ przynajmniejjedna pi¡ta wszystkich harcerzy z H .� w »adnej dru»ynie nie mog¡ jednocze±nie znale¹¢ si¦ dwaj harcerze, którzy si¦ nie lubi¡.Zadanie 104. W Pewnej Wschodniej Krainie wszystkim rz¡dz¡ trzej gangsterzy, pan R,pan G i pan B. Ka»da �rma, która chce mie¢ spokój i dostawa¢ koncesje i kontrakty, musimie¢ w±ród czªonków swojej rady nadzorczej przyjacióª przynajmniej dwóch spo±ród tychtrzech gangsterów. Kªopot polega jednak na tym, »e:� gangsterzy za sob¡ nawzajem nie przepadaj¡, wi¦c ka»dy czªonek rady mo»e przyja¹ni¢si¦ z co najwy»ej jednym gangsterem;� rady nadzorcze ró»nych �rm niekoniecznie musz¡ by¢ rozª¡czne.Udowodnij, »e problem:Dane listy czªonków rad nadzorczych pewnej ilo±ci �rm, czy da si¦ osoby �guruj¡ce na tychlistach pozaprzyja¹nia¢ z panami R, G i B, w taki sposób, aby wszystkie z tych �rm miaªyspokój?Jest NP-zupeªny.Wskazówka: Zauwa», »e warunki zadania implikuj¡ w szczególno±ci, »e rada nadzorcza�rmy która chce mie¢ spokój, musi liczy¢ nie mniej ni» dwóch czªonków. Okazuje si¦, »eprzy odpowiedniej redukcji wystarczy ograniczy¢ si¦ do takich wªa±nie dwuosobowych rad.Zadanie 105. Jaka jest zªozono±¢ nast¦puj¡cego problemu klasy udaj¡cej si¦ na wycieczk¦.Klasa ma uda¢ si¦ na wycieczk¦ do �wieradowa. Jednak ze wzgl¦du na trawi¡cy j¡ we-wn¦trzny kon�ikt, niektórzy z mªodych ludzi obwarowuj¡ kwesti¦ swojego wyjazdu pewnymiwarunkami. Warunki te maj¡ nast¦puj¡c¡ posta¢:Ja (jad¦|nie jad¦) je±li X (jedzie|nie jedzie)gdzie X przebiega zbiór uczniów klasy. Ka»dy ucze« mo»e przedstawi¢ Pani Wychowawczynidowoln¡ ilo±¢ takich warunków. Jaka jest zªo»ono±¢ problemu sprawdzenia, czy da si¦ zor-ganizowa¢ wycieczk¦ w sposób uwzgl¦dniaj¡cy wszystkie postawione warunki? Wielko±ci¡zadania jest tu ª¡czna ilo±¢ warunków.Zadanie 106. Udowodnij »e problem istnienia, dla danego grafu nieskierowanego, takiegokolorowania wierzchoªków tego grafu trzema kolorami, aby ka»dy wierzchoªek s¡siadowaª zco najwy»ej jednym wierzchoªkiem tego samego koloru, jest NP-zupeªny.Zadanie 107. Jaka jest zªo»ono±¢ problemu speªnialno±ci formuª boolowskich w postaciCNF, je±li ograniczymy sie do formuª w których:a) w ka»dej klauzuli jest co najwy»ej jedna niezanegowana zmienna,b) w ka»dej klauzuli jest co najwy»ej jedna niezanegowana zmienna albo co najwy»ej jednazanegowana zmienna.



Zadanie 108. Przykªadem problemu pokrycia zbioru podzbiorami rozª¡cznymi (PZPR)jest sko«czona rodzina A = {A1, A2, . . . An} sko«czonych zbiorów. A ∈ PZPR je±li ist-nieje rodzina B ⊆ A zbiorów rozª¡cznych, taka »e suma wszystkich zbiorów z B jestrówna sumie wszystkich zbiorów z A. Udowodnij, »e 3SAT≤PPZPR. Wskazówka: poka», »e3SAT3≤PPZPR gdzie 3SAT3 to problem speªnialno±ci dla formuª w postaci 3CNF w którychka»da znienna wyst¦puje najwy»ej 3 razy.Zadanie 109. Jaka jest zªo»ono±¢ problemu istnienia, dla danej formuªy boolowskiej wpostaci CNF, warto±ciowania przy którym w ka»dej klauzuli wszystkie literaªy przyjmuj¡warto±¢ 1 albo wszystkie literaªy przyjmuja warto±¢ 0? Wskazówka: co wiesz o zªo»ono±ciproblemu 2CNF?.Zadanie 110. Niech f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ b¦dzie bijekcj¡ obliczaln¡ w czasie wielomiano-wym. Czy wynika z tego, »e f−1 te» jest bijekcj¡ obliczaln¡ w czasie wielomianowym?Zadanie 111. Jaka jest zªo»ono±¢ nast¦puj¡cego problemu: Dany graf nieskierowany. Czyistnieje taki sposób pokolorowania jego kraw¦dzi dwoma kolorami, czerwonym i niebieskim,aby ka»da kraw¦d¹ byla pokolorowana i aby nie pojawiª si¦ »aden niebieski cykl nieparzystejdªugo±ci ani »aden czerwony cykl nieparzystej dªugo±ci?10 Inne klasy zªozono±ci obliczeniowejZadanie 112. Udowodnij, »e problem, czy dane wyra»enie regularne opisuje wszystkiesªowa nad danym alfabetem, jest w PSPACE.Zadanie 113. (za 3 punkty) Instancja Gry w Kamienie to: sko«czony zbiór X (zbiór pól),relacja R ⊆ X3, zbiór Y ⊂ X i element f ∈ X .Gr¦ tocz¡ dwaj gracze wykonuj¡cy na przemian ruchy. Przed kazdym ruchem na niektó-rych polach ze zbioru X znajduj¡ si¦ kamienie: przed pierwszym ruchem pierwszego graczamamy po jednym kamieniu w ka»dym polu zbioru Y , który to zbiór wyznacza w ten sposóbpozycje pocz¡tkow¡ w grze. W swoim ruchu kazdy z graczy przesuwa jeden kamie« zgodniez reguª¡, »e je±li zachodzi R(x, y, z), oraz w x i w y sa kamienie a w z nie ma kamienia towolno przesun¡¢ kamie« z x do z. Wygrywa ten kto pierwszy postawi kamie« w f .Jaka jest zªo»ono±¢ problemu: dana instancja gry w kamienie. Czy gracz pierwszy mastrategi¦ wygrywaj¡c¡?Zadanie 114. Udowodnij, »e problem prawdziwo±ci formuª postaci ∃!x1∃!x2 . . .∃!xn φ(x1, x2 . . . xn)jest w PSPACE. Zmienne x1, x2....xl przebiegaj¡ tu zbiór {0, 1, 2}. Kwanty�kator ∃! oznaczaistnieje dokªadnie jeden, za± φ jest formuª¡ bez kwanty�katorów, z n zmiennymi, zbudowan¡przy pomocy spójników boolowskich i symboli arytmetyki modulo 3, to znaczy symboli do-dawania i mno»enia modulo 3, symbolu równo±ci i staªych {0, 1, 2}.Zadanie 115. Jaka jest zªo»ono±¢ problemu istnienia, dla danej formuªy boolowskiej φ wpostaci 2CNF warto±ciowania speªniaj¡cego φ i przyporz¡dkowuj¡cego warto±¢ logiczn¡ 1przynajmniej trzem spo±ród zmiennych wyst¦puj¡cych w φ?Zadanie 116. (za 2 punkty)Udowodnij, »e s¡ j¦zyki rekurencyjne które nie s¡ w PSPACE.Zadanie 117. Udowodnij, »e problem prawdziwo±ci formuª postaciQ1 x1 Q2 x2 . . . Qn xn φ(x1, x2 . . . xn),gdzie ka»dy Qi to albo ∃!, oznaczaj¡cy istnieje dokªadnie jeden, albo ∃ (czyli istnieje), albo
∀ (czyli dla ka»dego), za± φ jest formuª¡ boolowsk¡, jest PSPACE-zupeªny.



Zadanie 118. (za 2 punkty)Funkcja ró»nowarto±ciowa f : N → N , i taka, »e dla ka»dego n zachodzi |n| = |f(n)| jestjednostronna je±li istnieje wielomianowy algorytm obliczaj¡cy f ale nie ma wielomianowegoalgorytmu obliczaj¡cego f−1. Poka», »e je±li istnieje jaka± funkcja jednostronna to NP∩co-NP 6= P .Wskazówka: Rozwa» zbiór {< x, y >: f−1(x) < y}De�nicja . Powiemy »e j¦zyk A nale»y do klasy altPTIME je±li istniej¡ wielomian p i j¦zyk
B ∈ PTIME, takie, »e zachodzi równowa»no±¢:
w ∈ A w.t.w. gdy gracz pierwszy ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w opisanej poni»ej grze
Gra(w, p,B)

Gra(w, p,B) ma nast¦puj¡ce reguªy. Zaczyna si¦ od napisania na ta±mie sªowa s1 = w#.Nast¦pnie, w rundzie i-tej, najpierw gracz pierwszy dopisuje do aktualnie zapisanego sªowa siwybrany przez siebie su�ks wi# a nast¦pnie gracz drugi dopisuje do siwi# pewien wybranyprzez siebie su�ks vi#, tworz¡c w ten sposób sªowo si+1. �¡da si¦ przy tym aby dªugo±ci
wi i vi byªy obie równe p(n), gdzie n jest dªugo±ci¡ sªowa w. Gracz pierwszy wygrywa gdy
sp(n) ∈ B.De�nicja. Powiemy »e j¦zyk A nale»y do klasy altPTIME je±li istniej¡ wielomian p i j¦zyk
B ∈ PTIME, takie, »e zachodzi równowa»no±¢:
w ∈ A w.t.w. gdy gracz pierwszy ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w opisanej poni»ej grze
Gra(w, p,B)

Gra(w, p,B) ma nast¦puj¡ce reguªy. Zaczyna si¦ od napisania na ta±mie sªowa s1 = w#.Nast¦pnie, w rundzie i-tej, najpierw gracz pierwszy dopisuje do aktualnie zapisanego sªowa siwybrany przez siebie su�ks wi# a nast¦pnie gracz drugi dopisuje do siwi# pewien wybranyprzez siebie su�ks vi#, tworz¡c w ten sposób sªowo si+1. �¡da si¦ przy tym aby dªugo±ci
wi i vi byªy obie równe p(n), gdzie n jest dªugo±ci¡ sªowa w. Gracz pierwszy wygrywa gdy
sp(n) ∈ B.Zadanie 119. (za 2 punkty) Udowodnij »e altPTIME=PSPACE.De�nicja . Powiemy »e j¦zyk A nale»y do klasy altPSPACE je±li istniej¡ wielomian p orazj¦zyki B,C ∈ PTIME, takie, »e zachodzi równowa»no±¢:
w ∈ A w.t.w. gdy gracz pierwszy ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w opisanej poni»ej grze
Gra2(w, p,B,C)

Gra2(w, p,B) ma nast¦puj¡ce reguªy. Zaczyna si¦ od napisania na ta±mie sªowa w#.Nast¦pnie, w pierwszej rundzie, najpierw gracz pierwszy dopisuje do w# wybrany przezsiebie su�ks w1# tworz¡c w ten sposób t1 = w#w1#, a nast¦pnie gracz drugi dopisuje do
t1 pewien wybrany przez siebie su�ks v1#, tworz¡c w ten sposób sªowo s1. W i-tej rundzienajpierw gracz pierwszy wymazuje z ta±my sªowo wi−1 zast¦puj¡c je wybranym przez siebie
wi (powstaªe w ten sposób sªowo nazywamy ti) a nast¦pnie drugi gracz wymazuje z ta±mysªowo vi−1 zast¦puj¡c je przez vi. Powstaªe sªowo (równe w#wi#vi) oznaczamy przez si.�¡da si¦ przy tym aby dªugo±ci wi i vi byªy obie równe p(n), gdzie n jest dªugo±ci¡ sªowa w.Gra ko«czy si¦ pora»k¡ pierwszego gracza, gdy w której± rundzie pojawi si¦ sªowo ti takie»e ti 6∈ B. Gra ko«czy si¦ pora»k¡ drugiego gracza, gdy w której± rundzie pojawi si¦ sªowo
si takie »e si 6∈ C.Zadanie 120. Udowodnij, »e je±li który± z graczyma strategi¦ wygrywajac¡ w grzeGra2(w, p,B,C),to mo»e doprowadzi¢ do zwyci¦stwa nie dalej, ni» po wykªadniczej wzgl¦dem dªugo±ci w ilo-±ci rund.



Zadanie 121. (za 2 punkty) Udowodnij, »e altPSPACE ⊆ EXPTIME.Zadanie 122. za 3 punkty Udowodnij, »e EXPTIME ⊆ altPSPACE.Zadanie 123. (za 2 punkty) Wyobra¹my sobie prostok¡tn¡ tabelk¦ o 17 wierszach i 5 ko-lumnach, w ka»de pole której wolno wpisa¢ 0 lub 1. Ponadto wyobra¹my sobie formuª¦zdaniow¡ KROK, w ktorej wyst¦puje 10 zmiennych.Mówimy, »e tabelka jest poprawnie wypeªniona je±li dla ka»dych kolejnych dwóch wierszy
a1a2a3a4a5 i b1b2b3b4b5b6 zachodzi:KROK(a1, a2, a3, a4, a5, b1, b2, b3, b4, b5).Niech k1k2k3k4k5 i m1m2m3m4m5 b¦d¡ dwoma ustalonymi ci¡gami zerojedynkowymi. Na-pisz QBF mówi¡c¡, »e mo»na poprawnie wypeªni¢ nasz¡ tabelk¦ zerami i jedynkami w takisposób, »e w pierwszym wierszu jest k1k2k3k4k5 w ostatnim za± m1m2m3m4m5. Formuªanie mo»e zawiera¢ wi¦cej ni» 45 zmiennych (nie liczymy m1 . . .m5 i k1 . . . k5 - to nie s¡zmienne). Oczywi±cie szukana QBF b¦dzie zawieraªa pewn¡ ilo±¢ wyst¡pie« podformuªyKROK.Przez QBF rozumiemy tu formuª¦ zdaniow¡ o k zmiennych poprzedzon¡ k kwanty�ka-torami, wi¡»¡cymi te zmienne. To znaczy ∀p ∃q (p ∨ q) ∧ (¬p ∨ q) jest QBF a ∀p [(∃q (p ∨
q)) ∧ (∃q(¬p ∨ q))] nie jest.Zadanie 124. Napisz formuª¦ rachunku predykatów mówi¡c¡, »e w danym gra�e 〈V,R〉 ist-nieje ±cie»ka prowadz¡ca z danego wierzchoªka c do danego wierzchoªka k zªo»ona z dokªadnie16 kraw¦dzi. Formuªa ta ma mie¢ przy tym nie wi¦cej ni» 10 wyst¡pie« kwanty�katorów.Przez formuª¦ rachunku predykatów rozumiemy tu formuª¦ w której u»ywa si¦ kwanty-�katorów wia»¡cych zmienne przebiegaj¡ce zbiór V , symbolu relacji R, symbolu równo±ci,nawiasów i spójników logicznych.Wyja±nienie. Formuªa: ∃x1 ∃x2 . . . ∃x15 R(c, x1) ∧R(x1, x2) ∧ . . . R(x15, k)speªnia wszelkie wymogi zadania, oprócz tego, »e ma 15 kwanty�katorów.Zadanie 125. Dla danej formuªy φ zbudowanej, zgodnie ze zwykªymi reguªami, ze zmien-nych x1, x2, . . . xn, y1, y2, . . . yn, z liczb naturalnych 0,1 i 2, ze spójników boolowskich oraz zsymboli =3, +3 i ×3 (rozumianych jako równo±¢ modulo 3, dodawanie modulo 3 i mno»eniemodulo 3), ale bez kwanty�katorów, rozwa»my nast¦puj¡c¡ gr¦ G(φ) mi¦dzy graczami X iY. Rozgrywka skªada si¦ z n ruchów, w trakcie których zast¦puje si¦ zmienne w formule φstaªymi. W ruchu i najpierw gracz X wybiera k ∈ {0, 1, 2} i zast¦puje wszystkie wyst¡pieniazmiennej x1 przez liczb¦ k, a nast¦pnie gracz Y wybiera l ∈ {0, 1, 2} i zast¦puje wszystkiewyst¡pienia zmiennej y1 przez liczb¦ l. Gracz X wygrywa je±li formuªa bez zmiennych, wjak¡ zamieni si¦ φ po ostatnim ruchu gracza Y, jest prawdziwa.Niech 3GRA b¦dzie problemem rozstrzygni¦cia, dla danej formuªy φ, czy gracz X mastrategi¦ wygrywaj¡c¡ w grze G(φ). Udowodnij, »e QBF≤P3GRA.Zadanie 126. Jaka jest zªo»ono±¢ problemu prawdziwo±ci kwanty�kowanych formuª bo-olowskich, w których s¡ co najwy»ej dwa wyst¡pienia kwanty�katora ogólnego?Zadanie 127. Jaka jest zªo»ono±¢ problemu rozstrzygni¦cia, dla danych dwóch determini-stycznych automatów sko«czonychM1 i M2 czy j¦zyk LM1

∩LM2
jest niepusty? (wielko±ci¡zadania jest tu ª¡czna ilo±¢ stanów tych automatów)



Zadanie 128. Jaka jest zªo»ono±¢ problemu rozstrzygni¦cia, dla danych deterministycznychautomatów sko«czonychM1,M2 . . .Mk czy j¦zyk LM1
∩LM2

. . .∩LMk
jest niepusty? (wiel-ko±ci¡ zadania jest tu ª¡czna ilo±¢ stanów tych automatów)


