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1 Deterministyczne Automaty Skoriczone

Zadanie 1. Rozwazmy jezyk L = {w0s : |s| = 9}, zlozony z tych stow ktorych dziesaty
symbol od kornica to 0. Udowodnij ze DFA rozpoznajacy ten jezyk ma co najmniej 1024
stany.

Zadanie 2. udowodnij, ze jezyk L = {a™b*" : n € N'} nie jest regularny.

Zadanie 3. Udowodnij ze zbior L tych stow nad alfabetem {0, 1} ktére sa zapisem binar-
nym liczby pierwszej nie jest regularny.

Zadanie 4. (za 2 punkty) Niech L bedzie dowolnym podzbiorem 0*. Udowodnij, ze L* jest
jezykiem regularnym.

Definicja. Dla danego slowa w, nad pewnym ustalonym alfabetem, niech w® oznacza "w
czytane od korica” (tzn. e = ¢ i (aw)® = w?a jesli a nalezy do alfabetu a w jest dowolnym
stowem).

Zadanie 5. Crzy jezyk {wwfx :w,x € {0,1}* i w,x # £} jest regularny ?
Czy jezyk {zwz : w,z € {0,1}* i x # e} jest regularny ?

Zadanie 6. Jaka minimalng liczbe stanéw musi mieé¢ deterministyczny automat skonczony
rozpoznajacy zbior tych wszystkich stow nad alfabetem {a, b, ¢}, ktére wérdd ostatnich trzech
znakéw maja po jednym wystapieniu kazdej z liter alfabetu?

Zadanie 7. Jaka minimalng liczbe stané6w musi mieé¢ deterministyczny automat skoriczony,
rozpoznajacy jezyk tych stow nad alfabetem {a, b, c}, ktore maja przynajmniej 4 symbole, i
ktorych ostatnie 4 symbole sg jednakowe?

Zadanie 8. Rozwazmy alfabet A, skladajacy sie z liter a,by,bs,...b,. Niech jezyk L1
sktada sie z tych stéw nad A,,, ktore majg parzysta ilos¢ wystapien wzorca bybs., niech jezyk
L? sktada si¢ 7 tych stow nad A,,, ktére maja parzysta ilo§é wystapien wzorca babs, i tak
dalej. Niech wreszcie jezyk L7 sklada sie z tych stéw nad A,, ktére maja parzysta ilosé
wystapiei wzorca b,b. Zdefiniujmy jezyk L, jako przeciecie L N L2 N...NL". Jaka
minimalng ilo§é¢ stanéw musi mie¢ deterministyczny automat skoriczony rozpoznajacy L,,7



Zadanie 9. Twierdzenie o indeksie Niech L C A*. Relacje ~,C A* x A* definiujemy
w sposob nastepujacy: w ~p w’ w.t.w. gdy Vv € A* wv € L & w'v € L. Udowodnij
nastepujace Twierdzenie o indeksie: L jest regularny wtedy i tylko wtedy gdy liczba klas
abstrakcji relacji ~p jest skonczona. Minimalna ilo§¢ stanow DFA rozpoznajacego L jest
wtedy réwna liczbie tych klas abstrakcji.

2 Wyrazenia regularne

Zadanie 10. Skonstruuj automat skoniczony rozpoznajacy i wyrazenie regularne definiu-
jace nad alfabetem {1,0} jezyk stow, ktore zawierajg tyle samo jedynek co zer i w ktorych
kazdym prefiksie ilo§¢ zer r6zni sie co najwyzej o dwa od ilosci jedynek.

Zadanie 11. Skonstruuj automat skonczony rozpoznajacy i wyrazenie regularne definiujace
nad alfabetem {a,b} jezyk stow ktore nie zawieraja wzorca baba.

Zadanie 12. Dodanie do definicji wyrazen regularnych pozwolenia na uzycie symbolu N,

oznaczajacego przekrdj jezykow nie umorzliwia reprezentowania nowych zbioréw, wyrazenia

jednak staja sie krotsze. Udowodnij ze uzycie N moze wyktadniczo skrécié wyrazenie.
Wskazéwka: rozwazyé jezyk sktadajgcy sie z jednego stowa (... (apar)?az)?...)?

Zadanie 13. Skonstruuj automat skoniczony rozpoznajacy i wyrazenie regularne definiu-
jace nad alfabetem {a, b, ¢, d} jezyk stow ktore zawieraja tyle samo symboli a co b, tyle samo
symboli ¢ co d, i w ktoérych kazdym prefiksie ilo§é symboli a rézni sie co najwyzej o jeden
od ilosci symboli b za$ ilo§¢ symboli ¢ r6zni sie co najwyzej o jeden od ilosci symboli d.

Zadanie 14. Czy istnieje wyrazenie regularne ¢, takie ze Loy = Lg,? Czy istnieje wyraze-
nie regularne ¢, takie ze Lg+g = Lgp+?

Niech ¢ bedzie wyrazeniem regularnym nad alfabetem A, a w stowem nad tym alfabetem.
Niech f bedzie funkcja, ktorej argumentami sa wystapienia liter alfabetu w stowie w (czyli
“kolejne litery stowa w”), a wartociami sa wystapienia liter w wyrazeniu ¢. Powiemy, ze f
jest poprawnym mapowaniem w na ¢, jesli zachodzi ktory$ z warunkow:

1. ¢ jest stowem nad A, ¢ = w i f jest identycznoscig, lub ¢ = € i w jest puste;

2. ¢ =¢1+ P2 i f jest poprawnym mapowaniem w na ¢; lub f jest poprawnym mapo-
waniem w na ¢o;

3. ¢ = P12, w = wyws i f ograniczona do w; jest poprawnym mapowaniem tego stowa
na ¢1, za§ f ograniczona do ws jest poprawnym mapowaniem tego stowa na ¢s;

4. ¢ = ¢Y*, w = wwy ... wg, dla jakiego§ £k > 0 i dla kazdego 1 < ¢ < k funkcja f
ograniczona do w; jest poprawnym mapowaniem w; na 1.

Intuicja jest taka, ze poprawne mapowanie stowa przyporzadkowuje kazdej jego literze,
litere wyrazenia z ktérej ta litera stowa “sie wzieta”. Wyrazenie ¢ jest deterministycznym
wyrazeniem regularnym, jesli dla kazdego w € L istnieje dokladnie jedno poprawne
mapowanie w na ¢. Deterministyczne wyrazenie regularne pozwala odczytac, ktore litery w
stowie biora sie z ktérych liter w wyrazeniu, ale to odczytanie nastepuje dopiero, gdy znamy
cale stowo. Inaczej jest dla deterministycznych on-line wyrazen regularnych. Wyrazenie re-
gularne ¢ jest deterministyczne on-line, jesli dla kazdych stéw ww;, wws € Ly i kazdych
funkcji f1, f2, bedacych poprawnymi mapowaniami stéw (odpowiednio) ww; i wwy na ¢,



funkcje f1 i fo zgadzaja sie na prefiksie w.

UWAGA: deterministic reqular expressions, znane réwniez jako unambiguous regqular
expression pojawiajqg sie  jak sie wydaje, niechcgcy —w definicji standardu XML.

Zadanie 15. A. Ktére z ponizszych wyrazen sa deterministyczne a ktére sa determini-
styczne on-line?

i 0°10* +0* i (04+1)*1(0+1) iii. (0+1)(0+2)* +(1+2)(0+1)* + (04 2)(1 +2)*

B. Znajd7 deterministyczne wyrazenie regularne oznaczajace jezyk tych wszystkich stéw nad
alfabetem zerojedynkowym, ktére zawieraja wzorzec 101.

Zadanie 16. Crzy dla kazdego jezyka regularnego istnieje deterministyczne on-line wyraze-
nie regularne, ktore go definiuje?

Zadanie 17. Znajd7 deterministyczne on-line wyrazenie regularne oznaczajace jezyk tych
wszystkich stow nad alfabetem zerojedynkowym, ktére zawieraja jedna lub dwie jedynki.

3 Niedeterministyczne Automaty Skoriczone

Zadanie 18. Skonstruuj niedeterministyczny automat skonczony rozpoznajacy jezyk tych
stow nad {0, 1}* ktore jako liczba w systemie dwojkowym dziela si¢ przez 5, przy czym liczba
jest wezytywana

a) poczawszy od najbardziej znaczacego bitu,

b) poczawszy od najmniej znaczacego bitu.

Zadanie 19. Udowodnij ze jesli dla pewnego jezyka L istnieje rozpoznajacy go NDFA, to
istnieje rowniez NDFA rozpoznajacy jezyk LT = {w: wh ¢ L}.

Zadanie 20. Wiadomo ze L jezykiem regularnym. Pokaz, ze w takim razie jezyk
{w:dneN Fvel w"=v}

jest tez jezykiem regularnym. Przez w™ rozumiemy tu stowo w skonkatenowane ze soba n

razy.

Zadanie 21. Udowodnij, 7e jesli L1 i Ly sa jezykami regularnymi nad pewnym alfabetem
A to réwniez jezyki Ly U Lo, Ly N Ly 1 A* — Ly 83 jezykami regularnymi.

Zadanie 22. (za 2 punkty) Zal6zmy ze L jest pewnym jezykiem regularnym. Czy jezyk
L/2 ={w:3v vw € LA |v| =]|wl|} jest regularny ?

Zadanie 23. Podaj algorytm rozstrzygajacy, dla danych dwéch niedeterministycznych au-
tomatéw skoniczonych, czy jezyki rozpoznawane przez te automaty sa rowne.

Zadanie 24. Minimalny DFA rozpoznajacy jezyk L ma zawsze tyle samo stanéw co mi-
nimalny DFA rozpoznajacy dopehlienie L. Stwierdzenie to przestaje by¢ prawdziwe, jesli
rozwazamy automaty niedeterministyczne. Udowodnij, ze istnieje jezyk L ktory daje sie roz-
pozna¢ NDFA o mniej niz 20 stanach, ale ktérego dopelnienie nie daje sie rozpoznaé zadnym
NDFA o mniej niz 200 stanach. Wskazdwka: wystarczy rozwazaé alfabet jednoelementowy.



Zadanie 25. Niech Ly = {0™ : k nie dzieli n}. Dla jezyka regularnego L, niech d(L) ozna-
cza minimalng liczbe stanéw automatu deterministycznego rozpoznajacego L, zas n(L) niech
oznacza minimalng liczbe stanéw automatu niedeterministycznego rozpoznajacego L. Podaj
nieskoriczenie wiele liczb naturalnych k, dla ktorych zachodzi d(Lx) = n(Ly), i nieskoniczenie
wiele k£ naturalnych, dla ktérych ta réwnosé nie zachodzi.

4 Gramatyki bezkontekstowe i automaty ze stosem

Zadanie 26. Zbuduj automat ze stosem rozpoznajacy jezyk dobrze rozstawionych nawiaséw
dwdch rodzajow generowany przez gramatyke:
S — SS|(9)][S]le

Ktora ma jeden symbol nieterminalny S i cztery symbole terminalne (,),][,].

Zadanie 27. Zbuduj gramatyke bezkontekstowg generujaca jezyk: {w € {0,1}* : |w|p =
2wly A 2[|wl1}.

Zadanie 28. Czy jezyk {w € {0,1}* : |w|o < |w|; < 2|wlp} jest bezkontekstowy ?

Zadanie 29. Czy jezyk {w € {0,1}* : In e N' 2n|w]|p < |w|1 < (2n+1)|w|o} jest bezkon-
tekstowy ?

Zadanie 30. Podaj algorytm rozstrzygajacy, dla danej gramatyki bezkontekstowej G, czy
L(G) jest niepusty.

Zadanie 31. Niech G bedzie gramatyka generujaca poprawnie zbudowane formuty rachunku
zdan ze zmiennymi zdaniowymi p i ¢. Symbolami terminalnymi G sa p,q,(,),— 1 =, za$
produkcjami:

S — 2SS = 9)lplg
Znajd7z gramatyke w postaci normalnej Chomsky’ego generujaca ten sam jezyk.

Zadanie 32. Czy jezyk
Ly ={we{0,1,2}*: -3z € {0,1,2}* w = zx}

jest bezkontekstowy 7

Zadanie 33. Czy dopelnienie jezyka L3 z poprzedniego zadania, jezyk
Ly={we{0,1,2}*: 3z € {0,1,2}* w=xz}

jest bezkontekstowy ? Wskazdwka. (1) Rozwaz jezyk Ly N L gdzie L = Lo+10+10710%1- (2)
Skorzystaj z lematu o pompowaniu, pamietaj ze podziat w = xyztr kitdrego istnienie postuluje
lemat jest taki, ze |yzt| < c, gdzie c jest stalq z lematu.

Zadanie 34. Zbuduj NDPDA i gramatyke bezkontekstowa dla jezyka {0,1}* — {www : w €
{0, 1}"}.



Zadanie 35. (Za 3 punkty, bardzo trudne) Czy istnieje gramatyka bezkontekstowa generu-
jaca zbior tych slow nad alfabetem zerojedynkowym, ktére nie s postaci vww dla zadnych
stow w, v takich, ze |v] = |w|?

Zadanie 36. Czy jezyk L zlozony 7 tych wszystkich stéw nad alfabetem {0,1} ktore sg
postaci wvw, dla pewnych stéw w, v, takich, ze |w| = |v], jest bezkontekstowy?

Zadanie 37. Czy jezyk L bedacy dopeieniem jezyka L 7z poprzedniego zadania do {0, 1}*
jest bezkontekstowy?

Zadanie 38. Czy jezyk: {vww : v,w € {a,b,c}*, w # e} jest bezkontekstowy ?

Zadanie 39. Niech L_ bedzie jezykiem tych stow nad alfabetem zerojedynkowym, ktére
maja tyle samo zer co jedynek, a Lg niech bedzie jezykiem wszystkich palindroméw. Czy
przekroj L— z dopelnieniem Lp jest jezykiem bezkontekstowym? (mamy tu na mysli dopel-
nienie do {0,1}%)

Zadanie 40. Niech L_ bedzie jezykiem tych stéw nad alfabetem zerojedynkowym, ktére
maja tyle samo zer co jedynek, a Lg niech bedzie jezykiem wszystkich palindroméw. Czy
przekréj L= 7 Lg jest jezykiem bezkontekstowym?

Zadanie 41. Pokaz, ze L C {0}* jest bezkontekstowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest regu-
larny.

Zadanie 42. Czy jezyk {0"1"2 :n € N} jest bezkontekstowy?

Zadanie 43. (za 2 punkty) Splecenie definiujemy w tym zadaniu jako najmniejsza relacje
ternarng na stowach nad pewnym ustalonym alfabetem A spelniajaca nastepujace warunki:

e spleceniem stowa pustego ze stowem pustym jest stowo puste;

e jesli w jest spleceniem stowa s ze stowem ¢ to jest réwniez spleceniem stowa t ze stowem
53

e jesliv =at, a € Aiw jest spleceniem stowa s ze stowem ¢ to aw jest spleceniem stowa
s ze stowem wv.

Dla danych dwoch jezykéw Lq, Lo C A* zdefiniujemy ich splecenie jako zbiér wszystkich
w ktore sa spleceniami pewnego s € Ly 7z pewnym t € L.

Czy splecenie dwoch jezykow regularnych zawsze jest jezykiem regularnym?

Czy splecenie dwdch jezykow bezkontekstowych zawsze jest jezykiem bezkontekstowym?

5 Zbiory i funkcje rekurencyjne

Zadanie 44. Rozszerz definicje zbioru rekurencyjnego tak, aby mozna byto rozwazaé reku-
rencyjne zbiory par liczb naturalnych i udowodnij, ze jesli zbiér A C A2 jest rekurencyjny
to zbior {n : Im [n,m] € A}, czyli rzut A na pierwsza o$, jest zbiorem rekurencyjnie prze-
liczalnym.



Zadanie 45. Pokaz, 7e kazdy zbior rekurencyjnie przeliczalny jest rzutem pewnego zbioru
rekurencyjnego, to znaczy jesli B jest r.e. to istnieje taki rekurencyjny A C N? rekuren-
cyjny, ze B={n:3Im [n,m] € A}.

Zadanie 46. Powtorz podany na wykladzie dowod nierozstrzygalnosci problemu stopu, to
znaczy faktu, ze zbior K = {n : ¢,,(n) € N'} nie jest rekurencyjny.

Zadanie 47. Pokaz, 7e {n : |[Dom(¢,)| > 7} jest rekurencyjnie przeliczalny.

Zadanie 48. Niech A, B, C, D beda zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi, takimi 7e kazda
liczba naturalna nalezy do doktadnie dwoch z nich. Udowodnij 7ze w takim razie wszystkie
te cztery zbiory s rekurencyjne.

Zadanie 49. Udowodnij, ze jesli ¢ jest niemalejaca catkowita funkcjg rekurencyjnag to zbior
d(N) jej wartosci jest rekurencyjny. Czy pozostaje to prawda bez zalozenia o catkowitosci

o7

Zadanie 50. Udowodnij, ze kazdy niepusty zbiér rekurencyjnie przeliczalny jest postaci
¢(N) dla pewnej catkowitej funkcji rekurencyjnej ¢.

Zadanie 51. Udowodnij, ze kazdy nieskoniczony zbiér rekurencyjnie przeliczalny jest po-
staci ¢(N') dla pewnej calkowitej roznowarto$ciowej funkcji rekurencyjnej ¢.

Zadanie 52. Udowodnij, ze zbior {n : Dom(¢,) = N} nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Zadanie 53. (dlugie, wiec za 2 punkty)
Zalézmy, ze f jest funkcja rekurencyjna catkowity. Ktore z ponizszych implikacji sa praw-
dziwe?

(i) jesli A jest rekurencyjny to f(A) tez;

(ii) jesli A jest rekurencyjny to f=1(A) tez;

(i) jesli A jest r.e. to f(A) tez;

(iii) jesli A jest r.e. to f1(A) tez;

Co zmieni sie, jesli zatozymy, 7e f jest funkcja czesciowa ?

Zadanie 54. Nie korzystajac z tw. Rice’a udowodnij, ze zbior B = {n : Dom(¢,) i
N — Dom(¢,) sa nieskoriczone} nie jest rekurencyjny.

Zadanie 55. Udowodnij, 7ze zbior B = {n : Dom(¢,) i N'— Dom(¢,) sa nieskoriczone} z
poprzedniego zadania nie jest nawet rekurencyjnie przeliczalny.

Zadanie 56. Udowodnij, ze zbiér numeréw tych programéw ktére zatrzymuja sie dla wszyst-
kich argumentéw oprocz co najwyzej skonczonej iloéci, nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Zadanie 57. Udowodnij podane na wykladzie twierdzenie Rice’a.

Zadanie 58. Ponizsze zbiory nie sa rozstrzygalne:



1. zbiér numeréw tych maszyn Turinga ktére obliczaja funkcje o dziedzinie ré7nej od N

2. zbiér numeréw tych maszyn Turinga ktére obliczaja funkcje catkowita i ktorych czas
dzialania jest rosnacy wzgledem rozmiaru danych;

3. zbiér numeréw tych maszyn Turinga ktérych czas dziatania dla zadnych danych jest
nie liczba pierwsza;

4. 7zbiér numeréw tych maszyn Turinga ktére obliczaja funkcje czesSciowe, ktérych warto-
Sciami sg wytacznie liczby pierwsze;

Nierozstrzygalnosé ktérych z nich daje sie udowodnié wprost z twierdzenia Rice’a?
Zadanie 59. Udowodnij nierozstrzygalnosé zbioru z punktu 2. poprzedniego zadania.

Zadanie 60. Niech A, B C N. Méwimy, 7e A <,., B jedli istnieje catkowita funkcja reku-
rencyjna f (zwana redukcja) taka ze f(x) € B wtedy i tylko wtedy gdy « € A. Pokaz, ze
dla kazdych dwoch zbiorow A, B C N istnieje ich najmniejsze ograniczenie gorne w sensie
<rek, to znaczy taki zbior C, ze:

(1) A <rek CiB <rek Cv

(ii) jesli D jest taki, 76 A <pep D i B <per D to C <, D.

Zadanie 61. (za 2 punkty)
Czy K <per, K 7 Czy K <y, K7

Zadanie 62. Pokaz, ze zbior: {n : ¢, zatrzymuje sie dla wszystkich danych po czasie mniej-
szym niz trzykrotna diugoéé danych} nie jest rekurencyjny. Czy mozna do tego uzy¢ tw.
Rice’a?

Zadanie 63. Niech T bedzie zbiorem tych par liczb (n,m) dla ktorych ¢,, 1 ¢,, to ta sama
funkcja czesciowa.
a. Pokaz, ze T nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

b. Czy dopelnienie zbioru T jest rekurencyjnie przeliczalne?

Zadanie 64. Niech f: N x N'— N bedzie pewng ustalong obliczalng bijekcja. Qznaczmy
klase zbioréw rekurencyjnych jako Xy. Dla danego %; niech II; = {A C N : N\ A € %},
za§ A € Y41, jezeli istnieje B € 1I; takie, ze A = {n € N : Im f(n,m) € B}. Jakie jest
najmniejsze ¢ dla ktorego zachodzi L € ;7

6 Maszyny Turinga

Uwaga: Rozwiazujac zadania z tego rozdzialu nalezy dos$é dokladnie podaé idee
konstrukcji, ale nie wymaga sie wypisywania listy instrukcji konstruowanej ma-

szyny.

Zadanie 65. Udowodnij, 7e zastgpienie w definicji maszyny Turinga tasmy nieskoriczong
plaszczyzna nie zmieni klasy funkcji obliczalnych.

Zadanie 66. Skonstruuj maszyne Turinga rozpoznajaca jezyk {ww® : w € {0,1}*}.



Zadanie 67. Skonstruuj dwutasmowa maszyne Turinga ktéra majac jako dane na jednej
tasmie pewne stowo w zas na drugiej tasmie stowo v postaci

#qi,a1q;, 0\ Di#qi,00q;,a5Do# . .. #qi, ang; ay, Dn#tqo#ar

(gdzie kazde D; jest albo R albo L) zwroci rezultat 1 wtedy i tylko wtedy gdy jedno-
tasmowa maszyna ktorej ciaggiem instrukcji jest stowo v (stanem poczatkowym jest go a
koricowym ¢p) zwréci rezultat 1.

Zadanie 68. (za 2 punkty) Zauwaz, ze maszyna podobna do dwukierunkowego automatu ze
stosem, lecz posiadajaca dwa stosy, potrafi rozpoznaé te same jezyki co maszyna Turinga.
Udowodnij, ze pozostaje to prawda jesli dysponujemy tylko jednym symbolem stosowym
(oprocz symbolu dna stosu). Maszyne taka nazywamy maszyng z dwoma licznikami. Wska-
zowka: najpierw udowodnij, ze wystarczq cztery liczniki, potem sprobuj zakodowaé ich stan
przy pomocy jednego licznika, drugiego bedziesz mdgt/mogta uzyé do manipulowania pierw-
szym.

Zadanie 69. Skanujgca maszyna Turinga bedzie dana przez piatke (X, Q, qo, gr,0), gdzie
Y jest skoriczonym alfabetem tasmowym, ) skoriczonym zbiorem stanow, qo,qr € Q to
odpowiednio stany poczatkowy i koricowy, za§ § : (Q \ {qr}) x ¥ — Q x (X \ {B}) jest
funkcja przejscia. Maszyna dziata tak, ze na poczatku glowica ustawiona jest w stanie
go na pierwszym symbolu stowa wejsciowego. Gdy w stanie ¢ glowica widzi symbol a €
3, to przechodzi do stanu ¢', zamiast a wpisuje a’, gdzie 6(q,a) = (¢’,a’). Nastepnie
jest przesuwana o jedng komoérke w prawo, chyba ze a bylto blankiem, wtedy wiadomo
ze przeskanowano caly dotychczas uzywany fragment tasmy i glowica jest przesuwana (w
aktualnym stanie) ponownie nad pierwszy symbol na tasmie, skad ponownie wedruje w
prawo itd. Obliczenie konczy sie, gdy glowica znajdzie sie w stanie gp.

Czy problem ustalenia, dla danej skanujacej maszyny Turinga M i stowa wejSciowego w,
czy M uruchomiona na w sie zatrzyma, jest rozstrzygalny?

Zadanie 70. Tak samo jak w poprzednim zadaniu, tylko odpowiedni fragment brzmi: "Ma-
szyna dziala tak, ze na poczatku glowica ustawiona jest w stanie gy na pierwszym symbolu
stowa wejsciowego. Gdy w stanie ¢ glowica widzi symbol a € X, to przechodzi do stanu ¢/,
zamiast a wpisuje a’, gdzie §(q,a) = (¢’,a’). Nastepnie jest przesuwana o jedng komoérke w
prawo, chyba ze a byto blankiem, wtedy wiadomo ze przeskanowano caty dotychczas uzy-
wany fragment tasmy i glowica zawraca, to znaczy po wykonaniu kazdej kolejnej instrukeji
przesuwana jest o jedng komorke w lewo, az w koricu ponownie znajdzie sie nad pierwszym
symbolem na tagmie. Wtedy ponownie zawraca w prawo itd.”

7 Nierozstrzygalnosé

Zadanie 71. Czy istnieje algorytm rozstrzygajacy, dla danej gramatyki bezkontekstowej G,
czy istnieje stowo w, takie 7e ww®w € L(G)?

Zadanie 72. Powtorz podany na wyktadzie dowdd nierozstrzygalnosci Problemu Odpo-
wiedniosci Posta.

Zadanie 73. Dla gramatyki bezkontekstowej G niech Lg oznacza generowany przez nia je-
zyk. Skorzystaj z nierozstrzygalnodci problemu odpowiedniosci Posta aby pokazaé, ze zbiér
tych par gramatyk G, H dla ktorych zachodzi Lg N Ly # 0 nie jest rekurencyjny. Czy jest
on rekurencyjnie przeliczalny ?



Zadanie 74. (za 2 punkty) Udowodnij, ze nie istnieje algorytm rozstrzygajacy, dla danej
gramatyki bezkontekstowej G i alfabetu A, czy A* = L(G).

Zadanie 75. Czy istnieje algorytm rozstrzygajacy, dla danych dwoch gramatyk bezkontek-
stowych G i H, czy L(G) = L(H)?

Zadanie 76. Jak kazdy pamieta, deterministyczny automat ze stosem, to urzadzenie za-
dane przez skonczony zbiér instrukeji w formacie: jesli widzisz na tasmie wejiciowej a, jestes
w stanie q, a z czubka stosu zdjgtes b, to przejdz do stanu q’, a na czubek stosu wtiéz stowo w.
Taki automat czyta stowo wejsciowe literka po literce, zmieniajac przy tym stan jak zwyktly
automat skoriczony, a do tego jeszcze buduje sobie stos. Czy istnieje algorytm odpowia-
dajacy, dla danych dwoéch deterministycznych automatdéw ze stosem, czy istnieje niepuste
stowo wejsSciowe, po przeczytaniu ktérego oba te automaty beda mialy na swoich stosach
takie same ciggi symboli?

Zadanie 77. Dla danych funkcji f,g,h : {0,1,...,p} — {0,1,...,p}, i danego nieskorn-
czonego ciaggu liczb naturalnych (a1, a2, as...), niech Fy g p(a1,az,...) bedzie ciagiem liczb
naturalnych ktorego i-ty element jest rowny f(a;—1) +p g(a;) +p h(ai+1), gdzie +, oznacza
dodawanie modulo p (przyjmujemy , ze ag = 0). Udowodnij, ze problem:

Dane funkcje f, g i h, oraz skonczone ciagi (b1, be,...bk) 1 (c1,c2,...¢;). Czy istnieje liczba
iteracji n taka, ze F}fg}h(bl, ba,...bk,0,0,0...) = (c1,¢2,...¢,0,0,0...)7

jest nierozstrzygalny.

Zadanie 78. Powiemy, ze semiproces Thuego II, jest bezkontekstowy jesli dla kazdej pary
[w,v] € II stowo w sktada sie 7 jednej litery a stowo v jest niepuste. Czy problem stow dla
bezkontekstowych semiproceséw Thuego jest rozstrzygalny?

Zadanie 79. Powiemy, ze semiproces Thuego II, jest prawie bezkontekstowy jesli dla kazdej
pary [w,v] € II jedno ze stow w i v sklada sie tylko z jednej litery, drugie zas z dwoch liter.
Czy problem stéw dla prawie bezkontekstowych semiproceséw Thuego jest rozstrzygalny?
Uwaga. Uzyta w tym i poprzednim zadaniu nomenklatura wymyslona zostata tylko by wy-
godniej byto sformutowaé te zadania, i nie ma nic wspdlnego z Zadnym standardem

Zadanie 80. (za 2 punkty) Udowodnij nierozstrzygalnoéé problemu sprawdzenia dla da-

nego procesu Thuego IT i stowa w czy zbior A, = {v: w & v} jest skornczony.

Wskazowka: Rozwaz maszyny Turinga z dodanym gdzie$ na ta$mie licznikiem, ktory jest
zwiekszany o jeden przy kazdym ruchu wykonywanym przez maszyne. Nasladuj dowdd nie-
rozstrzygalnos$ci problemu stow.

Zadanie 81. (za 2 punkty) Rozpatrzmy skonczony zbiér par stéw P i binarng relacje —

na stowach zdefiniowang jak nastepuje: w —p v wtedy i tylko wtedy gdy istnieje para

< a,b >¢ P taka 7e w = ax i v = xb gdzie z jest pewnym stowem. Niech —p bedzie

przechodnim domknieciem — p (to znaczy najmniejsza relacja przechodnia zawiarajaca —p).
Czy problem: dane P, x,y, czy x —p y ¢ jest rozstrzygalny ?

Zadanie 82. (trudne, za 2 punkty) Funkcje f : N'— A nazywamy funkcja Conway’a jesli
istniejg liczby naturalne p, a1, b1, ag, ba, . .. ap, b, takie ze dla kazdego n jesli n = k£ mod p to
f(n) = nay/bg. Pokaz, ze nie ma algorytmu ktory dla danych p,aq,b1, a2, b, ... ap, b, 0d-
powiadalby, czy dla definiowanej przez te wspoétczynniki funkcji Conway’a istnieje m takie,
ze f™(2) = 1, gdzie f™ oznacza funkcje f zlozong m razy ze soba.



Zadanie 83. (za 2 punkty) Udowodnij nierozstrzygalno$é nastepujacego problemu: dany
jest skonczony zbiér koloréw C, zawierajacy co najmniej kolory: czerwony i biaty, oraz zbior
N C C* czworek koloréw, uznanych za nieestetyczne. Mamy nieskoriczenie wiele kwadra-
towych kafelkow kazdego koloru o boku dilugosci 1. Czy istnieje kwadrat (o catkowitych
wymiarach i boku nie mniejszym niz 2), ktéry mozna wypelni¢ kafelkami w taki sposob,
by w lewym dolnym i w lewym goérnym narozniku znalazl sie czerwony kafelek, pozostale
kafelki dolnego i gornego brzegu byly biale, oraz by w calym kwadracie nie pojawita sie
nieestetyczna sekwencja kafelkow, tj. cztery sasiadujace kafelki:

C1 | C2
C3 | C4

takie ze (¢1,co,c3,¢4) € N.

Zadanie 84. Automat niedeterministycznie ruszajgocy dwiema nogami zdefiniujemy sobie w
tym zadaniu jako piatke (X, @, qo, F, 0), gdzie 3 jest skoriczonym alfabetem, @ skonczonym
zbiorem stanéw, qo € @ jest stanem poczatkowym, F' C @ jest zbiorem stanéw akceptuja-
cychad CQ x X x X xQ x{0,1} x {0,1} jest relacja przejicia.

Relacja przejécia jest rozumiana nastepujaco: jesli 6(q, a1, as,q’, b1,b2), to gdy automat
jest w stanie ¢, lewg noge ma na symbolu a; a prawg noge na symbolu as, to moze przejsc
do stanu ¢’, przesuna¢ lewag noge o b; symboli w prawo i przesungé prawg noge o by symboli
W prawo.

Automat rozpoznaje pary stow wy, wy, z ktorych kazde jest postaci a(X \ {a,z})*z, dla
pewnych ustalonych symboli a, z € 3

Na poczatku dzialania automat jest w stanie ¢o 1 ma lewa noge na pierwszej literze (czyli
a) stowa w;, a prawg na pierwszej literze (czyli a) stowa w,. Automat akceptuje pare stow,
jesli mozliwe jest aby znalazt sie obiema nogami na literach z i przeszedt wtedy w stan ¢ € F'.

Czy problem totalnosci automatu niedeterministycznie ruszajacego dwiema nogami jest
rozstrzygalny? Przez problem totalno$ci rozumiemy tu dopelnienie problemu istnienia ja-
kiejkolwiek pary stéw, o podanej powyzej postaci, ale nie akceptowanej przez dany automat.

8 Niedeterministyczne maszyny Turinga i klasa NP

Zadanie 85. Pokaz, ze wielomianowa maszyne niedeterministyczng mozna przerobié tak,
aby zgadywala rozwigzanie wczesniej niz pozna dane. Dokltadniej rzecz ujmujac, udowod-
nij, ze jesli zbiér A nalezy do klasy NP to istnieja wielomiany p, ¢ oraz niedeterministyczna
maszyna Turinga M rozpoznajaca A dzialajaca, dla danego n w nastepujacy sposéb: M
wyznacza na tasmie blok klatek o dtugosci p(|n|), (zatem interesuje ja wielkos$é n, ale nie
jego dokladna warto$¢) po czym niedeterministycznie i nie czytajac n zapelnia ten blok
ciggiem zer i jedynek. Dopiero nastepnie czyta n i przechodzi do fazy w ktérej obliczenie

jest juz deterministyczne i nie zabiera wiecej niz g(|n|) krokow.

Zadanie 86. Pokaz, ze jesli zbior A C N? jest w P i p jest wielomianem to zbiér {n :
Im |m| < p(n|) i [n,m] € A}, czyli rodzaj rzutu A na pierwsza o$, jest w NP.

Zadanie 87. Pokaz, 7e kazdy zbiér w NP jest rzutem pewnego zbioru z P, to znaczy jesli
B jest w NP to istnieje wielomian p i zbiér A C N? nalezacy do P i taki, ze B = {n :
Im |m| < p(ln|) i [n,m] € A}.

9 Redukcje wielomianowe i NP-trudno$é

Zadanie 88. Pokaz ze 5SAT< p3SAT.
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Zadanie 89. (za 2 punkty) Problem STASI' jest taki: mamy dany graf nieskierowany i
liczbe k. Czy da sie rozstawi¢ k agentéw w wierzchotkach grafu tak aby kazdy wierzchotek
w ktorym nie stoi agent mial (co najmniej jednego) agenta za sasiada? Pokaz, ze 3SAT <p
STASI.

Wskazowka: To nie jest trudne. Idea jest podobna jak przy dowodzie faktu, ze 3SAT <p
3COL, ktory byt na wyktadzie. Tylko tatwies.

Zadanie 90. (za 2 punkty) Niech H oznacza problem cyklu Hamiltona dla grafow nieskie-
rowanych (to znaczy jezyk tych wszystkich graféw nieskierowanych w ktorych istnieje $ciezka
zamknieta przechodzaca doktadnie raz przez kazdy wierzchotek).

Niech H,; oznacza problem cyklu Hamiltona dla graféw skierowanych. Pokaz, ze H <p
H;i Hy <p H. Wskazéwka: W trudniejszq strone trzeba kazdy wierzcholek odpowiednio
zastapié trzema.

Zadanie 91. (za 2 punkty) Klauzula nazywa sie hornowska jesli co najwyzej jeden z jej
literatéw jest niezanegowany. Pokaz, ze problem HORNSAT spetnialnosci formut, w postaci
CNF, ktorych kazda klauzula jest hornowska jest w P.

Zadanie 92. (za 2 punkty) Pokaz, ze problem spelnialnoéci formut w koniunkcyjnej po-
staci normalnej w ktoérych kazda klauzula jest alternatywa co najwyzej dwoch literatéw jest
w klasie P. (Patrz definicja na stronie 375 polskiego wydania ksiazki Hopcrofta i Ullmana.
Thumaczka z bozej taski ttumaczy CNF jako PNK).

Zadanie 93. Pokaz, 7e 3SAT <p 35AT3. To ostatnie to 3SAT ograniczony tylko do formut
w ktérych zadna zmienna nie wystepuje wiecej niz 3 razy.

Zadanie 94. (za 2 punkty) Udowodnij, ze problem cyklu Hamiltona NP-zupelny.

Zadanie 95. Problem komiwojazera jest taki: dany jest graf nieskierowany pelny, ktorego
krawedzie etykietowane sa liczbami catkowitymi. Waga drogi w grafie jest definiowana jako
suma wag krawedzi nalezacych do tej drogi. Dana liczba k. Czy istnieje w grafie cykl
Hamiltona o wadze mniejszej niz k?

Pokaz, 7ze problem komiwojazera jest NP zupelny. Wolno skorzysta¢ z NP-zupelnosci
problemu Hamiltona.

Komentarz: Problem komiwojazera to jedyny kawatek teorii informatyki, ktory trafit do
kultury masowej, stajgc sie w ten sposéb kolegg Myszki Miki.

Zadanie 96. (za 2 punkty) Pokaz, ze jedli istnieje wielomianowy algorytm wskazujacy, dla
danego przyktadu problemu komiwojazera, cykl nie wiecej niz dwa razy dtuzszy od opty-
malnego, to P=NP.

Wskazowka: To wcale nie jest trudne zadanie, z calqg pewnoscig nie zastuguje na dwie
gwiazdki. Podobnie jak w poprzednim trzeba sie odwotaé do NP-zupetno$ci problemu Hamil-
tona.

Zadanie 97. Pokaz, ze jesli ograniczymy sie do przykladéw problemu komiwojazera w
ktérym wagi krawedzi spetniaja nier6wnoséé tréjkata, to znaczy dla kazdych wierzchotkéw
v1, V2, v3 zachodzi d(v1,v2) + d(va,v3) > d(v1,vs) to istnieje wielomianowy algorytm znaj-
dujacy cykl Hamiltona o wadze nie wiecej niz dwa razy wiekszej od optymalne;j.

TAch, dzi$ juz studenci nie wiedza co to byto STASI, niech sie dowiedza to zobaczg czemu tak nazwalem
tu ten problem. Naprawde nazywa sie on problemem zbioru dominujacego.
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Zadanie 98. Jaka jest zlozonos¢ problemu 3SAT5, tzn. problemu speinialnosci formult w
postaci 3CNF w ktorych 7zadna zmienna nie wystepuje wiecej niz 2 razy?

Zadanie 99. Jaka jest zlozonosé problemu SATs, tzn. problemu spelnialnogci formul w
postaci CNF w ktérych zadna zmienna nie wystepuje wiecej niz 2 razy?

Zadanie 100. (za 2 punkty) Udowodnij, ze problem istnienia w danym grafie o n wierz-
chotkach kliki majacej n/2 wierzchotkow jest NP-zupeiny.

Zadanie 101. Udowodnij, ze jesli istnieje wielomianowy algorytm znajdujacy w danym gra-
fie klike wielkoéci co najmniej potowy kliki maksymalnej? to istnieje réwniez wielomianowy
algorytm znajdujacy w danym grafie klike wielkosci co najmniej 1/ v/2 kliki maksymalnej.

Zadanie 102. Rozwazmy nastepujacy problem spetnialnosci dla zdecydowanej wiekszosci
klauzul: Dane rozne klauzule rachunku zdan ¢1, ¢s ... ¢,. Czy mozna podstawi¢ wartosci 0
i 1 za zmienne zdaniowe tak aby wiecej niz 9/10 sposrod klauzul ¢1, ¢s . .. ¢, przyjeta war-
tosé logiczna 1 7 Udowodnij, ze problem spetnialno$ci dla zdecydowanej wiekszosci klauzul
jest NP-zupelny. Przypominam, ze klauzulg nazywamy formute postaci [y VIo V... Vi, gdzie
l; sa literalami, to znaczy zmiennymi zdaniowymi lub ich negacjami. Wskazdwka: skorzystaj
2z NP-zupetnosci SAT.

Zadanie 103. Niech P; bedzie zbiorem wszystkich graféw nieskierowanych niespéjnych,
niech P, bedzie zbiorem wszystkich graféw nieskierowanych zawierajacych jaki§ wierzchotek
stopnia mniejszego od 2 i niech wreszcie P3 bedzie zbiorem tych graféw nieskierowanych, w
ktorych jest droga Hamiltona przechodzaca przez przynajmniej potowe wierzchotkéw.

Crzy zbiér P = Py U Py UPs jest NP-zupelny?

Zadanie 104. Niech KLIKA, bedzie problemem istnienia w danym grafie o n wierzchol-
kach kliki zawierajacej nie mniej niz n/c wierzchotkow. Pokaz ze dla kazdych ¢, ¢’ zachodzi
KLIKA, <pKLIKA..

Zadanie 105. Rozwazmy nastepujacy problem smutnych straznikéw. Dany jest pewien
zbiér straznikéw si,ss,...s;. Strzega oni obiektéw aq,as,...ar. Odbywa sie to tak, ze
kazdy straznik s; ma w swoim kantorku dwa ekrany telewizyjne E; i F;, i na kazdym z tych
ekranéw widzi, za poSrednictwem nieruchomej kamery, pewien niezmienny zbiér obiektow
(odpowiednio Zg, i ZF,, zbiory te oczywidcie niekoniecznie musza by¢ parami roztaczne).
Powiemy ze straznikéw mozna rozweselié je§li da sie przestawi¢ u kazdego z nich jeden
telewizor na kanal gdzie akurat transmituja mecz, ale w taki sposéb, ze kazdy obiekt ze
zbioru {ai,as,...a;} pozostaje pod obserwacjg na jakims nieprzestawionym telewizorze.

Pokaz 7e problem rozstrzygniecia, dla danego przyktadu problemu smutnych straznikéw,
czy straznikéw tych da sie rozweselié¢, jest NP-zupeiny.

Zadanie 106. Udowodnij, ze nastepujacy problem podziatu n harcerzy na 4 druzyny jest
NP-zupelny.

Dany jest hufiec H harcerzy, i lista E C H? par harcerzy ktorzy sie nie lubig. Czy da sie
podzieli¢ H na cztery druzyny tak, aby spetnione byty warunki:

druzyny maja by¢ z grubsza réwnej wielkosci: do kazdej z nich musi nalezeé¢ przynajmniej
jedna piata wszystkich harcerzy z H.

w zadnej druzynie nie moga jednocze$nie znalezé sie dwaj harcerze, ktorzy sie nie lubia.

2Nie wiemy czy istnieje tai algorytm.
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Zadanie 107. W Pewnej Wschodniej Krainie wszystkim rzadza trzej gangsterzy, pan R,
pan G i pan B. Kazda firma, ktéra chce mie¢ spokéj i dostawac koncesje i kontrakty, musi
mieé¢ wérdod cztonkéw swojej rady nadzorczej przyjacidl przynajmniej dwoch sposrdd tych
trzech gangsteréw. Klopot polega jednak na tym, ze:
gangsterzy za soba nawzajem nie przepadaja, wiec kazdy cztonek rady moze przyjaznié

sie z co najwyzej jednym gangsterem,;

— rady nadzorcze réznych firm niekoniecznie musza byé roztaczne.

Udowodnij, ze problem:
Dane listy cztonkéw rad nadzorczych pewnej ilosci firm, czy da sie osoby figurujgce na tych
listach pozaprzyjazniaé z panami R, G i B, w taki sposdéb, aby wszystkie z tych firm miaty
spokdj?

Jest NP-zupelny.

Zadanie 108. Jaka jest zlozono$é¢ nastepujacego problemu klasy udajgcej sie na wycieczke.
Klasa ma uda¢ sie na wycieczke do Swieradowa. Jednak ze wzgledu na trawiacy ja we-
wnetrzny konflikt, niektorzy z mtodych ludzi obwarowuja kwestie swojego wyjazdu pewnymi
warunkami. Warunki te maja nastepujaca postac:

Ja (jade|nie jade) jesli X (jedzie|nie jedzie)

gdzie X przebiega zbior uczniéw klasy. Kazdy uczen moze przedstawié¢ Pani Wychowawczyni
dowolng ilo§¢ takich warunkow. Jaka jest ztozono§é problemu sprawdzenia, czy da sie zor-
ganizowaé wycieczke w sposéb uwzgledniajacy wszystkie postawione warunki? Wielkoscig
zadania jest tu taczna ilo§é warunkéw.

Zadanie 109. Udowodnij ze problem istnienia, dla danego grafu nieskierowanego, takiego
kolorowania wierzchotkéw tego grafu trzema kolorami, aby kazdy wierzchotlek sasiadowat z
co najwyzej jednym wierzchotkiem tego samego koloru, jest NP-zupelny.

Zadanie 110. Jaka jest zlozonos$é problemu spelnialno$ci formul boolowskich w postaci
CNPF, jesli ograniczymy sie do formut w ktorych:

a) w kazdej klauzuli jest co najwyzej jedna niezanegowana zmienna,

b) w kazdej klauzuli jest co najwyzej jedna niezanegowana zmienna albo co najwyzej jedna
zanegowana zmienna.

Zadanie 111. Przyktadem problemu pokrycia zbioru podzbiorami roztgcznymi (PZPR)
jest skoriczona rodzina A = {Aj, As, ... A,} skonczonych zbiorow. A € PZPR jedli ist-
nieje rodzina B C A zbioréw roztacznych, taka 7e suma wszystkich zbiorow z B jest
rowna sumie wszystkich zbioréw z A. Udowodnij, ze 3SAT<pPZPR. Wskazéwka: pokaz, ze
3SAT3<pPZPR gdzie 3SAT3 to problem spetnialnosci dla formut w postaci 3CNF w ktérych
kazda znienna wystepuje najwyzej 8 razy.

Zadanie 112. Jaka jest zlozono$¢ problemu istnienia, dla danej formuty boolowskiej w
postaci CNF, warto$ciowania przy ktoérym w kazdej klauzuli wszystkie literaty przyjmuja
warto$¢ 1 albo wszystkie literaly przyjmuja wartosé 07 Wskazéwka: co wiesz o ztozonosci
problemu 2CNF?

Zadanie 113. Niech f : {0,1}* — {0,1}* bedzie bijekcja obliczalng w czasie wielomiano-
wym. Czy wynika z tego, ze f~! tez jest bijekcja obliczalng w czasie wielomianowym?

Zadanie 114. Udowodnij, ze problem komiwojazera pozostaje NP-zupelny, gdy ograni-
czymy sie do przyktadéw, w ktorych funkcja wagi krawedzi d spelnia mocny warunek trdj-
kgta: d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).
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Zadanie 115. Rozwazmy nastepujacy problem P.s. Dane graf nieskierowany G = (V, E) i
A C V. Czy mozna wybrac¢ zbior B C A tak aby:

1. zbiér B byl dominujacy w G, tzn. dla kazdego x € V'\ B istnial y € B taki, ze F(z,y);
2. zbiér B byl niezalezny w G, tzn. dla zadnych z,y € B nie zachodzito E(z,y);
3. dla kazdego x € V istnial co najwyzej jeden y € B taki, ze E(z,y).

Pokaz, 7ze problem P,g jest NP-zupeiny.

Zadanie 116. Jaka jest ztozonosé¢ nastepujacego problemu: Dany graf nieskierowany. Czy
istnieje taki sposéb pokolorowania jego krawedzi dwoma kolorami, czerwonym i niebieskim,
aby kazda krawedz byla pokolorowana i aby nie pojawil sie zaden niebieski cykl nieparzystej
dtugosci ani zaden czerwony cykl nieparzystej dtugosci?

W Pewnej (Wschodniej) Krainie odbyty sie wybory, w wyniku ktorych do parlamentu
weszla pewna ilo§¢ partii. Zadna z nich nie uzyskata wiekszosci, konieczne stalo sie zatem
wytonienie koalicji rzadowej dysponujacej wiecej niz potowa gloséow. Kazda z partii zlozyta
w zwiazku z tym o§wiadczenie o nastepujacej formie: wejdziemy do koalicji wtedy i tylko
wtedy gdy otrzymamy nastepujgce stanowiska lista_stanowisk. Listy stanowisk zadanych
przez rézne partie przecinaja sie czasem niepusto, a partie w swych zadaniach sa nieugiete.

Oznaczmy przez KOAL problem istnienia wiekszo$ciowej koalicji, przy ktorej mozna
zaspokoié oczekiwania tworzacych ja partii. Dane stanowi tu lista partii, wraz z ilo§cig man-
datéw jakimi kazda partia rozporzadza i lista stanowisk jakich sie domaga. Przez KOAL;
oznaczmy wariant problemu KOAL, w ktorym kazda partia moze zadaé¢ co najwyzej i sta-
nowisk, a kazdego stanowiska zada co najwyzej j partii (brak ktorego$ z indekséw oznacza,
7e nie ograniczamy tego parametru).

Zadanie 117. Jaka jest ztozonosé problemu KOALy? Wskazowka. Wolno skorzystaé z NP
zupetnosci problemu istnienia, w grafie nieskierowanym o n wierzchotkach, zbioru wierzchot-
kow niezaleznych o mocy n/4.

Zadanie 118. Jaka jest zlozonos$é problemu KOAL3?
Zadanie 119. Jaka jest ztozono§é problemu KOAL3?

Komentarz: Nie potrafilem niestety rozstrzygnaé, jaka jest zlozonosé problemu KOAL?.
Dlatego pomys$lalem ze moze lepiej bedzie, jesli nie umieszcze tu takiego zadania.
10 O teoretycznych klopotach kryptografii

Zadanie 120. (za 2 punkty) Funkcja réznowartoéciowa f : N — N, i taka, 7e dla kazdego
n zachodzi |n| = | f(n)]| jest jednostronna jesli istnieje wielomianowy algorytm obliczajacy f
ale nie ma wielomianowego algorytmu obliczajacego f~'. Pokaz, ze jeéli istnieje jakag funk-
cja jednostronna to N'PN co-NP # P. Wskazéwka: Rozwaz zbior {< x,y >: f~1(x) < y}

11 Problemy prawdopodobnie nie nalezace do klasy NP

Zadanie 121. Udowodnij, ze problem, czy dane wyrazenie regularne opisuje wszystkie
stowa nad danym alfabetem, jest w PSPACE.
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Zadanie 122. (za 3 punkty) Instancja Gry w Kamienie to: skoriczony zbior X (zwany
zbiorem pol), relacja R C X3, zbior Y C X i element f € X.

Gre tocza dwaj gracze wykonujacy na przemian ruchy. Przed kazdym ruchem na niekté-
rych polach ze zbioru X znajduja sie kamienie: przed pierwszym ruchem pierwszego gracza
mamy po jednym kamieniu w kazdym polu zbioru Y, ktéry to zbiér wyznacza w ten sposéb
pozycje poczatkowa w grze. W swoim ruchu kazdy z graczy przesuwa jeden kamien zgodnie
7z regula, ze jesli zachodzi R(zx,y, z), oraz w i w y sa kamienie a w z nie ma kamienia, to
wolno przesung¢ kamieri z x do z. Wygrywa ten kto pierwszy postawi kamien w f.

Jaka jest zlozono$¢ problemu: dana instancja gry w kamienie. Czy gracz pierwszy ma
strategie wygrywajaca?

Zadanie 123. Udowodnij, ze problem sprawdzania prawdziwosci formut 0 postaci 3wy ey ... Ixyy, d(z1, 22 ... 20)
jest w PSPACE. Zmienne x4, zo....x; przebiegaja tu zbior {0, 1, 2}. Kwantyfikator 3! oznacza

istnieje doktadnie jeden, zas ¢ jest formulg bez kwantyfikatorow, z n zmiennymi, zbudowana

przy pomocy spojnikéw boolowskich i symboli arytmetyki modulo 3, to znaczy symboli do-

dawania i mnozenia modulo 3, symbolu réwnoéci i statych {0, 1, 2}.

Zadanie 124. Jaka jest ztozono$¢ problemu istnienia, dla danej formuly boolowskiej ¢ w
postaci 2CNF wartosciowania spelniajacego ¢ i przyporzadkowujacego wartosé logicznag 1
przynajmniej trzem sposrod zmiennych wystepujacych w ¢?

Zadanie 125. (za 2 punkty) Udowodnij, ze sa jezyki rekurencyjne ktore nie sa w PSPACE.

Zadanie 126. Udowodnij, ze problem sprawdzania prawdziwosci formul o postaci Q1 z1 Q2 ©2 ... Qn Ty, d(T1,22 ... Ty),
gdzie kazdy Q; to albo 3!, oznaczajacy istnieje doktadnie jeden, albo 3 (czyli istnieje), albo
Y (czyli dla kazdego), za$ ¢ jest formuta boolowska, jest PSPACE-zupelny.

Definicja. Powiemy 7e jezyk A nalezy do klasy altPTIME jesli istnieja wielomian p i jezyk
B € PTIME takie, ze zachodzi réwnowazno$¢:

w € A wtedy i tylko wtedy, gdy gracz pierwszy ma strategie wygrywajaca w opisanej ponizej
grze Gra(w, p, B)

Gra(w,p, B) ma nastepujace reguty. Zaczyna sie od napisania na tasmie stowa s; = w#.
Nastepnie, w rundzie i-tej, najpierw gracz pierwszy dopisuje do aktualnie zapisanego stowa s;
wybrany przez siebie sufiks w;# a nastepnie gracz drugi dopisuje do s;w;# pewien wybrany
przez siebie sufiks v;#, tworzac w ten sposob stowo s; 1. Zada sie przy tym aby dtugosci
w; 1 v; byly obie réowne p(n), gdzie n jest dtugoscia stowa w. Gracz pierwszy wygrywa gdy
Spn) € B.

Zadanie 127. (za 2 punkty) Udowodnij ze altPTIME=PSPACE.

Definicja . Powiemy 7e jezyk A nalezy do klasy altPSPACE jedli istnieja wielomian p oraz
jezyki B,C € PTIME, takie, ze zachodzi réwnowazno$¢:

w € A wtw. gdy gracz plerwszy ma strategie wygrywajaca w opisanej ponizej grze
Gra2(w,p, B,C)

Gra2(w,p, B) ma nastepujace reguty. Zaczyna sie od napisania na tasmie stowa w#.
Nastepnie, w pierwszej rundzie, najpierw gracz pierwszy dopisuje do w# wybrany przez
siebie sufiks w1 # tworzac w ten sposob t; = w#w;#, a nastepnie gracz drugi dopisuje do
t1 pewien wybrany przez siebie sufiks vy #, tworzac w ten sposéb stowo s;. W i-tej rundzie
najpierw gracz pierwszy wymazuje z tasmy stowo w;_1 zastepujac je wybranym przez siebie
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w; (powstale w ten sposéb stowo nazywamy t;) a nastepnie drugi gracz wymazuje 7 tasmy
stowo v;_1 zastepujac je przez v;. Powstale stowo (rowne w#w;#v;) oznaczamy przez s;.
Zada sie przy tym aby dtugosci w; i v; byty obie réwne p(n), gdzie n jest dtugoscia stowa w.
Gra konczy sie porazka pierwszego gracza, gdy w ktorejs rundzie pojawi sie stowo ¢; takie
ze t; € B. Gra konczy sie porazka drugiego gracza, gdy w ktorej§ rundzie pojawi sie stowo
s; takie ze s; € C.

Zadanie 128. Udowodnij, ze jesli ktory$ z uczestnikow ma strategie wygrywajaca w grze
Gra2(w,p, B,C), to moze doprowadzi¢ do zwyciestwa nie dalej, niz po wyktadniczej wzgle-
dem dtugosci w ilosci rund.

Zadanie 129. (za 2 punkty) Udowodnij, ze altPSPACE C EXPTIME.
Zadanie 130. (za 3 punkty) Udowodnij, ze EXPTIME C altPSPACE.

Zadanie 131. Wyobrazmy sobie prostokatng tabelke o 17 wierszach i 5 kolumnach, w kazde
pole ktérej wolno wpisaé¢ 0 lub 1. Ponadto wyobrazmy sobie formule zdaniowg KROK, w
ktorej wystepuje 10 zmiennych.

Mowimy, ze tabelka jest poprawnie wypelniona jesli dla kazdych kolejnych dwéch wierszy
a1a2030405 i b1b2b3b4b5b6 zachodzi:

KR.OK((I,l, a2, as, a4, as, bl; b?; b3; b4; b5)

Niech kikskskiks i mimaomsmygms beda dwoma ustalonymi ciaggami zerojedynkowymi. Na-
pisz QBF mowiaca, 7ze mozna poprawnie wypelni¢ naszg tabelke zerami i jedynkami w taki
sposéb, 7ze w pierwszym wierszu jest kikoksksks w ostatnim zas mimaomsmgms. Formuta
nie moze zawiera¢ wiecej niz 45 zmiennych (nie liczymy my...m5 i k1...ks - to nie sa
zmienne). Oczywiscie szukana QBF bedzie zawierala pewna ilo§é wystapien podformuty
KROK.

Przez QBF rozumiemy tu formule zdaniowa o k zmiennych poprzedzona k kwantyfika-
torami, wigzacymi te zmienne. To znaczy Vp 3q (pV q) A (—p V q) jest QBF a Vp [(3q (p VvV
9)) A (Jg(=p Vv q))] nie jest.

Zadanie 132. (za 3 punkty) Konstytucja Krolestwa Hipopotamii przewiduje, ze kazdy
urzednik ma co najwyzej p zastepcow (pierwszego, drugiego, itd. do p-tego), i — ty za-
stepca X, jedli istnieje, oznaczany jest jako s;(X). Przy tym mozna mieé, na przyktad,
drugiego i czwartego zastepce, nie majac pierwszego i trzeciego.

Konstytucja méwi, ze "nie mniej méc niz” (nmmn) jest najmniejsza relacja przechodnia,
taka, ze X nmmn Y jezeli dla kazdego 1 < i < p zachodzi ze jesli s;(Y) istnieje to s;(X)
istnieje i ;(X) nmmn s;(Y")

Konstytucja stanowi tez, ze R bedzie podzbiorem {1,2...p}* a q1,¢o,...q, bedzie cia-
giem liczb naturalnych nie wiekszych niz p, oraz, ze:

- krol (zwany dalej K) jest urzednikiem i nie jest niczyim zastepca, kazdy urzednik procz K
jest zastepca doktadnie jednego innego urzednika;

- jesli (4,7, k,1) € R to dla kazdego urzednika X zachodzi, ze jesli sis;(X) istnieje to s;5;(X)
tez istnieje i s;5;(X) nmmn sgs,(X).

- s3(K) nie istnieje;

- istnieja Sq, (K), Sgu8q: (K) ..+, Sq,, - - - Squ (K);
- liczba p, ciag qi1,q2, - . - ¢, oraz zbiér R, beda okre§lone w ustawie.

Zadaniem Trybunalu Konstytucyjnego jest rozstrzygaé, dla danych p, ¢1,4¢2,...gn 1 R
czy ich przyjecie implikuje niezgodno$é z konstytucja. Jaka jest zlozonosé obliczeniowa
problemu przed ktérym stoi Trybunal?
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Zadanie 133. Napisz formute rachunku predykatow mowiaca, ze w danym grafie (V, R) ist-
nieje §ciezka prowadzaca z danego wierzchotka ¢ do danego wierzchotka k ztozona z doktadnie
16 krawedzi. Formula ta ma mieé przy tym nie wiecej niz 10 wystapien kwantyfikatoréw.

Przez formute rachunku predykatéw rozumiemy tu formute w ktérej uzywa sie kwanty-
fikatoréw wiazacych zmienne przebiegajace zbior V', symbolu relacji R, symbolu réwnosci,
nawiasow i spéjnikéw logicznych.

Wyjasnienie: Formuta: Jxq Jxo ... 3z15 R(c,x1) A R(z1,22) A ... R(215, k)
spetnia wszelkie wymogi zadania, oprocz tego, ze ma 15 kwantyfikatoréw.

Zadanie 134. Dla danej formuly ¢ zbudowanej, zgodnie ze zwyklymi regutami, ze zmien-
nych x1,To,...Tn, Y1,Y2, .- . Yn, z liczb naturalnych 0,1 i 2, ze spdjnikdéw boolowskich oraz z
symboli =3, +3 i X3 (rozumianych jako réwno$é¢ modulo 3, dodawanie modulo 3 i mnozenie
modulo 3), ale bez kwantyfikatorow, rozwazmy nastepujaca gre G(¢) rozgrywana miedzy
uczestnikami X i Y.

Rozgrywka sktada sie z n ruchow, w trakcie ktérych zastepuje sie zmienne w formule ¢
statymi. W ruchu ¢ najpierw gracz X wybiera k € {0, 1,2} i zastepuje wszystkie wystgpienia
zmiennej x; przez liczbe k, a nastepnie gracz Y wybiera [ € {0, 1,2} i zastepuje wszystkie
wystapienia zmiennej y; przez liczbe [. Gracz X wygrywa jesli formuta bez zmiennych, w
jaka zamieni sie ¢ po ostatnim ruchu gracza Y, jest prawdziwa.

Niech 3GRA bedzie problemem rozstrzygniecia, dla danej formuly ¢, czy gracz X ma
strategie wygrywajaca w grze G(¢). Udowodnij, ze QBF<p3GRA.

Zadanie 135. Jaka jest zlozonos¢ problemu prawdziwosci kwantyfikowanych formul bo-
olowskich, w ktorych sg co najwyzej dwa wystapienia kwantyfikatora ogélnego?

Zadanie 136. Jaka jest ztozonosé problemu rozstrzygniecia, dla danych dwoch determini-
stycznych automatow skoniczonych M; i My, czy jezyk Lays, N Lay, jest niepusty? (wielkoscia
zadania jest tu taczna ilo§é stanow tych automatow)

Zadanie 137. Jaka jest zlozono$é problemu rozstrzygniecia, dla danych deterministycznych
automatow skonczonych My, Ms ... My, czy jezyk Las, N Ly, .. .0 Ly, jest niepusty? (wiel-
koscia zadania jest tu taczna ilo$¢ standw tych automatow).

17



