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Zadanie 43. Rozszerz definicje zbioru rekurencyjnego tak aby mozna bylo rozwazaé¢ rekurencyjne
zbiory par liczb naturalnych i udowodnij, ze jedli zbiér A C N2 jest rekurencyjny, to zbiér {n : Im [n,m] €
A}, czyli rzut A na pierwsza o$, jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym.

Rozwiagzanie. Skoro A jest zbiorem rekurencyjnym, to istnieje ¢4 — calkowita funkcja rekurencyjna
rozstrzygajaca przynalezno$é do A ipa C N x N — {0,1}.

Zbiér B = {n: 3Im [n,m] € A} jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowdd. Zbudujemy? czedciowa funkcje pp, taka ze pp(n) =1 < n € B:

—read n
— for m — 1 to oo do:
— if pa(n,m) = 1: return 1

Zadanie 44. Pokaz, ze kazdy zbiér rekurencyjnie przeliczalny jest rzutem pewnego zbioru rekuren-
cyjnego, to znaczy jesli B jest r.e. to istnieje taki rekurencyjny A C N? rekurencyjny, ze B = {n :
Im [n,m] € A}.

Rozwigzanie. Skoro B = {n : 3Im [n,m] € A} jest r.e., to istnieje ¢p, ze pp(n) =1 < n € B.
Niech A = {[n,m] : ¢p(n) =11 pp(n) zatrzymatl si¢ po m krokach}.

Zbiér A jest rekurencyjny.

Dowéd. Zbudujemy?® 4 catkowita, rekurencyjna funkcje o4 C N x N — {0,1} taka, ze Vn € N pa(n) =
l=neAipa(n)=0=>n¢A:

— wezytajnim

— uruchom ¢g(n) na m krokdw

— jesli pp(n) zatrzymat sie po m krokach:
— zwréé 1

— w przeciwnym przypadku zwréé 0

Lwecale nie twierdze, ze w 100% poprawnych i bardzo formalnie napisanych...
2oczywiscie podamy program napisany w ,M.U.J.P.TM?» obliczajacy te funkcje...
y y g y Jacy t¢ 1€
jow.
4 M.U.J.P.TM” jest mieszanka stéw polskich i angielskich, oraz zawsze prawidtowo odczytuje intencje programisty



Zadanie 45. Powtorz podany na wykladzie dowdd nierozstrzygalnosci problemu stopu, to znaczy faktu,
ze zbior K = {n : ¢,(n) € N'} nie jest rekurencyjny.

Rozwigzanie®.

Zbiér K = {n: ¢,,(n) € N'} nie jest rekurencyjny.

Dowdd. (nie-wprost) Zalézmy, ze zbiér K jest rekurencyjny. Istnieje wtedy calkowita funkcja rekuren-
cyjna o C N — {0,1} rozstrzygajaca przynalezno$é do K, t.j. taka, ze Vn e N pg(n) =1=>n € K i
vr(n) =0=n ¢ K. Rozwazmy zatem taki oto program 1 (o numerze p):

— wezytaj n
— jesli pi(n) =1: zapetl sie
— w przeciwnym przypadku zwrdécé 1

Zachodza nastepujace mozliwosci:
c ) =1=pE K=v@p) ¢N -},
c Yp)=L=peK=yp =1-1},

Zadanie 46. Pokaz, ze {n: |Dom(¢,)| > 7} jest rekurencyjnie przeliczalny.

Rozwigzanie.
Zbiér A = {n : |Dom(¢,)| > 7} jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowdd. Zdefiniujemy® funkcje pa C N'— {1}, ze pa(n) =1 < n € B:

—read n
— arg_set «— ¢, steps «— 1, m «— 0
— loop:
— for arg — 0 to m:
— if arg ¢ arg_set:
— uruchom ¢, (arg) na steps krokéw
— if ¢ (arg) zakonczyt sie po steps krokach:
— arg_set — arg_set U {arg}
— if |arg_set| > 7:
— return 1
— else:
— steps+-+, m++

Idea programiku jest taka: przy kazdym ,obrocie” petli (loop) powiekszamy przedzial argumentéw
({0, m)) oraz wydluzamy czas (steps) jaki bedziemy dawali funkcji ¢, na obliczenie wyniku (zatrzymanie
sie). O

5moze nie jest idealnie takie jak na wykladzie, ale dowodzi tego co trzeba...

6 , M.U.JP.TM» (tak jak np. Python) jest jezykiem wcieciowym!



Zadanie 47. Udowodnij, ze jesli ¢ jest niemalejaca, catkowita funkcja rekurencyjna, to zbiér ¢p(N) jej
wartosci jest rekurencyjny. Czy pozostaje to prawda bez zalozenia o calkowitosci ¢?

Rozwigzanie.

¢ — niemalejaca, catkowita funkcja rekurencyjna,
&(N) jest zbiorem rekurencyjnym.

Dowad.

1. Jesli ¢ jest od pewnego miejsca stala, to zbidr ¢(N) jest skoriczony, a zatem obliczalny.

2. W przeciwnym przypadku zdefiniujmy program 1 rozstrzygajacy przynalezno$é do zbioru ¢(N):

—read n

—m+<0

— loop:
— if ¢(m) = n: return 1
— if ¢(m) > n: return 0
— m++

Funkcja ¢ jest niemalejaca, co gwarantuje, ze program v zawsze sie zatrzyma.

Jezeli ¢ nie jest caltkowita funkcja rekurencyjna, to B = ¢(N) nie jest zbiorem rekurencyjnym.

n, jedli p,(n) €N
1, wp.p.
ktérej przeciwdziedzine stanowi zbiér K. O

Dowdd. Wystarczy wziaé¢ funkcje spelniajaca réwnanie ¢(n) = { (gdzie n € N),

Zadanie 48. Udowodnij, ze kazdy niepusty zbiér rekurencyjnie przeliczalny jest postaci ¢(N') dla pew-
nej catkowitej funkcji rekurencyjnej ¢.

Rozwiazanie.
Jesli A jest niepustym zbiorem r.e., to A = ¢(N), gdzie ¢ — calkowita funkcja rekurencyjna.

Dowdéd. Skoro A jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym, to istnieje ¢4 — program semi-rozstrzygajacy
przynaleznoéé do A®. Niech ¢y C N — N x N bedzie bijekcja ze zbioru liczb naturalnych w zbiér par
liczb naturalnych. Zdefiniujmy program (niech nazywa si¢ ) obliczajacy funkcje ¢:

— wezytaj n
— licznik — 0
— for k «— 1 to oo do:
— [i, 4] — (k)
— uruchom ¢ 4(i) na j krokdéw
— jesli p4 (i) zwraca 1 po co najwyzej j krokach:
— licznik++
— jesli licznik = n:
— zwréd ¢

"nie bedacy zbiorem rekurencyjnym...
8czyli taki, ze pa(n) =1 n€ A



o ¢ jest rekurencyjna, bo istnieje program () ja implementujacy,
e ¢ jest catkowita — skoro zbiér A jest niepusty, to ¢ zatrzymuje sie dla dowolnego n € N,
o ¢(N) = A, poniewaz
dla kazdego n € N istnieje takie i € N, ze ¢p(n) =i
wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje 7 € N, ze v (i) zatrzymuje si¢ po co najwyzej j krokach
(wtw i € A)

O

Zadanie 49. Udowodnij, ze kazdy nieskoniczony zbiér rekurencyjnie przeliczalny jest postaci ¢(N) dla
pewnej calkowitej, roznowartosciowej funkcji rekurencyjnej ¢.
Rozwigzanie®.

Jesli A jest nieskoriczonym zbiorem r.e., to A = ¢(N),
gdzie ¢ — calkowita, réznowartosciowa funkcja rekurencyjna.

Dowdd. Skoro A jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym, to istnieje ¢4 — program semi-rozstrzygajacy
przynaleznoéé do A9, Niech ¢ C N' — N x N bedzie bijekcja ze zbioru liczb naturalnych w zbiér par
liczb naturalnych. Zdefiniujmy program (niech nazywa si¢ ) obliczajacy funkcje ¢:

— wezytaj n
— licznik — 0
— for k «— 1 to oo do:
~ [i,] — (k)
— uruchom ¢ 4(i) na j krokdéw
— jesli p4(i) zwraca 1 po doktadnie j krokach:
— licznik++
— jesli licznik = n:
— zwréd i

o ¢ jest rekurencyjna, bo istnieje program () ja implementujacy,
e ¢ jest catkowita — skoro zbiér A jest nieskorficzony, to ¢ zatrzymuje si¢ dla dowolnego n € N,

o ¢(N) = A, poniewaz

dla kazdego n € N istnieje takie i € N, ze ¢p(n) =i
wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje 7 € N, ze p (i) zatrzymuje si¢ po dokladnie j krokach
(wtw i € A)

o ¢ jest réznowarto$ciowa. Gdyby tak nie bylo, to dla pewnego i istnieja takie j; oraz jo, ze pa (i)
zatrzymuje sie po doktadnie j; oraz dokladnie jo krokach. &

O

9tak, niemalze identyczne do rozwiazania zadania 48.
Wpa(n)=1wneA



Zadanie 50. Udowodnij, ze zbiér {n : Dom(¢,) = N} nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Rozwigzanie.
Zbiér A = {n: Dom(¢,) = N} nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowéd. (nie-wprost) Zalézmy, ze A jest r.e. Istnieje zatem program ¢4 semi-rozstrzygajacy go'!. Roz-
wazmy sobie taki program :

— wezytaj n
— znajdZ numer takiego programu (nie uruchamiaj go!):
— wcezytaj m
— jesli p,(n) zwraca wynik po m krokach:
— zapetl sie
— w przeciwnym przypadku zwréoé 1
— ¢ < numer znalezionego powyzej programu
— zwr6é pu(t)

Zatem:

o jeSlin € IA(R, to ¢n(n) ¢ N, wiec nie istnieje takie m, zeby ¢, (n) zakoniczyt si¢ po m krokach.
Zatem dla takiego n program ¢:(m) = 1 dla kazdego m € N. Skoro dziedzinag programu ¢; jest
zbidr liczb naturalnych, to t € A. Zatem ¢ 4(t) € N, wiec program v zatrzyma sig.

o jeSlin ¢ K, to on(n) € N, wiec istnieje takie m, ze program ¢, (n) zakonczy dzialanie po m
krokach. Zatem dla takiego n program o;(m) dla pewnego m zapetli sie. Dom(p;) # N, zatem
t ¢ A. Z tego wynika, ze program v sie nie zatrzyma, bo ¢ 4(t) sie nie zatrzyma.

Program v semi-rozstrzyga przynalezno$¢ do K , a ten nie jest rekurencyjnie przeliczalny!3. & O

Zadanie 53. Udowodnij, ze zbior B = {n : Dom(¢,) i N'— Dom(¢,) sa nieskoriczone} z poprzedniego
zadania nie jest nawet rekurencyjnie przeliczalny.

Rozwigzanie.
Zbiér B = {n: Dom(¢,) i N — Dom(¢,) sa nieskoriczone} nie jest r.e.

Dowdd. (nie-wprost) Zalézmy, ze B jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym. Istnieje zatem ¢p —
program semi-rozstrzygajacy go'4. Rozwazmy taki program ~:

— wezytaj n
— znajdZ numer takiego programu (nie uruchamiaj go!):
— wezytaj m
— jesli m mod 2 # 0: zapetl sig
— uruchom ¢, (n) na co najwyzej m krokéw
— jesli ¢, (n) zatrzymat sie po m lub mniej krokach: zapetl sie
— zwrdéc 1
— t < numer znalezionego powyzej programu
— zwréé pp(t)

115 JMa na wykladzie méwil, ze nie lubi tego okrelenia...
12 dopelnienie zbioru K

130 gdyby byl, to K bylby rekurencyjny

Mtaki, ze pp(n) =1 n € B



Powyzszy program $wiadczyltby o tym, ze zbiér K jest r.e. &

o dlan € K nie istnieje takie m, ze ¢, (n) zatrzyma sie, zatem ¢, dla kazdego parzystego m zwréci
1, wiec pp(t) € N,

o dlan ¢ K istnieje takie m, ze ¢, (n) zatrzyma sie po m krokach. Zatem istnieje i, ze dla kazdego
m > 1 p(m) = L, a to oznacza, ze Dom(p;) jest skoniczona, wiec pp(t) € N.

O

Zadanie 54. Niech A, B, C, D beda zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi, takimi ze kazda liczba
naturalna nalezy do dokladnie dwéch z nich. Udowodnij, ze w takim razie wszystkie te cztery zbiory sa
rekurencyjne.

Rozwigzanie.

Dowdd. Skoro A, B, C'i D sa zbioramir.e., to niech p4, 5, ¢ oraz (odpowiednio) ¢ p beda programami
semi-rozstrzygajacymi przynaleznosé do tych zbioréw. Rozwazmy program ¢4 (analogicznie ¢ g, ¢ oraz

Yp):

1 | — wezytaj n

2 | = Q—{oa, o8, 9o, ¥}

3 | — for k «— 1 to oo do:

4 — uruchom wszystkie programy ze zbioru ) z argumentem n na k krokéw
5 — jesli po k krokach p4(n) =1: zwrdé 1

6 — jesli po k krokach ¢, (n) =1 A ¢, # pa:

7 - Q= O\{p,}

s — Jesli [ = 2: zwré¢ 0

Program 14 zatrzymuje sie zawsze. Zwraca warto$¢ 1 jesli podany argument nalezy do zbioru A i 0
w przeciwnym przypadku. Aby otrzymaé program tp (oraz odpowienio ¢ i ¥p) nalezy w linii 5
powyzszego programu zamieni¢ ,p4(n) = 17 na ,op(n) =17 (,ec(n) =17, ,ep(n) = 17) i w linii 6
»Pa 7& <PA” na .9z 7é SDB” (7790;E 7& SDC”u »Px 7& SDD”)' u

Zadanie 55. Udowodnij, ze zbiér numeréw tych programoéow ktére zatrzymuja sie dla wszystkich argu-
mentow oprécz co najwyzej skonczonej ilosci, nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Rozwigzanie.
B — zbiér opisany w tresci zadania — nie jest r.e.

Dowdéd. (nie-wprost) Zalézmy, ze B jest r.e., a ¢p to funkcja semi-rozstrzygajaca go. Rozwazmy taki
oto program y:

— wezytaj n
— znajdZ numer takiego programu (nie uruchamiaj go!):
— wezytaj m
— jesli m < 27: zapetl sie
— jesli ¢, (n) zatrzyma sie po co najwyzej m krokach: zapetl sie
— zwréoc 1
— ¢ < numer znalezionego powyzej programu
— zwréé pp(t)

R dopetnienie zbioru K



Analiza powyzszego programu:

o jeslin € K to nie istnieje takie m, ze ., (n) zatrzyma sie po m krokach, wiec dla wszystkich m > 27
(czyli wszystkich poza skoriczona ilocia) program o;(m) zatrzyma sie, wiec pp(t) € N, a co za
tym idzie y(n) € N,

o jeSlin ¢ K to istnieje takie i, ze dla kazdego kazdego m > i program ¢,(n) zatrzyma sie po
co najwyzej m krokach, zatem dla takich m program ¢;(m) nie zatrzyma sie, wiec ¢ ¢ B, wiec
vp(t) ¢ N, zatem v(n) = L.

Z tego wynika, ze K jest r.e. & (|

Zadanie 57. Ponizsze zbiory nie sa rozstrzygalne. Nierozstrzygalnos$é ktérych z nich daje sie udowod-
ni¢ wprost z twierdzenia Rice’a?

Rozwigzanie.

1. zbiér numeréw tych maszyn Turinga ktére obliczaja funkcje o dziedzinie réznej od N
Nierozstrzygalnos$é tego zbioru daje sie udowodnié wprost z twierdzenia Rice’a.

Dowdéd. Niech A bedzie opisanym wyzej zbiorem.

o A jest nietrywialny, poniewaz A # ¢ i A # N,

o A jest ekstensjonalny — wezmy dowolne dwie maszyny Turinga obliczajace te sama funkcje
@. Jesli Dom(p) # N, to numery obu maszyn naleza do zbioru A, a gdy Dom(p) = N, to
numery obu maszyn nie naleza do opisywanego zbioru.

O

2. zbiér numerdéw tych maszyn Turinga ktore obliczaja funkcje catkowita i ktérych czas dziatania jest
rosnacy wzgledem rozmiaru danych;

Nierozstrzygalnosé tego zbioru nie daje sie udowodnié¢ wprost z twierdzenia Rice’a.

Dowdéd. Niech B bedzie opisanym wyzej zbiorem. Ten zbiér nie jest ekstensjonalny. Wezmy dwie
maszyny Turinga M, i Mg. Maszyna M, dziala tak, Zze na tasmie wypisuje symbol 1 i konczy
dziatanie. Maszyna Mg najpierw przepisuje swoje wejscie!® a nastepnie wypisuje symbol 1 i koficzy
dzialanie. Obie maszyny obliczaja te sama funkcje catkowita (Vn € N7 f(n) = 1), lecz a ¢ B,
natomiast 3 € B. O

3. zbiér numerdéw tych maszyn Turinga ktoérych czas dzialania dla zadnych danych nie jest liczba
pierwsza;

Nierozstrzygalnosé tego zbioru nie daje sie udowodnié¢ wprost z twierdzenia Rice’a.
g g nie daje sie p

Dowdéd. Niech C' bedzie opisanym wyzej zbiorem. Ten zbiér nie jest ekstensjonalny. Wystarczy
wzig¢ dwie maszyny Turinga wypisujace na tasmie symbol 1, z ktérych jedna przed wypisaniem
symbolu wykona np. 16 ruchéw glowica!”. Obie maszyny obliczaja te sama funkcje, a numer tylko
jednej z nich nalezy do zbioru C. O

16potem w jaki$ umowny sposéb wymazuje to co napisala
1716 ruchéw + 1 po wypisaniu symbolu, czyli liczba krokéw to 17



4. zbiér numeréw tych maszyn Turinga ktére obliczaja funkcje cze$ciowe, ktorych warto$ciami sa
wylacznie liczby pierwsze;

Nierozstrzygalnosé tego zbioru daje sie udowodnié wprost z twierdzenia Rice’a.
g g daje sig p

Dowaod. Niech D bedzie opisanym wyzej zbiorem.

o D jest nietrywialny, poniewaz D # ¢ i D # N,

e A jest ekstensjonalny — wezmy dowolne dwie maszyny Turinga obliczajace te sama funkcje f.
Jesli wartosciami tej funkcji sa wylacznie liczby pierwsze, to numery obu tych maszyn naleza
do zbioru D, w przeciwnym przypadku numery obu tych maszyn nie nalezg do D.

O

Zadanie 58. Udowodnij nierozstrzygalnos¢ zbioru z punktu 2. poprzedniego zadania.

Rozwiazanie.

Zbiér A = {n € N': M,, oblicza funkcje catkowita i Ym € N T (M,(m)) < T(M,(m + 1))} — nie jest
rekurencyjny.

Dowdd. (nie-wprost) Zaldézmy, ze A jest rekurencyjny. Istnieje zatem a p4 — program rozstrzygajacy
przynaleznoéé do niego'®. Rozwazmy taki oto program ~'°:

1 | — wezytaj n

> | — znajdZ numer takiego programu (nie uruchamiaj go!):
3 — wezytaj m

4 — for i — 1 to m do:

5 — skip

6 — uruchom ¢, (n)

7 — zwrdéc 1

s | — ¢t < numer znalezionego powyzej programu

o | — zwréé pa(t)

Powyzszy program $wiadczylby o tym, ze zbiér K jest rekurencyjny. Y

o jeSlin € K to p,(n) € N, a zatem dla kazdego m € N ¢;(m) = 1. Skoro ¢; oblicza funkcje
catkowita, a petla w liniach 4 i 5 gwarantuje, ze czas dziatania o, jest zalezny od rozmiaru danych,
to pa(t) =1, a zatem y(n) =1,

o jedlin ¢ K to p,(n) ¢ N, a zatem dla kazdego m € N ¢, (m) = L. Skoro ¢; nie oblicza funkcji
calkowitej, to w4 (t) = 0, a zatem y(n) = 0.

O

Bezyli pa(n) =0=>n¢ AAhpa(n)=1=ncA
9implicite korzystamy tu z Tezy Churcha i pokazujemy algorytm w ,M.U.J.
przeprowadzi¢ na maszynie Turinga

P.TM» wiedzac, ze takie obliczenie da sie



Zadanie 59. Niech A, B C N. Méwimy, ze A <,e; B jedli istnieje calkowita funkcja rekurencyjna
f (zwana redukcja) taka ze f(x) € B wtedy i tylko wtedy gdy « € A. Pokaz, ze dla kazdych dwo6ch
zbioréw A, B C N istnigje ich najmniejsze ograniczenie gérne w sensie <,..x, to znaczy taki zbiér C, ze:

(1) A Srek CiB Srek 07
(i) jesli D jest taki, ze A <,ep D1 B <;ex D to C <, D.
Rozwigzanie.

Dowdd. Niech C ={n:n=2mAm e A} U{n:n =2m+1Am € B}. Pokazemy, ze zbiér C jest
najmniejszym ograniczeniem gérnym (w sensie <,..r) zbioréw A i B.

(i) Aby pokazaé, ze C' jest ograniczeniem gérnym (w sensie <,.j) zbioré6w A i B nalezy skonstruowaé
odpowiednie redukcje. Sa nimi calkowite funkcje rekurencyjne fa(n) = 2n i fg(n) = 2n+1
spelniajace ponizsze réwnowaznosci:

neAs fan)eC 1 neBs fgn)el

(ii) Wezmy dowolny zbioér D taki, ze A <, D i B <,¢ D oraz odpowiednie redukcje f, i fa (oczy-
widcie takie, ze n € A & fo(n) € D oraz n € B < fg(n) € D). Pokazemy, ze C <, D, tzn.
zdefiniujemy odpowiednia redukcje:

f(n) = fa(3), dla n parzystych
fa(%51), dla n nieparzystych

Nalezy teraz pokazaé, ze ta redukcja spelnia réwnowaznoéé n € C' < f(n) € D:

1. (=)
o n jest parzyste, wtedy § € Ai f(n) = fo(5) € D,

o n jest nieparzyste, wtedy “5* € B oraz f(n) = fg(“5>) € D
2. (&)
o Gdy n jest parzyste to f(n ) fa(%), wigc 5 € A. Ale z definicji redukcji fa wiemy, ze
neAs2neC zatem 22 =n € C,
o Gdy n jest nieparzyste to f( ) = fa(*5= ), WiQC 2-1l € B. Ale z definicji redukcji fp
wiemy, ze n € A< 2n+1€ C, zatem2~ lil=necdC.

O

Zadanie 60. (za 2 punkty) Czy K <,k K? Czy K <yer K7
Rozwigzanie.
1. K < K
Dowdd. (nie-wprost) Zalézmy, ze K <,ex K. Istnieje zatem redukcja f, ze Vn e N n € K <

f(n) € K. Wiemy, ze K jest r.e., zatem istnieje program @y semi-rozstrzygajacy przynaleznos$é
do niego. Rozwazmy zatem taki oto program ~:

— wezytaj n
— uruchom ¢k (f(n))
— zwréé 1

Program 7 zwraca 1 wtedy i tylko wtedy gdy podany mu argument n nalezy do zbioru K. A
przeciez K nie jest rekurencyjnie przeliczalny. k [l



2. K%f{

Dowdd. (nie-wprost) Zaldézmy, ze K <,cx K. Istnieje zatem redukcja f, ze Vn € N n € K <
f(n) € K. Wezmy dowolny z € K. Oczywiscie » ¢ K. Zatem f(z) ¢ K?°, czyli f(z) € K.
Otrzymalismy, ze x € K < f(x) € K, co implikuje, ze K <, K, ale udowoniliSmy w punkcie 1.,

7e nie jest to prawda. b

Zadanie 62. Niech T bedzie zbiorem tych par liczb (n,m) dla ktérych ¢, i ¢, to ta sama funkcja

czesciowa.
a. Pokaz, ze T nie jest rekurencyjnie przeliczalny.
b. Czy dopelnienie zbioru T jest rekurencyjnie przeliczalne?

Rozwigzanie.

a. Zbiér T = {(n,m) : ¢ 1 ¢y, to ta sama funkcja czeSciowa} nie jest r.e.

O

Dowdd. (nie-wprost) Zalézmy, ze T jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym. Istnieje zatem ¢ — pro-

gram semi-rozstrzygajacy go?'. Rozwazmy taki program ~:

— wezytaj n
— znajdZ numer takiego programu (nie uruchamiaj go!):
— wezytaj m
— jesli m = 13: zapetl sie
— uruchom ¢, (n) na co najwyzej m krokéw
— jesli ¢, (n) zatrzymat sie po m lub mniej krokach: zapetl sie
— zwréoc 1
— t < numer znalezionego powyzej programu
— znajdZ numer takiego programu (nie uruchamiaj go!):

— wezytaj m
— jesli m = 13: zapetl sie
— zwr6d 1

— u <+ numer znalezionego powyzej programu
— zwr6¢ or((t,u))

Powyzszy program $wiadczylby o tym, ze zbior K22 jest r.e.

e jesli n € K to wtedy ¢; oblicza te sama funkcje czesciowa co @y (¢n(n) nigdy sie nie zatrzy-

muje, zatem nie istnieje m, by ¢, (n) sie zatrzymal po m krokach, zatem ¢; zapetla sie tylko dla
argumentu 13, tak jak ¢,,), zatem para (t,u) € T, wiec o ({t,u)) = 1, czyli y(n) = 1,

o jeSlin ¢ K to ¢, 1 ¢y obliczaja rézne funkcje czedciowe (istnieje takie i € N, ze dla kazdego

m > i o (m) = L, natomiast o, zapetla si¢?® tylko dla argumentu 13), zatem para (t,u) ¢ T, wiec

er({t,u)) ¢ N, czyli y(n) ¢ N.

20wiemy to z definicji redukeji f
2ltaki, ze or((n,m)) =1 (n,m) €T
22 — dopetnienie zbioru K

23]ub jest ,niezdefiniowane”
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b.

Dopehnienie zbioru T, czyli zbiér T = {(n,m) : ¢m 1 én to rézne funkcje czesciowe} nie jest r.e.

Dowdd. (nie-wprost) Zalézmy, ze T jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym. Istnieje zatem @7 — pro-

gram semi-rozstrzygajacy go?4. Rozwazmy taki program -:

— wezytaj n
— znajdZ numer takiego programu (nie uruchamiaj go!):
— wezytaj m
— uruchom ¢, (n)
— jesli m = 13: zapetl sie
— zwrdc 1
— ¢ < numer znalezionego powyzej programu
— znajdZ numer takiego programu (nie uruchamiaj go!):

— wezytaj m
— jesli m = 13: zapetl sie
— zwréé 1

— u +— numer znalezionego powyzej programu
— z2wr6é o ((t,u))

Powyzszy program $wiadczyltby o tym, ze zbiér K jest r.e. &

jesli n € K to ©¢ 1y, obliczaja rézne funkcje czesciowe (pi(m) = L dla kazdego m € N, a @,
zapetla sie tylko dla argumentu 13), zatem para (t,u) € T, wigc o~ ((t,u)) € N, czyli v(n) € N,

jeslin ¢ K to wtedy ¢, oblicza te sama funkcje czeSciowa co ¢y (pn(n) zatrzymuje sig, zatem
zapetla si¢ tylko dla argumentu 13, tak jak ¢, ), zatem para (t,u) ¢ T', wigc p=((t,u)) ¢ N, czyli
v(n) ¢ N.

O

Zadanie 64. Skonstruuj maszyne Turinga rozpoznajaca jezyk {ww® : w € {0,1}*}.

Rozwigzanie. Idea dzialania maszyny jest nastepujaca:

(a)

poczatkowo maszyna na tasmie ma wejsciowe stowo poprzedzone symbolem « a zakorniczone sym-
bolem w,

maszyna przesuwa glowice na pierwszy symbol za symbolem «,

zapamietuje symbol ktéry aktualnie ,widzi” (przechodzac w odpowiedni stan), wypisuje symbol w
i przesuwa glowice w prawo tak dtugo az napotka symbol w,

po napotkaniu symbolu w przesuwa glowice w lewo i sprawdza, czy zapamigtany symbol zgadza
sie z tym ktory ,widzi” aktualnie na tadmie,

jesli tak to wypisuje w to miejsce symbol w i przesuwa glowice w lewo az do napotkania symbolu
w, a w przeciwnym przypadku przechodzi do stanu nieakceptujacego i koniczy dzialtanie,

przesuwa glowice o jedno miejsce w prawo,

jesli ,widzi” symbol rézny od symbolu w to przechodzi do pkt. (c¢), a w przeciwnym przypadku
przechodzi do stanu akceptujacego i konczy dziatanie.

~

24taki, ze ¢a((n,m)) =1« (n,m)eT
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Instrukcje tej maszyny pozwalajace zrealizowaé¢ powyzszy opis:
® <QStart7 CY> - <Q7‘ead7 «, R>7 realizacja (b)7

<QTead7 O> <q07 w R>

Qread, > <q1, w R> , zapamietanie widzianego symbolu i wypisanie symbolu w, lub ew. akceptacja stowa,

dread; W > — Qaccept

(
(
(90,0)
(
(
(

<Qback; > <qback7 0; L>
<Qback; > <qback7 1; L>

, przesuwanie glowicy w lewo,

— (q0,0, R)
. ZO’ (1)5 : égo’ (1)’ g> , przesuwanie glowicy w prawo,
7 7 b)
a1, 1) = (g1, 1L, R)
. { EZO’ i EZChECkO’g éi , przejécie w stan sprawdzania zapamig¢tanego symbolu,
1, checkl)
<QCheck:Ou > <qback:7 W, L>
. EZcZecl]:(lJa i - (ggzilzrz L> , sprawdzenie symbolu i zastapienie go (w razie powodzenia) symbolem w,
chec 9 ack )
<qcheck1; > — {failure

—~

qback7w> - <QTeada W, R>7 realizacja (f),

Alfabetem opisanej maszyny jest oczywicie zbiér A = {0, 1, a, w}?®,
zbiér standéw to Q = {QStart; Qreads 40, 41, Yaccepts Yfailure; Ycheck0; Ycheckl, qback}; gdZie stanem
akceptujacym jest Gaccept, & stanem nieakceptujacym graiture-

Zadanie 66. (za 2 punkty) Zauwaz, ze maszyna podobna do dwukierunkowego automatu ze stosem,
lecz posiadajaca dwa stosy, potrafi rozpoznaé te same jezyki co maszyna Turinga. Udowodnij, ze po-
zostaje to prawda jesli dysponujemy tylko jednym symbolem stosowym (oprécz symbolu dna stosu).
Maszyne taka nazywamy maszyng z dwoma licznikami. Wskazowka: najpierw udowodnij, zZe wystarczq
cztery liczniki, potem sprobuj zakodowaé ich stan przy pomocy jednego licznika, drugiego bedziesz mo-
gt/mogla uzyé do manipulowania pierwszym.

Rozwigzanie?S.

o Istotnie, tatwo zasymulowa¢ dwoma stosami taéme maszyny Turinga. Wystarczy ,przecia¢” ja w
miejscu na ktoére ,patrzy” glowica. Wszystkie symbole z lewego kawatka ,przecietej” tasmy beda
znajdowaly sie na ,lewym stosie”, a pozostale symbole na ,prawym stosie”. Operacja przesuniecia
glowicy w prawo (i odpowiednio w lewo) polega na przelozeniu symbolu z prawego stosu na lewy
stos (i odpowiednio z lewego na prawy)?”

47

« Pokazmy jak za pomoca dwéch licznikéw?® symulowaé jeden stos. Musimy ,,zasymulowaé” operacje
umieszczania na stosie symboli 0 lub 1 oraz operacje zdjecia symboli 0 lub 1 ze szczytu stosu.
Potraktujmy zawarto$é¢ symulowanego stosu jako zapis pewnej liczby w systemie binarnym (ze
szczytem stosu jako najmniej znaczacym bitem). Zatem:

o Dostawienie zera jako najmniej znaczacego bitu do ciagu symboli reprezentujacego pewna
liczbe powoduje podwojenie wartosci tej liczby, a dostawienie jedynki podwaja ta wartosé plus
jeden. Majac dwa liczniki (w tym jeden ,pomocniczy”) latwo dokonaé¢ podwojenia zawartosci

255 _B” — blank — nie byl nigdzie potrzebny

264 raczej bardzo nieformalny jego szkic

27oczywiscie nalezy jeszcze uwzglednié modyfikacje symboli przez glowice
28¢zyli stoséw z tylko jednym symbolem — oprécz dna stosu
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jednego z nich: w kazdym kroku zdejmujac jeden symbol z licznika ,,gléwnego” wstawiamy
dwa symbole na licznik ,,pomocniczy”?°. Dostawienie jedynki jest oczywiste.

o Zdejmowanie symboli 0 lub 1 ze szczytu symulowanego stosu jest operacja dualng do opisanej
w poprzednim podpunkcie.

Aby poradzié sobie z rozréznianiem iloSci zer na najbardziej znaczacych pozycjach symulowanego
stosu wystarczy zainicjowaé licznik jednym symbolem.

e Skoro mamy juz sposob na symulacje jednego stosu dwoma licznikami, to oczywiscie potrafimy
symulowaé dwa stosy czterema licznikami. Pokazemy teraz jak zakodowaé stan czterech licznikdw
przy pomocy jednego. Drugi (,,pomocniczy”) licznik bedziemy wykorzystywaé do manipulowania
pierwszym. Zapis stanu czterech licznikéw (nazwijmy je A, B, C' i D) bedzie mial postaé:

z=2%.30.5¢.7d

gdzie a, b, ¢, d sa odpowiednio iloSciami symboli w licznikach A, B, C, D, a x jest iloScig symboli
w liczniku reprezentujaca ten stan. Nalezy jeszcze opowiedzieé¢ o tym jak inkrementowac, badz
dekrementowaé stan ktéregos z licznikéw A do D. Ach! Wystarczy pomnozy¢ (lub podzieli¢) przez
odpowiednig liczbe (ze zbioru {2, 3,5, 7}) ilo$¢ symboli w liczniku (uzywajac licznika pomocniczego
— zgodnie ze sposobem opisanym wczesniej).

Doprecyzowania wymaga (m.in.) zamiana maszyny Turinga na dwukierunkowy automat z dwoma sto-
sami (alfabet tasémowy maszyny Turinga sklada si¢ z {a,w,0,1, B, ...} a w pokazanej konstrukeji opero-
waliSémy tylko symbolami 01 1).

Zadanie 67. Czy istnieje algorytm rozstrzygajacy dla danej gramatyki bezkontekstowej G, czy istnieje
stowo w takie, ze wwfw € L(G)?

Rozwigzanie.

Nie istnieje algorytm rozstrzygajacy dla danej gramatyki bezkontekstowej G, czy istnieje stowo w,
takie ze wwfw € L(G).

Dowéd. Niech Z bedzie zbiorem gramatyk bezkontekstowych G, takich ze istnieje3? stowo w, ze www €
L(G). Pokazemy, ze PCP <, Z i w tym celu skonstruujemy®' odpowiednia redukcje f. Niechaj wiec
f bedzie taka, ze bierze instance problemu PCP, czyli zbiér par P = {{l1,71),...,{ls,7s)} 1 zwraca
gramatyke Gp = (Xp, Vp, Sp,I1p)32 zdefiniowana w nastepujacy sposob:

o Xp=AU{z1,..., zs} U{#}, gdzie A jest alfabetem stéw I;, r; dla i € {1, ..., s} instancji P problemu
PCP,a{z,...,2s} 1 # sa ,Swiezymi” (nie zawierajacymi si¢ w A) symbolami terminalnymi,

* VP = {L7 R7 SP}7

Sp — #L#H#RH#H#LA#,
o IIp = L — ULz | 1z, , dla kazdego i € {1, ..., s}

R — ZiRTiR | ZiT‘iR,

Redukcja f spelnia nastepujaca réwnowaznosc:

P ma rozwiazanie w postaci stowa m € {1,...,s}* <= istnieje w takie, ze wwfw € L(f(P)).

29wstawienie 2 symboli na licznik pomocniczy musi odbyé sie przy uzyciu jakiego$ stanu pomocniczego, ale latwo to
sobie wyobrazié

30oczywiscie dla kazdej gramatyki G moze to by¢ inne stowo

31podamy jej stowng specyfikacje

32%)p — zbiér terminali, ,alfabet”, Vp — zbiér nieterminali, Sp — symbol startowy, IIp — zbiér produkcji
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(=) Istnieje m € {1,...,8}*, 2 L, g - by = Tmy Tmg - Tmy- Wtedy z gramatyki f(P) = Gp da sig

wygenerowaé stowo:

(%) Hlny by, Zmy o Zma £ Zmy e Zm, rmkR e Ty Bt H# D, by, Zmy, - Zmy

ktére jest postaci wwfw,

(<) Jedli z gramatyki Gp = f(P) mozna wygenerowaé stowo postaci www, to moze ono jedynie mie¢

postaé (). Istnieje zatem rozwiazanie instancji P problemu PCP w postaci stowa m € {1, ..., s}*,
ktére mozna tatwo odkodowaé (lub wrecz odczytaé wprost) ze stowa zp, ... zm, -

O

Zadanie 68. Powtérz podany na wyktadzie dowdd nierozstrzygalnosci Problemu Odpowiedniosci Po-

sta.

Rozwigzanie.

o Instancja Problemu Odpowiednio$ci Posta jest skoficzony zbior par stéw IT = {(wy,v1) , ..., (wr, vi) }.

Rozwiazaniem tej instancji problemu (o ile takie rozwiazanie istnieje) jest stowo s € {1, ..., 1} takie,
7€ S F €, 5= 851...5, 1 W, Ws, ... Ws, = Vg, Vs, ... Vs, -

Instancja problemu stéw dla semi-proceséw Thuego jest tréjka (w, v, II). Rozwigzaniem jest odpo-
wiedZ na pytanie, czy w Ty (to znaczy, czy uzywajac produkcji ze zbioru IT mozna wyprodukowaé
stowo v ze stowa w; w I v zachodzi, gdy Js1, 82 Hw;,v;) € T w = sw;s2 A v = $10;82, nato-

miast — jest przechodnim domknieciem E,) Zbiér SEMITHUE = {{(w,v,II) : w o v} nie jest
rozstrzygalny (co mozna udowodnié przez pokazanie, ze K <,.; SEMITHUE).

PCP = {{{w1,v1) ..., (w,v))} : Fs € {1,...,1} s # € NS =81... S N Wy, Wg, ... Ws, = Vs, Vs, ... Vs, }

nie jest rozstrzygalny.

Dowdd. Pokazemy, ze SEMITHUE <,.., PCP. Zbudujemy zatem calkowita, obliczalna funkcje (redukcje)
[ ktora jako argument wezmie krotke (w,v,TI) i w wyniku zwrdci instancje PC'P II'. Niech ¥ oznacza
alfabet II. Zdefiniujemy X = {@ : a € ¥}, natomiast operacja ,kreska” ma nastepujace wlasciwosci:

a=a, €=c¢, we (BUX)*,ae (XUY) = aw=aw.

Dla danej tréjki (w,v,II) zbiér II' bedzie zbudowany nad alfabetem Y = ¥ U X U {#,#} i bedzie
zawieral nastepujace produkcje (pary):

1.

(#, #Fw#),
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O # oy w w H#w W Ho # v

) QRS L 6 T N (R

Intuicja: & — stowo powstale z ,lewych” stéw IT’, & — stowo powstale z ,prawych” stéw I/,
Powyzsza redukcja f spelnia réwnowaznosé: w = v <= f(w,v,II)) € PCP.
(=) Skoro istnieje wyprowadzenie w ™ to mozna je przedstawi¢ w postaci & (przy uzyciu ,Swiezego”
symbolu # oraz uzywajac operacji ,kreska” na przemian — tak jak na rys. powyzej):
o na poczatku zostanie uzyta para z pkt. 1. jako jedyna pasujaca (jest to jedyna para, w ktérej
obu stowach pierwszy symbol jest taki sam — #),
o aby przeprowadzi¢ stowa u; i us na uy i uz nalezy uzyé¢ odpowiednich par z pkt. 3.,

o skoro ui wus L u1 wy ug, to w II istniala odpowiednia produkcja (w,w;), a zatem do IT'
naleza pary (zgodnie z pkt. 6.) (w,wr) i (W, w;),

o do przeprowadzania # na # i vice-versa stuzg odpowiednie pary z pkt. 4. i 5.,

o aby zakoriczy¢ ,ukladanke” i otrzymaé dwa identyczne slowa & i # nalezy uzy¢ pary z pkt.
2. (jako jedynej, w ktorej obu stowach ostatni symbol jest taki sam — #).

(<) Jesli f({(w,v,II)) =II' € PCP to znaczy, ze istnieje slowo s # €, s = s1 ... sy, takie, ze wg, W, ... Ws, =
Vs, Vsy - Usy, oo, Aby stowo wy, wy, ... ws, bylo réwne stowu vg, vs, ... vs, para (ws, ,vs, ) € I’ musi byé
postaci z pkt. 1., natomiast para (ws, , vs,) € II' musi by¢ postaci z pkt. 2. Ten warunek powoduje,
ze koniecznym jest (jesli stowa & i # sa sobie réwne) by wsréd par (ws,, vs,) ... <w5(k71) , vs(k71)>

znajdowaly sie pary postaci z pkt. 6. Ciag par tej postaci jest dowodem na to, ze w .

O

Zadanie 69. Dla gramatyki bezkontekstowej G niech Lg oznacza generowany przez nia jezyk. Sko-
rzystaj z nierozstrzygalnoéci problemu odpowiednio$ci Posta aby pokazaé, ze zbiér tych gramatyk G, H
dla ktérych zachodzi Lg N Ly # ¢ nie jest rekurencyjny. Czy jest on rekurencyjnie przeliczalny?
Rozwigzanie.

Zbiér PCFL = {(G,H) € CFG x CFG : Lg N Ly # ¢} nie jest rekurencyjny.

Dowdd. Pokazemy, ze PCP <,., PCFL. Zbudujemy zatem redukcje f, ktéra jako argument wezmie
instancje problemu odpowiednio$ci Posta IT = {(w1,v1), ..., (wy, v;) }, a w wyniku zwréci dwie gramatyki
GH i HHZ

o Niech ¥ oznacza alfabet II. Zdefiniujemy alfabet gramatyk G i Hyp jako Xy = X U {i1, ..., 4},
e Gn={2n, Vs, Sq, Pg), gdzie

o Vo ={Sg} — zbiér nieterminali, S¢ — symbol startowy,

o Pg =8¢ — ¢|w;Sqij, dla j =1,...,1 — zbiér produkcji,
e Hp = {(Xn,Vu,Su, Py), gdzie

o Vg = {Su} — zbiér nieterminali, Sy — symbol startowy,

o Py =Sug — €| v;Suij, dlaj=1,...,1 - zbiér produkeji,

33nastapita tu pewna kolizja nazw — nalezy pamictaé, ze ws,; oraz vs, s innymi stlowami niz w czy v branymi jako

argumenty redukcji f
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Podana redukcja f spelnia réwnowaznosé: Il € PCP < f(Il) = (G, Hi) € PCFL.

(=) JeSliII € PCP to znaczy, ze istnieje slowo s # €, s = s1 ... sy, takie, ze wg, Ws, ... Ws, = Vs, Vg, --- Vs
z czego z kolei wynika, Ze slowa wg, ws, ... Wy, 1), ... ts, 15, € Ly Oraz Vg, Vs, .. Vg, Tgy - Loy Uy €
Ly, sa sobie réwne, a zatem Lg, N Ly, # ¢, czyli (G, Hn) € PCFL,

(<) Skoro (Gm, Hni) € PCFL to znaczy, ze Lg, N Luy # ¢ a zatem istnieje stowo v € Lgy Au € L.
Poniewaz uméwiliémy sie®*, Ze nie zwracamy uwagi na slowo puste, to stowo u musi mie¢ postaé
W, Wey . We), gy oebsy sy € LGy OTaZ Vg, Vg, ... Vg, Gsy, - sy bs; € L. Latwo z niego odczytad
stowo s = s7 ... s bedace rozwigzaniem instancji II problemu PCP.

|
Zbior PCFL = {(G,H) € CFG x CFG : Lg N Ly # ¢} jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowdd. Latwo napisaé¢ algorytm + sprawdzajacy (czy tez ,semi-rozstrzygajacy”) dla danych gramatyk
GiH,czy LaNLy # ¢ (to znaczy taki, ze v((G, H)) = 1 < LgN Ly # ¢). Taki algorytm polegalby na
przeszukiwaniu wszerz graféw wyprowadzen stéw z symboli startowych przy uzyciu produkeji z — odpo-
wiednio — gramatyk G i H. Oczywiscie taki systematyczny sposéb sprawdzania gwarantuje odnalezienie
wspolnego dla obu jezykéw Lg i Ly stowa u o ile takie stowo istnieje. [l

Zadanie 72. Jak kazdy pamieta, deterministyczny automat ze stosem, to urzadzenie zadane przez
skoniczony zbiér instrukeji w formacie: jesli widzisz na tasmie wejsciowej a, jestes w stanie q, a z czubka
stosu zdjgles b, to przejdZ do stanu q', a na czubek stosu wléz stowo w. Taki automat czyta slowo
wejSciowe literka po literce, zmieniajac przy tym stan jak zwykly automat skonczony, a do tego jeszcze
buduje sobie stos. Czy istnieje algorytm odpowiadajacy, dla danych dwéch deterministycznych auto-
matow ze stosem, czy istnieje niepuste stowo wejsciowe, po przeczytaniu ktorego oba te automaty beda
mialy na swoich stosach takie same ciggi symboli?

Rozwigzanie.

Nie istnieje algorytm taki, jak opisany powyzej, to znaczy zbior
EqStack = {(D1, D) : istnieje w Ze po jego przeczytaniu na stosach D; i Ds sg te same stowa}
nie jest rekurencyjny3®.

Dowdd. Pokazemy, ze PCP <,. EqStack. Niech redukcja f jako argument bierze instancje problemu
PCP, czyli zbiér I = {(l1,7r1), ..., {lg, k) } a w wyniku zwraca dwa deterministyczne automaty ze sto-
sem?® Dy i Dy. Zalézmy, ze l;, 7; sa stowami nad pewnym alfabetem .A. Niech:

i D1:<Q727P7q727517F> D2:<Q727P7q727527F>7

o gdzie:
o @ = {q} — zbidr stanéw, ¢ — stan poczatkowy, F' = {q} — zbidr stanéw akeceptujacych,
o ¥ ={s1,..., 8} — zbiér symboli tadmowych,
o I'= AU {Z} — zbiér symboli stosowych, Z — symbol dna stosu,
o 01(q, si,b) = (q,1s, b), 62(q, 8;,b) = (g, 75, b) dla wszystkich i € {1,...,k} oraz b € T — funkcje

przejscia automatow Dy i Da,

34na wykladzie

35Dy 1 Dy to deterministyczne automaty ze stosem
36intuicja jest taka, ze te automaty beda czytaly stowo s bedace potencjalnym rozwiazaniem instancji IT problemu PC P

odkladajac przy tym na stosie stowa skonstruowane z — odpowiednio — ,lewych stéw” i ,prawych stéw” par produkcji z IT
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Powyzsza redukcja f spelnia réwnowaznosé: 11 € PCP < f(II) = (Dy, D3) € EqStack.

(=) Jesli IT € PCP to znaczy, ze istnieje stowo s # €, s = s1 ... s, takie, ze lsls, .. lsy = Ts,Tsy o Ty -
Ale wtedy 01(q,8,2) = (q,1s;, - Usylsy Z) 1 62(q,8,Z) = (q,7s,, .- Tsy7s;, Z) czyli istnieje stowo (s)
po przeczytaniu ktérego zawarto$é stoséw automatéw Dy i Do jest taka sama, a zatem (D7, Dy) €
EqStack,

(«) Skoro f(Il) = (Dy,D3) € EqStack to znaczy, ze istnieje stowo (s = ;1 ...sE) po przeczytaniu
ktorego zawartosé stoséw automatéw Dy i Do jest taka sama, a zatem 01(q, s, Z) = (q,1s,, - lsyls; Z)
i02(q,8,2) = (q,7sy - TsoTsy, Z) 7 czego oczywiscie wynika réwnosé I, ls, ... 1

Asy = T5yTsy .. Ty, A
zatem s jest rozwigzaniem instancji II problemu PCP, wiec Il € PCP.

O

Zadanie 74. Powiemy, ze semiproces Thuego II jest bezkontekstowy, jesli dla kazdej pary [w,v] € I
stowo w sklada si¢ z jednej litery a slowo v jest niepuste. Czy problem sléw dla bezkontekstowych
semiprocesow Thuego jest rozstrzygalny?

Rozwigzanie.
Problem stéw dla bezkontekstowych semiproceséw Thuego jest rozstrzygalny.

Dowdod. Podamy algorytm sprawdzajacy, czy dla danych stéw w i v oraz bezkontekstowego semiprocesu
Thuego II zachodzi w 5. Bedziemy przeszukiwaé3” graf wszystkich mozliwych wyprowadzeri stowa w

w ktoérym wierzchotkami bedg pewne stowa u. Powiemy, ze n jest sasiadem u jesli u I . Poniewaz dla
rozpatrywanych semiproceséw nie da sie wyprowadzi¢ z dowolnego stowa u stowa od niego krotszego, to
algorytm nie bedzie przeszukiwal wierzchotkéw o kluczach dtuzszych od v.

1 | — read w, v, II

2 | — @ «— [w]

s | — Visited «— ¢

4 | — while @ # [1:

5 —u — Q.get()

6 — if |u| < |v| Au ¢ Visited:

7 — for each n in neighbours(u, II):
8 —ifné¢Q:

9 — Q.put(n)

10 — i_f n = v:

11 — return YES
12 — Visited — Visited U {u}

13 | — return NO

Zmienna @) wprowadzona w 2 linii jest kolejka ze zdefiniowanymi operacjami pobierania elementu z po-
czatku — get ()8, wstawiania na koniec — put() oraz sprawdzania przynaleznosci — ,€” i ,,¢”. Zmienna
Visited jest zbiorem, natomiast w wyniku dzialania funkcji neighbours(u, IT) otrzymujemy zbiér wszyst-

kich sasiadéw (w sensie ,,g”) stowa u przy uzyciu produkeji ze zbioru II%°. [l

37
38

wSzerz
oczywiscie proba pobrania elementu z pustej kolejki konczy sie jakas niesamowita katastrofa...
394 konstrukcja for each pozwala na przejrzenie wszystkich — w dowolnej kolejnosci — elementéw zbioru
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Zadanie 75. Powiemy, ze semiproces Thuego II jest prawie bezkontekstowy, jesli dla kazdej pary
[w,v] € TI jedno ze stéw w i v sklada sie tylko z jednej litery, drugie za$ z dwéch liter. Czy problem
stéw dla prawie bezkontekstowych semiproceséw Thuego jest rozstrzygalny? Uwaga. UZyta w tym i
poprzednim zadaniu nomenklatura wymyslona zostala tylko by wygodniej bylo sformulowaé te zadania i
nie ma nic wspolnego z zZadnym standardem.

Rozwigzanie.

Problem stéw dla prawie bezkontekstowych semiproceséw Thuego nie jest rozstrzygalny, tzn.
zbiér ALMOSTTHUE = {(w,v,II) : w s v} nie jest rekurencyjny.
Dowéd. Pokazemy, ze K <,.x ALMOSTTHUE, tzn. pokazemy*’ calkowita, rekurencyjna funkcje! f,
ktérej argumentami beda liczby naturalne k a wartosciami tréjki (w(k), v(k), II(k)) o takiej wlasnosci, ze

k
w(k) (k) v(k) & My (k) sie zatrzyma. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze kazda maszyna Turinga
ma jeden akceptujacy stan koticowy qy. Niech d; : (Qr X Xi) — (Qr X T x {L, R}) bedzie funkcja
przej$cia maszyny My, Qj zbiorem jej stanéw, a X jej alfabetem tasmowym. Dla danej liczby k € N
mamy:

o alfabetem konstruowanego prawie bezkontekstowego semiprocesu Thuego II(k) bedzie
EH(k) = Y U Q. Dodatkowo w ZH(k):

o dla kazdej pary (gi,a;) € Qr X X Ai,j € N sa unikatowe symbole S; ;,
o dla kazdej pary (a;,qj) € X X Qr Ai,j € N sa unikatowe symbole T ;,

o

dla kazdej tréjki (an, gi,a;) € B X Q X Xk A hyi,j € N sa unikatowe symbole U, 5, ;,

@]

dla kazdej pary (a;,a;) € X X X Ai,j € N sa unikatowe symbole W ;,

o stowo w(k) = qo a reprezentacja binarna kw B*? i konwencja jest taka, ze stowo g, a oznacza, ze
maszyna znajduje si¢ w stanie ¢, a jej glowica znajduje si¢ nad symbolem a,

o produkcje II(k) konstruuje si¢ w nastepujacy sposéb:

o jesli w zbiorze instrukeji maszyny*? znajduje si¢ para ((gi,an), (g;,a, R)) to do konstruowa-
nego zbioru produkeji II(k) dodajemy produkcje:

gian — Sipn oraz  Sip — a;q;

o jedli w zbiorze instrukcji maszyny znajduje sie para ({(g;, an), {(g;,a;, L)) to dla kazdego sym-
bolu a4 € ¥, dodajemy produkcje:

agqi — Ty Tyian — Ujg Ujg1 — a5 Wy, Wy — aga

o umieszczamy ponadto produkcje B — B B, oraz dla kazdego a € X produkcje gra — ¢y
oraz aqy — q.

 oczywiscie stowo v(k) sklada sie z jednego symbolu: v(k) = gqy.
Dowdd, ze powyzsza algorytm spelnia réwnowaznosé ,w(k) e v(k) & My (k) sig zatrzyma” polega na
gtebokiej kontemplacji jego konstrukcji, zagtebienia sie w detale i rozpatrzenia pewnych przypadkéw lub

indukcyjnym pokazaniu** dwéch implikacji: ,,w(k) e v(k) < My (k) si¢ zatrzyma” oraz ,w(k) (k)
v(k) = My (k) si¢ zatrzyma”. O

40w postaci opisu algorytmu

41 redukcje obliczalng”

4240 oznacza poczatkowy stan maszyny

43Na funkcje § mozna patrzeé jak na zbiér par {x,y) o takiej wlasnoéci, ze jesli do tego zbioru naleza pary (z,v) oraz
(z,w), to v = w. Taka par¢ — w przeprowadzanym rozumowaniu — nazywamy instrukcja maszyny.

44¢0 jest nudne jak flaki z olejem
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Zadanie 77. (za 2 punkty) Rozpatrzmy skoriczony zbiér par stéw P i binarna relacje — na stowach
zdefiniowana jak nastepuje: w —p v wtedy i tylko wtedy gdy istnieje para (a,b) € P taka ze w = ax
i v = xb gdzie = jest pewnym stowem. Niech —p bedzie przechodnim domknieciem —p (to znaczy
najmniejszg relacja przechodnia zawierajaca —p). Czy problem: dane P, x, y, czy x —p y ¢ jest
rozstrzygalny?

Rozwiazanie.

Problem opisany w zadaniu nie jest rozstrzygalny, to znaczy
zbiér ROBACZEK = {(P,z,y) :  —p y} nie jest rekurencyjny.

Dowdd. Pokazemy, ze K <,.r. ROBACZEK, to znaczy skonstruujemy redukcje f, ktora jako argument wez-
mie liczbe naturalna k a w wyniku zwrdci instancje problemu ROBACZEK w postaci tréjki (P(k), w(k), v(k))*®:

o dla danej liczby k nalezy odnalezé*S maszyne Turinga My,

e mniech 0 : (Qr X X)) — (Qr x Xk x {L, R}) bedzie funkcja przejécia maszyny My, Q) zbiorem
jej stanow, a Xj jej alfabetem tasmowym, oraz — dodatkowo — niech Fj bedzie zbiorem stanéw
akceptujacych My,

« alfabetem sléw w zbiorze par P(k) konstruowanej instancji problemu ROBACZEK bedzie Y p(i) =

Y UQU {E}@},

o (&) stowo w(k) = qo a reprezentacja binarna kw B*" i konwencja jest taka, ze stowo ¢, a oznacza,
ze maszyna znajduje si¢ w stanie ¢, a jej glowica znajduje si¢ nad symbolem a,

o produkcje P(k) konstruuje si¢ w nastepujacy sposoéb:
o (V) dla kazdego symbolu a € ¥p(k) dodajemy produkcje (a,a)?®,

o jedli w zbiorze instrukcji maszyny?® M znajduje sie para ((g,a), {¢’,a’,R)) to do konstru-
owanego zbioru produkeji P(k) dodajemy produkeje {(qa, o’ ¢'),

o

jesli w zbiorze instrukcji maszyny My znajduje sie para ({(g,a), {¢',a’, L)) to dla kazdego
symbolu z € ¥}, dodajemy produkeje (zqa, ¢’ x a’),

(#) dla kazdego symbolu g € Qi \ F, dodajemy produkcje <q B, qB§>,

@]

@]

(¢) dla kazdego symbolu g € F), dodajemy produkcje <q, %>,

o (¢) dla kazdego symbolu a € ¥p(k) dodajemy produkcje <a %, %>,

o oczywiscie slowo v(k) sklada sie z jednego symbolu: v(k) = 2%,

4Btak — ten dowdd jest mocno inspirowany dowodem nierozstrzygalnosci zbioru SemiThue

46 zbiorze wszystkich maszyn

47(10 € Qg oznacza poczatkowy stan maszyny

48{ nazwiemy ja sobie ,przerzucacz”

49Na funkcje 6 mozna patrzeé jak na zbiér par (z,y) o takiej whasnosci, ze jedli do tego zbioru naleza pary (z,v) oraz
(z,w), to v = w. Taka par¢ — w przeprowadzanym rozumowaniu — nazywamy instrukcja maszyny.
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Tak skonstruowana redukcja f spelnia réwnowaznosé: k € K < w(k) —>;(k) v(k).

=)

Jesli k € K to My (k) € N, czyli istnieje taki ciag konfiguracji maszyny Turinga, ze My, (k) na koricu
swojego dzialania znajdzie sie w jakim$ stanie akceptujacym (¢ € Fy). Taki ciag konfiguracji
mozna przedstawi¢ w postaci ciagu stéw skonstruowanych zgodnie z konwencja opisana w ().
Poczatkowa konfiguracja maszyny to w(k). Oczywiscie taéma maszyny Turinga jest potencjalnie
nieskoriczona ,w prawo”, a zatem do zapewnienia tego warunku mamy produkcje opisane w ().
Kiedy maszyna Turinga znajdzie siec w stanie akceptujacym, to produkcje opisane w ({) pozwola
jej finalna konfiguracje przeprowadzié¢ na stowo v(k). Oczywiscie tak zapisany ciag konfiguracji
nie jest jeszcze prawidlowym ciagiem przeprowadzen stéw w sensie relacji —p — jak wynika z
definicji tej relacji (w tresci zadania) uzycie produkcji (a,b) € P do przeprowadzenia stowa w
na w’ jest mozliwe tylko wtedy, gdy w = az, a po takim przeprowadzeniu stowo w’ = zb. Aby
zatem umozliwié¢ legalne” przeprowadzanie jednej konfiguracji maszyny Turinga w druga (czyli,
aby dowolna konfiguracje zapisang zgodnie z konwencja (&) méc zapisaé¢ w postaci w = az, gdzie a
jest stowem ktére ,nas interesuje”®’) mamy produkcje opisana w (©), czyli ,przerzucacza”. Zatem
z faktu, ze k € K udalo si¢ wywnioskowaé (na podstawie analizy konstrukeji redukeji f), ze tréjka
fk) =(P(k),w(k),v(k)) € ROBACZEK.

Skoro w(k) — pxy v(k) to istnieje ,legalny” ciag® stéw w(k) — pry w2 —p) W3 —p() - — k)
Wm—1 —p@) v(k). Stowo w(k) — zgodnie z podana konstrukcja redukcji f — jest poczatkowa
konfiguracja maszyny Turinga M), zapisana zgodnie z konwencja (&). Pomijajac stowa w; ktére
powstaly przez zastosowanie produkeji opisanych w (©) oraz (<) (i — byé moze — w (#), gdyz moglo
sie okazaé, ze kto$ ,zloSliwie” wygenerowal wiele niepotrzebnych nikomu do niczego ,,Blank’6w”)
otrzymamy poprawny ciag konfiguracji maszyny Turinga My, ze My (k) na koricu swojego dzialania
znajduje sie w jakim$ stanie akceptujacym (q € Fy). Zatem z faktu, ze w(k) —>;(k) v(k) udalo sie
wywnioskowad, ze k € K.

O

50¢zyli jest takiej postaci, by méc zastosowaé ktéraé z opisanych produkeji
1w sensie relacji —p
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