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Wstep

Niniejszy zbiér powstal latem 2009 roku podczas moich przygotowan do egzaminu poprawkowego z
jezykow formalnych. Czulem potrzebe opracowania kilku zadar egzaminacyjnych w sposéb wzor-
cowy, tzn. po pierwsze, bez zadnych uchybieri rachunkowych, a po drugie, zapisujac rozwiazania
w sposéb jak najbardziej czytelny - bez zadnych skréotéw myélowych ani, z drugiej strony, bez
niepotrzebnego rozpisywania sie - tak, aby oddajac tak rozwiazane zadania na egzaminie otrzymacé
maksymalng ilos¢ punktow. Mam nadzieje, ze przynajmniej w niektorych miejscach mi sie to udato.
Dotaczytem takze rozwigzanie jednego ciekawego zadania z ksiazki M. Sipsera, oraz szkice kilku
rozwigzan zadan z ¢wiczen.

Decyzja o publikacji tego zbioru byta dla mnie sporym problemem moralnym. Zastanawiatem sie, czy
upublicznienie rozwiazan nie bedzie dzialaniem uznawanym za niepedagogiczne. Wtadciwy proces
rozwigzywania zadan, zaproponowany przez jednego z wykladowcow w naszym instytucie, sktada
sie z trzech etapow:

1. Samodzielnych prob rozwiazania zadania z wykorzystaniem jedynie wlasnej wiedzy.

2. Gdy to nie przynosi zamierzonych efektoéw - siegniecia do zewnetrznych zrodet wiedzy takich jak
notatki z wyktadu czy ksigzki. By¢ moze tam uda sie odnalezé informacje, ktére naprowadzg
nas na rozwiazanie.

3. Gdy i to zawodzi - zalecana jest konsultacja z kolega (1ub kolezanka) z grupy; wspolna wymiana
mysli czesto bywa owocna. Przy trudnych zadaniach udajemy sie na konsultacje do osoby
prowadzacej ¢wiczenia lub do wyktadowecy.

Zauwazmy, ze zaden z tych punktéw nie przewiduje zagladania do gotowych rozwiazan. Nie zdradze
jednak zadnej tajemnicy, jesli powiem, ze takie praktyki zawsze mialy miejsce, tak samo jak studenci
od zawsze $ciggali na egzaminach. Trzeba te dzialania oczywiscie uznawaé za naganne. Osobiscie
odradzam studentom zagladania do tych rozwigzan przed rzetelnym przejsciem przez powyzsze trzy
punkty. Aby nie uspi¢ waszej czujnosci ostrzegam, ze jedno z zadan jest rozwigzane nieprawidtowo.
Postanowitem pozostawié¢ je w takiej formie i to traktuje jako swoje rozgrzeszenie.

Dziekuje Sebastianowi Bali i Liukaszowi Jezowi za pomoc i weryfikacje niektorych rozwigzan, a wine
za pozostale btedy biore na siebie.

Arkadiusz Janicki

arek@wywrota.pl



Tresci zadan

Treéci zadan pochodza z egzaminéw z wyktadu prowadzonego przez Jerzego Marcinkowskiego w
Instytucie Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego oraz ze zbioru ,,Sto tatwych zadarni z jezykdw
formalnych i ztozonosci obliczeniowej” opracowanego przez wyktadowce.

® http://aerjotl.net/jfizo/
zebrane przeze mnie materialy do przedmiotu: treéci egzaminéw oraz listy zadan

® http://www.ii.uni.wroc.pl/~jma/kurs/
strona internetowa wykltadu
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2. Ztozonos$é obliczeniowa - Christos H. Papadimitriou; ttum. Przemystawa Kanarek, Krzysztof
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Zadania z egzaminéw

2003.B.4 f,g,h : {0,1,....,p} — {0,1,...,p} !

Dane: f,g,h : {0,1,...,p} — {O,l,. .,p} oraz skoriczone ciagi (b1,bg,...,b;) 1 (c1,c2,...,ck). Czy
istnieje liczba iteracji n taka, ze F7 (01,02, ...,01,0,0,...) = (c1,¢2,...,¢,0,0,...)7

Pokazemy, ze problem jest nierozstrzygalny poprzez redukcje do problemu stopu. Redukcja bedzie
przyjmowaé jako argument Maszyne Turinga MT = (X, Q, qo, F, §) oraz stowo w, a bedzie zwracaé
f,g,h oraz ciagi B = (b1,be,...,b;) i C = (c1,c¢,...,cx). Bedzie mozliwe wykonanie n operacji
przeksztatcajacych jeden cigg w drugi wtedy i tylko wtedy, gdy MT zatrzymuje sie dla stowa w po
n krokach.

e W jednej liczbie bedacej elementem ciaggu zakodujemy informacje o symbolu @ € ¥, 0 q €
QU {¢} oraz k € {L, R, ¢} - informacje skad przyszlismy w ostatnim kroku.

e Wybiezmy dowolny sposéb kodowania dla tych trzech symboli, mozemy np. zindeksowaé
tablice wszystkich mozliwych kombinacji, wtedy otrzymamy p = || - (|Q|+ 1) - 3

e 7a ciag B przyjmijmy zakodowane stowo wejéciowe w - kazdy symbol na osobnej pozycji, z
dodatkowymi informacjami qg, L w pierwszej komoérce.

o Przeksztalémy MT tak, aby po zakoriczeniu obliczeri czydcita tasme robocza i zatrzymywata

sie na pierwszej pozycji w specjalnym stanie i ta konfiguracje zakodujmy jako ciag C.

e Niech d(a,q) = (b,¢',m). Funkcje f, g, h skonstruujemy w ten sposéb, aby g zwracata symbol
z alfabetu, jaki MT zapisuje do komorki, a f i h - stan i kierunek przejscia.

(b,0,0) gdyk # ¢
_ k
9 ({a,q,k)) = {< o) adyk = o
o (¢.¢',m) gdyk=1L
' (fa.0.K) = {<¢¢ vt
/ (¢.p,m) gdyk =R
—h k
e k) = {<¢ ¢, ) wp.p.
1 2 3 4 5
qo, L (a1, 90) = (b, q1,L)
q1, L ( 3(az,q1) = {c, g2, R)
b a2 as aq
q2, R
b c as a4

Widzimy, ze powyzszy model obliczenn umozliwia nam symulowanie maszyny Turinga i gdyby byt
rozstrzygalny, oznaczaloby to tez, ze problem stopu dla maszyny Turinga jest rozstrzygalny, a nie
jest. z. 0

!Znane takze jako zadanie nr 77 z listy 2009.



2005.B.6 programy dziatajace w czasie kwadratowym

Niech A bedzie zdefiniowanym w zadaniu zbiorem numerdéw maszyn Turinga. Zalézmy, ze A jest
rekurencyjny, to znaczy, ze istnieje parozstrzygajacy przynaleznosé do A. Pokazemy, ze K <,k
A = K jest rekurencyjny, co naturalnie jest nieprawda.

Rozwazmy program V:

o wczytaj n

e skonstruuj program y:
— wezyta] m
—d= loggm dtugosé danych
— uruchom ¢, (n) na co najwyzej d krokow
— jesli otrzymales wynik - zapetl sie
— wpp. zwroc 1

o zwrdd pa(t)

1. n € K, zatem istnieje takie m od ktorego ¢, bedzie sie zapetlal. To oznacza, ze t ¢ A, wiec
jako wynik ¥(n) otrzymamy 0.

2. n € K, wiec ¢; zawsze bedzie zwracal jedynke po czasie réwnym diugoéci danych + stala c.
Z tego wynika, ze t € A, a U(n) zwroci 1.

Pokazalismy, ze K jest rekurencyjny. 4 O



2006.A.4 Automat machajacy dwiema nogami

Automat niedeterministycznie machajacy dwiema nogami (2LEGS)

Czy problem niepustodci automatu z dwiema nogami jest rozstrzygalny?
rozwigzanie

Problem jest nierozstrzygalny - pokazemy redukcje PCP <,., EMPTY>1EqGs.

Idea jest taka, ze na poczatku automat niedeterministycznie zgaduje od ktorej pary (v;, w;) nalezy
zaczal, po czym przesuwa obie glowice w prawo sprawdzajac, czy na tasmie znajduja sie stowa v;, w;.
Gdy dojdzie do konca kazdego ze stow nie stwierdzajac btedéw, przechodzi w stan g i zgaduje
kolejng pare, lub - jesli gtowice si¢ spotkaty - przechodzi w stan guecept - PCP ma rozwiazanie wtedy
i tylko wtedy gdy glowice zejda sie w stanie akceptujacym dla pewnego ciagu par.

Szczegodly konstrukeji
Dla danej instancji problemu PCP = {{(vi, wi)}le w;, v; € Z}

konstruujemy automat z dwiema nogami 2LEGS = (X, Q, qo, F, 0)

4 Q = {17 27 (23 k} X {07 1; ceey {Qzagz ‘wz} X {O, 1; (EXS) fgggxk ‘Uz’} U {q07 qok > Qaccept %"eject}

Stan indeksowany krotka (i, j_, k) méwi nam o tym, ze automat sprawdza pare (v;, w;) oraz, ze
zostato mu do przeczytania j liter stowa v; i k liter stowa w;.

o ['= {Qaccept}
e 0 :QRQXXYXY x Qx{0,1} x{0,1}

input output

Dla kazdej pary (vi,w;) , v; = a102...a},,|, w; = biba...by,,| W relacji § mamy:

— (¢ €190k}, a1, b1, (i, |vi| — 1, |w;| — 1), 1, 1) - jedli aktualnie nie sprawdzales zadnej
pary stow 1 widzisz pierwsze litery z rozwazanej pary, to zmien stan na odpowiedni i
przejdz obiema nogami o jedno pole dalej.?

- <<z, 0,1), *, bju,|s 4 € {4ok> Gaccept} > 0, 1> - jezeli sprawdzale$ stowa o indeksie ¢ oraz po-
zostata ci do przeczytania jedna litera stowa w;, i widzisz ta litere, to przesun druga noge

o jedno pole i przejdz w stan g - jesli nogi automatu nie sg razem, lub W guecept - jeshi
nogi sie zeszty.

0

2Na potrzeby przyktadu zaktadamy, ze stowa wi,v; sa niepuste. Oczywiscie bez tego zalozenia réwniez mozemy
skonstruowac redukcje.



2007.A.8 Problem Py 3

Dane: G = (V,E), ACV. Czy mozna wybraé¢ B C A tak aby:
1. B byt dominujacy w G
2. B byl niezalezny
3. Vyev istnieje co najwyzej jeden y € B, ze E(x,y)

Pokazemy, ze 3SAT <, P.s, czyli dla danej formuty ¢ zbudujemy graf bedacy instancja problemu,
ktory bedzie spelnial warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest spelnialna. Do konstrukcji
uzyjemy nastepujacych gadzetow:

Cl
0‘ c, X,
oo k(65 3S 6 boe o) o/ \s
X, X, xEx, XXX,
a) gadzet dla zmiennej x, b) kontroler - gadzet dla klauzuli ¢) tréjkat - gadzet
(zwartosciowanej na 1) (c,;=XX,X; WartosSciowanie x,=x,=x,=1) dla klauzuli

Dla kazdego elementu formuty twozymy instancje gadzetéw - dla kazdej zmiennej tworzymy po dwa
polaczone wierzchotki, a dla kazdej klauzuli dwa gadzety: kontroler i trojkqt.

Kontroler jest klika o rozmiarze dziewie¢ bez jednej krawedzi. Odpowiada on za sprawdzanie
warunkow prawdziwosci klauzuli. Osiem wierzchotkéw indeksowanych jest wystapieniami zmiennych
ich negacjami (23) i interpretujemy je, jakby zmienne byly polaczone spojnikiem AND. Laczymy
kazdy taki wierzchotek z dziewigtym - ¢;, z wyjatkiem jednego - tego, ktérego zmienne maja odwrotne
znaki niz w klauzuli.

Trojkat odpowiada oczywiscie trzem literatom wystepujacym w klauzuli. Kazdy wierzchotek (in-
deksowany [;) taczymy z literatem o przeciwnym znaku, a takze z trzema dodatkowymi w klice
kontrolera. W indeksach tych trzech wierzchotkéow literat [; jest zanegowany, natomiast przynajm-
niej jeden z posréd dwoéch pozostatych indekséw ma taki sam znak jak w rozpatrywanej klauzuli.

Jako zbior A wybieramy wszystkie wierzcholki gadzetéw zmiennych, a takze po osiem wierzchotkow
kazdego kontrolera potaczonych w klike.

X3
X X,0 K, o R Xpn X, o

(6®3 6 bvo 6] (66406500 o

X, X, X, Xpeen A

Konstrukcja redukcgi dla problemu P,g
p=ciNca N+, cir=x1Vxa3Vzs, x1=1,20=1,23=0

®Na liscie z roku 2009 zadanie to znajduje sie pod numerem 115.



1. Jezeli formuta byla spetnialna, to istnieje mozliwo$c wybrania zbioru B prawidtowo. Do B
wybieramy po jednym wierzchotku dla kazdej zmiennej zgodnie z wartosciowaniem, oraz po jed-
nym wierzchotku dla kazdego kontrolera. Takim, ktéry po zwartodciowaniu przyjmuje wartosé
true. Rozpatrujac wierzchotki w A widzimy, ze spelniaja warunki zadania. Gdy przyjrzymy
sie trdjkgtom, takze mozemy zauwazyé, ze kazdy wierzchotek sasiaduje doktadnie z jednym z
wierzchotkéw B. Vv

2. Jesli udato sie wybraé¢ zbiér B prawidlowo, to mozemy odczyta¢ wartosciowanie formutly
. Do zbioru musiat trafi¢ doktadnie jeden wierzchotek z gadzetu kazdej zmiennej, a taze
odpowiedni wierzhotek 7 kazdego kontrolera. Przy innym wyborze naruszylibysmy warunki
zadania. Musimy jeszcze zapewnié, ze wartosciowanie, ktore powstato spetnia formute ¢. Za-
t6zmy, ze tak nie jest. Oznaczaloby to, ze przynajmniej jedna klauzula jest zwartosciowana na
0, tzn. ze wszystkie wierzchotki tréjkata sa dominowane przez wierzchotki z gadzetéw zmien-
nych. W takim wypadku w kontrolerze musiat by¢ wybrany wierzchotek z etykieta, w ktorej
wszystkie literaty sa maja przeciwne znaki niz w klauzuli, lecz jest to jedyny wierzchotek, ktéry
nie ma potaczenia z dziewiatym wierzchotkiem gadzetu, a wiec zbiér B nie spelnial wtasnosci

zadania. ¢ O



2008.B.4 Funkcja catkowita rekurencyjna, czasami malejaca

Funkcja f : N — N jest catkowita rekurencyjna i taka, ze istnieje tylko skonczenie wiele liczb
naturalnych, dla ktérych f(n) > f(n+1). Czy wynika z tego, ze zbior f(N) jest rekurencyjny?

Odpowiedz: tak. Skoro f jest calkowity funkcjg rekurencyjng to istnieje pewna maszyna Turinga
M, ktora ja rozpoznaje. Mozemy zatem znalezé numer tej maszyny, przeanalizowaé ja i znalezé
ostatni argument, dla ktorego zachodzi f(n) > f(n + 1) (nazwijmy go k). Nastepnie sprawdzamy
argumenty 0..k aby odnalezc poszukiwang wartogé. Jesli jej nie znajdziemy, to mamy do czynienia
ze znang nam sytuacja, poniewaz pozostate argumenty sa opisane funkcja rekurencyjng ktéra moze
by¢ stata lub rosnaca. W obu przypadkach zbiory wartosci sg rekurencyjne.

2008.B.5 Automat skonczony spacerujgcych po ¢wiartce

Problem stopu dla automatéw skoriczonych spacerujacych po S
rozwigzanie a)

Problem STOPw ark -5 dla automatow spacerujacych po Ss, = {[a,b] : a,b > 0}jest nierozstrzy-
galny.

Pokazemy redukcje STOPocpyr <pek STOPWw ALK —5aq, tzn. udowodnimy, ze gdyby STOPw ALK 54
byl rozstrzygalny to potrafilibysmy rozwiaza¢ problem stopu dla maszyn z dwoma licznikami, a
tym samym dla maszyn Turinga, ktéry oczywiscie jest nierozstrzygalny. Idea rozwiazania polega na
przeksztatceniu maszyny w automat spacerujacy i pokazaniu, ze mozliwosci automatu wystarczaja,
aby zasymulowa¢ 2CM.

Maszyna z dwoma licznikami sktada sie z dwukierunkowej glowicy czytajacej oraz dwéch licznikow.
Mozna pozbyé¢ sie tasmy wejsciowej konwertujac stowo w do postaci unarnej i zapisujac je na pier-
wszym z licznikow oraz przerabiajac odpowiednio funkcje przejscia. Formalnie 2CM=(Qacnr, o, l1, l2, F, J),

6:QX{¢7’}2_>QX{+7_70}2-

1. Zbioér stan6éw automatu spacerujacego bedzie sie sktadat sie ze stanow Qacons oraz dodatkowych
n stanow (n jest dtugoscia stowa w w postaci unarnej) stuzacych do ustawienia automatu w
odpowiedniej pozycji poczatkowe;j.

2. Wartosci licznikow [, o beda odpowiadaé wspotrzednym [z, y] automatu na plaszezyznie.
3. Przeksztalcamy instrukcje d(q,l1,1l2) = (¢, i1,42) w instrukcje 7:
a) Dodaj odpowiedniki instrukcji wszystkim przejsciom, z wyjatkiem tych w ktorych ¢ €

Qr . Sprawdzenie niepustosci pierwszego licznika odpowiada sprawdzeniu czy [—1,0] €
s([z,y]), analogicznie drugiego [0, —1] € s([z,y])

b) Dodaj puste przejscia dla kazdej instrukcji nie koniczacej sie akceptacja:
dla instrukeji 6 w ktorych g ¢ Qp dodaj przejscia
™ (¢ P(T)\{[w,y] - 2=l = -1V y=ly=-1}) = (¢[0,0])

7 powyzszej kontrukeji wynika, ze automat spacerujacy zatrzyma sie doktadnie wtedy, gdy odpowiada-
jacy mu 2CM przejdzie w stan q¢ € Qp. O



rozwiazanie b)

Problem STO Py ar i —5p dla automatéw spacerujacych po Ssp = {[a,b] : b >0, a > —b} jest nierozstrzy-
galny.

Mozemy zasymulowaé automat spacerujacy po Ss, za pomoca automatu spacerujacego po Ssp.
1. Zbiory stanéw pozostang identyczne.
2. Wspbétrzedne: x4 = xp, Yo = Yp + Tp
3. Stworzymy bijekcje z funkcji 7 na funkcje m,:

a) Kazdemu elementowi s,[z,y] € P(T?) przypiszemy jego odpowiednik

01 1 01 1 11 1 111
mp.sa| 01 1 |=s,l 011 |,sa] 111 ]=s|011],..
000 001 000 001

b) Podobnie wyznaczymy odpowiednik dla kazdej wartosci funkcji

Ta 't —, \n l) /7 A \a Ta /l 0
Tp - \7 lv 1/7 ) \7 Ta /7 -

2008.B.6 Automat skonczony spacerujgcych po potéwce

Problem STOPw ark—¢ dla automatoéw spacerujacych po Sg = {[a,b] : b > 0} jest rozstrzygalny.

Pierwsza rzecza, ktora mozemy zauwazyé jest fakt, ze funkcja przejécia 7 nie zalezy od pierweszej
wspohrzednej, dlatego mozemy zredukowaé problem do automatu spacerujacego po prostej 7'(q, b) =
(p,z). Aby rozpoznaé, ze automat sie nie zatrzyma musimy umieé¢ sprawdzié:

e Czy automat osiagnie wysokosé |Q| + 27
oznaczac to bedzie, ze nie zdota juz powréci¢ do poziomu zerowego.

e Czy spacerujac po prostej nie wpadnie w powtarzalng sekwencje ruchow (czy nie zapetli sie)?

Mozemy rozstrzygnalé te warunki konstruujac program symulujacy dziatanie automatu i zapamie-
tujacy, dla kazdego stanu z @ wysokos$¢ (wspolrzedna b), na jakiej ten stan ostatnio odwiedzilismy.
Jedli aktualna wysoko$é¢ dla biezacego stanu > poprzednia - informujemy o tym, ze automat nie
zakoriczy obliczen. Program ma zlozonos¢ O (|Q!2), poniewaz wartos¢ dla kazdego stanu zmienimy
nie wiecej niz |Q| razy. O

10



2008.A.5 Programy zatrzymujace sie zawsze lub nie zatrzymujace nigdy F <, A

Udowodnij, ze E <, A.
Pokazemy redukcje f taka, ze x € E & f(z) € A:

o wczytaj n
e zbuduj program W:
— wezytaj k
— {(a,b) — bij(k) bij() jest bijekcjg N — N x N
— uruchom ¢, (a) na b krokow
— jesli sie zatrzyma - zapetl sie

— wpp. zwr6c 1

o zwroc ()

1. x € FE wiec gn(a) nigdy sie nie zatrzyma, wiec program ¥ ktory zbudujemy nigdy zawsze
bedzie zwracal jedynke. f(z) € A. vV

2. x ¢ E zatem istnieje taki argument a, dla ktorego o, (a) sie zatrzyma. W tym przypadku
program V¥ sie zapetli, wiec jego numer f(x) ¢ A. O

11



2008.A.6 Programy zatrzymujace sie zawsze lub nie zatrzymujace nigdy A <, F

CZY A <rek E?

Odpowiedz: Nie. Gdyby istniala taka redukcja znaczyloby to, ze zbior K*, jest rekurencyjnie
przeliczalny, a jak wiemy nie jest.

Zalozmy, ze A <, E, to znaczy, ze istnieje redukcja f : A — F taka, ze x € A & f(x) € E.
Pokazemy program W, ktéry rozpoznaje® przynaleznogé do K:

e wczytaj n
® Z — (gpn(n)> numer programu zwracajgceego pn(n) niezaleznie od argumentu
® Y <— f (Z) numer programu zwracanego przez redukcje f na z
o for i =1too
— {a,b) — bij(i) bij() jest bijekcjg N — N x N

— uruchom ¢, (a) na b jednostek czasu

— jedli otrzymaltes wynik zwroé 1

1. n € K - Uruchamiajac program ¥ z argumentem n € K redukcja f zwréci nam numer
programu, ktory sie zapetla, wiec ¥ tez sie zapetli.

2. n € K - Gdy z kolei uruchomimy ¥ z argumentem n € K redukcja f zwréci numer programu,
ktory zatrzymuje si¢ dla jakiego§ argumentu. Nastepnie przeszukujemy zbior wartosci ¢,
metoda przekatniowa i w konicu na pewno znajdziemy ten argument. Wtedy program zwrdci
wartosc 1.

W ten sposéb otrzymali$my program rozpoznajgcy przynaleznosé do K z. U

YK - czyli zbiér numeréw tych programoéw, ktore uruchomione dla argumentu bedacego numerem uruchamianego
programu zapetlaja sie.

SPojecie rozpoznawalnosci rozumiem tak, jak zostato zdefiniowane w ksigzce M. Sipsera. Inna nazwa to semi-
rozstrzygalnosé.
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2008.A.8 Gra w kompromis

G=(V,E),V=LUP, deg(G) > 2

Pokazemy, ze ztozono$¢ gry w kompromis jest w P poprzez pokazanie wielomianowego algorytmu
odpowiadajacego, czy istnieje strategia dojscia z wierzchotka ¢, do W w ciagu 2|V| ruchow.

L

P
7

| Ss=f(82)

731:f(w)

Zaklozmy, ze gracz L ma strategie wygrywajaca i przyjrzyjmy sie jak musial wygladaé poprzedni
ruch. Gracz P musial trafi¢c do W z pewnego skoriczonego zbioru wierzchotkéw, nazwijmy go si.
Podobnie, idac wstecz mozemy wyznaczy¢ zbidr wierzchotkdéw so, z ktorych mogt przyjsé gracz L.

Widzimy juz, ze mozemy napisac funkcje f(S) = {v : Jyev (w,v) € E(G)} wyznaczajaca dla danego
zbioru wierzchotkéw zbiér lezacy w drugiej czesci sktadowej sktadajacy sie z tych wierzchotkow, ktore
maja krawedz skierowana prowadzaca do jakiegos v € S. Funkcje mozemy napisaé tak, aby dziatata
w czasie O(m-n). Jezeli wyznaczajac rekurencyjnie kolejne podzbiory, po wykonaniu 2|V | ruchéw nie
napotkamy wierzchotka ¢y, oznacza to, ze gracz P ma strategie wygrywajaca. Jezeli napotkalismy
co to oczywiscie strategie wygrywajaca ma gracz L. g
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2009.A.4 R.E. trudnos¢

a) Udowodnij, ze dla kazdego zbioru rekurencyjnie przeliczalnego B zachodzi B <, K.
b) Jak nazywa sie whasnos¢ zbioru K opisana w punkcie a.”?
rozwigzanie

a) Jezyk B jest nie trudniejszy od K w sensie redukcji obliczalnych, jesli istnieje redukecja f : N — N
taka, ze Vw € B <= f(w) € K.

Pokazemy taka redukcje dla kazdego B:

e wczyta] w

o b (pp(w))
(przypisz zmiennej b numer programu rozpoznajgceego przynalezno$é w do B, ignorujac swoj

wlasny argument)

e zwrdcé b

Skoro zbiér B jest rekurencyjnie przeliczalny to dla kazdego w € B dostaniemy numer programu
koniczacego obliczenia, a wiec nalezacego do K. Dla w ¢ B dostaniemy numer programu zapetla-
jacego sie, a wiec nie nalezgcego do K. O

b) K jest trudny w klasie jezykow rekurencyjnie przeliczalnych ze wzgledu na redukcje bedace
funkcjami rekurencyjnymi, albo w skrocie K jest r.e.-trudny.’

5 Akceptowana odpowiedzia byta takze “K jest r.e.-zupetny”. W punkcie a) mowa jest o r.e.-trudnosci, natomiast
r.e.-zupelnosé bierze sie z punktu b) i tego, ze K jest r.e.
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Zadania z éwiczen

Zadanie 20. w" =v

L={w:dneNjve R, qu" =v}

Q=Q" ap = (g0, q1, s qn) - startujemy ,w kazdym z mozliwych stanow”
8 Q" x X — Q" = (§(ro,a), (r1,a), ..., 6(rp,a))

F = {<TQ,’I“1,...,Tn> : 3bo, b1y be <ot bg =0, Vice Ty, = Qv 15 b, € F}

A" akceptuje jedli istnieje ciag stanow (rp,, Th,, ..., Tp,) tworzacych lanicuszek” przejscia od g do
ger A .
<Tb07 Thyyeees 7abc> CThy = 5((]07 'UJ), Th, = 5(%71’ 'UJ)

Zadanie 22. L),

Lyy={w :3we ¥ |w|=|v]vwe L}
Q'=Q" x 29 start w kazdym ze standéw, pamietamy tez zbiér standéw osiagalnych w k krokach

5((R, A) @) = ((%rerd(r,0) , Uyen Voend(a,2) )
F'={(R,A) : Fpry € FAq, € A}

Zadanie 32. -3z : w =z

L={we{0,1,2}": =32 €{0,1,2}" w = zx}

S X|Y|Z|XY|XZ|YX|YZ|ZX|2ZY
X -0 | 11X T <.1‘1,.1'2> S {0, 1, 2} X {0, 1,2}
Y = 1lnYy
Z — 2 | le z92
1. L(G)C L
(a) S — X |Y | Z - dlugos¢ jest nieparzysta, wiec ok
(b) S = XY w=u10ay1lys 21| = |z2| =4, [ga] = |y2| = J
przy podziale na 2 podstowa réwnej dtugodci stowa
zawsze beda sie rézni¢ na wyréznionej pozycji
2. L C L(G)
wezmy najkrétsze stowo niewyprowadzalne z G
(a) |w| - nieparzysta - wyprowadzamy z pojedyriczego nietermianala
(b) |w| - parzysta w = 210 z2y1 1 yo- mozemy wypr z 2 nieterminali

Zadanie 33. dz : w=2az

L N Lo=10+10*10+1- nie jest regularny
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Zadanie 100. CLIQUE, ),

1. Pokazujemy redukcje 3SAT <,.x CLIQUE, "

e Dla formuty ® o k klauzulach i [ zmiennych tworzymy graf o liczbie wierzchotkéw = 3-k i
o krawedziach pomiedzy wszystkimi wierzchotkami, z wyjatkiem a) wierzchotkow z jednej
trdgki, b) wierzchotkéw odpowiadajacych przeciwnym literatom, np. = i —x.

e Klika o k wierzchotkach istnieje wtw. gdy istnieje poprawne wartosciowanie formuty ®.
2. Pokazujemy redukcje CLIQUE, <t CLIQUE, j,. Dla (G, k) tworzymy G'. 8
o jeslik=m/2to G' =G

o jeslik <m/2 to G' = GUX, X = zbior m — 2k wierzchotkéw potaczonych ze wszystkimi
pozostatymi

e jesli k >m/2 to G' = GUX, X = zbior 2k — m izolowanych wierzchotkow O

Zadanie 102. Spetnialnoé¢ 9/10 klauzul

Pokazemy reduckje SAT <p SATy),, to znaczy funkcje f: (p € CNF) — (¢p € CNF)
e 1 - liczba klauzul w ¢

¢ 0= ANYLA-YL ANY2 ANy Ao Ay A Yk

o n+k =910-(n+2k)+1
——
liczba spetnionych klauzul
o k= {n—BIOW

1. Jedli ¢ jest spelnialna, to ¢ jest spelnialna w SATy/,,. Wynika to z konstrukcji ¢ - beda w niej
spetnione wszystkie klauzule z ¢, oraz doktadnie potowa z dodatkowych zmiennych.

2. Jedli ¢ jest spetnialna w SATy,, to ¢ jest spetnialna. Jesli 9/10 klauzul z ¢ przyjmuje wartosé
1 oznacza to, ze wszystkie klauzule z ¢ musza by¢ spetnione, bo jedynie potowa dodatkowych
zmiennych przyjmie wartosc¢ 1. U

Zadanie 105. Problem smutnych straznikéw

S ={s1,$2,..., 5} - straznicy

A = {a1,a2,...,a;} - obiekty

ZE; ZF,ie{1.1y © A - obiekty obserwowane na ekranach

Pokazemy redukcje SAT <p GUARD, to znaczy funkcje f: (p € CNF) — (S, A, Zg, ZF)
e zbiorem S beda zmienne wystepujace w ¢
e zbiorem A beds klauzule wystepujace w ¢

e dla kazdego literatu w formule ¢:

"Sipser, tw. 7.11 (str. 306)
8Sipser, zad 7.22 (str. 336)
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— jesli zmienna x; wystepuje w klauzuli j-tej w postaci niezanegowanej, to dolaczamy a;
do zbioru Zg;,

— jesli natomiast wystepuje w postaci zanegowanej to do Zp, .

W ten sposob otrzymalismy instancje problemu GU ARD, ktora ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy,
gdy ¢ jest spetnialna. Dowdd oczywisty. U

Zadanie 117. KOAL,

1. INDEPENDENT — SET,), <p INDEPENDENT — SET,,,
Redukcja f : (G, n/4) — (G',7'/2) polega na dodaniu do grafu G & izolowanych wierzcholkow.

e Jesli w G byt zbior niezalezny o wielkosci %, to w G’ rowniez on sie pojawi, powigkszony
o 5 nowych wierzchotkéw. Rozmiar tego zbioru wyniesie in, a wiec %n’ .

e Jesli w skonstruowanym grafie G’ istnieje zbior niezalezny o wielkosci przynajmniej %, 0z-

nacza to, ze w podgrafie nie zawierajacym dodanych wierzchotkéw musiat istnie¢ podzbiér

o % wierzchotkach. Vv

2. INDEPENDENT — SET,;, <p KOALy

Konstruujemy redukcje f' : (G,n/2) — (Partie, Stanowiska). Zbiorem Partie bedzie zbior
wierzchotkéw G, zbiorem Stanowiska zas zbior krawedzi. Jesli krawedz istnieje pomiedzy
dwoma wierzchotkami oznacza to, ze odpowiadajace im partie ubiegaja sie o to samo stanowisko.
Dodatkowo jedli liczba wierzchotkéw G jest parzysta dodajemy jedng partie, nieubiegajaca sie
o zadne stanowisko. (Przyjmujemy, ze kazda partia dysponuje jednakowa liczbag mandatéw,
réowna np. 2).

e Jedli w G byt zbior niezalezny 4 oznacza to, ze wybierajac partie odpowiadajace wierz-
chotkom tego zbioru (i ewentualnie 1 wirtualna) uda sie stworzy¢ wickszosciowa koalicje.

o Jedli istnieje koalicja, to w odpowiadajacym modelu naturalnie istnieje takze zbior nieza-

lezny wielkosci 7. O
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Zadanie 118. TOTALpp € PSPACE

Zbudujemy niedeterministyczna maszyne Turinga M:

1. czytaj r bedace wyrazeniem regularnym i zamien je na NFA A

2. na tasmie zapisz stany A z zaznaczonym stanem poczatkowym

3. powtarzaj 2/9! razy: (niedeterministycznie zgadujemy stowo w, ktérego A nie zaakceptuje)
e zgadnij kolejny symbol stowa w
e zmien wartosci stanow (Q(A) na tasmie zgodnie z funkcja przejscia A
e jesli wérod stanow Q(A) nie ma zadnego stanu akceptujacego odrzué

4. nie znalezlismy kontrprzyktadu, wiec zaakceptuj

Jesli istnieje jakies stowo, ktorego A nie zaakceptuje, to istnieje takze stowo o dhugosci < 2/¢
- wynika to z lematu o pompowaniu. M dziala w czasie wyktadniczym, ale w pamieci liniowej
niedeterministycznej, wiec TOTALry € NSPACE. 7 twierdzenia Savitcha wiemy jednak, ze

NSPACE (f(n)) € PSPACE (f2 (n)), to znaczy, ze deterministycznie problem da sie rozstrzygnaé
w pamieci kwadratowe;j. U
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Zadania z ksiazki Michaela Sipsera

Zadanie 3.20

Pokaz, ze jednostronna TM, ktéra nie moze zapisywaé na fragmencie tadmy zajmowanym
przez slowo wejsciowe rozpoznaje tylko jezyki regularne.

Zauwazmy, ze zachowanie, a wiec i wynik zwrdcony przez maszyne sg zdeterminowane jedynie przez
to, jak zachowuje sie ona na stowie wejsciowym, a doktadniej przez nastepujace wartosci (tworzace
swoista "funkcje przejscia" na stowie wejsciowym):

e stan w ktérym po raz pierwszy opuszcza stowo wejsciowe

o dla kazdego stanu w ktérym ponownie wchodzi od prawej strony na stowo wejsciowe: stan w
ktorym je potem opuszcza (lub ewentualnie informacja, ze akceptuje majac glowice gdzies w
srodku)

Roznych zachowan maszyny jest wiec O (\QP), tj. skoriczona liczba - zatem jest tylko skoniczona
liczba klas stow na ktorych maszyna roznie sie zachowuje, zas w obrebie klasy (modulo to ile doktad-
nie chodzi po wejsciu nim je opusci za kazdym razem) maszyna zachowuje sie doktadnie tak samo.

Powyzsze nie oznacza jeszcze, ze rozpoznawany jezyk jest regularny - te klasy musza mieé¢ odpowied-
nie wlasnodci. Ale mozna zauwazy¢, ze dwukierunkowy automat skonczony jest w stanie symulujac
maszyne "odtworzy¢" "funkcje przej$cia” opisana w punkcie (1), tj. stwierdzi¢ do ktorej klasy nalezy
stowo na wejsciu. Nie wiemy co prawda dla kazdej z klas czy maszyna akceptuje stowa z tej klasy
czy nie (moze sie w dziwny sposob zapetla¢), ale roznych mozliwosci jest skoriczona liczba (2#kla3)
- dla kazdej z nich umiemy stworzy¢ odpowiedni dwukierunkowy automat.

Dwukierunkowe automaty sa réwnowazne zwyklymi, dowod jest gdzies w ksiazce Hopcrofta i Ull-
9
manna”. g

pomoc przy rozwiazaniu: Artur i Lukasz Jez

lub tu: Shepherdson, J., “The Reduction of Two-Way Automata to One-Way Automata,” IBM Journal of Research
and Development, 3 (1959), 198-200.
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