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Wst¦p

Niniejszy zbiór powstaª latem 2009 roku podczas moich przygotowa« do egzaminu poprawkowego z
j¦zyków formalnych. Czuªem potrzeb¦ opracowania kilku zada« egzaminacyjnych w sposób wzor-
cowy, tzn. po pierwsze, bez »adnych uchybie« rachunkowych, a po drugie, zapisuj¡c rozwi¡zania
w sposób jak najbardziej czytelny - bez »adnych skrótów my±lowych ani, z drugiej strony, bez
niepotrzebnego rozpisywania si¦ - tak, aby oddaj¡c tak rozwi¡zane zadania na egzaminie otrzyma¢
maksymaln¡ ilo±¢ punktów. Mam nadziej¦, »e przynajmniej w niektórych miejscach mi si¦ to udaªo.
Doª¡czyªem tak»e rozwi¡zanie jednego ciekawego zadania z ksi¡»ki M. Sipsera, oraz szkice kilku
rozwi¡za« zada« z ¢wicze«.

Decyzja o publikacji tego zbioru byªa dla mnie sporym problemem moralnym. Zastanawiaªem si¦, czy
upublicznienie rozwi¡za« nie b¦dzie dziaªaniem uznawanym za niepedagogiczne. Wªa±ciwy proces
rozwi¡zywania zada«, zaproponowany przez jednego z wykªadowców w naszym instytucie, skªada
si¦ z trzech etapów:

1. Samodzielnych prób rozwi¡zania zadania z wykorzystaniem jedynie wªasnej wiedzy.

2. Gdy to nie przynosi zamierzonych efektów - si¦gni¦cia do zewn¦trznych ¹ródeª wiedzy takich jak
notatki z wykªadu czy ksi¡»ki. By¢ mo»e tam uda si¦ odnale¹¢ informacje, które naprowadz¡
nas na rozwi¡zanie.

3. Gdy i to zawodzi - zalecana jest konsultacja z koleg¡ (lub kole»ank¡) z grupy; wspólna wymiana
my±li cz¦sto bywa owocna. Przy trudnych zadaniach udajemy si¦ na konsultacje do osoby
prowadz¡cej ¢wiczenia lub do wykªadowcy.

Zauwa»my, »e »aden z tych punktów nie przewiduje zagl¡dania do gotowych rozwi¡za«. Nie zdradz¦
jednak »adnej tajemnicy, je±li powiem, »e takie praktyki zawsze miaªy miejsce, tak samo jak studenci
od zawsze ±ci¡gali na egzaminach. Trzeba te dziaªania oczywi±cie uznawa¢ za naganne. Osobi±cie
odradzam studentom zagl¡dania do tych rozwi¡za« przed rzetelnym przej±ciem przez powy»sze trzy
punkty. Aby nie u±pi¢ waszej czujno±ci ostrzegam, »e jedno z zada« jest rozwi¡zane nieprawidªowo.
Postanowiªem pozostawi¢ je w takiej formie i to traktuj¦ jako swoje rozgrzeszenie.

Dzi¦kuj¦ Sebastianowi Bali i �ukaszowi Je»owi za pomoc i wery�kacj¦ niektórych rozwi¡za«, a win¦
za pozostaªe bª¦dy bior¦ na siebie.

Arkadiusz Janicki

arek@wywrota.pl
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Tre±ci zada«

Tre±ci zada« pochodz¡ z egzaminów z wykªadu prowadzonego przez Jerzego Marcinkowskiego w
Instytucie Informatyki Uniwersytetu Wrocªawskiego oraz ze zbioru �Sto ªatwych zada« z j¦zyków

formalnych i zªo»ono±ci obliczeniowej� opracowanego przez wykªadowc¦.

• http://aerjotl.net/jfizo/

zebrane przeze mnie materiaªy do przedmiotu: tre±ci egzaminów oraz listy zada«

• http://www.ii.uni.wroc.pl/∼jma/kurs/
strona internetowa wykªadu

Literatura

1. Wprowadzenie do teorii oblicze« - Michael Sipser; tªum. Przemysªawa Kanarek (WNT 2009)

2. Zªo»ono±¢ obliczeniowa - Christos H. Papadimitriou; tªum. Przemysªawa Kanarek, Krzysztof
Lory± (WNT 2007)

3. Wprowadzenie do teorii automatów, j¦zyków i oblicze« - John E. Hopcroft, Rajeev Motwani,
Je�rey D. Ullman; tªum: Beata Konikowska (PWN 2005)
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Zadania z egzaminów

2003.B.4 f, g, h : {0, 1, ..., p} → {0, 1, ..., p} 1

Dane: f, g, h : {0, 1, ..., p} → {0, 1, ..., p} oraz sko«czone ciagi (b1, b2, ..., bk) i (c1, c2, ..., ck). Czy
istnieje liczba iteracji n taka, »e Fnf,g,h(b1, b2, ..., bk, 0, 0, ...) = (c1, c2, ..., cl, 0, 0, ...)?

Poka»emy, »e problem jest nierozstrzygalny poprzez redukcj¦ do problemu stopu. Redukcja b¦dzie
przyjmowa¢ jako argument Maszyn¦ Turinga MT = 〈Σ, Q, q0, F, δ〉 oraz sªowo w, a b¦dzie zwraca¢
f, g, h oraz ci¡gi B = (b1, b2, ..., bk) i C = (c1, c2, ..., ck). B¦dzie mo»liwe wykonanie n operacji
przeksztaªcaj¡cych jeden ci¡g w drugi wtedy i tylko wtedy, gdy MT zatrzymuje si¦ dla sªowa w po
n krokach.

• W jednej liczbie b¦d¡cej elementem ci¡gu zakodujemy informacj¦ o symbolu a ∈ Σ, o q ∈
Q ∪ {φ} oraz k ∈ {L,R, φ} - informacj¦ sk¡d przyszli±my w ostatnim kroku.

• Wybie»my dowolny sposób kodowania dla tych trzech symboli, mo»emy np. zindeksowa¢
tablic¦ wszystkich mo»liwych kombinacji, wtedy otrzymamy p = |Σ| · (|Q|+ 1) · 3

• Za ci¡g B przyjmijmy zakodowane sªowo wej±ciowe w - ka»dy symbol na osobnej pozycji, z
dodatkowymi informacjami q0, L w pierwszej komórce.

• Przeksztaª¢my MT tak, aby po zako«czeniu oblicze« czy±ciªa ta±m¦ robocz¡ i zatrzymywaªa
si¦ na pierwszej pozycji w specjalnym stanie i t¡ kon�guracj¦ zakodujmy jako ci¡g C.

• Niech δ(a, q) = 〈b, q′,m〉. Funkcje f, g, h skonstruujemy w ten sposób, aby g zwracaªa symbol
z alfabetu, jaki MT zapisuje do komórki, a f i h - stan i kierunek przej±cia.

� g′ (〈a, q, k〉) =

{
〈b, φ, φ〉 gdy k 6= φ

〈a, φ, φ〉 gdy k = φ

� f ′ (〈a, q, k〉) =

{
〈φ, q′,m〉 gdy k = L

〈φ, φ, φ〉 w p.p.

� h′ (〈a, q, k〉) =

{
〈φ, p,m〉 gdy k = R

〈φ, φ, φ〉 w p.p.

1 2 3 4 5

qo, L δ(a1, q0) = 〈b, q1, L〉
a1 a2 a3 a4 ...

q1, L δ(a2, q1) = 〈c, q2, R〉
b a2 a3 a4 ...

q2, R

b c a3 a4 ...

Widzimy, »e powy»szy model oblicze« umo»liwia nam symulowanie maszyny Turinga i gdyby byª
rozstrzygalny, oznaczaªoby to te», »e problem stopu dla maszyny Turinga jest rozstrzygalny, a nie
jest. . �

1Znane tak»e jako zadanie nr 77 z listy 2009.
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2005.B.6 programy dziaªaj¡ce w czasie kwadratowym

Niech A b¦dzie zde�niowanym w zadaniu zbiorem numerów maszyn Turinga. Zaªó»my, »e A jest
rekurencyjny, to znaczy, »e istnieje ϕArozstrzygaj¡cy przynale»no±¢ do A. Poka»emy, »e K ≤rek
A ⇒ K jest rekurencyjny, co naturalnie jest nieprawd¡.

Rozwa»my program Ψ:

• wczytaj n

• skonstruuj program ϕt:

� wczytaj m

� d = log2m dªugo±¢ danych

� uruchom ϕn(n) na co najwy»ej d kroków

� je±li otrzymaªe± wynik - zap¦tl si¦

� wpp. zwró¢ 1

• zwró¢ ϕA(t)

1. n ∈ K, zatem istnieje takie m od którego ϕt b¦dzie si¦ zap¦tlaª. To oznacza, »e t /∈ A, wi¦c
jako wynik Ψ(n) otrzymamy 0.

2. n ∈ K, wi¦c ϕt zawsze b¦dzie zwracaª jedynk¦ po czasie równym dªugo±ci danych + staªa c.
Z tego wynika, »e t ∈ A, a Ψ(n) zwróci 1.

Pokazali±my, »e K jest rekurencyjny. �
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2006.A.4 Automat machaj¡cy dwiema nogami

Automat niedeterministycznie machaj¡cy dwiema nogami (2LEGS)

Czy problem niepusto±ci automatu z dwiema nogami jest rozstrzygalny?

rozwi¡zanie

Problem jest nierozstrzygalny - poka»emy redukcj¦ PCP ≤rek EMPTY2LEGS .

Idea jest taka, »e na pocz¡tku automat niedeterministycznie zgaduje od której pary 〈vi, wi〉 nale»y
zacz¡¢, po czym przesuwa obie gªowice w prawo sprawdzaj¡c, czy na ta±mie znajduj¡ si¦ sªowa vi, wi.
Gdy dojdzie do ko«ca ka»dego ze sªów nie stwierdzaj¡c bª¦dów, przechodzi w stan qok i zgaduje
kolejn¡ par¦, lub - je±li gªowice si¦ spotkaªy - przechodzi w stan qaccept . PCP ma rozwi¡zanie wtedy
i tylko wtedy gdy gªowice zejd¡ si¦ w stanie akceptuj¡cym dla pewnego ci¡gu par.

Szczegóªy konstrukcji

Dla danej instancji problemu PCP =
{
{〈vi, wi〉}ki=1 wi, vi ∈ Σ

}
konstruujemy automat z dwiema nogami 2LEGS = 〈Σ, Q, q0, F, δ〉

• Q = {1, 2, ..., k} ×
{

0, 1, ..., max
1≤i≤k

|wi|
}
×
{

0, 1, ..., max
1≤i≤k

|vi|
}
∪ {q0, qok, qaccept, qreject}

Stan indeksowany krotk¡ 〈i, j, k〉 mówi nam o tym, »e automat sprawdza par¦ 〈vi, wi〉 oraz, »e
zostaªo mu do przeczytania j liter sªowa vi i k liter sªowa wi.

• F = {qaccept}

• δ : Q× Σ× Σ︸ ︷︷ ︸
input

× Q× {0, 1} × {0, 1}︸ ︷︷ ︸
output

Dla ka»dej pary 〈vi, wi〉 , vi = a1a2...a|vi|, wi = b1b2...b|wi| w relacji δ mamy:

� 〈q ∈ {q0, qok} , a1, b1, 〈i, |vi| − 1, |wi| − 1〉 , 1, 1〉 - je±li aktualnie nie sprawdzaªe± »adnej
pary sªów i widzisz pierwsze litery z rozwa»anej pary, to zmie« stan na odpowiedni i
przejd¹ obiema nogami o jedno pole dalej.2

�
〈
〈i, 0, 1〉 , ∗, b|wi|, q ∈ {qok, qaccept} , 0, 1

〉
- je»eli sprawdzaªe± sªowa o indeksie i oraz po-

zostaªa ci do przeczytania jedna litera sªowa wi, i widzisz t¡ liter¦, to przesu« drug¡ nog¦
o jedno pole i przejd¹ w stan qok - je±li nogi automatu nie s¡ razem, lub w qaccept - je±li
nogi si¦ zeszªy.

�

2Na potrzeby przykªadu zakªadamy, »e sªowa wi, vi s¡ niepuste. Oczywi±cie bez tego zaªo»enia równie» mo»emy
skonstruowa¢ redukcj¦.
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2007.A.8 Problem Pz8
3

Dane: G = 〈V,E〉 , A ⊆ V . Czy mo»na wybra¢ B ⊆ A tak aby:

1. B byª dominuj¡cy w G

2. B byª niezale»ny

3. ∀x∈V istnieje co najwy»ej jeden y ∈ B, »e E(x, y)

Poka»emy, »e 3SAT ≤rek Pz8, czyli dla danej formuªy ϕ zbudujemy graf b¦d¡cy instancj¡ problemu,
który b¦dzie speªniaª warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ jest speªnialna. Do konstrukcji
u»yjemy nast¦puj¡cych gad»etów:

Dla ka»dego elementu formuªy two»ymy instancje gad»etów - dla ka»dej zmiennej tworzymy po dwa
poª¡czone wierzchoªki, a dla ka»dej klauzuli dwa gad»ety: kontroler i trójk¡t.

Kontroler jest klik¡ o rozmiarze dziewi¦¢ bez jednej kraw¦dzi. Odpowiada on za sprawdzanie
warunków prawdziwo±ci klauzuli. Osiem wierzchoªków indeksowanych jest wyst¡pieniami zmiennych
ich negacjami (23) i interpretujemy je, jakby zmienne byªy poª¡czone spójnikiem AND. �¡czymy
ka»dy taki wierzchoªek z dziewi¡tym - ci, z wyj¡tkiem jednego - tego, którego zmienne maj¡ odwrotne
znaki ni» w klauzuli.

Trójk¡t odpowiada oczywi±cie trzem literaªom wyst¦puj¡cym w klauzuli. Ka»dy wierzchoªek (in-
deksowany lj) ª¡czymy z literaªem o przeciwnym znaku, a tak»e z trzema dodatkowymi w klice
kontrolera. W indeksach tych trzech wierzchoªków literaª lj jest zanegowany, natomiast przynajm-
niej jeden z po±ród dwóch pozostaªych indeksów ma taki sam znak jak w rozpatrywanej klauzuli.

Jako zbiór A wybieramy wszystkie wierzchoªki gad»etów zmiennych, a tak»e po osiem wierzchoªków
ka»dego kontrolera poª¡czonych w klik¦.

Konstrukcja redukcji dla problemu Pz8

ϕ = c1 ∧ c2 ∧ · · · , c1 = x1 ∨ ¬x2 ∨ x3, x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0

3Na li±cie z roku 2009 zadanie to znajduje si¦ pod numerem 115.
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1. Je»eli formuªa byªa speªnialna, to istnieje mo»liwo±c wybrania zbioru B prawidªowo. Do B
wybieramy po jednym wierzchoªku dla ka»dej zmiennej zgodnie z warto±ciowaniem, oraz po jed-
nym wierzchoªku dla ka»dego kontrolera. Takim, który po zwarto±ciowaniu przyjmuje warto±¢
true. Rozpatruj¡c wierzchoªki w A widzimy, »e speªniaj¡ warunki zadania. Gdy przyjrzymy
si¦ trójk¡tom, tak»e mo»emy zauwa»y¢, »e ka»dy wierzchoªek s¡siaduje dokªadnie z jednym z
wierzchoªków B.

√

2. Je±li udaªo si¦ wybra¢ zbiór B prawidªowo, to mo»emy odczyta¢ warto±ciowanie formuªy
ϕ. Do zbioru musiaª tra�¢ dokªadnie jeden wierzchoªek z gad»etu ka»dej zmiennej, a ta»e
odpowiedni wierzhoªek z ka»dego kontrolera. Przy innym wyborze naruszyliby±my warunki
zadania. Musimy jeszcze zapewni¢, »e warto±ciowanie, które powstaªo speªnia formuª¦ ϕ. Za-
ªó»my, »e tak nie jest. Oznaczaªoby to, »e przynajmniej jedna klauzula jest zwarto±ciowana na
0, tzn. »e wszystkie wierzchoªki trójk¡ta s¡ dominowane przez wierzchoªki z gad»etów zmien-
nych. W takim wypadku w kontrolerze musiaª by¢ wybrany wierzchoªek z etykiet¡, w której
wszystkie literaªy s¡ maj¡ przeciwne znaki ni» w klauzuli, lecz jest to jedyny wierzchoªek, który
nie ma poª¡czenia z dziewi¡tym wierzchoªkiem gad»etu, a wi¦c zbiór B nie speªniaª wªasno±ci
zadania. �

8



2008.B.4 Funkcja caªkowita rekurencyjna, czasami malej¡ca

Funkcja f : N → N jest caªkowita rekurencyjna i taka, »e istnieje tylko sko«czenie wiele liczb
naturalnych, dla których f(n) > f(n+ 1). Czy wynika z tego, »e zbiór f(N) jest rekurencyjny?

Odpowied¹: tak. Skoro f jest caªkowit¡ funkcj¡ rekurencyjn¡ to istnieje pewna maszyna Turinga
M , która j¡ rozpoznaje. Mo»emy zatem znale¹¢ numer tej maszyny, przeanalizowa¢ j¡ i znale¹¢
ostatni argument, dla którego zachodzi f(n) > f(n + 1) (nazwijmy go k). Nast¦pnie sprawdzamy
argumenty 0..k aby odnale¹c poszukiwan¡ warto±¢. Je±li jej nie znajdziemy, to mamy do czynienia
ze znan¡ nam sytuacj¡, poniewa» pozostaªe argumenty s¡ opisane funkcj¡ rekurencyjn¡ która mo»e
by¢ staªa lub rosn¡ca. W obu przypadkach zbiory warto±ci s¡ rekurencyjne.

2008.B.5 Automat sko«czony spaceruj¡cych po ¢wiartce

Problem stopu dla automatów sko«czonych spaceruj¡cych po S

rozwi¡zanie a)

Problem STOPWALK−5a dla automatów spaceruj¡cych po S5a = {[a, b] : a, b ≥ 0}jest nierozstrzy-

galny.

Poka»emy redukcj¦ STOP2CM ≤rek STOPWALK−5a, tzn. udowodnimy, »e gdyby STOPWALK−5a

byª rozstrzygalny to potra�liby±my rozwi¡za¢ problem stopu dla maszyn z dwoma licznikami, a
tym samym dla maszyn Turinga, który oczywi±cie jest nierozstrzygalny. Idea rozwi¡zania polega na
przeksztaªceniu maszyny w automat spaceruj¡cy i pokazaniu, »e mo»liwo±ci automatu wystarczaj¡,
aby zasymulowa¢ 2CM.

Maszyna z dwoma licznikami skªada si¦ z dwukierunkowej gªowicy czytaj¡cej oraz dwóch liczników.
Mo»na pozby¢ si¦ ta±my wej±ciowej konwertuj¡c sªowo w do postaci unarnej i zapisuj¡c je na pier-
wszym z liczników oraz przerabiaj¡c odpowiednio funkcj¦ przej±cia. Formalnie 2CM=〈Q2CM , qo, l1, l2, F, δ〉,
δ : Q× {φ, •}2 → Q× {+,−, 0}2.

1. Zbiór stanów automatu spaceruj¡cego b¦dzie si¦ skªadaª si¦ ze stanów Q2CM oraz dodatkowych
n stanów (n jest dªugo±ci¡ sªowa w w postaci unarnej) sªu»¡cych do ustawienia automatu w
odpowiedniej pozycji pocz¡tkowej.

2. Warto±ci liczników l1, l2 b¦d¡ odpowiada¢ wspóªrz¦dnym [x, y] automatu na pªaszczy¹nie.

3. Przeksztaªcamy instrukcje δ(q, l1, l2) = (q′, i1, i2) w instrukcje π:

a) Dodaj odpowiedniki instrukcji wszystkim przej±ciom, z wyj¡tkiem tych w których q ∈
QF . Sprawdzenie niepusto±ci pierwszego licznika odpowiada sprawdzeniu czy [−1, 0] ∈
s([x, y]), analogicznie drugiego [0,−1] ∈ s([x, y])

b) Dodaj puste przej±cia dla ka»dej instrukcji nie ko«cz¡cej si¦ akceptacj¡:
dla instrukcji δ w których q /∈ QF dodaj przej±cia
π
(
q, P (T 2)\ {[x, y] : x = l1 = −1 ∨ y = l2 = −1}

)
= (q, [0, 0])

Z powy»szej kontrukcji wynika, »e automat spaceruj¡cy zatrzyma si¦ dokªadnie wtedy, gdy odpowiada-
j¡cy mu 2CM przejdzie w stan q ∈ QF . �
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rozwi¡zanie b)

Problem STOPWALK−5b dla automatów spaceruj¡cych po S5b = {[a, b] : b ≥ 0, a ≥ −b} jest nierozstrzy-
galny.

Mo»emy zasymulowa¢ automat spaceruj¡cy po S5a za pomoc¡ automatu spaceruj¡cego po S5b.

1. Zbiory stanów pozostan¡ identyczne.

2. Wspóªrz¦dne: xa = xb, ya = yb + xb

3. Stworzymy bijekcj¦ z funkcji πb na funkcj¦ πa:

a) Ka»demu elementowi sa[x, y] ∈ P (T 2) przypiszemy jego odpowiednik,

np. sa

 0 1 1
0 1 1
0 0 0

 = sb

 0 1 1
0 1 1
0 0 1

, sa

 1 1 1
1 1 1
0 0 0

 = sb

 1 1 1
0 1 1
0 0 1

, ...

b) Podobnie wyznaczymy odpowiednik dla ka»dej warto±ci funkcji
πa : →, ↘, ↓, ↙, ←, ↖, ↑, ↗
πb : ↘, ↓, ↙, ←, ↖, ↑, ↗, → . �

2008.B.6 Automat sko«czony spaceruj¡cych po poªówce

Problem STOPWALK−6 dla automatów spaceruj¡cych po S6 = {[a, b] : b ≥ 0} jest rozstrzygalny.

Pierwsz¡ rzecz¡, któr¡ mo»emy zauwa»y¢ jest fakt, »e funkcja przej±cia π nie zale»y od pierweszej
wspóªrz¦dnej, dlatego mo»emy zredukowa¢ problem do automatu spaceruj¡cego po prostej π′(q, b) =
(p, x). Aby rozpozna¢, »e automat si¦ nie zatrzyma musimy umie¢ sprawdzi¢:

• Czy automat osi¡gnie wysoko±¢ |Q|+ 2?
oznacza¢ to b¦dzie, »e nie zdoªa ju» powróci¢ do poziomu zerowego.

• Czy spaceruj¡c po prostej nie wpadnie w powtarzaln¡ sekwencj¦ ruchów (czy nie zap¦tli si¦)?

Mo»emy rozstrzygn¡¢ te warunki konstruuj¡c program symuluj¡cy dziaªanie automatu i zapami¦-
tuj¡cy, dla ka»dego stanu z Q wysoko±¢ (wspóªrz¦dn¡ b), na jakiej ten stan ostatnio odwiedzili±my.
Je±li aktualna wysoko±¢ dla bie»¡cego stanu ≥ poprzednia - informujemy o tym, »e automat nie
zako«czy oblicze«. Program ma zªo»ono±¢ O

(
|Q|2

)
, poniewa» warto±¢ dla ka»dego stanu zmienimy

nie wi¦cej ni» |Q| razy. �
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2008.A.5 Programy zatrzymuj¡ce si¦ zawsze lub nie zatrzymuj¡ce nigdy E ≤rek A

Udowodnij, »e E ≤rek A.

Poka»emy redukcj¦ f tak¡, »e x ∈ E ⇔ f(x) ∈ A :

• wczytaj n

• zbuduj program Ψ:

� wczytaj k

� 〈a, b〉 ← bij(k) bij() jest bijekcj¡ N→ N× N

� uruchom ϕn(a) na b kroków

� je±li si¦ zatrzyma - zap¦tl si¦

� wpp. zwró¢ 1

• zwró¢ 〈Ψ〉

1. x ∈ E wi¦c ϕn(a) nigdy si¦ nie zatrzyma, wi¦c program Ψ który zbudujemy nigdy zawsze
b¦dzie zwracaª jedynk¦. f(x) ∈ A.

√

2. x /∈ E zatem istnieje taki argument a, dla którego ϕn(a) si¦ zatrzyma. W tym przypadku
program Ψ si¦ zap¦tli, wi¦c jego numer f(x) /∈ A. �
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2008.A.6 Programy zatrzymuj¡ce si¦ zawsze lub nie zatrzymuj¡ce nigdy A ≤rek E

Czy A ≤rek E ?

Odpowied¹: Nie. Gdyby istniaªa taka redukcja znaczyªoby to, »e zbiór K4, jest rekurencyjnie
przeliczalny, a jak wiemy nie jest.

Zaªó»my, »e A ≤rek E, to znaczy, »e istnieje redukcja f : A → E taka, »e x ∈ A ⇔ f(x) ∈ E.
Poka»emy program Ψ, który rozpoznaje5 przynale»no±¢ do K:

• wczytaj n

• z ← 〈ϕn(n)〉 numer programu zwracaj¡cego ϕn(n) niezale»nie od argumentu

• y ← f (z) numer programu zwracanego przez redukcj¦ f na z

• for i = 1 to∞
� 〈a, b〉 ← bij(i) bij() jest bijekcj¡ N→ N× N

� uruchom ϕy(a) na b jednostek czasu

� je±li otrzymaªe± wynik zwró¢ 1

1. n ∈ K - Uruchamiaj¡c program Ψ z argumentem n ∈ K redukcja f zwróci nam numer
programu, który si¦ zap¦tla, wi¦c Ψ te» si¦ zap¦tli.

2. n ∈ K - Gdy z kolei uruchomimy Ψ z argumentem n ∈ K redukcja f zwróci numer programu,
który zatrzymuje si¦ dla jakiego± argumentu. Nast¦pnie przeszukujemy zbiór warto±ci ϕy
metod¡ przek¡tniow¡ i w ko«cu na pewno znajdziemy ten argument. Wtedy program zwróci
warto±¢ 1.

W ten sposób otrzymali±my program rozpoznaj¡cy przynale»no±¢ do K . �

4K - czyli zbiór numerów tych programów, które uruchomione dla argumentu b¦d¡cego numerem uruchamianego
programu zap¦tlaj¡ si¦.

5Poj¦cie rozpoznawalno±ci rozumiem tak, jak zostaªo zde�niowane w ksi¡»ce M. Sipsera. Inna nazwa to semi-

rozstrzygalno±¢.
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2008.A.8 Gra w kompromis

G = 〈V,E〉, V = L ∪ P , deg(G) ≥ 2

Poka»emy, »e zªo»ono±¢ gry w kompromis jest w P poprzez pokazanie wielomianowego algorytmu
odpowiadaj¡cego, czy istnieje strategia doj±cia z wierzchoªka co do W w ci¡gu 2|V | ruchów.

Zakªó»my, »e gracz L ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ i przyjrzyjmy si¦ jak musiaª wygl¡da¢ poprzedni
ruch. Gracz P musiaª tra�¢ do W z pewnego sko«czonego zbioru wierzchoªków, nazwijmy go s1.
Podobnie, id¡c wstecz mo»emy wyznaczy¢ zbiór wierzchoªków s2, z których mógª przyj±¢ gracz L.

Widzimy ju», »e mo»emy napisa¢ funkcj¦ f(S) = {v : ∃w∈V (w, v) ∈ E(G)} wyznaczaj¡c¡ dla danego
zbioru wierzchoªków zbiór le»¡cy w drugiej cz¦±ci skªadowej skªadaj¡cy si¦ z tych wierzchoªków, które
maj¡ kraw¦d¹ skierowan¡ prowadz¡c¡ do jakiego± v ∈ S. Funkcj¦ mo»emy napisa¢ tak, aby dziaªaªa
w czasie O(m·n). Je»eli wyznaczaj¡c rekurencyjnie kolejne podzbiory, po wykonaniu 2|V | ruchów nie
napotkamy wierzchoªka c0, oznacza to, »e gracz P ma strategi¦ wygrywaj¡c¡. Je»eli napotkali±my
c0 to oczywi±cie strategi¦ wygrywaj¡c¡ ma gracz L. �
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2009.A.4 R.E. trudno±¢

a) Udowodnij, »e dla ka»dego zbioru rekurencyjnie przeliczalnego B zachodzi B ≤rek K.

b) Jak nazywa si¦ wªasno±¢ zbioru K opisana w punkcie a.?

rozwi¡zanie

a) J¦zyk B jest nie trudniejszy od K w sensie redukcji obliczalnych, je±li istnieje redukcja f : N→ N
taka, »e ∀w ∈ B ⇐⇒ f(w) ∈ K.

Poka»emy tak¡ redukcj¦ dla ka»dego B:

• wczytaj w

• b← 〈ϕB(w)〉
(przypisz zmiennej b numer programu rozpoznaj¡cego przynale»no±¢ w do B, ignoruj¡c swój
wªasny argument)

• zwró¢ b

Skoro zbiór B jest rekurencyjnie przeliczalny to dla ka»dego w ∈ B dostaniemy numer programu
ko«cz¡cego obliczenia, a wi¦c nale»¡cego do K. Dla w /∈ B dostaniemy numer programu zap¦tla-
j¡cego si¦, a wi¦c nie nale»¡cego do K. �

b) K jest trudny w klasie j¦zyków rekurencyjnie przeliczalnych ze wzgl¦du na redukcje b¦d¡ce
funkcjami rekurencyjnymi, albo w skrócie K jest r.e.-trudny.6

6Akceptowan¡ odpowiedzi¡ byªa tak»e �K jest r.e.-zupeªny�. W punkcie a) mowa jest o r.e.-trudno±ci, natomiast
r.e.-zupeªno±¢ bierze si¦ z punktu b) i tego, »e K jest r.e.
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Zadania z ¢wicze«

Zadanie 20. wn = v

L = {w : ∃n ∈ N, v ∈ R−reg wn = v }

Q′ = Qn q′0 = 〈q0, q1, ..., qn〉 - startujemy �w ka»dym z mo»liwych stanów�

δ′ : Qn × Σ→ Qn = 〈δ(r0, a), δ(r1, a), ..., δ(rn, a)〉

F′ =
{
〈r0, r1, ..., rn〉 : ∃b0, b1, ..., bc < n : b0 = 0, ∀i<c rbi = qbi+1

, qbc ∈ F
}

A′ akceptuje je±li istnieje ci¡g stanów 〈rb0 , rb1 , ..., rbc〉 tworz¡cych �ªa«cuszek� przej±cia od q0 do
q ∈ F
〈rb0 , rb1 , ..., rbc〉 : rb0 = δ̂(q0, w), rbi = δ̂(qi−1, w)

Zadanie 22. L/2

L/2 = {w : ∃v ∈ Σ∗, |w| = |v| vw ∈ L }

Q‘ = Qn × 2Q start w ka»dym ze stanów, pami¦tamy te» zbiór stanów osi¡galnych w k krokach

δ‘(〈R,A〉 , a) =
〈
〈∀r∈Rδ(r, a)〉 ,

⋃
q∈A ∀x∈Σδ(q, x)

〉
F ‘ = {〈R,A〉 : ∃k rk ∈ F ∧ qk ∈ A}

Zadanie 32. ¬∃x : w = xx

L = {w ∈ {0, 1, 2}∗ : ¬∃x ∈ {0, 1, 2}∗ w = xx}

S → X |Y |Z |XY |XZ |Y X |Y Z |ZX |ZY
X → 0 |x1X x2 〈x1, x2〉 ∈ {0, 1, 2} × {0, 1, 2}
Y → 1 | y1Y y2

Z → 2 | z1Z z2

1. L(G) ⊆ L
(a) S → X |Y |Z - dªugo±¢ jest nieparzysta, wi¦c ok
(b) S → XY w = x10x2y11 y2 |x1| = |x2| = i, |y1| = |y2| = j
przy podziale na 2 podsªowa równej dªugo±ci sªowa
zawsze b¦d¡ si¦ ró»ni¢ na wyró»nionej pozycji

2. L ⊆ L(G)
we¹my najkrótsze sªowo niewyprowadzalne z G
(a) |w| - nieparzysta - wyprowadzamy z pojedy«czego nietermianala
(b) |w| - parzysta w = x10x2y11 y2- mo»emy wypr z 2 nieterminali

Zadanie 33. ∃x : w = xx

1. L = {w ∈ {0, 1, 2}∗ : ∃x ∈ {0, 1, 2}∗ w = xx}
L ∩ L0∗10∗1 0∗10∗1- nie jest regularny

15



Zadanie 100. CLIQUEn/2

1. Pokazujemy redukcj¦ 3SAT ≤rek CLIQUEn 7

• Dla formuªy Φ o k klauzulach i l zmiennych tworzymy graf o liczbie wierzchoªków = 3 ·k i
o kraw¦dziach pomi¦dzy wszystkimi wierzchoªkami, z wyj¡tkiem a) wierzchoªków z jednej
trójki, b) wierzchoªków odpowiadaj¡cych przeciwnym literaªom, np. x i ¬x.

• Klika o k wierzchoªkach istnieje wtw. gdy istnieje poprawne warto±ciowanie formuªy Φ.

2. Pokazujemy redukcj¦ CLIQUEn ≤rek CLIQUEn/2. Dla 〈G, k〉 tworzymy G′. 8

• je±li k = m/2 to G′ = G

• je±li k < m/2 to G′ = G∪X, X = zbiór m−2k wierzchoªków poª¡czonych ze wszystkimi
pozostaªymi

• je±li k > m/2 to G′ = G ∪X, X = zbiór 2k −m izolowanych wierzchoªków �

Zadanie 102. Speªnialno±¢ 9/10 klauzul

Poka»emy reduckj¦ SAT ≤P SAT9/10, to znaczy funkcj¦ f : 〈ϕ ∈ CNF 〉 → 〈φ ∈ CNF 〉

• n - liczba klauzul w ϕ

• φ = ϕ ∧ y1 ∧ ¬y1 ∧ y2 ∧ ¬y2 ∧ ... ∧ yk ∧ ¬yk
• n+ k︸ ︷︷ ︸
liczba spe lnionych klauzul

= 9/10 · (n+ 2k) + 1

• k =
⌈
n−10

8

⌉
1. Je±li ϕ jest speªnialna, to φ jest speªnialna w SAT9/10. Wynika to z konstrukcji φ - b¦d¡ w niej

speªnione wszystkie klauzule z ϕ, oraz dokªadnie poªowa z dodatkowych zmiennych.

2. Je±li φ jest speªnialna w SAT9/10 to ϕ jest speªnialna. Je±li 9/10 klauzul z φ przyjmuje warto±¢
1 oznacza to, »e wszystkie klauzule z ϕ musz¡ by¢ speªnione, bo jedynie poªowa dodatkowych
zmiennych przyjmie warto±¢ 1. �

Zadanie 105. Problem smutnych stra»ników

S = {s1, s2, ..., sl} - stra»nicy

A = {a1, a2, ..., ak} - obiekty

ZEi , ZFi i∈{1..l} ⊆ A - obiekty obserwowane na ekranach

Poka»emy redukcj¦ SAT ≤P GUARD, to znaczy funkcj¦ f : 〈ϕ ∈ CNF 〉 → 〈S,A,ZE , ZF 〉

• zbiorem S b¦d¡ zmienne wyst¦puj¡ce w ϕ

• zbiorem A b¦d¡ klauzule wyst¦puj¡ce w ϕ

• dla ka»dego literaªu w formule ϕ:

7Sipser, tw. 7.11 (str. 306)
8Sipser, zad 7.22 (str. 336)
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� je±li zmienna xi wyst¦puje w klauzuli j-tej w postaci niezanegowanej, to doª¡czamy aj
do zbioru ZEi ,

� je±li natomiast wyst¦puje w postaci zanegowanej to do ZFi .

W ten sposób otrzymali±my instancj¦ problemu GUARD, która ma rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy,
gdy ϕ jest speªnialna. Dowód oczywisty. �

Zadanie 117. KOAL2

1. INDEPENDENT − SETn/4 ≤P INDEPENDENT − SETn/2

Redukcja f : 〈G, n/4〉 → 〈G′, n′/2〉 polega na dodaniu do grafu G n
2 izolowanych wierzchoªków.

• Je±li w G byª zbiór niezale»ny o wielko±ci n4 , to w G′ równie» on si¦ pojawi, powi¦kszony
o n

2 nowych wierzchoªków. Rozmiar tego zbioru wyniesie 3
4n, a wi¦c 1

2n
′ .

• Je±li w skonstruowanym gra�e G′ istnieje zbiór niezale»ny o wielko±ci przynajmniej 3n
4 , oz-

nacza to, »e w podgra�e nie zawieraj¡cym dodanych wierzchoªków musiaª istnie¢ podzbiór
o n

4 wierzchoªkach.
√

2. INDEPENDENT − SETn/2 ≤P KOAL2

Konstruujemy redukcj¦ f ′ : 〈G, n/2〉 → 〈Partie, Stanowiska〉. Zbiorem Partie b¦dzie zbiór
wierzchoªków G, zbiorem Stanowiska za± zbiór kraw¦dzi. Je±li kraw¦d¹ istnieje pomi¦dzy
dwoma wierzchoªkami oznacza to, »e odpowiadaj¡ce im partie ubiegaj¡ si¦ o to samo stanowisko.
Dodatkowo je±li liczba wierzchoªków G jest parzysta dodajemy jedn¡ parti¦, nieubiegaj¡c¡ si¦
o »adne stanowisko. (Przyjmujemy, »e ka»da partia dysponuje jednakow¡ liczb¡ mandatów,
równ¡ np. 2).

• Je±li w G byª zbiór niezale»ny n
2 oznacza to, »e wybieraj¡c partie odpowiadaj¡ce wierz-

choªkom tego zbioru (i ewentualnie 1 wirtualn¡) uda si¦ stworzy¢ wi¦kszo±ciow¡ koalicj¦.

• Je±li istnieje koalicja, to w odpowiadaj¡cym modelu naturalnie istnieje tak»e zbiór nieza-
le»ny wielko±ci n2 . �
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Zadanie 118. TOTALRE ∈ PSPACE

Zbudujemy niedeterministyczn¡ maszyn¦ Turinga M :

1. czytaj r b¦d¡ce wyra»eniem regularnym i zamie« je na NFA A

2. na ta±mie zapisz stany A z zaznaczonym stanem pocz¡tkowym

3. powtarzaj 2|Q| razy: (niedeterministycznie zgadujemy sªowo w, którego A nie zaakceptuje)

• zgadnij kolejny symbol sªowa w

• zmie« warto±ci stanów Q(A) na ta±mie zgodnie z funkcj¡ przej±cia A

• je±li w±ród stanów Q(A) nie ma »adnego stanu akceptuj¡cego odrzu¢

4. nie znale¹li±my kontrprzykªadu, wi¦c zaakceptuj

Je±li istnieje jakie± sªowo, którego A nie zaakceptuje, to istnieje tak»e sªowo o dªugo±ci ≤ 2|Q|

- wynika to z lematu o pompowaniu. M dziaªa w czasie wykªadniczym, ale w pami¦ci liniowej
niedeterministycznej, wi¦c TOTALRE ∈ NSPACE. Z twierdzenia Savitcha wiemy jednak, »e
NSPACE (f(n)) ⊆ PSPACE

(
f2(n)

)
, to znaczy, »e deterministycznie problem da si¦ rozstrzygn¡¢

w pami¦ci kwadratowej. �
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Zadania z ksi¡»ki Michaela Sipsera

Zadanie 3.20

Poka», »e jednostronna TM, która nie mo»e zapisywa¢ na fragmencie ta±my zajmowanym

przez sªowo wej±ciowe rozpoznaje tylko j¦zyki regularne.

Zauwa»my, »e zachowanie, a wi¦c i wynik zwrócony przez maszyn¦ s¡ zdeterminowane jedynie przez
to, jak zachowuje si¦ ona na sªowie wej±ciowym, a dokªadniej przez nast¦puj¡ce warto±ci (tworz¡ce
swoist¡ "funkcj¦ przej±cia" na sªowie wej±ciowym):

• stan w którym po raz pierwszy opuszcza sªowo wej±ciowe

• dla ka»dego stanu w którym ponownie wchodzi od prawej strony na sªowo wej±ciowe: stan w
którym je potem opuszcza (lub ewentualnie informacja, »e akceptuje maj¡c gªowic¦ gdzie± w
±rodku)

Ró»nych zachowa« maszyny jest wi¦c O
(
|Q|2

)
, tj. sko«czona liczba - zatem jest tylko sko«czona

liczba klas sªów na których maszyna ró»nie si¦ zachowuje, za± w obr¦bie klasy (modulo to ile dokªad-
nie chodzi po wej±ciu nim je opu±ci za ka»dym razem) maszyna zachowuje si¦ dokªadnie tak samo.

Powy»sze nie oznacza jeszcze, »e rozpoznawany j¦zyk jest regularny - te klasy musz¡ mie¢ odpowied-
nie wªasno±ci. Ale mo»na zauwa»y¢, »e dwukierunkowy automat sko«czony jest w stanie symuluj¡c
maszyn¦ "odtworzy¢" "funkcj¦ przej±cia" opisan¡ w punkcie (1), tj. stwierdzi¢ do której klasy nale»y
sªowo na wej±ciu. Nie wiemy co prawda dla ka»dej z klas czy maszyna akceptuje sªowa z tej klasy
czy nie (mo»e si¦ w dziwny sposób zap¦tla¢), ale ró»nych mo»liwo±ci jest sko«czona liczba

(
2#klas

)
- dla ka»dej z nich umiemy stworzy¢ odpowiedni dwukierunkowy automat.

Dwukierunkowe automaty s¡ równowa»ne zwykªymi, dowód jest gdzie± w ksi¡»ce Hopcrofta i Ull-
manna9. �

pomoc przy rozwi¡zaniu: Artur i �ukasz Je»

9lub tu: Shepherdson, J., �The Reduction of Two-Way Automata to One-Way Automata,� IBM Journal of Research
and Development, 3 (1959), 198�200.
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