1 Wyklad 1 (28/02/2008)

1.1 Deterministyczne automaty skonczone

Definicja Deterministyczny automat skonczony (DFA) to:
o« M =(Q.5,6,q0,F);
e (Q: skonczony zbiér stanow;
e 3: skoniczony alfabet wejsciowy;
® (o € Q: stan poczatkowy;
e F C Q: zbidr stanéw koncowych (akceptujacych);
e §:Q x X — Q: funkcja przejscia.

Co to znaczy, ze stowo w jest akceptowane przez automat M? W przypadku stéw jednoliterowych
(w € X) jest tak gdy §(q0,w) € F.
Zdefiniujmy 5 Q x ¥* — Q jako:

o (q,€) = g;

e J(q,wa) = 0(0(q,w), a).

Stowo w jest akceptowane przez M gdy 6(qo, w) € F.

Definicja Zbiér stéw akceptowanych przez M (jezyk nad M):

o L(M)= {w S0(q,w) € F}

1.2 Lemat o pompowaniu

Dla kazdego jezyka regularnego L istnieje taka stala n € N (zwana “stala z lematu o pompowaniu”),
ze dla kazdego takiego stowa z € L, ze |z| > n, istnieje taki podzial z = uvw, ze |uv| < n,|v| > 11
dla kazdego k € N stowo uv*w € L.

Jezyk L jest regularny jesli istnieje akceptujacy go DFA.

Przyklad Czy jezyk L stow, w ktorych liczba 0 jest réwna liczbie 1, jest regularny?

WeZzmy z = 0"1". Dla |uv| < n w dowolnym podziale z = uvw slowo uwv sklada sie z samych 0,
zatem v réwniez sklada sie z samych 0, wiec uv?w zawiera wigcej 0 niz 1, wiec nie nalezy do L.
Zatem L nie jest regularny.

Przyktad Czy L = {(Oiz) (i€ N} jest regularny?

Zalézmy, ze jest. W takim razie bierzemy n z lematu o pompowaniu. Wezmy z = 0"2,2 e L.
Podzielmy z = uvw tak, zeby |uv| < n. Skoro |uv| < n, to [v] < n, wige [uvw| = [uvw| + |v] <
n? +n < (n+1)2. Jednoczesnie n? < |uv2w}. Zatem L nie jest regularny.

1.3 Wyrazenia regularne

Definicja LiLy={uwv:u € Li,v € La}

o LY ={e};

o L' =1L;

o Li=LL"Y dlai> 2,
o L*=U7Z, L



e O oznacza jezyk pusty;
e ¢ oznacza jezyk {e};

e a oznacza jezyk {a},a € ¥;

jesli r, s sa wyrazeniami regularnymi okreslajacymi jezyki R, S, to r + s oznacza RU S, rs
oznacza RS, r* oznacza R*.

Przyklad Wezmy L = {00,000,111}. Odpowiada mu wyrazenie 00 + 000 + 111.

Przyklad Jezyk, w ktorym wystepuja gdzies trzy zera:
e (1+0)*000(1 + 0)*

Przyklad Jezyk skladajacy sie ze stow, ktérych dlugosé jest podzielna przez 3 lub 5:
e (000)* 4 (00000)*.

Przyklad Jezyk skladajacy sie ze stow, w ktorych liczba 0 jest podzielna przez 3:
e (1*01*01*01*)* 4 1*.

2  Wyklad 2 (4/03/2008)

Plan wyktadu:
1. Teoria jezykdéw formalnych:
e jezyki regularne
e automaty skoficzone (deterministyczne lub nie)

e wyrazenia regularne

jezyki bezkontekstowe
e automaty ze stosem (deterministyczne lub nie)
e niedeterminizm (centralne pojecie teorii informatyki)
2. Elementy teorii rekursji:
e zbiér rekurencyjny/rozstrzygalny/obliczalny
e zbidr rekurencyjnie przeliczalny (recursively enumerable)
e funkcja rekurencyjna
3. Teoria zlozonosci obliczeniowe;j:
e PTIME
e NP (nondeterministic polynomial)
e PSPACE
o EXPTIME
e nieelementarne
e nierekurencyjne
e nier.e.
Literatura:
e Hopcroft & Ullman

o Kozen

Wyklad zaczal
sig¢ pod zlymi
auspicjami.
JMA: Stychaé
mnie?

sala: Nie.



e Papadimtriou

Definicja Jezyk:
e podzbiér {0,1}", innymi stowy podzbiér N;

e albo podzbiér A* dla jakiego$ skonczonego alfabetu A. JMA: To nie
moze by¢ nic
trudnego, skoro

. . .. , Sl
Definicja Deterministyczny automat skoficzony (DFA) to krotka (X, @, qo, F, 0). YIRS tach
trzydziestych
dwudziestego

o s .. ieku. Ludz-

Definicja Wyrazenie regularne: PR

. wtedy nawet

o Jjest wr., Ly = O odciekacza  do
salaty.

o ¢ jest w.r., L. = {e};

jeslia € ¥, to a jest w.r., L, = {a};
jesli p, 1 s w.r., to o, o+ sa w.r., Loty = Ly Ly, Ly, + 19 = L, U Ly;

jesli L jest jezykiem, to L* to najmniejszy jezyk taki, ze ¥ € L*, L C L,, oraz jesli w,v € L*,
to wv € L*;

o jesli  jest w.r., to " jest w.r. oraz Ly« = L.
Definicja Jezyk regularny to taki, Ze istnieje automat skonczony, ktéry go rozpoznaje.
Twierdzenie Dla kazdego jezyka regularnego L istnieje wyrazenie regularne ¢ takie, ze L = L.

Dowdd  Skoro L jest regularny, to istnieje taki automat M = (X, Q, qo, F, 6), ze L = L(M). Niech
Q = {q07 q1, - QN—1}~

(obrazek 2.1)

Dla kazdej trojki liczb 0 < 4, j, K € N napiszemy wyrazenie 1); ; j oznaczajace zbiory tych w € 3%,
ze:

1. Sqi, w = qy;

2. dla kazdego niepustego, wlasciwego prefiksu v slowa w jesli S(qi, V) = gm, to m < k.
Najpierw napiszemy:

® Vijo= ZaEZU{E},Sqi,a:qj a
Skoro nie moze by¢ zadnych posrednich stanéw, to moga wystapi¢ tylko jednoliterowe slowa.
A teraz napiszemy:

® ikt = Vijk + Vik kW ok Vkijk

Sa to stowa, ktore albo nie wchodza do gk, albo wchodza, kraza ponizej qx, a nastepnie wracaja i
idg do g;.

(obrazek 2.2)

¢ =2 g,er Yo fN

3 Wyklad 3 (6/03/2008)

3.1 Niedeterminizm

Definicja Niedeterministyczny automat skonczony (NDFA) to krotka (X, @, qo, F, ), gdzie § jest
relacja przejscia.

WDFAJ:QxX —Q,zad w NDFA §C Q x X x Q.



Przyklad Rozwazmy L = {w € 0* : 35 J |w|}. Jest to jezyk regularny.
(obrazek 2.3)
(obrazek 2.4)

Dla stowa skladajacego sie z 14 zer, doradca kaze iS¢ w prawo. Dla stowa skladajacego si¢ z 15
zer, doradca kaze i$¢ w lewo. Dla sléw o dlugosci dzielacej sie przez 35, doradca nie ma mozliwosci
oszukania robaczka.

Przyktad Stlowa, ktére na 20 pozycji od konca maja O.
(obrazek 2.5)

Robaczkowi glos z kratki podpowiada, ktére to jest to wlasciwe zero. Jednakze robaczek jest
zabezpieczony réwniez przed podlymi gltosami z kratki.

Czy niedeterminizm co$ zmienia? To zalezy, jakim si¢ jest zwierzatkiem.

Dygresja Automaty skonczone dziatajace na nieskoniczonych stowach ma przebieg akceptujacy
wtedy, kiedy nigdy nie jest w stanie akceptujacy ostatni raz.

Przyktad L = {w e {0, 1}N : liczba jedynek w w jest skoflczona} Nie ma deterministycznego

automatu, ktéry rozpoznalby ten jezyk.

(obrazek 2.6)
Twierdzenie Kazdy jezyk rozpoznawany przez pewien NDFA jest regularny.

Dowéd Niech M = (3,Q, qo, F, ) bedzie NDFA. Zbudujemy taki DFA M’ = (X, Q’, ¢}, F',d"),
ze L(M') = L(M). Zbudujemy go z M:

o Q' =29 (zbiér potegowy)

* g5 = {ao}

eV :Q'xY—-Q,qC@Q

e 0'(¢";a) ={q: 3greq 0(¢", 0, 9)}
e I"=q : ¢ NF#£2

Twierdzenie Niech L C A*. Nastepujace 3 warunki sg réwnowazne:
1. istnieje DFA M taki, ze L(M) = L;
2. istnieje NDFA M taki, ze L(M) = L;
3. istnieje wyrazenie regularne ¢ taki, ze L, = L.

Udowodnilismy, ze (1) < (2) i (1) = (3). Pokazemy, ze (3) = (2).

Definicja NDFA z e-przejéciami rozpoznaja te sama klase jezykow, co NDFA.
(obrazek 2.7)

Dla wyrazenie ¢ zdefiniujemy NDFA M, taki, ze L, = L(M,). Konstrukcja indukcyjna po struk-
turze wyrazenia .

(obrazek 2.8)
1. o
2. €
3. a

JMA: Fusia
proponuje, ze
od pewnego mo-
mentu naszego
nieskonczonego

zycia  jesteSmy

szczesliwi.

Wiasciwie to
ona powinna
mie¢ na imig
Nirvanka.

JMA: Jesli
jedynek jest

skonczenie wie-
le, to zer musi
byé nieskoncze-
nie wiele, czyli
w  szczegollnosci
przynajmniej
jedno.



4. o =12
2. p=¢p1+ 2
6. =]

4 Wyklad 4 (11/03/2008)

4.1 Gramatyki bezkontekstowe

Definicja Gramatyka bezkontekstowa to krotka (X, N, S,II), gdzie:
e Y to alfabet symboli terminalnych;
e N to alfabet symboli nieterminalnych, X " N = &;
e S to symbol poczatkowy, S € N;
e II to skonczony zbidér produkeji, czyli II C N x (N U X)*.
Wyobrazamy sobie teraz, ze II C Q* x Q*, gdzie Q = N UX.

Niech w,v € Q*. Wtedy w —p v jedli istnieja takie stowa wi,wy € Q*, (vy,v2) € II, ze w =
W1V1W2,V = W1VW2.

(obrazek 4.1)
Moéwimy, ze w przepisuje si¢ w 1 kroku do v przy pomocy II.

Relacja —{; jest tranzytywnym domknieciem relacji —.

Definicja Niech G = (X, N, S, II) to gramatyka bezkontekstowa (CFG). Zbiér stéw definiowanych
ta gramatyka to L(G) = {w € ¥* : § —}; w}.

Definicja (na potrzeby wewnetrzne) Zbiér wszystkich sléw zawierajacych terminale i nie-
terminale to L'(G) = {w € (XU S)* : s =} w}.

Definicja L nazywamy jezykiem bezkontekstowym (CFL), jesli istnieje gramatyka bezkontek-
stowa G taka, ze L = L(G).

Uwaga Rownosé jezykéw bezkontekstowych interesuje nas z dokladnoécia do slowa pustego.

Przyklad (bardzo tatwy) Jezyk palindroméw:
o L={we{0,1}":w=uwf}

Jest on bezkontekstowy, ale nie regularny, co tatwo dowie$¢ z lematu o pompowaniu przy uzyciu
stowa postaci 000...1...000.

Gramatyka:
e S5 —050|151|0]|1]e

Definicja Zapis |w|, oznacza liczbe zer w stowie w:
* [ely=0;
o |Owly =1+ fwlo;

o |1wl|y = |w|,-

JMA: To byto
na programowa-
niu? I byly takie
wykresy? To co,
on nie ma czego
uczyé¢ tam?



Przyklad (latwy) Jezyk stéw o tej samej liczbie zer i jedynek:
o L={we {01} :|wly=|wl,2|wl}
Gramatyka:
o S— SS|TT|1T0|0T1|e
e I'— ST|TS|150|051
Chcemy pokazaé, ze L = L(G). Pokazemy, ze (1) L(G) C Li (2) L C L(G).

Dowéd (1) Niech L' = {w € {0,1,5, T} : 2| |w|, + |w|p, |w|, = |w]|,}.

Wystarczy, ze pokazemy, ze L'(G) C L', bo L = L' N {0,1}", za$ L(G) = L'(G) N {0,1}". Wobec
tego wystarczy, ze dla kazdego k € N jesli S —>1’3[ w, tow € L.

Niech k = 0. Wtedy w = S, zas§ S € L'. Zal6zmy, ze teza jest prawdziwa dla pewnego k.
(obrazek 4.2)

Dowéd (2) Chcemy pokazaé, ze L C L(G). Niech L' = {w € 0,1" : |w|, = |w|,,2 f |w]|,}. Niech
G’ bedzie taka sama, jak G, tylko ze symbolem poczatkowym bedzie T

Wystarczy, ze pokazemy, ze L € L(G) i L' € L(G'). Zaldézmy, ze tak nie jest, czyli ze zbidr
K = (L\ L(G)) U (L' \ L(G)") jest niepusty. Niech zatem w bedzie najkrétszym stowem w K.
Rozwazmy dwa przypadki:

1. we Lyw ¢ L(G).
1A. w ma nietrywialny niepusty prefiks v taki, ze |v|, = |v|,. Niech w = vv'.
1Aa. |v|, jest parzysta. Wtedy S —{; v. Réwniez S —{; v'. Zatem S —§; SS —; vv' = w.
Sprzecznos¢!
1Ab. |v|, jest nieparzysta. Wtedy T'—{; v. Réwniez T —{; v’. Sprzecznosc!
1B. w nie ma takiego prefiksu.
1Ba. w = 0w'l. Wtedy T —}; w’, ale S —p 0T'1 —}; Ow!' = w. Sprzecznos¢!

1Bb. Analogicznie.
2. weL,w¢ L(G). Analogicznie.

5 Wyklad 5 (13/03/2008)

5.1 Lemat o pompowaniu dla jezykéw regularnych

Przypomnienie Dla kazdego jezyka regularnego L istnieje taka stala n € N (zwana “stala z
lematu o pompowaniu”), ze dla kazdego takiego slowa w € L, ze |w| > n, istnieje taki podzial
w = stv, ze |st| < n,|t| > 11 dla kazdego k € N stowo stFv € L.

5.2 Posta¢ normalna Chomsky’ego gramatyki bezkontekstowej

Definicja Gramatyka G = (X, N, S, II) jest w postaci normalnej Chomsky’ego (ChNF) jesli kazda
produkcja z IT jest postaci A — a,dla A € N,a € ¥ lub postaci A — BC, dla pewnych A, B,C € N.

Twierdzenie (nudne) Dla kazdej CFG G istnieje taka CFG G’ w ChNF, ze L(G) = L(G’) (z
dokladnoscia do stowa pustego).

Wyobrazmy sobie wyprowadzenie z gramatyki w ChNF.
(obrazek 5.1)

JMA: Teraz
pracowicie
chowam krélika
do kapelusza. . .1
potem w ulam-
ku sekundy
go wyciagne i
powiem “ach!”



To drzewo bierze sie z pewnej takiej gramatyki G w ChNF, ze |N| = n. Niech d oznacza glebokosé
drzewa. Sa dwie mozliwosci:

1. d < n, wtedy |w| < 2", co jest nudne.
2.d>n:
(obrazek 5.2)

Gdzies na $ciezce od korzenia drzewa do liscia powtérza sie dwa nieterminale w odlegtosci mniejszej
od m. Wobec tego, mozemy napompowac sobie drzewo.

5.3 Lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych

Twierdzenie Dla kazdego jezyka bezkontekstowego L istnieje taka stala m € N (zwana “stala
z lematu o pompowaniu” i réwna 2/V!, gdzie N jest zbiorem nieterminali z takiej gramatyki G w
ChNF, ze L = L(G)), ze dla kazdego stowa w € L, jedli |w| > m, to istnieje taki podzial w = stvxy,
ze |tvx| < m, |tz| > 11 dla kazdego k € N stowo stFvzky € L.

Przyktad Niech L = {w € {a,b,c}" : |w|, = |w]|, = |w]|_}. Pokazemy, ze L nie jest CFL.

Zatézmy, ze L jest CFL. Niech n bedzie stala z lematu o pompowaniu. Rozwazmy stowo w =
a®"b?"c?". Niech w = stvry bedzie takim podziatem stowa w, jak w lemacie o pompowaniu. W
takim razie [tvz| < n. Zatem slowo tvz zawiera literki co najwyzej dwdch rodzajoéw. Slowo ta jest
niepuste. Zatem:

o |w|, # |svyl, lub

|wl,, # |svyl, lub

lw|,. # |svyl,, ale

lw|, = |svy|, lub

lw|, = |svy|, lub
o |wl, = [svyl,.

Zatem nie jest prawda, ze |svy|, = |svy|, = |svy|., czyli svy & L. Sprzecznos¢!

Przyktad Niech Ly = {w € {a,bc}" : |w|, = |w|,}. Jezyk ten jest CFL, bo wystarczy do przy-
ktadu pozbawionego ¢ przeksztalci¢ produkcje -+ — ana -+ — Ai--- — bna --- — B, oraz
dodaé¢ produkcje A — a|cA|Aci B — b|cB | Be.

Niech Ly = {w € {a,b,c}" : |w|, = |w|.}. A co to jest Ly N Ly? Nie jest to CFL, jak pokazaliSmy
w poprzednim przykladzie.

6 Wyklad 6 (20/03/2008)

6.1 Automaty ze stosem

Definicja Niedeterministyczny automat ze stosem (NDPDA) to krotka (X, N, @, qo, - . ., 0), gdzie:

e Y to alfabet tasmowy;

N to alfabet stosowy, w tym specjalny symbol dna stosu Z € N;

Q@ to skonczony zbior standw;

stan poczatkowy qg € Q;

co$ akceptujacego;

§CQx(ZU{e}) x N x Q x N* to relacja przejscia.

JMA: Widzimy
to wszyscy? No
ja nie wiem, czy
wszyscy to wi-
dza. Prosze to
sobie wyobrazié
w tramwaju, czy
cos. Tylko ze-
by was nie okra-
dli. ..



Uwaga Ostroznie z tym N* — pilnujmy porzadku w sprawie dna stosu. Moga tez sie pojawié
e-przejscia.

Kiedy automat ze stosem akceptuje? Mozna sie umawia¢ na 2 sposoby:
1. kiedy po zakonczeniu wezytywania stowa moze znalez¢ si¢ w pewnym stanie g5 € F';
2. kiedy po zakonczeniu wczytywania stowa ma pusty stos.

Okazuje sie, ze to na jedno wychodzi.

Jezyki rozpoznawane przez NDPDA to oczywiscie jezyki bezkontekstowe.

Obserwacja Niech L; bedzie bezkontekstowy, a Lo regularny. Wtedy L; N Lo jest bezkonteksto-
wy.

Definicja Gramatyka bezkontekstowa G = (X, N, S,II) jest w postaci Greibach jesli kazda pro-
dukcja z II jest postaci A — aw, gdzie A € N,a € X, w € N*.

Lemat Dla kazdej gramatyki bezkontekstowe] G istnieje taka gramatyka G’ w postaci Greibach,
ze L(G) = L(G") (z dokladnoscia do stowa pustego).

Twierdzenie Dla kazdej gramatyki bezkontekstowej G istnieje NDPDA, ktéry rozpoznaje do-
ktadnie jezyk L(G).

Operacje wyprowadzania z nieterminali sa przemienne, wiec zaczniemy zawsze od najbardziej le-

wego — czyli wyprowadzone stowo rozpoczyna sie pewna iloscia terminali. Wyprowadzone juz

terminale to bedzie stowo, ktore automat juz wezytal, zas niewyprowadzone nieterminale, to stos,

ktéry automat musi jeszcze pokonaé. Automat zaakceptuje wtedy, kiedy bedzie mial pusty stos. JMA: Sa dwie
mozliwosci:
albo  wlozymy

dobrze, albo na
Dowb6d Bez utraty ogélnoéci mozemy zalozyé, ze G jest w postaci Greibach. Jesli w II jest odwrét.

produkcja A — aw, gdzie w € N*, to w § bedzie krotka (g, a, A, q,w) (z dokladnoscia do kierunku
wkladania w).

7 Wyklad 7 (27/03/2008)

Uzupelnic!

8 Wyklad 8 (3/04/2008)

Umoéwmy sie, ze jezyk teraz bedzie podzbiorem N.

WeZmy sobie pewien ulubiony jezyk programowania (MUJP). Interesuja nas programy wczytujace
argument bedacy liczba naturalna.

Definicja (najwazniejsza na tym kursie) Zbiér A C N jest rekurencyjny (obliczalny, roz-
strzygalny) gdy istnieje taki program P w MUJP, ze:

e Vuen(n€ A= P(n)=1)A(n& A= P(n)=0).

Obserwacja Suma, przeciecie i dopelnienie zbioréw rekurencyjnych sa rekurencyjne.



Eksperyment my$lowy Wyobrazmy sobie, ze wypiszemy wszystkie programy w MUJP, kt6-
re zawsze zwracaja wynik, w taki sposéb, ze wiemy, ktéry program ma jaki numer. Rozwazmy
nastepujacy program:

e wczytaj n;
e wylicz Py;
e zapu$é P,(n) i do wyniku dodaj 1;
e zwrdé to, co wyszlo.
Taki program nie znajduje si¢ na liScie tych programow.

Bardziej naturalnie jest mys$le¢ o programach, ktore nie zawsze zwracaja wynik.

Definicja Zbiér A C N jest rekurencyjnie przeliczalny (r.e.) jedli taki istnieje P w MUJP, ze:

e Vuen P(n) =1 ne A

Obserwacja Przeciecie zbioréw r.e. jest r.e., w podobny sposéb, jak wczedniej. Suma zbioréw
r.e. rOwniez jest r.e. — ale nalezy by¢ ostroznym i uruchamiaé¢ obydwa programy na przemian na
skoniczone odcinki czasu.

Obserwacja Jesli A C N jest r.e. oraz A jest r.e., to A jest rekurencyjny. Inaczej, dopetnienie
zbioru r.e. A nie jest r.e., chyba, ze A jest rekurencyjny.

Uméwmy sie teraz, ze potrafimy w jaki§ sposob ponumerowaé wszystkie programy w MUJP. Po-
trafimy tez okresli¢, jakie wyniki zwracaja dla jakich argumentéw. Jesli nie zwracaja wyniku, to
moéwimy, ze zwracaja L.

Obserwacja Zbiér K = {n € N: ¢, (n) € N} jest r.e. — wystarczy spojrze¢ do tabelki.
Twierdzenie (Turinga o nierozstrzygalno$ci problemu stopu) K nie jest rekurencyjny.

Dowdéd  Zalézmy, ze K jest rekurencyjny. Zatem istnieje taki program ¢,,, ze Vpen(n € K =
omm) =1)A(n € K = ¢n(n) =0). Rozwazmy nastepujacy program:

e wczytaj n;
e wykonaj ¢, (n):
o jesli otrzymales 0, to zwrdé 1;
e jedli otrzymales 1, to sie wez i zapetl.

Ten program ma jaki§ numer; powiedzmy, ze . Czy ¢;(I) € N? Ten program zwréci 1 tylko, gdy
©m(l) =0, co jest rtéwnowazne temu, ze | ¢ K, wiec (1) & N. Sprzecznosé!

Obserwacja K nie jest r.e. — w przeciwnym wypadku K bylby rekurencyjny.

9 Wyklad 9 (8/04/2008)

9.1 Funkcje obliczalne (rekurencyjne)

Definicja Funkcja czesciowa f : N — N nazywa sie obliczalna albo rekurencyjna, gdy istnieje
taki program ¢ w MUJP, Ze:

o Voen(p(n) =k = f(n) =k) A (e(n) = L = f(n)) jest nieokreslona.

Definicja Funkcja catkowita rekurencyjna to funkcja f : N — N, ktéra jest rekurencyjna.



9.2 Redukcje obliczalne
Definicja Niech A, B C N. Powiemy, ze A jest nie trudniejszy niz B (w sensie redukcji obliczal-
nych), gdy istnieje taka funkcja f : N — N, catkowita obliczalna, ze:

e V,n€ A< f(n) €B.

Funkcja f nazywa sie redukcja, zas powyzsze zdanie zapisujemy jako A <,ex B.

Obserwacja Jesli A <,ox B i B jest rekurencyjny, to A tez jest rekurencyjny. Podobnie, jesli
A <,ex B jest r.e. to A tez jest r.e.

Jak korzystajac z powyzszej obserwacji udowodnié, ze A nie jest rekurencyjny? Wystarczy pokazad,
ze K <rek A.

Przyklad Niech A ={n:¢,(7) = 13}. Pokazemy, ze A nie jest rekurencyjny, czyli ze K <;cx A.
Szukamy takiej f, ze V,n € K < f(n) € A, czyli ze pn(n) € N & @, (7) = 13:

e wczytaj n;

e napisz sobie taki program, ale bron Boze go nie uruchamiaj:
o wczytaj m;
e oblicz ¢, (n);
e zwr6é 13;

e znajdZ numer k tego programu i podstaw f(n) = k.

Kiedy f(n) € A?
e ncK=p(7)=13= f(n) € 4
e ng K= @pp)(7) #13= f(n) € A.

Definicja Niech A C N. Powiemy, ze:
1. A jest nietrywialny, jesli A # @1 A # N;

2. A jest ekstensjonalny, jesli dla kazdych dwdch liczb naturalnych m, k, jesli ¢., 1 ¢ obliczaja
te same funkcje (czesciowe), to k € A < m € A.

Twierdzenie (straszne, Rice’a) Zaden nietrywialny, ekstensjonalny podzbiér N nie jest reku-
rencyjny.

Dowdéd Niech A C N bedzie nietrywialny i ekstensjonalny. Bez utraty ogdlnosci mozemy zalozy¢,
ze zaden numer funkcji pustej nie nalezy do A. Pokazemy, ze K <,k A. Zalézmy, ze ¢ € A.
Skonstruujemy redukcje f:

e wczytaj n;
e napisz sobie taki program, a.b.B.g.n.u.:
e wczytaj m;
e uruchom ¢, (n);
o zwr6é p.(m);
e znajdZ numer k tego pigknego programu i podstaw f(n) = k.
Co robi ten program?
e n € K = wczytuje m i zwraca @.(m), czyli wylicza ¢;

e n ¢ K = wczytuje m i oddala sie w celu zapetlenia, czyli wylicza funkcje pusta.
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10 Wyklad 10 (10/04,/2008)

Uzupelnic!

11 Wyklad 11 (15/04,/2008)

Poprzednio zaczeliémy pokazywaé, ze SEMITHUE >, K. ZaczeliSmy pisaé nastepujaca redukcje:
dajcie nam n, a zrobimy z niego taka krotke (Il,,w,,v,), ze Vnenn € K & (Il,,wp,v,) €
SEMITHUE.

Mieliémy alfabet A, = Q U {a,w, 1,0,B,B, Z;, ZR}, gdzie @ to wszystkie stany ¢,, B to blank,
B to nieskoficzenie wiele blankéw, za$ Z;, i Zr to zjadacze w lewo i prawo.

(powtérzony rysunek)
Kod konfiguracji poczatkowej ¢, (n) to stowo goa(binarnie n)wBB = w,,.
Jesli ¢;,a — g5, b, R jest instrukeja ¢y, to produkeja (g;a, bg;) nalezy do IL,.

Jesdli ¢;,a — g, b, L jest instrukcja ¢,, to w II,, dla kazdego ¢ € {0,1, o, w} znajdzie sie produkcja
cg;a — q;cb.

Dla kazdego q € @ w II,, jest produkcja ¢gBB — ¢BBB.
Wiemy, jakie jest w, i z grubsza wiemy, jakie jest II,,. Ale co z v,,7

Dla kazdej takiej pary q, a, ze w zbiorze instrukcji ¢, nie ma instrukcji zaczynajacej sie od ¢q,a —
..., umieszczamy w II,, produkcje q,a — Z1 Zg. Dodatkowo, dla kazdego a € A w II,, sg produkcje
aZL — ZL i ZRCL — ZR.

W koncu, przyjmujemy v, = ZpZg.

11.1 Symetryczna piszczalka
Przypomnienie Grupa to zbiér G z dziataniem -, ktére jest taczne i ma taki element neutralny
e, 7eVyeqT € =e€-2 =z, oraz ¥, 3, ¢ - y = e. Pélgrupa nie ma tego ostatniego warunku.

Grupa wolna Fj, o trzech generatorach, to a,b,c,a™,b71,c™!, gdzie - jest konkatenacjg stéw.
Przyktadowo, aa~'b = b. Pélgrupa wolna nie ma elementéw odwrotnych.

WezZzmy grupe wolna F5 i podzielmy ja przez relacje réwnowaznosci ab = ba. Bedzie to Z x Z.

Jedli podzielimy Fy przez ab = ba, aaa = €,bbb = €, to dostaniemy Zsz X Zs.

Problem (stéw w poélgrupie) Daja nam poélgrupe (skoficzony zbiér E réwnosci stow) i stowa
w,v. Pytaja nas, czy w =g v. To przeciez problem stéw dla systeméw Thuego:

e THUE = {(II,w,v) : w <7 v}, gdzie < to najmniejsza relacja réwnowaznosci zawierajaca

*
—)H_

Twierdzenie Problem sléw dla systeméw Thuego jest nierozstrzygalny.
Dowdéd (ten sam, co poprzednio) Definiujemy w,,v,, I, tak, jak poprzednio, no i mamy

pokazaé, ze V, n € K & w, < v,. Wiemy, ze n € K = w,, —{j v, czyli tym bardziej w,, < vn.

Potrzebny jest lemat, ktéry jest méwi, ze jesli jesteSmy w stanie z pewnego miejsca w dorzeczu
doptyna¢ w dowolny sposob do ujscia, to jesteSmy tez w stanie doplynaé¢ tam wytacznie z pradem. . .
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12 Wyklad 12 (15/04,/2008)

12.1 Problem odpowiedniosci Posta (PCP)
Daja nam II = {{wy,v1), (wa, va), ...,
jakim$ alfabetem.

Pytaja, czy istnieje takie niepuste slowo s = s182...85;8; € {1,2,...
danej instancji PCP), ze wg, Ws, ... Ws, = Vs, Vs, - - - Vg, -

Twierdzenie PCP = {II = {(wy,v1),...
rozstrzygalny.

5 <wl7 Ul>} : 35:51...sk7é8 Wgy -

Dowéd
Budujemy przyklad PCPP(II, w, v), ktéry sklada sie z:
(#, #uo#);

(F#uft, #);

(a, a), takie ze a nalezy do alfabetu II;

o II;

3

(#, #).

Ale taki przyklad zawsze ma rozwiazanie, ze wzgledu na obecnos$é par (a, a).

(brak rysunku do pierwszej przymiarki do dowodu)

We,, = Vs, - -

(wy,v;)} — skoficzony zbiér uporzadkowanych par stéw nad

,1} (zwane rozwiazaniem

. Vs,, } jest nie-

Mamy dane wug, u, II. Niech ¥ oznacza alfabet II. Wezmy ¥ = {@ : a € ¥}, gdzie kreske definiujemy

nastepujaco:

el

[ ] =

® £ =g

m

ewec (XUY)ac YUY = aw = aw.

Budujemy przyktad PCPP(II, u,, u), ktérego alfabetem bedzie ¥ U X U {#,#}.
(brak poprawionego rysunku z pierwszej przymiarki do dowodu)

Teraz P(I1, up, u) bedzie sie sktadaé z:

(#, %#>;

(s, t) € II}.

Whniosek Korzystajac z nierozstrzygalnosci PCPpokazemy, ze problem niepustosci przekroju

dwéch danych jezykéw bezkontekstowych (PCFL) jest nierozstrzygalny.
PCFL = {(G,H) € CFG*: L(G) N L(H) # @}

Pokazemy, ze PCP <,ex PCFL, czyli skonstruujemy algorytm (funkcje obliczalna), ktéry jako swo-
je wejscie wezyta I, a nastepnie zwrdci dwie taki gramatyki G, Hy, aby zachodzila réwnowaznosé

Il € PCP < (Gn, Hii) € PCFL.

Wezmy I = {{wy,v1),...,
{il,...,il}:

° GHZSG—>€|1UjSGij,dlaj=1,...,l;
e Hn=Sug —e|v;Smij,dlaj=1,...,1L
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13 Wyklad 13 (22/04/2008)

13.1 Nierozstrzygalnosé logiki pierwszego rzedu (rachunku predykatéw)

Sktadnia stuzaca do pisania zdan:
e pewna ilos¢ stalych: ¢, k, .. .;
e pewna ilo$¢ zmiennych: x,y, z,¢,...;
e pewna iloé¢ symboli relacyjnych: F, . ...
Formula atomowa: E(z,y), E(c, z),. ..
Dla formuly ¢ napis F'V () oznacza wszystkie wystepujace w ¢ zmienne wolne (free variables).

Dla formut ¢, ¥ napisy —p; ¢ V ¥; ¢ A1) to réwniez formuly; za§ FV (—p) = FV(p); FV (e V ¢) =
FV(eAy) = FV (o) UFV(9).

Jesli @ € FV (), to 3, ¢; Ve sa formulami; zas FV (3, ) = FV (V. ) = FV(p) \ {z}.
Zdanie to formula bez zmiennych wolnych.
Wolno nam tez uzywac¢ réwnosci.

WyobraZmy sobie, ze mamy jakis (skoficzony) swiat. Co to jest Swiat? Ot6z Swiat to pewien zbidr
punktow. . . oraz odpowiednio zdefiniowane relacje — czyli interpretacja symboli z sygnatura.

Napis m = ¢ oznacza, ze formula ¢ jest spelniona w modelu m.

Obserwacja Sprawdzanie, czy dana formula jest prawdziwa w danym modelu (model checking)
jest rozstrzygalne w czasie wielomianowym; kazdy kwantyfikator kosztuje nas liniowo.

Obserwacja Daja nam ¢ i pytaja, czy istnieje takie m (skonczony lub nie), ze m |= ¢ (skoniczona
spelnialnosé lub spelnialnosé). Oba te pytania sa dla logiki pierwszego rzedu (first order logic)
nierozstrzygalne. Skonczona spelnialnosé jest rekurencyjnie przeliczalna, bo mozemy przegladac
wszystkie skonczone modele. Okazuje sie, ze niespelnialno$é jest réwniez rekurencyjnie przeliczalna,
wiec spelnialno$¢ nie jest.

Przyklad Formuta spelnialna, ale nie skoficzenie spelnialna:
o Vo3 E(z,y) NI Vy E(Y, ) AVay,(E(z,2) NE(y,2)) ==y
Modelem dla tej formuly jest N.

Twierdzenie Problem spelnialnodci jest nierozstrzygalny.

Dowéd Dla danej liczby naturalnej n zbudujemy taka formule ,, ze n € K (¢,(n sie nie
zatrzymuje) wtedy i tylko wtedy, gdy v, jest spelnialna. JMA: Gdyby ta

pani to tluma-

Wezmy dwie relacje binarne H, V (pozioma i pionowa). W v, bedzie napisane, ze H,V maja takie czyla, 1t0b obie

;e . nazywaly by sie
wlasnoéci, ze: P...

o kazdy wierzcholek ma dokladnie jednego nastepnika (Vg 3, H(z, Y)AVy y. - (H(z, y)NH (x, 2)) =
y = z; podobnie dla V);

e kazdy wierzchotek ma co najwyzej jednego poprzednika;
o Vouoir H@, y) ANV(z,2) AN\V(y,t) NH(z,7) =t =r.
W 1, beda sie tez pojawiaé symbole unarne J, Z, B, A, Q,{Q, : ¢ € Qx}.

Na kazdym wierszu siatki chcemy, ze byla zapisana jedna konfiguracja maszyny Turinga. Nastepny
wiersz istnieje tylko, jesli istnieje nastepna konfiguracja.

Umiemy powiedzieé, ze 3, Qq, (z) A A(z).
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W kazdym z wierzchotkéw siatki zachodzi dokladnie jeden z predykatéw @Qq. Oprécz tego gdzies
jest jeszcze glowica.

Poza tym:
Yoy B(z) NH(z,y) = B(y)
* Vay ~(H(z,y) N AY));
o Vay Viz,y) N Alr) = A(y).
Kopiowanie tasmy odbywa sie porzadnie:
® Vay J(2) A=Qq, () A =Qgy () A -+ AN =Qq, () ANV (2, y) = I(y).
Jesli wéréd instrukeji ¢, jest (g, 1,4’,0, R), to w 1, znajdzie sie koniunkt:
® Vo2 (@) ANQq(x) ANV (z,y) AH(y,2) = Z(y) A Qg (2).
Cigg dalszy na nastepnym wykladzie.

14 Wyklad 14 (29/04,/2008)

14.1 Nierozstrzygalnosé problemu spetnialnoéci dla FOL (ciag dalszy)

Dowéd (nowy) Pokazemy, ze THUE < SPEENIALNOSC FOL.

Daja nam ¥ = {1,...,k}, skoficzony IT C ¥* x ¥*.

Czy 1 <7 27

A jedli mamy w, v i produkcje w < 1,v < 2 € II?

Wezmy sygnature {c, E1, Fa2,...,FEx} U{R, :v € L}, gdzie L oznacza zbiér wszystkich prefikséw stow
wystepujacych w jakiejs parze w II. ¢ bedzie udawaé stowo puste.

Chcemy doprowadzié¢ do tego, ze 1¥n jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy 1 < 2.

Zbudujmy formute pierwszego rzedu, koniunkcje 9rm:

e zasadzmy drzewo o korzeniu w c:
e V.3, Ei(z,y);
e V.3, Ea2(z,y);
e ...
* Vo 3y Er(2,y);
Va Re(, x);
e jesli w,wa € L, to w formule jest koniunkt:
® Vaoy.: Ru(z,y) A Ea(y, 2) = Ruwa(x, 2);
dla kazdej pary (w,v) € II w ¢ jest koniunkt:
® Voy: Ru(z,y) ANRy(z,2) = y =2

e by¢ moze potrzebne bedzie réwniez dla kazdego i = 1,.. ., k:
® Vo Ei(@,y) NEi(z,2) =y =2

e ostatecznie:
o V., Ei(c,z) AN Ex(c,y) =z #y.

Pokazmy, ze:

1. 1 45 2 = ¥n jest spelnialna;

2. 1 <7 2 = v jest niespelnialna.

Pokazalismy.
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14.2 O nierozstrzygalnosci arytmetyki

Mamy N, prawdziwe liczby naturalne, oraz dziatania, ktore lubig ze soba robié, czyli np. -, +, <, =. Mamy
tez zmienne, state, kwantyfikatory i operatory boolowskie. Mozemy wiec pisa¢ formuty, np.:

e L Vyly>z=J 1 2#IANL#1AN(z-t=yVz-t=y+2)), czyli, ze liczb pierwszych blizniaczych
jest skonczenie wiele.

CZy <N7 7+> ': 90?

Twierdzenie {p: (N, +) E ¢} jest nierozstrzygalny.

Ciqg dalszy za jakis czas.

15 Wyklad 15 (6/05/2008)

15.1 Teoria zlozonos$ci obliczeniowej

Mieli$my uprzednio relacje <rek, dzieki ktorej pokazaliémy duzo fajnych rzeczy.

15.1.1 Klasa P (PTime)

Problem X C {0,1}" jest rozstrzygalny w czasie wielomianowym (X € PTIME), jedli istnieja takie maszyna
Turinga M i wielomian p, ze:

1 Vacqpoiyr M) =1loze X)AN(M(z) =02 ¢ X);

2. Vaeqo,13* M (x) zatrzyma sie po nie wiecej niz p(|z|).

Przyklad Dany graf z wagami krawedzi, dwa wierzcholki s, ¢, liczba k € N. Czy istnieje Sciezka o wadze
< k z s do t?7 Wiadomo z olimpiady informatycznej dla gimnazjalistéw wieczorowych, ze jest to w PTIME.

Przyklad Dana liczba naturalna n. Czy n jest pierwsza? Okazuje sig, ze jest takie twierdzenie z roku
2002, ze ten problem tez jest w PTIME.

15.1.2 Redukcje wielomianowe

A <, B, czyli A jest nie trudniejszy niz B w sensie redukcji wielomianowych, gdy istnieja takie maszyna
Turinga M i wielomian ¢, ze:

1. Vaeqo,13+ M(x) zatrzyma si¢ po nie wiecej niz q(|z|) krokach;
2. VIG{O,l}* x € As M(I) € B.

Obserwacja Jeéli B € PTiME, A <, B, to A € P. Dlaczego?

Niech M oznacza redukcje dla A <, B, dziatajaca w czasie ¢; zas Mp oznacza maszyne rozpoznajaca B,
dzialajaca w czasie p. Zlozenie maszyn dziala w czasie wielomianowym; stopien tego wielomianu jest nie
wiekszy niz p + q.

Przyklad (3Col) Nie wiemy, czy 3CoL € PTIME.

Przypomnienie Literal to zmienna logiczna lub jej negacja, za$ k-klauzula to alternatywa < k litera-
téw. Formuta jest postaci k-CNF, gdy jest koniunkcja k-klauzul.

Przyklad (3Sat) Dana formuta zdaniowa ¢ w postaci 3CNF. Czy ¢ jest spelnialna? Nie wiemy, czy
3SAT € PTIME.

Twierdzenie 3CoL <, 3SAT.
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Dowé6d Pokazemy wielomianowy algorytm, ktéry wezyta graf nieskierowany G, a zwraca taks formule
pa € 3CNF, ze pg € 35AT & G € 3COL.

Niech G = (V, E). Zbiorem zmiennych formuly ¢¢ bedzie {py,qv, v : v € V}. Dla kazdego v € V w pa
bedzie klauzula:

® Dy V gy Vry.
Dla kazdych takich v,w € V, ze (v, w) € E beda w pg klauzule:

& Dy V TPy
® —qy V TQu;
o 1y V Ty,
Redukcja zostata oczywiscie zbudowana w czasie wielomianowym. Trzeba teraz pokaza¢ dwie implikacje.

Pokazemy, ze formuta, ktéra napisaliémy, jest spelnialna. Na podstawie kolorowania grafu budujemy war-
tosciowanie formuty. Aby sie przekonaé, ze wartosciowanie to spelnia formule, wystarczy sie przekonaé, ze
spelnia kazda klauzule z osobna.

Pozostaje jeszcze implikacja w drugg strone.

Przyklad 3Sat <, 3CoL.

Dowb6d Teraz wielomianowa redukcja jako argument wezmie formute w postaci 3CNFi zbuduje graf G,
w taki sposéb, by ¢ € 3SAT & G, € 3COL.

Niech zmiennymi w ¢ beda (bez utraty ogdlnosci) pi, ...
(obrazek 15.1)

y Pn-

Zbudujmy po jednym gadzecie dla kazdej klauzuli z :
(obrazek 15.2)
Kiedy funkcja k : {w1, w2, ws} — {P, F, N} daje sie przedtuzy¢ do poprawnego 3-kolorowania gadzetu?

Jedli k jest stala, to nie da sie przedtuzyé. Jesli k nie jest stala, to sie da — zachodza dwa rodzaje
przypadkéw.

(obrazek 15.3)

16 Wyklad 16 (13/05/2008)

16.1 Klasa NP

NPto klasa probleméw rozstrzygalnych w czasie wielomianowym przez algorytm niedeterministyczny.

Deterministyczna maszyna Turinga:

e funkcja czeSciowa X X Q — X x Q x {R, L}.
Niedeterministyczna maszyna Turinga:

e relacja zawarta w (X X Q) X (X x Q x {R, L}).

NDTM akceptuje wtedy, kiedy z poczatkowej konfiguracji istnieje Sciezka do pewnej konfiguracji akceptu-
jacej.
Wszystkie sciezki zaczynajace sie w poczatkowej konfiguracji koncza sie szybciej, niz w liczbie krokéw

zaleznej wielomianowo od wielko$ci danych.

Mozemy sie tez uméwié tak, ze Sciezka prowadzaca do dowolnej konfiguracji akceptujacej musi mieé¢ po-
dobnie ograniczona diugo$é — to tak naprawde to samo, bo mozemy tej maszynie zamontowaé¢ budzik
ograniczajacy dlugosé nieakceptujacych Sciezek.

Twierdzenie Wiemy, ze P C NP. Nie wiemy, czy NP C P.
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Przyklady Sat e NP. Glos z kratki daje nam warto$ciowanie, a my je sprawdzamy w czasie wielomia-
nowym.

3CoL € NP. Podobnie, gtos z kratki daje nam kolorowanie. . .

Izomorfizm graféw (Iso) € NP. Glos z kratki dyktuje nam, ktére wierzchotki mamy przenumerowaé na
ktére, a my poréwnujemy graf zrédtowy z wynikowym.

Tautologie (TAUT) ¢ NP (o ile nam wiadomo). Za to TAUT € cO-NP, bo TAuT € NP.

16.2 Zagadka

Czy sa jacy$ kandydaci na bycie w (NP N co-NP) \ P?

A co to wlasciwie jest cO-NP?
e co-S = {A c{0,1}*:Ae S}.

Wyobrazmy sobie gre, w ktérej dany jest graf skierowany G = (V| E); funkcja V. — N; funkcja V. —
{Ja, Ty}; poczatek vo € V. Ja wygrywam, jesli najwieksza liczba napotkana po drodze nieskoriczenie wiele
razy jest parzysta — a Ty, jak nieparzysta.

Okazuje sie, ze dowolna strategia wygrywajaca dla tej gry jest pozycyjna strategia wygrywajaca; tzn. ze
dla danych wierzchotkéw sg z gory ustalone ruchy. Totez glos z kratki moze nam daé taka strategie, a my
mozemy ja sprawdzié.

Obserwacja A <, B,B € NP = A € NP. Najpierw wielomianowo, deterministycznye tlumaczymy
redukcja « na f(x), po czym niedeterministycznie sprawdzamy, czy f(z) € B.

Twierdzenie Jedli P # NP, to w NPistnieje nieskoriczenie wiele klas réwnowaznosci ze wzgledu na
<p N Zp.

Opinia Okazuje sig, ze jesli (NP N co-NP) \ P jest pusta, to nie istnieje kryptografia jednostronna
(asymetryczna).

16.3 NP-zupelnos¢
Jesli A jest NP-zupelny, to:

1. Ae NP;
2. VBeNP B gp A.

Twierdzenie (Cooka) 3SAT jest NP-zupelny.

Problem jest NP-zupelny, gdy jest NP-trudny i nalezy do NP, za$ problem jest NP-trudny, gdy Veene B <p
A.

16.4 LogSpace

Maszyna teraz ma dwie niezalezne tasmy — jedna tylko do odczytu, z danymi; oraz druga, o dlugosci
zaleznej logarytmicznie od dlugosci wejscia.

Jedli mamy jaki$ graf na tasmie danych, to na tasmie roboczej potrafimy zapamietaé ¢ wierzchotkéw, gdzie
c jest niezalezne od wielkosci danych. Jestedmy takim pajakiem, ktéry ma na kazdej stopie oko; stoi sobie
w ¢ wierzchotkach; widzi, gdzie stoi i dokad moze p6j$¢ — ale nie pamieta, gdzie wczeéniej byl.

Dany jest graf nieskierowany i wierzcholki s,¢. Czy istnieje droga z s do t? Latwo pokazac, ze to si¢ da
rozstrzygaé w przestrzeni log?(|v]). A jak pokazaé, ze to nie jest w LOGSPACE? Jesli mamy skoticzenie wiele
nég, a daja nam bardzo duzy graf, to jak mamy sprawdzié, ze z jakiego$ s do jakiegos t mozna dojs¢? One
niby moga by¢ bardzo daleko od siebie. . .

Pewnym zaskoczeniem okazalto sie¢ w 2004 roku Rheingold pokazal, ze osiggalno$é¢ w grafie nieskierowanym
jest w LOGSPACE.
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17 Wyklad 17 (20/05,/2008)

17.1 Twierdzenie Cooka

3SAT jest NP-zupelny.
Lemat 6SAT jest NP-trudny.

Dowéd lematu Wezmy dowolny problem B € NP. Pokazemy, ze B <, 6SAT.

Ale jedyne, co wiemy o B, to to, ze istnieje taki wielomian p i taka NDTM Mg, ze Mp(z) akceptuje wtedy,
gdy x € B, za$ zatrzymuje sie¢ po p(|z|) ruchach. Odtad bedziemy mysleé¢, ze Mp i p sa ustalone.

Musimy skonstruowaé redukcje, to znaczy funkcje, ktéra wezmie x i zwréci taka formute ¢, € 6CNF, ze
Mp(x) akceptuje, gdy ¢. jest spelnialna.

(obrazek 17.1)

Dla kazdego stanu maszyny ze zbioru Qarg = {qo, - .., q} i dla kazdego wiersza tabelki ¢ tworzymy zmienne

gs,...,qt. W kazdej komérce tabelki znajduja sie zmienne 5, Wi, 5,065, 1i 5, Bi g, q:,,];’ 4 qi;,qié Oczy-
wiscie 4,5 € {1,...,p(|z])}.
Chcemy, zeby w kazdej koméree byto doktadnie jedno z 1, 0, o, w, B. Dlatego dla kazdego 7,5 € {1,...,p(|z|)}
W g znajda sie klauzule:

o (1i; VO0i; VaijVwi;V Bij);
(—1i; Vv =0i5);
(7045 V 7 5);

siedem kolejnych;

o (-wijVBij).

Zadbamy teraz, zeby w pierwszej linii glowica byla tam, gdzie powinna:

o (arh);
° (_‘Qi’,ll)v
o (-arh);
o (marY);
e dla kazdego j € {2,...,p(]z|)} mamy klauzule:
o (—gh);
o (—aqi");
o (mar});
o (~ar}).

Zadbajmy teraz o to, by w kazdym miejscu $wiecila sie co najwyzej jedna zmienna ¢:

e dla kazdego i € {2,...,p(lz|)},7 € {1,...,p(|z|)}:
1,0 Lr
i (_‘qz',j v _‘qi,j);
e cztery kolejne;
o (~a; Vg,
Niech to wyglada jak ruch glowicy:

e dla kazdego i, j o odpowiednich wartos$ciach potrafimy powiedzieé, skad przyszlismy:
L% L, s .
d (qi,j = (qi—rl,]’—l N q:j1,j—1))a

Tk Ll Tl .
° (¢ = (@141 VGl 41))
e dwie analogiczne, wynikajace z rozwiniecia gwiazdki;

e oraz dokad idziemy:
*,7 1,1 lr .
o (4] = (@1 01 V@i
*,1 7l T .
® (g7 = (@21 VaGi,-1));
e dwie analogiczne.
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Nic si¢ na tasmie nie zmienia bez obecnosci glowicy:

e dla kazdego i, j napiszemy 5 klauzul:

o ((Lig A=gy A=gh A=gls A=gh) = Liga,;);

e cztery analogiczne.

Zostato nam juz bardzo niewiele — trzeba jakos zaimplementowaé przejécia; napisacé, ze w kazdej linii moze
by¢ tylko jeden stan.

Zaltézmy, ze to, co pisze i w jakim kierunku idzie NDTM jest okreslone; jedynie wyboér stanu pozostaje
niedeterministyczny. Musimy teraz zadbaé, aby:

e “stan aktualny w wierszu” byl co najwyzej 1 (eliminujac pary);
e by stan poczatkowy byt jak nalezy:
® q1,0;
e by stan na koncu byt akceptujacy:
® dp(lzl).f-
Jesli {q,a, R, {q',q"),a’) jest instrukcja Mp, to...

(cdn)

18 Wyklad 18 (27/05,/2008)

18.1 Twierdzenie Cooka — cigg dalszy

Teraz napiszemy klauzule wymuszajace zgodno$é¢ warto$ciowania z instrukcjami Mp.
Jesli {a,q,a’,{q’,q"), R) jest instrukcja Mg, to w ¢, beda nastepujace klauzule:
L,
® i A qig = 7455
o aij Agig = gl
® a; ;N\ qi; = (¢it+1,9’ V Gi+1,q7) — tu chowa sie caly niedeterminizm.
Jak zmienia sie znak na tasmie?
© aij NG A Gig = bip1;
® aij NG AN Gig = it
Teraz zajmiemy si¢ stanem poczatkowym. Niech z; oznacza j-ty bit x. Mamy zatem klauzule:

e jesli x; =0 to 01 4+1; w przeciwnym przypadku 11 j41;

e poza tym potrzebujemy jeszcze ou1,1,w1,|z|4+2, B1,z|+3-

Umoéwmy sie z ta maszyna, ze jesli dojdzie do stanu gy, to juz pozostanie w tym stanie. Dzigki temu
mozemy zostawié ja na czas p(|z|), przyjsé i spokojnie odczytaé wynik.

Zbudowalismy zatem redukcje, ktéra dla = bedacego wejsciem maszyny Mp zwrdci formute ¢,. Pozostaje
udowodnié, ze Mp(z) akceptuje wtedy, gdy ¢, jest spelnialna. Zalézmy wiegc, ze nasza maszyna akceptuje.
Przebieg maszyny potrafimy odczytaé z tabelki i zinterpretowaé jako warto$ciowanie zmiennych. Zatézmy
teraz, ze nasza formula jest spelnialna. Oznacza to, ze zmienne mieszkajace w tabelce da sie tak zwarto-
Sciowad, aby odtworzy¢ z nich akceptujacy przebieg maszyny.

Zdefiniujmy sobie na przyszto$é pare makr.

Niech p oznacza wielomian z dowodu twierdzenia Cooka; wtedy przez p oznaczymy liczbe zmiennych
mieszkajacych w jednym wierszu tabelki.

Niech POCZATEK, (51, ..., Sp(js|) bedzie formulty w 6CNF, prawdziwg dla takich wartoSciowan zmiennych
81, .., 85(|z|)» KtéTe opisujg pierwszy wiersz tabelki z wejéciem x; podobnie KONIEC,.

Niech KROK (51, ..., 8p(|a|), L1, - - -, tp(jz|) Dedzie formutg prawdziwg dla takich wartosciowan, ktére opisuja
dwa sasiednie wiersze tabelki.

Streszczenie formuly ¢, z twierdzenia Cooka w jezyku powyzszych makr wygladaloby tak:
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® ¢, = POCZATEK (81,1, ..
KTO]{?Z(SQJ, e

.y 81,5(|I|>)/\K0niecz(sp(m),l, e Sp(lzl),ﬁ(\z\))/\KTOkz(Sll e

1525(l))s §3,15 - -+ 8375(\w|))/\' - NKT0ka(Sp(af)=1,1 - - - Sp(la))—Lp(z])> Sp(lal),1: -

(uczytelnié powyzszy zapis)

18.2 Klasa PSpace

Obserwacje

1. PSPACE = CO-PSPACE — wystarczy zanegowa¢ wynik algorytmu;
2. PTIME C PSPACE — z twierdzenia o brudzeniu garnkéw;
3. NP C PSpaceE — dlaczego?

Mamy A € NP, wiec niedeterministyczna wielomianowa M4 wykonuje w trakcie dziatania < p(|z|) niede-
terministycznych wyboréw. Zbudujemy M tak:

e wczytaj x;

e zaznacz sobie pole wielkosci p(|z|);

e napisz tam liczbe m = 0;

e pOki symulowana maszyna nie zaakceptuje i péki nie wykorzystane zostang wszystkie mozliwe m:
e symuluj My (z) uzywajac ciagu bitéw m jako “glosu z kratki”;
e wykonaj m + +.

Wobec tego réwniez:

3a. cO-NP C PSPACE.

EXPTIME zalezy od 27 (|z|); 2EXPTIME zalezy od 22" (7D oczywiscie EXPTIME = cO-EXPTIME.

Dalszy ciag obserwacji
4. PSpAcE C EXPTIME.

Na pewno wiemy, ze EXPTIME # PTIME. Nastepnym razem zaczniemy od wyjasnienia losu zaginionej
klasy NPSPACE.

19 Wyklad 19 (29/05/2008)

19.1 Przyklad problemu z PSpace, o ktérym mys$limy, ze nie jest w NP
19.1.1 Kwantyfikowane formuly boolowskie

Uwaga Co to jest spelnialno$é?

e p=qg=>((pVg) = (-1Aq)Vp;
o p=73,3,3, ¢

1) jest spelnialna, gdy ¢ jest prawdziwa.

Definicja Kwantyfikowana formula boolowska (QBF) to formuta boolowska, w ktérej kazda zmienna
jest zwigzana kwantyfikatorem.

Formuty boolowskie dzielimy na spetnialne i niespetnialne, a kwantyfikowane formuty boolowskie dzielimy
na prawdziwe i falszywe.

Przez TQBF postaramy si¢ oznaczy¢ sobie podzbiér prawdziwych QBF.
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Obserwacja TQBF C PSPACE.

Gdy mamy zwartosciowane wszystkie zmienne, to oczywiscie bez trudu potrafimy policzyé wartosé formuty
— w wielomianowym czasie i pamiegci.

Formule mozemy wyobrazié sobie jako drzewo binarne o wysokosci réwnej liczbie zmiennych. Kwantyfika-
tory sa etykietami pozioméw w drzewie. Kazdy 1is¢ w tym drzewie oznacza pewne wartosciowanie; totez
jesli potrafimy dojs$¢ do lidcia, to potrafimy obliczyé¢ wartosé formuty.

Nasz algorytm przeglada drzewo od lewej do prawej, zawsze pamietajac ciag zer i jedynek bedacy sSciezka,
do aktualnego wierzchotka, oraz miejsce, z ktérego przyszedt do niego — czyli PSPACE.

Twierdzenie TQBF jest PSPACE-zupelny (ze wzgledu na redukcje wielomianowe).

Oczywidcie jesli A € PSPACE i B <, A, to B € PSPACE — ze wzgledu na skladanie wielomianéw.

Uwaga Gdyby jaki$ problem PSPACE-zupelny byl w NP, to NP réwnaloby si¢ PSPACE.

19.2 Twierdzenie o tym, ze PSpace = NPSpace

Dowd6d Niech B € NPSPACE, czyli istnieje niedeterministyczna maszyna Turinga Mg, ktéra w przestrze-
ni ograniczonej przez wielomian p rozstrzyga przynalezno$¢ do B. Niech = bedzie instancja B. Uméwmy
sig, ze istnieje jedna konfiguracja konicowa, cr, no i oczywiscie poczatkowa, co.

Wyobrazmy sobie wielki graf, ktérego wierzchotkami sa wszystkie konfiguracje Mg, w ktérych na tasmie
jest < p(|z|) znakéw réznych od blanka. Krawedz z wierzchotka c1 do ¢z bedzie w tym grafie wtedy i tylko
wtedy, gdy maszyna Mp z konfiguracji ¢; moze przejsé do konfiguracji ca w jednym kroku obliczen.

W zbudowanym grafie sg 2 wyrdznione wierzchotki — co i cr. Mp akceptuje x gdy w naszym grafie istnieje
sciezka z ¢o do cp. Graf ten z grubsza 577D . p(|z]) - |Q| < 2°PU2) wierzchotk6w.

Wyobrazmy sobie, ze jesteSmy ta wielomianowa maszyna i umiemy pamieta¢ pewien wierzchotek nasze-
go grafu. Jak nam powiedza drugi wierzchotek, to umiemy ustali¢, czy istnieje krawedz pomiedzy tymi
wierzchotkami.

Wystarczy, ze pokazemy dzialajacy w wielomianowej pamieci deterministyczny algorytm rozstrzygajacy
problem istnienia $ciezki z ustalonego wierzchotka s do ustalonego wierzchotka ¢ w grafie, ktérego nazwy
wierzchotkéw maja dlugos$é ograniczona przez wielomian p i takim, ze dla danych dwéch nazw wierzchotkéw
umiemy w przestrzeni wielomianowej ustalié¢, czy jest migdzy nimi krawedz.

Sciezka z s do t, jesli istnieje, ma diugosé < 2°PUeD,

Oto procedura, ktéra sprawdza istnienie $ciezki o dtugosdci < 21! z s; do sa:

e przegladaj kolejne s3:
e sprawdz, czy istnieje ciezka dlugosci < 2% z s1 do s3;

e jesli tak, to sprawdz, czy istnieje $ciezka dtugosci < 2° z s3 do sa.

lle potrzebujemy pamigci? Tyle, co na przechowanie s3 (czyli p(|z])) plus tyle, co na wykonanie naszej
procedury dla 2°.

Zeby sprawdzié, czy istnieje $ciezka z s do t, potrzebujemy stosu wywolan o gtebokosci co najwyzej 3p(|z|).
Zatem caly algorytm potrzebuje pamieci 3p*(|z|).

Uwaga EXPSPACE = NEXPSPACE.

Dowéd Takisam. Itd.

20 Wyklad 20 (3/06/2008)

Twierdzenie TQBF jest PSPACE-zupelny.
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Dow6éd Wezmy dowolny problem D € PSPACE. Pokazemy, ze D <, TQBF.

Wiemy, ze istnieje taka maszyna Turinga Mp i taki wielomian p, ze V,c(0,13+ Mp(x) akceptuje wtedy, gdy
z € D, za§ Mp(z) uzywa nie wigcej niz p(|z|) komérek tasmy.

Teraz pokazemy, jak dla danego = zbudowaé taka formule ¢, € QBF, ze Mp(z) akceptuje wtedy, gdy
¢, € TQBF.

Wyobrazmy sobie teraz tabelke o p(|z|) kolumnach i 2°?(%D) wierszach — zgodnie z rachunkiem przyjetym
na poprzednich spotkaniach. W kazdym jej wierszu mieszka p zmiennych.

Mielismy formuty ‘méwiace’, ze krotki wartosci zmiennych maja jakas wlasnosé:

o POCZATEK, (81, ..., S5(|2|)) MOWi, ze w wierszu “si, ..., sp(j»|)” tabelki ‘jest’ poczatkowa konfiguracja
Mp(z);

o KONIEC,(S1,...,S5(jz))) ‘MméWi’, ze w wierszu “si, ..., sp(jz)” jest konicowa konfiguracja Mp(x);

o KROKx(S1, <oy Sp(lz))s t1,..., tE(ND) ‘méwi’, 7€ “S1,..., S;uww” i“b,..., t5(|w|)” s5q dwiema kolejnymi

konfiguracjami Mp(z).
Zaczynamy pisa¢ formule ¢,:
e 3;; PoczATEK(S) A Konirc(f) A Krok® U7 (5,7).
Pierwsza przymiarka do budowy formuty Krok ™ (3, ?):
e Krok'™!(5,7) = 33 KrROK'(3,7) A KROK' (T, T).

Niepokojace jest to, ze po rozplataniu takiej formuty znalezlibyémy w niej same kwantyfikatory egzysten-
cjalne, co prowadzi nas do SAT € NP. Nie chcielibySmy przypadkiem udowodnié, ze PSPACE € NP.

No to teraz zrobimy lepiej:
e KROK'M'(3,1) = Juvez(v=5Aw=71) V(0 =uAw = t) = KROK' (7, W).

Oczywiscie wszyscy widzimy, ze powyzsza formutla jest krétsza, niz poprzednia.

20.1 Drugi fajny problem PSpace-zupelny

Totalnos¢ wyrazenia regularnego to problem, w ktérym daja nam wyrazenie regularne ¢ nad alfabetem X i
pytaja, czy L, = X*. Jest to szczegdlny przypadek pytania o ekstensjonalng réwnosé wyrazen regularnych.

Twierdzenie Totalno$é¢ wyrazeni regularnych (TOTRE) jest PSPACE-zupeha.

A gdyby do wyrazen regularnych dodaé potegowanie lub przeciecie? Beda to nasze pierwsze problemy w
EXPTIME.

A co si¢ stanie, gdy dodamy dopelnienie? Jesli ¢ jest wyrazeniem regularnym nad 3, to @ jest takim
wyrazeniem regularnym, ze Lz = X" \ L.

Twierdzenie Problem totalnosci wyrazen regularnych z dopeknieniem nie daje si¢ rozstrzyga¢ w czasie
ograniczonym przez 2 do 2 do ...do 2 (i tak [ razy) do p(|z|) — dla zadnego | € N.

(cdn)

21 Wyklad 21 (5/06/2008)

21.1 PSpace-zupelnosé problemu totalnosci wyrazen regularnych

Uwaga A jest PSPACE-zupetlny wtedy, gdy A jest PSPACE-zupetne.
Istnieje taka wielomianowa f : {0,1}* — {0,1}*, ze Vo, x € A & f(z) € A.

Chcieliby$my pokazaé, ze A <, A. ‘Wezmy sobie f i sp6jrzmy na nia krzywo. Okazuje sig, ze V. x ¢ As
flx) € A czylive,z € As f(x) € A
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Dow6d  Niech A € PSPACE. Pokazemy, ze A <, TOTRE.

Wiemy, ze istnieje taka maszyna Turinga M4 i taki wielomian p, ze M4 rozstrzyga przynaleznosé do A w
pamieci ograniczonej przez p(|z|), gdzie z oznacza stowo wejsciowe.

Zbudujemy teraz takie wyrazenie regularne ¢, nad alfabetem X, ze L,, = X* < Ma(z) akceptuje.
Wielko$é ¢, bedzie ograniczona przez jaki§ wielomian od |z|.

Niech @ bedzie zbiorem M. Niech B = Q U {0,1,a,w, B,#}. Niech ¥ = B X B, czyli mozna sobie
wyobrazié, ze stowo sklada sie z dwdch warstw symboli z B.

Jak chcemy zakodowaé obliczenie maszyny Ma(z)? W gbérnej warstwie damy:

e qa...x...wB... B# konfiguracja 1 # konfiguracja 2 #...#...qr ... #.
p(lz])

W dolnej zas:
e konfiguracja 1 # konfiguracja 2 # ... #...qr ... #...qr ... .

Stowa, ktére nie koduja akceptujacego obliczenia Ma(x) nazwiemy brzydkimi. Twierdzenie bedzie udo-
wodnione, gdy napiszemy wielomianowej dlugosci wyrazenie ¢, oznaczajace zbiér wszystkich brzydkich
stow.

Czemu stowo moze by¢ brzydkie:

1. moze si¢ zle zaczynaé w gornej warstwie;

2. moze sie zle konczy¢;

3. jakies kolejne dwa znaki (dwuwarstwowe) stanowia “brzydka czwérke”;

4. jaka$ obietnica z i-tej konfiguracji w dolnej warstwie nie jest dotrzymana w (i + 1)-tej konfiguracji
w gbrnej warstwie.

Nasze wyrazenie ¢ bedzie suma nastepujacych wyrazen:

1. suma po i = 0 do p(|z|) wyrazen méwiacych “ma nie tak w miejscu i-tym”;

2. 2E\{@ D+ @G G @)

3. X (a1b1 + azbs + -+ akbk)2*§

4. suma po wszystkich takich parach (‘;), (Z), ze b # ¢ wyrazen postaci ¥* (‘;) P) IS (;) DI
p(l=)

Twierdzenie Totalno$é wyrazen regularnych z potegowaniem jest EXPSPACE-zupelna.

Dowdd Przepisz dowdd PSPACE-zupelnosci problemu TOTRE, modyfikujac wyrazenie ¢:
1. w wyrazeniu odpowiedzialnym za “brzydki poczatek” mozemy opisaé explicite tylko pierwsze |x|+4
znakow;

2. w wyrazeniu odpowiedzialnym za “brzydkie obietnice” mozemy skorzystaé¢ z potegowania, sumujac
. <k fa) 2P e\ @x
wyrazenia postaci ¥ (b)E (d)E .

Czy ten problem w ogodle jest w EXPSPACE? PozbadZzmy si¢ potegowania, rozpisujac je. W stosunku do
wyktadniczej dlugosci otrzymanego wyrazenia potrafimy rozstrzygnaé problem totalnosci w wielomianowej
przestrzeni, co daje wykladnicza przestrzen.

22 Wyklad 22 (10/06,/2008)

Twierdzenie PSPACE C EXPSPACE A PSPACE # EXPSPACE.

Zbudujemy sobie pewna bardzo dziwng maszyne Turinga Mpp. Ona bedzie rozpoznawaé pewien jezyk
Lpp. Oszacujemy przestrzen, jakiej wymaga dzialanie Mp — w zupelnosci wystarczy jej przestrzen
wykladnicza. Nastepnie pokazemy, ze dla kazdego jezyka L € PSPACE istnieje takie ar, € {0,1}", ze
ar € L < a; € Lpp.
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Dowb6d  Niech f : N — N bedzie dowolng funkcja o nastgpujacych wlasnoéciach (gdzie N skrétem dla

{0,1}":
e f jest niemalejaca;
e f jest nieograniczona.

o f(z) < log(|z|), ale np. log™(|z|) jez jest dobra.
Weczujmy sie teraz w dzialanie Mpp:

o wezytuje jakie$ stowo z € {0,1}";
e bede myslata o tym = na 3 sposoby:
1. najzwyczajniej, jak o danej;
2. jak o kodzie, czyli liscie instrukcji pewnej maszyny M, — ale nie o x tak bede myslala, tylko
oT:
et=¢c0=¢1l=¢
o 00z =T;
e Olz = 10x = Ox;
o 1llx =17;
3. jak o wielomian py =1+ z+ 22 + -+ + 2/ @,

e rezerwuje sobie p;(|z|) miejsca na tasmie;

e symuluje M, (x) w zarezerwowane]j przestrzeni:
e jesli M, (x) akceptuje, to Mpp odrzuca,

e jesli My (x) odrzuca, to Mpp akceptuje;

(

o jesli M, (x) sie zapetla lub nie miesci w wyznaczonej przestrzeni, to Mpp akceptuje.

Mpp rozpoznaje pewien dziwaczny jezyk Lpp.

Rozwazmy jakis L € PSPACE. Pokazemy, ze Lpp # L.

Co my wiemy o tym L? Rozpoznaje go pewna maszyna M|, o kodzie 3, dzialajaca w przestrzeni ograniczonej
przez pewien wielomian g. Niech d € N bedzie taka, ze pg > q.

Niech t bedzie takie, ze t = 7 i takie, ze t > d. Zatem p; > q.
Co robi MBD(t):

e uruchomi My, dla stowa t — na pewno starczy jej miejsca, poniewaz t > d;

e jesli My (t) akceptuje, to Mpp(t) nie akceptuje — i vice versa.

Oznacza to, ze Lpp jest inny, niz dowolny, dajacy wyliczy¢ si¢ w wielomianowej pamieci.

Pozostalo jeszcze oszacowaé przestrzen, w jakiej dziala maszyna Mpp. Wielko$é ta daje sie z gbry oszaco-
waé przez:

o A= f(lal) - [zl (|z]).
Ale poniewaz f(ja|) < log(lz[[) = |||/]|:

o A |||2|]|- || = [ ||| - 2=

23  Wyklad 23 (12/06/2008)

Brak.
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JMA: Widz¢ w
Tobie trzy rze-
czy. . . Sniadanie,
obiad i kolacje.



24 Wyklad 24 (17/06/2008)

24.1 Nieelementarnos$¢ problemu totalnosci dla wyrazen regularnych z
dopelieniem (TotCom)

Problem jest elementarny, jesli istnieje taka liczba naturalna [, ze ten problem daje si¢ rozwiazywaé w
z\w\

. . 20 . . ’ .
czasie ograniczonym przez A‘lm‘ =22 , gdzie | oznacza liczbe dwdjek.

Niech A daje si¢ rozstrzyga¢ w czasie ograniczonym przez Aiwl. Pokazemy, ze A <, ToTCOM.

Niech M4 rozstrzyga przynalezno$é do A w czasie A;wl. Bedziemy sobie wyobrazaé obliczenia tej maszyny
jako bardzo dtugie stowa, podzielone na sektory, z ktérych kazdy bedzie zawieral kolejne konfiguracje
maszyny M. Naszym celem jest napisanie takiego wyrazenie regularnego z dopelnieniem ¢, ze L,
bedzie oznaczaé zbiér wszystkich brzydkich stéw — czyli takich, ktére nie koduja akceptujacego obliczenia
Ma(w).

7 jakich kawalkow sktada sie ¢, i ktére z nich umiemy od reki napisaé¢? Latwo napisaé¢ podwyrazenia
(pw oznaczajace stlowa, ktére sie brzydko zaczynaja i te, ktére sie brzydko koncza. Ponownie, tak jak w
wyktadzie 21., skorzystamy z “brzydkich czwérek” i “brzydkich obietnic“, w ktérych odleglo$é miedzy
odpowiadajacymi sobie znakami bedzie réwna Alwl.

Jedyna rzecz, ktérej nam brakuje, to patent do mierzenia bardzo dtugich rzeczy.

24.1.1 Jak mierzy¢ takie strasznie wielkie odleglosci
Poprzednio zdefiniowane warstwy nazwiemy piwnica i parterem. Nadbudujemy na wierzch jeszcze [ pieter.
Alfabet symboli wystepujacych na pietrach to {0,1,0,1, #}.

Uméwmy sie, ze jesli na pietrze k + 1 jest # i stowo jest tadne, to pod nim na pigtrze k tez jest # (nie
liczac parteru).

Stowo jest tadne, jesli ma “ladng piwnice i parter”, a ponadto na 1. pietrze musi mie¢ wypisane kolejne
zerojedynkowe liczby dtugosci |w|, oddzielone #, poczawszy od liczby zero. Ponadto podkreslone sa symbole
(zera i jedynki), ktére w kolejnym sektorze sie zmienia — wobec czego bardzo latwo zweryfikowaé, czy
dany sektor jest tadnie podkreslony.

Jedli na jakim$ pietrze znajduje si¢ wzorzec #(1 + 1)*#, to nad prawym # tego wzorca pigtro wyzej tez
jest #. To sa jedyne # pietro wyzej. Na kazdym pietrze zaczynamy oczywisécie od bloku samych zer.

Stowo jest k-tadne jesli jest tadne na pietrach 1,...,k, za$ jest k-brzydkie, jesli nie jest k-tadne. Czy
umiemy napisa¢ wyrazenie oznaczajace wszystkie stowa 1-brzydkie? Z punktu widzenia 1. pietra:

YIYyY... X141 >
. 1 I+1+#)x7
Jw]
Y0OXyY...X0+0 PO
® 270, (0+ 0+ #)57;
[w]|
e Y1YN... X040+ #)X%;
—_—
[w]
YoOXyY...x(1+1 PO
® 270, (1+1+#)X%

[w]
Dla kazdego poziomu napiszemy 3 wyrazenia:

1. pelny cykl na poziomie ¢ (zaczynajacy si¢ od bloku zer i koriczacy na bloku jedynek i #): ~;;
2. przesuniety vi: a;

3. jeden dowolny blok na poziomie i: ;.

Zakladamy, ze mamy napisane te wyrazenia dla jakiego$ ¢ i chcemy je napisaé dla ¢ + 1. Latwo zauwazy¢,
ze z dokladnoscig do réwnosci symboli na réznych pietrach zachodzi réwnosé:

® Biv1 ="
Napiszmy teraz wyrazenie oznaczajace wszystkie stowa (i + 1)-brzydkie:

o X (a; N1X")1X",
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JMA: Bardzo
cigzko sie moéwi
o idei, jesli sie
nie powie o
technice. Ale
réwnie ciezko
sie méwi o
technice, jesli
si¢ nie powie
o idei. Ale czy
to oznacza, ze
nalezy milczeé?

JMA: Pawet
umie? Niech
pan si¢ naumie!



Nastepnie:

® vit1 = B 1N“(i + 1)-tadne” Nzaczyna si¢ na poziomie ¢ + 1 od bloku zerNkonczy si¢ na poziomie ¢ + 1 na bloku jedynek
ma doktadnie jeden blok jedynek;

Zostalo jeszcze tylko pokazaé, ze umiem sobie przesunaé ~:

o a1 =a; N “(i+ 1)-tadne”;

e powiedzmy, ze reszte tez umiem.

Co, jesli bede juz mial a;? Po co ja to w ogdle wszystko robitem?
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