
J�zyki formalne i automatyJFAMar
in Kubi
ae-mail: kubi
a�mimuw.edu.pl2006Niniejsze materiaªy powinny by¢ pierwszym ¹ródªem informa
ji doty
z¡
y
h przed-miotu J�zyki formalne i automaty (JFA). Czytelnikom, którzy opró
z lektury ty
h nota-tek, 
h
ieliby si�gn¡¢ do podr�
znika, pole
am w pierwszej kolejno±
i ksi¡»k� D. Kozena,Automata and Computability. Jest ona napisana przyst�pnie i zawiera mnóstwo zada«,
ho¢ nie jest (jak dot¡d) dost�pna w j�zyku polskim. W drugiej kolejno±
i pole
am ksi¡»k�J. Hop
rofta i J. Ullmana, Wprowadzenie do teorii automatów, j�zyków i obli
ze«. Opró
ztematów w
hodz¡
y
h w zakres tego kursu mo»na w niej znale¹¢ te» wiele informa
ji nazaawansowane pokrewne tematy. Ponadto zostaªa ona przetªuma
zona na j�zyk polski.Obie te ksi¡»ki nie zawieraj¡ informa
ji na temat generatorów analizatorów leksykalny
hi skªadniowy
h. W pierwszej kolejno±
i pole
am tutaj dokumenta
j� Flex'a i Bison'a.Dodatkowo, mo»na prze
zyta¢ odpowiednie rozdziaªy z ksi¡»ki A. Aho, R. Sethi i J. D. Ul-lmana, Kompilatory.Do ka»dego wykªadu doª¡
zono szereg zada«. W przypadku studiów internetowy
h,rozwi¡zania zada« z p. Pra
a domowa nale»y wykonywa¢ w okre±lony
h termina
h i zgªa-sza¢ poprzez serwis edu. Pozostaªe zadania maj¡ 
harakter uzupeªniaj¡
y i s¡ przezna
zonedo samodzielnego rozwi¡zywania.Materiaªy te s¡ równie» dost�pne w forma
ie PS i PDF. Uwagi doty
z¡
e niniejszy
hmateriaªów prosz� przesyªa¢ na adres: kubi
a�mimuw.edu.pl.Literatura
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Podzi�kowaniaNiniejsze materiaªy powstaªy na podstawie notatek do prowadzony
h przeze mnie, naprzestrzeni kilku lat, wykªadów z teorii j�zyków i automatów oraz budowy kompilatorów.Ch
iaªbym gor¡
o podzi�kowa¢ moim kolegom, którzy w tym 
zasie prowadzili ¢wi
zenia zty
h przedmiotów, a w sz
zególno±
i: �ukaszowi Krzesz
zakowskiemu, �ukaszowi Ma±ko,Mar
inowi Sawi
kiemu i Tomkowi Waleniowi. I
h uwagi miaªy wpªyw na posta¢ prowa-dzony
h zaj�¢, a wi�
 i równie» na te materiaªy. W sz
zególno±
i 
z�±¢ zamiesz
zony
h tuzada« po
hodzi od ni
h.Sz
zególnie gor¡
o 
h
iaªbym podzi�kowa¢ Tomkowi Waleniowi za pomo
 przy konwer-towaniu niniejszy
h materiaªów na format html i przygotowanie umiesz
zony
h tu elemen-tów multimedialny
h.Materiaªy te zostaªy opra
owane w PJWSTK w projek
ie wspóª�nansowanym ze ±rod-ków EFS.
1 SylabusNiniejsze materiaªy powstaªy pierwotnie z my±l¡ o studia
h internetowy
h z J�zyków For-malny
h i Automatów (JFA). Maj¡ one równie» sotoswane na studia
h sta
jonarny
h, wrama
h kursu z AUtomatów i Gramatyk (AUG). Poni»ej zamiesz
zamy sylabusy dla oby-dwu ty
h przedmiotów.1.1 J�zyki Formalne i Automaty (Studia internetowe)W rama
h kursu przedstawiane s¡ klasy j�zyków tworz¡
e hierar
hi� Chomsky'ego: j�zykiregularne, bezkontekstowe, kontekstowe i 
z�±
iowo obli
zalne (rekuren
yjnie przeli
zalne).Dodatkowo przedstawiona jest klasa j�zyków obli
zalny
h.Dla ka»dej z ty
h klas przedstawione s¡ formalizmy sªu»¡
e do opisu j�zyków: automatysko«
zone deterministy
zne, niedeterministy
zne i z ε-przej±
iami, wyra»enia regularne,automaty stosowe, gramatyki bezkontekstowe, gramatyki kontekstowe, maszyny Turingaoraz gramatyki ogólne (typu 0). Przedstawione s¡ te» fakty doty
z¡
e przynale»no±
ij�zyków do posz
zególny
h klas, w tym: lematy o pompowaniu dla j�zyków regularny
h ibezkontekstowy
h.1.1.1 Program wykªadów1. Wprowadzenie, podstawowe poj�
ia.2. Wyra»enia regularne i wzor
e. 2



3. Analiza leksykalna i Flex/Lex.4. Deterministy
zne automaty sko«
zone.5. Niedeterministy
zne automaty sko«
zone.6. Równowa»no±¢ automatów sko«
zony
h i wyra»e« regularny
h.7. Lemat o pompowaniu dla j�zyków regularny
h.8. Minimaliza
ja deterministy
zny
h automatów sko«
zony
h.9. J�zyki i gramatyki bezkontekstowe.10. Posta¢ normalna Chomsky'ego i algorytm Co
ke-Younger'a-Kasami.11. Lemat o pompowaniu dla j�zyków bezkontekstowy
h.12. Automaty stosowe.13. Analiza skªadniowa i Bison/Ya

.14. Maszyny Turinga i obli
zalno±¢.15. J�zyki obli
zalne, 
z�±
iowo obli
zalne i nieobli
zalne.1.1.2 Kryteria zali
ze«
• pra
e domowe (przez Internet),
• egzamin (w u
zelni).Podstaw¡ do wystawienia o
eny z ¢wi
ze« b�d¡ punkty zdobyte za pra
e domowe, a zegzaminu punkty zdobyte na egzaminie.1.1.3 Wymagane oprogramowanie
• Flex/Lex,
• Bison/Ya

,
• kompilator C/C++.W przypadku Linuksa (zale
any) s¡ to: flex, bison, g

, g++. W przypadku Windowss¡ to: DJGPP (z g

), pakiety flex i bison z GnuWin32.
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1.1.4 Powi¡zania merytory
zneNazwa przedmiotu poprze-dzaj¡
ego Wymagany materiaªMatematyka dyskretna Podstawy teorii mnogo±
i, 
i¡gi, re-la
je i funk
je.Programowanie I i II Podstawy programowania, podsta-wowe typy dany
h, programowaniew C lub C++.Algorytmy i struktury da-ny
h Zªo»ono±¢ asymptoty
zna, podsta-wowe struktury dany
h (stosy), pro-gramowanie dynami
zne.1.2 Automaty i Gramatyki (Studia sta
jonarne)Kurs obejmuje te
hniki analizy leksykalnej i skªadniowej, wykorzystanie narz�dzi wspoma-gaj¡
ymi generowanie analizatorów leksykalny
h i skªadniowy
h (lex i ya

), oraz niezb�dnepodstawy z teorii j�zyków formalny
h i automatów, n.t. j�zyków regularny
h i bezkontek-stowy
h. Przedstawione s¡ równie» elementarne wiadomo±
i z ' teorii obli
ze«: maszynyTuringa, klasy j�zyków obli
zalny
h i 
z�±
iowo obli
zalny
h.1.2.1 Program wykªadów1. Wprowadzenie, podstawowe poj�
ia.2. Wyra»enia regularne i wzor
e.3. Analiza leksykalna i Flex/Lex.4. Deterministy
zne automaty sko«
zone.5. Niedeterministy
zne automaty sko«
zone.6. Równowa»no±¢ automatów sko«
zony
h i wyra»e« regularny
h.7. J�zyki i gramatyki bezkontekstowe.8. Automaty stosowe.9. Analiza skªadniowa i Bison/Ya

.10. Analiza skªadniowa zst�puj¡
a i parsery LL(1).11. Analiza skªadniowa wst�puj¡
a i parsery SLR(1).12. Parsery kanoni
zne LR(1).13. Maszyny Turinga i obli
zalno±¢. 4



14. J�zyki obli
zalne, 
z�±
iowo obli
zalne i nieobli
zalne.1.2.2 Program ¢wi
ze«1. Opera
je na sªowa
h i j�zyka
h.2. Wyra»enia regularne.3. Flex.4. Deterministy
zne automaty sko«
zone.5. Niedeterministy
zne automaty sko«
zone i determiniza
ja.6. Równowa»no±¢ automatów sko«
zony
h i wyra»e« regularny
h.7. Gramatyki bezkontekstowe.8. Gramatyki bezkontekstowe, 
.d.9. Automaty stosowe.10. Kolokwium.11. Ya

12. Pra
a nad progamami zali
zeniowymi.13. Zali
zanie programów.1.2.3 Kryteria zali
ze«Do zali
zenia ¢wi
ze« konie
zne jest:
• zali
zenie kolokwium,
• zali
zenie programu.Dobrze zali
zone ¢wi
zenia mog¡ (ale nie musz¡) skutkowa¢ zwolnieniem z egzaminu. Wprzypadku braku zwolnienia, egzamin jest obowi¡zkowy.1.2.4 Wymagane oprogramowanie
• Flex/Lex,
• Bison/Ya

,
• kompilator C/C++.W przypadku Linuksa (zale
any) s¡ to: flex, bison, g

, g++. W przypadku Windowss¡ to: DJGPP (z g

), pakiety flex i bison z GnuWin32.5



1.2.5 Powi¡zania merytory
zneNazwa przedmiotu poprze-dzaj¡
ego Wymagany materiaªMatematyka dyskretna Podstawy teorii mnogo±
i, 
i¡gi, re-la
je i funk
je.Programowanie I i II Podstawy programowania, podsta-wowe typy dany
h, programowaniew C lub C++.Algorytmy i struktury da-ny
h Zªo»ono±¢ asymptoty
zna, podsta-wowe struktury dany
h (stosy), pro-gramowanie dynami
zne.1.2.6 Tematy programów zali
zeniowy
hProgramy zali
zeniowe musz¡ by¢ tworzone przy u»y
iu Lex'a i Ya

'a/Bison'a. Nie musz¡to by¢ du»e programy. Programy zali
zeniowe mog¡ by¢ opra
owywane wyª¡
znie indywi-dualnie. Pra
e zbiorowe s¡ niedopusz
zalne. Oto przykªadowa lista tematów programówzali
zeniowy
h. Nie nale»y jej traktowa¢ jako listy tematów do wyboru, ale ra
zej jako¹ródªo inspira
ji.
• Kalkulatory i inne arytmety
zne:� Wykonuj¡
y opera
je na napisa
h. Dost�pne opera
je to: sklejanie, odwra
anie,wyªuskanie pierwszego/ostatniego sªowa, ob
i�
ie pierwszego/ostatniego sªowa,maksymalny pre�kso-su�ks. Mo»liwo±¢ przypisywania warto±
i zmiennym.� Wzboga
ony o funk
je. Umo»liwia de�niowanie funk
ji (bez rekuren
ji), posta
i:fun
tion f (x,y) = <wyrazenie>; oraz obli
zanie wyra»e«, w który
h mog¡pojawia¢ si� zde�niowane funk
je.� Obli
zanie po
hodny
h wyra»e« zawieraja
y
h jedn¡ zmienn¡ (x), opera
je +,

−, ∗, /, � oraz funk
je: ln, sin, cos, . . . .� Mo»liwo±¢ pra
y w tryba
h: dziesi�tnym, binarnym i szesnastkowym.� Uªamki (ze skra
aniem) i potegowanie.� Operuj¡
y na li
zba
h w zapisie rzymskim.� Konwersja dat z reprezenta
ji sªownej do li
zbowej.� Konwersja kwot z reprezenta
ji sªownej do li
zbowej.
• HTML, XML, CSS i inne j�zyki zna
znikowe:� pretty-printer HTML → HTML,� pretty-printer XML → HTML, 6



� walidator HTML sprawdzaj¡
y 
zy wiersze w tabel
e maj¡ po tyle samo komó-rek,� konwerter HTML → HTML domykaj¡
y wszystkie niedomkni�te tagi <li>,<td> i <tr>,� walidator HTML sprawdzaj¡
y 
zy w danym tagu podane atrybuty maj¡ ró»nenazwy,� walidator CSS sprawdzaj¡
y 
zy w ka»dej sek
ji atrybuty maj¡ ró»ne nazwy,� konwerter CSS dopisuj¡
y wszystkie brakuj¡
e znaki :, ; i },� analizator HTML wyªuskuj¡
y struktur� tagów (bez atrybutów i wy±wietlanejtre±
i) i ªadnie j¡ wypisuj¡
y (w XML-u).
• J�zyki programowania:� zamiana instruk
ji while/
ase/for w C na skoki,� dopisywanie do programu w Pas
alu/C/C++/Javie po ka»dym end-ie/nawiasiezamykaj¡
ym } do 
zego si� on odnosi,� walidator deklara
ji klas w Delphi/Javie � sprawdza, 
zy kazda u»yta klasazostaªa zadeklarowana,� pretty-printer dla wybranego j�zyka programowania (np.: Pas
ala, C, C++,Javy) tworz¡
y w
i�
ia i odpowiednie odst�py,� dopisywanie przy ka»dej funk
ji/pro
edurze w wybranym j�zyku komentarza zlist¡ u»ywany
h zmienny
h i wywoªywany
h inny
h funk
ji,� walidator zapyta« w SQL'u uwzgl�dniaj¡
y konstruk
je: sele
t, from (join),where: (opera
je logi
zne, porównywanie atrybutów, order by),� walidator wybranego j�zyka programowania (np. C) sprawdzaj¡
y, 
zy ka»dafunk
ja jest zde�niowana tylko raz, oraz 
zy ka»da zadeklarowana funk
ja jestzde�niowana,� konwerter wybranego j�zyka programowania (np. Java-s
ript) analizuj¡
y wszyst-kie de�niowane w programie nazwy funk
ji i zmienny
h, i zamieniaj¡
y je najak najkrótsze identy�katory,� walidator sprawdzaj¡
y wybrane aspekty poprawno±
i programów w wybranymj�zyku programowania.
• Inne:� Konwerter RTF → HTML.� Konwerter MediaWiki → HTML.� Dekodowanie plików skompresowany
h za pomo
¡ kodu Hu�mana. Plik zawieraopis drzewa kodowania i zakodowan¡ tre±¢ (trzeba wymy±li¢ skªadni�). Programw
zytuje taki plik i wypisuje jego zdekodowan¡ posta¢.7



Wykªad 1. WprowadzenieCelem niniejszego wykªadu jest:
• poznanie podstawowy
h ±rodków opisu skªadni (wyra»enia regularne, gramatyki bez-kontekstowe),
• poznanie narz�dzi wspomagaj¡
y
h przetwarzanie dany
h o okre±lonej skªadni (Lex,Ya

).
• zrozumienie podstawowy
h poj�¢ doty
z¡
y
h obli
zalno±
i i odpowiedzenie sobie nakilka podstawowy
h pyta« jej doty
z¡
y
h:� Co to zna
zy, »e dany problem mo»e zosta¢ rozwi¡zany za pomo
¡ programukomputerowego?� Czy istniej¡ problemy obli
zeniowe, który
h nie mo»na rozwi¡za¢ za pomo
¡programu komputerowego?� W jakim stopniu to 
o mo»emy obli
zy¢ zale»y od modelu obli
ze« 
zy dost�p-ny
h konstruk
ji programisty
zny
h?Nie s¡ to proste pytania.W trak
ie kolejny
h wykªadów b�dziemy poznawa¢ kolejne klasy j�zyków tworz¡
e tzw.hierar
hi� Chomsky'ego. Hierar
hia ta jest owo
em pra
 Noama Chomsky'ego, lingwisty,który próbowaª sformalizowa¢ poj�
ia gramatyki i j�zyka. Hierar
hia ta skªada si� z 
ztere
hrodzajów gramatyk:0. gramatyki ogólne,1. gramatyki kontekstowe,2. gramatyki bezkontekstowe,3. gramatyki liniowe.W trak
ie bada« nad poj�
iem obli
zalno±
i pojawiªo si� wiele modeli, o ró»nej silewyrazu:1. automaty sko«
zone, wyra»enia regularne (staªa sko«
zona pami�¢),2. automaty stosowe (staªa sko«
zona pami�¢ + nieograni
zony stos),3. bez ograni
ze«:

• maszyny Turinga,
• systemy Posta,
• ra
hunek λ, i inne. 8



Niektóre z ni
h powstaªy na dªugo przed tym zanim powstaªy komputery i informatyka.Okazaªo si�, »e modele te w zadziwiaj¡
y sposób odpowiadaj¡ kolejnym klasom w hierar
hiiChomsky'ego:
• gramatyki liniowe = automaty sko«
zone = wyra»enia regularne,
• gramatyki bezkontekstowe = automaty stosowe,
• gramatyki kontekstowe = liniowo ograni
zone maszyny Turinga,
• gramatyki ogólne = maszyny Turinga.Nie s¡ to 
zysto teorety
zne formalizmy. Niektóre z ni
h maj¡ wiele prakty
zny
h zasto-sowa«. Sz
zególny na
isk poªo»ymy na dwa najwa»niejsze z ty
h formalizmów: wyra»eniaregularne i gramatyki bezkontekstowe. W sz
zególno±
i sªu»¡ do spe
y�kowania analiza-torów leksykalny
h i skªadniowy
h � typowy
h moduªów pojawiaj¡
y
h si� wsz�dzie tam,gdzie program w
zytuje dane o okre±lonej skªadni. Poznamy te» narz�dzia wspomagaj¡
etworzenie taki
h analizatorów � generatory, które same tworz¡ kod ¹ródªowy analizatorówna podstawie i
h spe
y�ka
ji.1.1 J�zyki jako problemy de
yzyjneWe wprowadzeniu wspomnieli±my o obli
zenia
h i j�zyka
h. Gdy mówimy o obli
zaniu,to zwykle mamy na my±li obli
zenie warto±
i takiej 
zy innej funk
ji. Gdy za± mówimyo j�zyku, to mamy na my±li (poten
jalnie niesko«
zony) zbiór napisów zªo»ony
h ze zna-ków ustalonego (sko«
zonego) alfabetu. (Napisy takie b�dziemy nazywa¢ sªowami.) Jakpoª¡
zy¢ te dwa poj�
ia?Def. 1. Problem de
yzyjny to funk
ja, która mo»liwym danym wej±
iowym przyporz¡d-kowuje warto±
i logi
zne tak/nie. 2Ina
zej mówi¡
 problem de
yzyjny, to taki problem, w którym szukany wynik to warto±¢logi
zna. Na problem de
yzyjny mo»emy te» patrze¢ jak na zbiór dany
h � zbiór ty
hdany
h, dla który
h odpowied¹ brzmi �tak�. I odwrotnie, na dowolny zbiór dany
h mo»emypatrze¢ jak na problem de
yzyjny � 
zy dane nale»¡ do okre±lonego zbioru?Jak to jednak ma si� do j�zyków? Je±li interesuje nas tylko skªadnia j�zyka (a niejego semantyka, 
zyli zna
zenie), to ka»dy j�zyk mo»emy przedstawi¢ sobie jako zbiór (by¢mo»e niesko«
zony) sªów. Tak wi�
 ka»dy j�zyk nie jest ni
zym wi�
ej ni» problememde
yzyjnym okre±lonym dla sªów. Powy»sze intui
je s¡ przedstawione bardziej formalnieponi»ej.W trak
ie tego kursu b�dziemy zajmowa¢ si� m.inn. tym, dla jaki
h j�zyków (gdy spoj-rzymy na nie jak na problemy de
yzyjne) mo»na skonstruowa¢ automaty
zne me
hanizmyodpowiadaj¡
e na pytanie, 
zy dane sªowo nale»y do j�zyka.
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1.2 Podstawowe poj�
ia doty
z¡
e sªówDef. 2. Alfabet to dowolny niepusty, sko«
zony zbiór. Elementy alfabetu nazywamyznakami. 2Alfabetem mo»e to by¢ np. zbiór 
yfr dziesi�tny
h, zbiór znaków ASCII, 
zy zbiór bitów
{0, 1}. Alfabet b�dziemy zwykle ozna
za¢ przez Σ, a elementy alfabetu przez a, b, c, . . . .Def. 3. Sªowo (lub napis) nad alfabetem Σ, to dowolny sko«
zony 
i¡g znaków z Σ. Wsz
zególno±
i, pusty 
i¡g jest te» sªowem (i to nad dowolnym alfabetem). Ozna
zamy goprzez ε. 2Sªowa b�dziemy zwykle reprezentowa¢ przez zmienne x, y, z, . . . .W przypadku j�zyków programowania mówimy zwykle o napisa
h. Natomiast w teoriij�zyków u»ywa si� ra
zej terminu sªowo. Dodatkowo, w odniesieniu do j�zyków naturalny
hbardziej wªa±
iwe ni» �sªowo� wydaje si� �zdanie�. Tak naprawd� jednak 
hodzi o to samopoj�
ie.Def. 4. Dªugo±¢ sªowa ozna
zamy przez | · |. 2Na przykªad |ala| = 3, |ε| = 0.Def. 5. Sklejenie (konkatena
ja) sªów to sªowo powstaªe z poª¡
zenia sªów, tak jakbyzostaªy one zapisane kolejno po sobie. Sklejanie zapisujemy pisz¡
 po sobie sklejane sªowa.
2 Na przykªad, je»eli x = ala, y = ma, z = kota, to xyz = alamakota. Sklejanie sªów jestª¡
zne, tzn. x(yz) = (xy)z, a ε jest elementem neutralnym sklejania, tzn. xε = εx = x.Sposób zapisu sklejania sªów przypomina zwy
zajowy zapis ilo
zynów (bez znaku mno-»enia). Przez analogi�, mo»emy wprowadzi¢ opera
je �pot�gowania� sªów:Def. 6. Przez an ozna
zamy n-krotne powtórzenie znaku a. Podobnie, przez xn ozna-
zamy n-krotne powtórzenie sªowa x. 2Na przykªad, a5 = aaaaa, a0 = ε, an+1 = ana, oraz x0 = ε, xn+1 = xnx. Je»eli x = ala,to x3 = alaalaala.Def. 7. Przez #a(x) ozna
zamy li
zb� wyst¡pie« znaku a w sªowie x. 2Na przykªad, #a(ala) = 2.Def. 8. Pre�ksem sªowa nazywamy dowolny jego po
z¡tkowy fragment, tzn. x jestpre�ksem y wtw., gdy istnieje takie z, »e xz = y. Je»eli ponadto x 6= ε i x 6= y, to mówimy,»e x jest wªa±
iwym pre�ksem y.Analogi
znie su�ksem sªowa nazywamy dowolny jego ko«
owy fragment, tzn. x jestsu�ksem y wtw., gdy istnieje takie z, »e zx = y. Je»eli ponadto x 6= ε i x 6= y, to mówimy,»e x jest wªa±
iwym su�ksem y.Podsªowem danego sªowa nazywamy dowolny jego spójny fragment, tzn. powiemy, »e xjest podsªowem y wtw., gdy istniej¡ takie v i w, »e vxw = y. 210



Na przykªad, kaj i kaja s¡ pre�ksami (wªa±
iwymi) sªowa kajak, natomiast jak jestjego su�ksem (wªa±
iwym).Def. 9. Przez rev(x) ozna
zamy sªowo x 
zytane wspak. Na przykªad rev(abbab) = babba.Je»eli sªowo x 
zytane wprost i wspak jest takie samo (tzn. x = rev(x)), to mówimy, »e
x jest palindromem. 21.3 Podstawowe poj�
ia doty
z¡
e j�zykówPrzejdziemy teraz o jeden poziom wy»ej i zajmijmy si� zbiorami sªów 
zyli j�zykami.Def. 10. J�zyk (nad alfabetem Σ), to dowolny zbiór sªów (nad alfabetem Σ). 2Je»eli alfabet Σ jest znany z kontekstu, to b�dziemy go 
zasami pomija¢. J�zyki b�-dziemy zwykle ozna
za¢ przez A, B, C, . . . . J�zyk zªo»ony ze wszystki
h mo»liwy
h sªównad alfabetem Σ b�dziemy ozna
za¢ przez Σ∗.J�zyk, to podzbiór zbioru Σ∗. B�dziemy wi�
 (w kolejny
h wykªada
h) uto»samia¢j�zyk z problemem de
yzyjnym, dla zbioru dany
h Σ∗.Skoro j�zyki to zbiory sªów (napisów), a wi�
 okre±lone s¡ na ni
h wszystkie podstawoweopera
je na zbiora
h:

• ∅ to pusty j�zyk, który nie zawiera »adnego sªowa,
• A ∪ B to suma j�zyków A i B,
• A ∩ B to 
z�±¢ wspólna (prze
i�
ie) j�zyków A i B,
• A \ B to ró»ni
a j�zyków A i B.Na przykªad, ({ala, ola, ula} ∩ {abba, ala, ula}) \ {ula, bula} = {ala}.Przyda nam si� te» kilka opera
ji 
harakterysty
zny
h dla j�zyków:Def. 11. A to dopeªnienie j�zyka A, 
zyli A = Σ∗ \ A. 2Na przykªad Σ∗ = ∅.Def. 12. AB ozna
za sklejenie (konkatena
j�) j�zyków A i B, 
zyli j�zyk zawieraj¡
ywszystkie mo»liwe sklejenia sªów z A ze sªowami z B, AB = {xy : x ∈ A, y ∈ B}. 2Na przykªad {a, ab}{b, bb} = {ab, abb, abbb}.Zauwa»my, »e sklejanie j�zyków jesz
ze bardziej przypomina mno»enie, ni» to miaªomiejs
e w przypadku sklejania sªów. Elementem neutralnym (
zyli � jedynk¡�) sklejaniaj�zyków jest j�zyk zawieraj¡
y tylko sªowo puste {ε}, {ε}A = A{ε} = A. Natomiast�zerem� sklejania j�zyków jest j�zyk pusty, ∅A = A∅ = ∅. W odró»nieniu od opera
jimno»enia, sklejanie j�zyków nie jest przemienne.Sklejanie j�zyków jest rozdzielne wzgl�dem sumowania j�zyków:

A(B ∪ C) = AB ∪ AC11



Jest tak dlatego, »e ka»de sklejenie sªowa nale»¡
ego do A ze sªowem nale»¡
ym do (B∪C)jest sklejeniem sªowa nale»¡
ego do A ze sªowem nale»¡
ym do B, lub sklejeniem sªowanale»¡
ego do A ze sªowem nale»¡
ym do C, i vi
e versa. Analogi
znie:
(A ∪ B)C = AC ∪ BCMaj¡
 zde�niowane sklejanie j�zyków, mo»emy analogi
znie do pot�gowania sªów zde-�niowa¢ pot�gowanie j�zyków:Def. 13. J�zyk An de�niujemy rekuren
yjnie:

• A0 = {ε},
• An+1 = AnA.Czyli An = A . . . A

︸ ︷︷ ︸

n razy . 2Ina
zej mówi¡
, An to j�zyk zawieraj¡
y wszystkie mo»liwe sklejenia n (niekonie
znieró»ny
h) sªów wzi�ty
h z A.J�zyki, jako zbiory, mog¡ by¢ niesko«
zone. Mo»emy wi�
 rozwa»a¢ sklejenie dowolnejli
zby sªów po
hodz¡
y
h z A. Prowadzi to do tzw. domkni�
ia Kleene'ego:Def. 14. Domkni�
ie Kleene'ego j�zyka A, ozna
zane jako A∗, to A∗ =
⋃

n≥0 An. Ina
zejmówi¡
, A∗ to j�zyk zawieraj¡
y wszystkie mo»liwe sklejenia dowolnej li
zby (ª¡
znie z 0)sªów nale»¡
y
h do A. 2Dla ka»dego j�zyka A mamy ε ∈ A∗, gdy» {ε} = A0 ⊆ A∗. Je»eli tylko A za-wiera jakie± niepuste sªowo, to A∗ jest zbiorem niesko«
zonym. Na przykªad, {ab, aa}∗ =
{ε, ab, aa, abab, abaa, aaab, aaaa, . . . }.Je»eli spojrzymy na Σ nie jak na alfabet, ale jak na zbiór sªów dªugo±
i 1, to wyja±nisi� dla
zego Σ∗ jest zbiorem wszystki
h sªów nad alfabetem Σ � po prostu ka»de sªowojest sklejeniem pewnej li
zby znaków.Czasami b�dzie nas interesowaªo sklejenie dowolnej, ale dodatniej, li
zby sªów z A:Def. 15. Przez A+ ozna
zamy j�zyk zawieraj¡
y wszystkie mo»liwe sklejenia dowolnejdodatniej li
zby sªów nale»¡
y
h do A, A+ = AA∗. 21.4 Powtórzenie poj�¢ doty
z¡
y
h rela
jiPrzypomnijmy sobie kilka poj�¢ doty
z¡
y
h rela
ji.Def. 16. Nie
h X b�dzie dowolnym zbiorem, a ρ ⊆ X × X rela
j¡ (binarn¡) okre±lon¡na tym zbiorze. Powiemy, »e rela
ja ρ jest:

• zwrotna, je»eli dla ka»dego x ∈ X za
hodzi xρx,12



• symetry
zna, gdy dla dowolny
h x, y ∈ X je»eli mamy xρy, to mamy równie» yρx,
• prze
hodnia, gdy dla dowolny
h x, y, z ∈ X je»eli mamy xρy i yρz, to mamy równie»

xρz,
• antysymetry
zna, gdy dla dowolny
h x, y ∈ X je±li xρy i yρx, to x = y,
• rela
j¡ równowa»no±
i, je±li jest zwrotna, symetry
zna i prze
hodnia,
• 
z�±
iowym porz¡dkiem, je±li jest zwrotna, prze
hodnia i antysymetry
zna.

2Rela
ja równowa»no±
i dodatkowo dzieli zbiór X na rozª¡
zne klasy abstrak
ji.Def. 17. Je±li ρ jest rela
j¡ równowa»no±
i, x ∈ X, to przez [x]ρ ozna
zamy klas�abstrak
ji x:
[x]ρ = {y ∈ X : xρy}Przez X/ρ ozna
zamy zbiór klas abstrak
ji elementów zbioru X:
X/ρ = {[x]ρ : x ∈ X}

2Poj�
ia te s¡ bardziej intui
yjne, gdy przedstawimy sobie rela
j� jako graf skierowany (zp�telkami). Wyobra¹my sobie, »e elementy zbioru X, to wierz
hoªki grafu. Z wierz
hoªka
x prowadzi kraw�d¹ do wierz
hoªka y wtedy i tylko wtedy, gdy xρy. (W sz
zególno±
i, gdy
xρx, to mamy �p�telk�� prowadz¡
¡ z x do x.)Rela
ja jest zwrotna, gdy w ka»dym wierz
hoªku jest �p�telka�.

Rela
ja jest symetry
zna, gdy kraw�dzie mi�dzy (ró»nymi) wierz
hoªkami s¡ dwukie-runkowe (tzn. je»eli jest kraw�d¹ w jednym kierunku, to jest i w drugim).
13



Rela
ja jest antysymetry
zna, gdy kraw�dzie mi�dzy (ró»nymi) wierz
hoªkami mog¡by¢ tylko jednokierunkowe.
Rela
ja jest prze
hodnia, je»eli dla ka»dej ±
ie»ki w gra�e (dªugo±
i przynajmniej 1)istnieje w nim kraw�d¹ ª¡
z¡
a po
z¡tek ±
ie»ki z jej ko«
em. Ina
zej mówi¡
, graf musizawiera¢ wszystkie mo»liwe kraw�dzie id¡
e �na skróty�.
Rela
ja jest rela
j¡ równowa»no±
i, je»eli graf jest podzielony na ile± spójny
h skªa-dowy
h, ka»da skªadowa to klika (tzn. mi�dzy ka»dymi dwoma wierz
hoªkami tej samejskªadowej mamy kraw�d¹), natomiast mi�dzy wierz
hoªkami nale»¡
ymi do ró»ny
h skªa-dowy
h nie mamy kraw�dzi. Spójne skªadowe takiego grafu s¡ nazywane klasami abstrak
ji.
Rela
ja jest 
z�±
iowym porz¡dkiem, je»eli jest zwrotna, prze
hodnia i nie zawiera 
ykli(z wyj¡tkiem p�telek, które s¡ we wszystki
h wierz
hoªka
h).

14



Poj�
ia zwrotno±
i, prze
hodnio±
i i symetry
zno±
i wszystkie polegaj¡ na tym, »epewne pary/kraw�dzie musz¡ by¢ obe
ne. B�dziemy mówi¢ o odpowiednim domkni�
iurela
ji, jako o rela
ji powstaªej przez dodanie odpowiedni
h par/kraw�dzi, niezb�dny
h dospeªnienia okre±lonej wªasno±
i. Sz
zególnie przydatne b�dzie nam domkni�
ie zwrotno-prze
hodnie.Def. 18. Nie
h ρ ⊆ X × X b�dzie dowoln¡ rela
j¡ binarn¡. Domkni�
iem zwrotno-prze
hodnim rela
ji ρ nazywamy najmniejsz¡ tak¡ rela
j� ρ′ ⊆ X × X, która:
• zawiera rela
j� ρ, ρ ⊆ ρ′,
• jest zwrotna i prze
hodnia.

2Podobnie de�niujemy domkni�
ie prze
hodnie, 
zy symetry
zne.Intui
yjnie, domkni�
ie zwrotno-prze
hodnie polega na dodaniu wszystki
h taki
h kra-w�dzi, które w oryginalnym gra�e mogªy by¢ realizowane przez ±
ie»ki � ª¡
znie z p�tel-kami, które odpowiadaj¡ ±
ie»kom dªugo±
i 0.Przykªad: Rela
ja i jej domkni�
ie zwrotno-prze
hodnie:

1.5 PodsumowanieW tym wykªadzie poznali±my podstawowe poj�
ia doty
z¡
e sªów i j�zyków. Przypomnie-li±my te» podstawowe informa
je na temat rela
ji, które b�d¡ nam potrzebne w dalszy
hwykªada
h.1.6 Skorowidz
• Alfabet to dowolny niepusty, sko«
zony zbiór. Elementy alfabetu nazywamy zna-kami. 15



• Domkni�
ie Kleene'ego j�zyka A, ozna
zane jako A∗, to A∗ =
⋃

n≥0 An. Ina
zejmówi¡
, A∗ to j�zyk zawieraj¡
y wszystkie mo»liwe sklejenia dowolnej li
zby (ª¡
zniez 0) sªów nale»¡
y
h do A.
• Domkni�
ie zwrotno-prze
hodnie rela
ji ρ to najmniejsza taka rela
ja ρ′ ⊆ X ×

X, która: zawiera rela
j� ρ, ρ ⊆ ρ′, oraz jest zwrotna i prze
hodnia.
• Dopeªnienie j�zyka A, ozna
zane jako A, to A = Σ∗ \ A.
• J�zyk (nad alfabetem Σ), to dowolny zbiór sªów (nad alfabetem Σ).
• Palindrom to takie sªowo x, które 
zytane wprost i wspak jest takie samo, x =rev(x).
• Podsªowo danego sªowa to dowolny jego spójny fragment, tzn. powiemy, »e x jestpodsªowem y wtw., gdy istniej¡ takie v i w, »e vxw = y.
• Pre�ks sªowa to dowolny jego po
z¡tkowy fragment, tzn. x jest pre�ksem y wtw.,gdy istnieje takie z, »e xz = y. Je»eli ponadto x 6= ε i x 6= y, to mówimy, »e x jestwªa±
iwym pre�ksem y.
• Problem de
yzyjny to funk
ja, która mo»liwym danym wej±
iowym przyporz¡d-kowuje warto±
i logi
zne tak/nie.
• Sklejenie (konkatena
j�) j�zyków to j�zyk zawieraj¡
y wszystkie mo»liwe skle-jenia sªów z A ze sªowami z B, AB = {xy : x ∈ A, y ∈ B}.
• Sklejenie (konkatena
ja) sªów to sªowo powstaªe z poª¡
zenia sªów, tak jakbyzostaªy one zapisane kolejno po sobie.
• Sªowo (lub napis) nad alfabetem Σ, to dowolny sko«
zony 
i¡g znaków z Σ.
• Su�ks sªowa to dowolny jego ko«
owy fragment, tzn. x jest su�ksem y wtw., gdyistnieje takie z, »e zx = y. Je»eli ponadto x 6= ε i x 6= y, to mówimy, »e x jestwªa±
iwym su�ksem y.1.7 Pra
a domowa1. (2 p.) Jaka jest ró»ni
a mi�dzy ∅ i {ε}? Ile sªów zawieraj¡ te j�zyki? Czy s¡ elemen-tami neutralnymi (
zyli nie zmieniaj¡ wyniku) jaki
h± opera
ji na j�zyka
h?2. (2 p.) Podaj które pre�ksy sªowa bbabbbaabbab s¡ równo
ze±nie jego su�ksami.3. (2 p.) Podaj wszystkie sªowa nale»¡
e do j�zyka {ab, abb, bab}{ab, bab}.4. (2 p.) Podaj wszystkie sªowa nale»¡
e do j�zyka {a, ab, ba, bbb, baba} \ {a}∗{b}∗.5. (2 p.) Podaj wszystkie sªowa nale»¡
e do j�zyka {a, ab, abba, baba} ∩ {a}∗{b}+{a}∗.16



1.8 �wi
zenia1. Nie
h A, B i C b�d¡ dowolnymi zbiorami. Dla ka»dego zestawu zbiorów poni»ejokre±l, 
zy s¡ one sobie zawsze równe, jeden zawiera si� w drugim, lub nie da si� i
hporówna¢. Porównuj¡
 zbiory mo»esz przedstawi¢ je na diagramie.(a) (A ∪ B) \ (A ∩ B), (A \ B) ∪ (B \ A), Rozwi¡zanie1(b) (C \ A) ∩ (C \ B), C \ (A ∩ B), Rozwi¡zanie2(
) (C \ A) ∩ (C \ B), C \ (A ∪ B), Rozwi¡zanie3(d) (C \ A) ∪ (C \ B), C \ (A ∩ B), Rozwi¡zanie4(e) C \ ((C \ A) ∪ (C \ B)), A ∩ B Rozwi¡zanie5(f) (A \ B) ∪ (B \ C) ∪ (C \ A), A ∪ B ∪ C, Rozwi¡zanie62. Wybieramy dowolny numer telefonu i traktujemy go jak sªowo zªo»one z 
yfr. Podaj:
• wszystkie pre�ksy tego 
i¡gu,
• wszystkie su�ksy tego 
i¡gu,
• kilka pod
i¡gów (niekonie
znie spójny
h); ile jest wszystki
h?
• kilka spójny
h pod
i¡gów (podsªów); ile jest wszystki
h?
• podsªowa, które wyst�puj¡ wi�
ej ni» raz w danym numerze.3. Wybieramy zbiór 2�3 elementowy. Jakie s¡ jego podzbiory? Ile podzbiorów ma zbiór

n-elementowy? Rozwi¡zanie71
(A∪B)\(A∩B)=(A\B)∪(B\A)2

(C\A)∩(C\B)⊆C\(A∩B)3

(C\A)∩(C\B)=C\(A∪B)4

(C\A)∪(C\B)=C\(A∩B)5

C\((C\A)∪(C\B))⊆A∩B6

(A\B)∪(B\C)∪(C\A)⊆A∪B∪C7 Zbiórnelmentowyma2
n

podzbiorów.Naprzykªad,wszystkiepodzbioryzbioru{a,b},to: ∅,{a},{b}i{a,b}.
17



4.Podajktórepre�ksysªowaababbbababs¡równo
ze±niejegosu�ksami.Rozwi¡za- nie8 5.Którezponi»szy
hto»samo±
is¡prawdziwe?Wprzypadkuprawdziwy
huzasadnij, awprzypadkufaªszywy
hpodajprzykªadsªowa,któreprze
zyto»samo±
i. •(A∪B)∪C=A∪(B∪C),Rozwi¡zanie9 •(A∪B)∩C=A∪(B∩C),Rozwi¡zanie10 •(A∪B)∩C⊆A∪(B∩C),Rozwi¡zanie11 •A(B∪C)=AB∪AC,Rozwi¡zanie12 •A(B∩C)=AB∩AC,Rozwi¡zanie13 •A(B∩C)⊆AB∩AC,Rozwi¡zanie14 •(AB)
∗

=A
∗
B

∗
,Rozwi¡zanie15 •(A∪B)

∗
=(A

∗
B

∗
)
∗
,Rozwi¡zanie16 •(A

+
)
+

=A
+
,Rozwi¡zanie17 8S¡ to: ε, ab, abab i ababbbabab. 9Prawda, suma zbiorów jest opera
j¡ ª¡
zn¡. 10Faªsz. Zbiór A \ C jest zawarty w drugim zbiorze, ale nie w pierwszym. 11To ju» jest prawda.

(A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C)

12Prawda, wynika to wprost z de�ni
ji sklejania j�zyków. 13
Faªsz. Je»eli pewne sªowo nale»y zarówno do AB i AC, ale zostaªo uzyskane na ró»ne sposoby, to mo»enie nale»e¢ do A(B ∩ C). Na przykªad, dla A = {a, ab}, B = {b} i C = {bb} mamy:

A(B ∩ C) = {a, ab}∅ = ∅

AB ∩ AC = {a, ab}{b} ∩ {a, ab}{bb} = {ab, abb} ∩ {abb, abbb} = {abb}

14A to ju» jest prawda. Je»eli pewne sªowo nale»y do A(B ∩ C), to nale»y zarówno do AB, jak i AC. 15Faªsz. Pierwszy j�zyk zawiera ka»dy z j�zyków posta
i ABABAB . . . AB, a drugi ka»dy j�zyk posta
i

AAA . . . ABB . . .B. 16Prawda. Obydwa j�zyki zawieraj¡ wszystkie sªowa jakie mo»emy uzyska¢ sklejaj¡
 sªowa z A i/lub B. 17Prawda. Powtarzanie powtarzania ni
 nowego nie wnosi.18



•A
∗+

=A
+∗
,Rozwi¡zanie18 •(A∪B)=A∩B.Rozwi¡zanie19 6.Cotozaj�zyki: •(A∩A

∗
)
∗
,Rozwi¡zanie20 •A

∗
\A

+
,Rozwi¡zanie21 •(A∪B)
∗
\(A

∗
∪B

∗
),Rozwi¡zanie22 •{aa,ba,bb,ab}

∗
,Rozwi¡zanie23 •(ΣΣ)

∗
,Rozwi¡zanie24 •(ΣΣ)∗,Rozwi¡zanie25 •Σ(ΣΣ)
∗

Rozwi¡zanie26 •ΠIΣΣARozwi¡zanie27 7.Podajwszystkiesªowanale»¡
edoj�zyka: •{aba,ba,a}{ba,baba},Rozwi¡zanie28 18Prawda. Powtarzanie powtarzania ni
 nowego nie wnosi, a w obu przypadka
h sklejamy A z sob¡dowoln¡ li
zb� razy (ª¡
znie z zero). 19Prawda. Jest to wersja prawa De Morgana. 20A ⊆ A∗, a wi�
 A ∩ A∗ = A. Jest to wi�
 A∗. 21Je±li ε ∈ A, to jest to ∅, gdy» A∗ = A+. W prze
iwnym przypadku jest to {ε}. 22J�zyk ten zawiera sªowa powstaªe ze sklejenia sªów z A i B, przy 
zym konie
zne jest wzi�
ie sªów z obuty
h j�zyków. 23Sªowa (nad alfabetem {a, b}) parzystej dªugo±
i. 24Sªowa (nad alfabetem Σ) parzystej dªugo±
i. 25Sªowa (nad alfabetem Σ) nieparzystej dªugo±
i. 26Równie» sªowa (nad alfabetem Σ) nieparzystej dªugo±
i. 27A to jest po gre
ku pizza. :-) 28S¡ to: aba, baba, ababa, bababa, abababa.19



• {a, ab, ba, baba} ∩ {ab, ba}2, Rozwi¡zanie29
• {a, ab, ba} \ {a}∗{bb}∗{a}∗, Rozwi¡zanie308. U»ywaj¡
 symboli i opera
ji wprowadzony
h na pierwszym wykªadzie (
zyli opera
jina sªowa
h, zbiora
h, j�zyka
h i matematy
zny
h de�ni
ji zbiorów) zde�niuj podanej�zyki (nad alfabetem Σ):
• sªowa zawieraj¡
e tyle samo liter a i b, Rozwi¡zanie31
• sªowa nad alfabetem {a, b} (nie)parzystej dªugo±
i, Rozwi¡zanie32
• palindromy, Rozwi¡zanie33
• sªowa dªugo±
i 42. Rozwi¡zanie349. Poda¢ domkni�
ie zwrotno-prze
hodnie i domkni�
ie symetry
zne rela
ji:

{(1, 2), (2, 3), (3, 1), (2, 4), (5, 3)}okre±lonej na zbiorze {1, 2, . . . , 6}. Rozwi¡zanie3510. Pokaza¢, »e nast�puj¡
e rela
je s¡ rela
jami równowa»no±
i:
• sªowa x i y s¡ w rela
ji wtw., gdy |x| = |y|,
• sªowa x i y s¡ anagramami,
• j�zyki A i B s¡ w rela
ji wtw., gdy A∗ = B∗.11. Pokaza¢, »e nast�puj¡
e rela
je s¡ 
z�±
iowymi porz¡dkami:
• rela
ja zawierania ⊆ na j�zyka
h nad ustalonym alfabetem,29 Jesttotylkojednosªowo:baba.30 S¡to:abiba.31

{w∈Σ
∗

:#a(w)=#b(w)}32 Parzystejdªugo±
i:({a,b}{a,b})
∗

.Nieparzystejdªugo±
i:{a,b}({a,b}{a,b})
∗

.33

{w∈Σ
∗

:w=rev(w)}34

{w∈Σ
∗

:|w|=42}35 Domkni�
iezwortno-prze
hodnieto:{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),
(3,3),(3,4),(4,4),(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(6,6)}. Domkni�
iesynetry
zneto:{(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,5),(4,2),(5,3)}. 20



• rela
ja porz¡dku leksykogra�
znego (alfabety
znego) na sªowa
h,
• rela
ja by
ia pre�ksem,
• rela
ja≺, okre±lona na j�zyka
h nad ustalonym alfabetem w nast�puj¡
y sposób:

A ≺ B wtw., gdy istnieje taki j�zyk C, »e AC = B.

21



Wykªad 2. Wzor
e i wyra»enia regularne2.1 Wst�pWyra»enia regularne to rodzaj wzor
ów, do który
h dopasowuje si� fragmenty ró»ny
htekstów. Nazwy tej u»ywa si� w dwó
h konteksta
h. Pierwszy z ni
h doty
zy wyra»e«regularny
h, jakie mo»na znale¹¢ np. przy wyszukiwaniu tekstu, w bardziej rozbudowa-ny
h edytora
h tekstów. S¡ one równie» szeroko stosowane w Uniksie, w ró»nego rodzajuprograma
h do wyszukiwania i przetwarzania informa
ji tekstowy
h, np. grep, awk i sed,a tak»e w generatorze analizatorów leksykalny
h Lex.Terminu tego u»ywa si� równie» w teorii j�zyków formalny
h w podobnym zna
zeniu.Jednak w tym przypadku li
zba konstruk
ji jakie mog¡ by¢ u»ywane do budowy wyra»e«regularny
h jest ograni
zona do absolutnego minimum.Jest to poniek¡d naturalne, gdy» oba rodzaje wyra»e« regularny
h sªu»¡ innym 
elom.W pierwszym przypadku ma to by¢ wygodny w u»y
iu j�zyk, pozwalaj¡
y na zwi�zªezapisywanie wzor
ów. St¡d jest od dosy¢ rozbudowany i zawiera wiele konstruk
ji. Wdrugim przypadku bardziej nas interesuje badanie samy
h wyra»e« regularny
h i i
h siªywyrazu. St¡d j�zyk ty
h wyra»e« regularny
h jest maksymalnie uprosz
zony, a wszystkiekonstruk
je, które mo»na wyrazi¢ w inny sposób zostaªy z niego usuni�te.W trak
ie tego kursu b�dziemy u»ywali obu rodzajów �wyra»e« regularny
h�. Musimywi�
 nada¢ im ró»ne nazwy. Wyra»enia regularne takie, jak s¡ u»ywane w Lex'ie, b�-dziemy nazywa¢ wzor
ami. Natomiast sam termin �wyra»enia regularne� zarezerwujemydla takiego jego zna
zenia, jakie ma w teorii j�zyków formalny
h.Na potrzeby tego rozdziaªu ustalamy jako domy±lny alfabet Σ zbiór znaków ASCII.2.2 Wzor
ePoni»ej podajemy de�ni
j� wzor
ów. Z jednej strony jest ona wzorowana na wyra»enia
hregularny
h w Lex'ie, ale nie wymienili±my tutaj wszystki
h dost�pny
h tam konstruk
ji.Z drugiej strony dodali±my dwie konstruk
je, które nie s¡ dost�pne w Lex'ie. De�ni
jata, opró
z skªadni wzor
ów, opisuje te» nieformalnie i
h semantyk�. Semantyka ta jestbardziej formalnie zde�niowana dalej.Def. 19. Wzor
e, to wyra»enia, które mo»emy budowa¢ w podany poni»ej sposób.
• dla a ∈ Σ, a jest wzor
em, do którego pasuje tylko sªowo a (
hyba, »e a ma jakie±spe
jalne zna
zenie opisane poni»ej),
• ε jest wzor
em, do którego pasuje tylko sªowo puste (ta konstruk
ja nie jest dost�pnaw Lex'ie),
• ∅ jest wzor
em, do którego nie pasuje »adne sªowo (ta konstruk
ja nie jest dost�pnaw Lex'ie),
• . to wzorze
, do którego pasuje dowolny znak (opró
z ko«
a wiersza),22



• “x′′ to wzorze
, do którego pasuje tylko sªowo x (nawet jak zawiera jakie± znaki ospe
jalnym zna
zeniu),
• \a � ma analogi
zne zna
zenie jak w C, np. \n ozna
za znak nowej linii,
• [. . . ] to wzorze
, do którego pasuje dowolny ze znaków wymieniony
h w kwadrato-wy
h nawiasa
h, np. do [abc] pasuje dowolny ze znaków a, b i c,
• [a − b] to wzorze
, do którego pasuje dowolny znak od a do b, zakresy takie mo»naª¡
zy¢, np. [a−zA−Z] to wzorze
, do którego pasuje dowolna litera, maªa lub wielka,
• [�. . . ] to wzorze
, do którego pasuje dowolny znak opró
z znaków wymieniony
hwewn¡trz kwadratowy
h nawiasów, np. do [�xyz] pasuje dowolny znak opró
z x, y i

z,
• je±li α jest wzor
em, to α? jest wzor
em, do którego pasuje ε oraz wszystkie te sªowa,które pasuj¡ do α,
• je±li α jest wzor
em, to α∗ jest wzor
em, do którego pasuje sklejenie zera lub wi�
ejsªów pasuj¡
y
h do α,
• je±li α jest wzor
em, to α+ jest wzor
em, do którego pasuje sklejenie jednego lubwi�
ej sªów pasuj¡
y
h do α,
• je±li α i β s¡ wzor
ami, to αβ jest wzor
em, do którego pasuj¡ sklejenia sªów pasu-j¡
y
h do α i sªów pasuj¡
y
h do β,
• je±li α i β s¡ wzor
ami, to α | β jest wzor
em, do którego pasuj¡ te sªowa, którepasuj¡ do α lub do β,
• je±li α i β s¡ wzor
ami, to α ∩ β jest wzor
em, do którego pasuj¡ te sªowa, którepasuj¡ równo
ze±nie do α i β (ta konstruk
ja nie jest dost�pna w Lex'ie),
• je±li α jest wzor
em, to α jest wzor
em, do którego pasuj¡ wszystkie te sªowa, którenie pasuj¡ do α (ta konstruk
ja nie jest dost�pna w Lex'ie),
• je±li α jest wzor
em, to jest nim równie» (α) i pasuj¡ do niego te same sªowa, 
o do

α � ina
zej mówi¡
, do budowy wzor
ów mo»emy u»ywa¢ nawiasów,
2Przykªad: Oto gar±¢ przykªadowy
h wzor
ów:

• [0 − 9]+ opisuje (niepuste) 
i¡gi 
yfr, 
zyli zapisy dziesi�tne li
zb naturalny
h.
• Do wzor
a (a∗bba∗) ∩ (ab | ba)∗ pasuje tylko sªowo abba. Do a∗bba∗ pasuj¡ sªowazawieraj¡
e dokªadnie dwie litery b i to poªo»one obok siebie, a do (ab | ba)∗ pasuj¡sªowa zbudowane z �
egieªek� ab i ba. Jedynym sªowem, które pasuje do obydwu ty
hwzor
ów jest wªa±nie abba. 23



• Wzorze
 [A−Z][A−Z][0−9][0−9][0−9][0−9][0−9] opisuje jedn¡ z form numerówrejestra
yjny
h, zªo»ony
h z dwó
h liter i pi�
iu 
yfr.Zde�niujemy teraz bardziej formalnie semantyk� wzor
ów.Def. 20. Nie
h α i β b�d¡ wzor
ami. Przez L(α) ozna
zamy j�zyk opisywany przezwzorze
 α, 
zyli j�zyk zªo»ony z ty
h sªów, które pasuj¡ do wzor
a α. L(α) de�niujemyinduk
yjnie ze wzgl�du na budow� wzor
a α:
• L(a) = {a}, dla a ∈ Σ, o ile a nie ma spe
jalnego zna
zenia opisanego ni»ej,
• L(ε) = {ε},
• L(∅) = ∅,
• L(.) = Σ \ {\n},
• L(“x�) = {x},
• L([a1a2 . . . ak]) = {a1, a2, . . . , ak},
• L([a − b]) = {a, . . . , b} � zale»y od kolejno±
i znaków w kodowaniu ASCII,
• L([�a − b]) = Σ \ L([a − b])

• L(α?) = L(α) ∪ {ε},
• L(α∗) = L(α)∗,
• L(α+) = L(α)+ = L(α)L(α)∗,
• L(αβ) = L(α)L(β),
• L(α | β) = L(α) ∪ L(β),
• L(α ∩ β) = L(α) ∩ L(β),
• L(α) = L(α),
• L( (α) ) = L(α).

2Badaj¡
 wzor
e 
z�sto b�dziemy 
h
ieli porównywa¢ nie tyle je same, ale i
h zna
zenia.Przyda nam si� do tego poj�
ie równowa»no±
i wzor
ów.Def. 21. Powiemy, »e dwa wzor
e α i β s¡ równowa»ne, α ≡ β, wtw., gdy L(α) = L(β).
2 Oto gar±¢ to»samo±
i doty
z¡
y
h wzor
ów. Niektóre z ni
h, tak naprawd�, poznali±myju» w poprzednim wykªadzie jako to»samo±
i doty
z¡
e j�zyków.24



• α(β | γ) ≡ αβ | αγ � to ni
 innego jak rozdzielno±¢ sklejania j�zyków wzgl�dem i
hsumowania, zastosowana do wzor
ów,
• (β | γ)α ≡ βα | γα � j.w.,
• ∅α ≡ α∅ ≡ ∅ � ∅ jest �zerem� sklejania, równie» dla wzor
ów,
• α∗ ≡ ε | αα∗ ≡ ε | α∗α � oto dwie rekuren
yjne de�ni
je opera
ji ∗,
• α+ ≡ α | αα+ ≡ α | α+α � oto dwie rekuren
yjne de�ni
je opera
ji +,
• (αβ)∗α ≡ α(βα)∗, � oba wzor
e opisuj¡ naprzemienne 
i¡gi α i β za
zynaj¡
e iko«
z¡
e si� α-¡,
• (α∗)∗ ≡ α∗ � domykanie domkni�
ia Kleene'ego nie wnosi ni
 dodatkowego,
• (α | β)∗ ≡ (α∗β∗)∗ � 
i¡g α i β mo»na zawsze przedstawi¢ jako poprzeplatane zesob¡ 
i¡gi α i 
i¡gi β (wli
zaj¡
 w to 
i¡gi dªugo±
i zero), i vi
e versa.2.3 Wyra»enia regularneOkazuje si�, »e wiele z konstruk
ji wyst�puj¡
y
h we wzor
a
h mo»e by¢ zast¡piony
hprostszymi konstruk
jami. Na przykªad zamiast [a− c] mo»na napisa¢ a | b | c. Post�puj¡
w ten sposób, ka»dy wzorze
 mo»na przerobi¢ na taki, który zostaª zapisany przy u»y
iutylko pewnego minimalnego zestawu konstruk
ji. Wzor
e, które mo»emy zapisa¢ przyu»y
iu owego minimalnego zestawu opera
ji, nazywamy wyra»eniami regularnymi.Def. 22. Wyra»enia regularne, to takie wzor
e, które s¡ zbudowane tylko przy u»y
iu:
• ε,
• ∅,
• a, dla a ∈ Σ,
• αβ, gdzie α i β to wyra»enia regularne,
• α | β, gdzie α i β to wyra»enia regularne,
• α∗, gdzie α to wyra»enie regularne,
• (α), gdzie α to wyra»enie regularne.

2Jak zoba
zymy dalej, wszystkie pozostaªe konstruk
je s¡ redundantne, 
ho¢ w prakty
es¡ przydatne. Wyra»enia regularne b�d¡ nam potrzebne wów
zas, gdy b�dziemy si� zajmo-wali tym, 
o mo»na wyrazi¢ za pomo
¡ wzor
ów i ogólnymi wªa±
iwo±
iami j�zyków, któremo»na opisywa¢ za pomo
¡ wzor
ów. Dzi�ki ograni
zeniu zestawu mo»liwy
h konstruk
jido niezb�dnego minimum, nasze rozwa»ania b�d¡ prostsze.25



2.4 J�zyki regularneKlas� j�zyków, dla który
h istniej¡ opisuj¡
e je wzor
e nazywamy j�zykami regularnymi.Def. 23. Powiemy, »e j�zyk A jest regularny, wtw., gdy istnieje wzorze
 α opisuj¡
y A,
zyli A = L(α). 2Jak pó¹niej poka»emy, wzor
e maj¡ tak¡ sam¡ siª� wyrazu 
o wyra»enia regularne,tzn. je±li dla danego j�zyka istnieje opisuj¡
y go wzorze
, to istnieje równie» opisuj¡
e gowyra»enie regularne.Jeden z problemów, jakim b�dziemy si� zajmowa¢ w trak
ie tego kursu, to: jakie j�zykis¡ regularne? Okazuje si�, »e nie wszystkie. Poni»ej podajemy kilka prosty
h wªasno±
iklasy j�zyków regularny
h.Fakt 1. Ka»dy j�zyk sko«
zony jest regularny.Dowód: Nie
h {x1, x2, . . . , xn} b�dzie niepustym sko«
zonym j�zykiem. J�zyk ten mo»naopisa¢ wzor
em (a dokªadniej wyra»eniem regularnym) posta
i x1 | x2 | . . . | xn. J�zykpusty mo»na opisa¢ wzor
em ∅.Fakt 2. Nie
h A i B b�d¡ j�zykami regularnymi. J�zyki A∪B, A∩B, AB, A i A∗ s¡ te»regularne.Dowód: Skoro A i B s¡ regularne, to istniej¡ opisuj¡
e je wzor
e α i β, L(α) = A,
L(β) = B. Interesuj¡
e nas j�zyki s¡ regularne, bo opisuj¡ je wzor
e: α | β, α∩ β, αβ, α i
α∗.2.5 PodsumowanieW tym wykªadzie poznali±my wzor
e oraz wyra»enia regularne. J�zyki jakie mo»na za i
hpomo
¡ opisa¢ tworz¡ klas� j�zyków regularny
h.2.6 Skorowidz

• J�zyk opisywany przez wzorze
 to j�zyk zªo»ony z ty
h sªów, które pasuj¡ dowzor
a α.
• J�zyk regularny, to taki j�zyk, dla którego istnieje opisuj¡
y go wzorze
.
• Wyra»enia regularne to sz
zególny przypadek wzor
ów, do który
h zapisu u»ytowyª¡
znie: symboli alfabetu, ε, ∅, sklejania, | , ∗ i nawiasów.
• Wzor
e to rodzaj wyra»e«, do który
h dopasowujemy sªowa nad ustalonym alfabe-tem. Wzorze
 opisuje j�zyk zªo»ony ze sªów, które do niego pasuj¡.26



2.7 Pra
a domowa1. (3 p.) Podaj wyra»enie regularne równowa»ne wzor
owi: (a(b?)a)?(a[a − c]a)+2. (3 p.) Podaj wzorze
 opisuj¡
y numery telefonów (sta
jonarne i komórkowe). (Mo-»esz pomin¡¢ numery mi�dzynarodowe, spe
jalne itp.)3. (4 p.) Upro±¢ nast�puj¡
y wzorze
: (a∗(aba | abb) | b∗(bab | baa))∗(a(a∗ba | a∗bb) | b(b∗ab | b∗aa))2.8 �wi
zenia1. Podaj wzor
e/wyra»enia regularne opisuj¡
e j�zyk zªo»ony ze sªów:(a) poprawne numery indeksów studentów, np. posta
i s0124, Rozwi¡zanie36(b) poprawne numery dowodów osobisty
h, np. ABC123456. Rozwi¡zanie37(
) nad alfabetem {a, b}, które zawieraj¡ podsªowo bbab, Rozwi¡zanie38(d) nad alfabetem {a, b, c}, które za
zynaj¡ si� i ko«
z¡ tym samym znakiem, Roz-wi¡zanie39(e) nad alfabetem {a, b}, które nie zawieraj¡ podsªowa aa, Rozwi¡zanie40(f) nad alfabetem {a, b}, które nie zawieraj¡ podsªowa ab, Rozwi¡zanie41(g) nad alfabetem {a, b, c}, które nie zawieraj¡ podsªowa aa, Rozwi¡zanie42(h) nad alfabetem {a, b, c}, które nie zawieraj¡ podsªowa ab, Rozwi¡zanie4336
s[0−9][0−9][0−9][0−9]37

[A−Z][A−Z][A−Z][0−9][0−9][0−9][0−9][0−9][0−9]38

(a|b)
∗
bbab(a|b)

∗39 Tenznaktomo»eby¢a,blubc.Nale»ywi�
wzi¡¢sum�ty
htrze
hprzypadków,niezapominaj¡
o sªowa
hjednoliterowy
h: a(a|b|c)
∗

a|b(a|b|c)
∗

b|c(a|b|c)
∗

c|a|b|c40 Poka»dejliterzea(by¢mo»ezwyj¡tkiemostatniej)musiwyst�powa¢literab:(b|ab)
∗
(a|ε)41 Politerzeaniemo»ewyst�powa¢b,tylkoew.kolejnaliteraa.Takwi�
najpierwmusz¡wyst�powa¢ literyb,apotema:b

∗
a
∗

.42 Poka»dejliterzea(by¢mo»ezwyj¡tkiemostatniej)musiwyst�powa¢literablubc:(b|c|ab|ac)
∗
a?.43 Poka»dejsekwen
jilitera(by¢mo»ezwyj¡tkiemostatniej)mo»ewyst¡pi¢tylkoliterac:(b|a

∗
c)

∗
a
∗

. 27



(i)nadalfabetem{a,b,c}zªo»ony
htylkozjednegorodzajusymboli,Rozwi¡za- nie44 (j)nadalfabetem{a,b,c}zªo»ony
h
onajwy»ejzdwó
hrodzaisymboli,Roz- wi¡zanie45 (k)nadalfabetem{a,b,c}zªo»ony
hdokªadniezdwó
hrodzaisymboli,Rozwi¡- zanie46 (l)nadalfabetem{a,b},którezawieraj¡parzyst¡li
zb�litera.Rozwi¡zanie47 2.Porównajpodanewzor
epodk¡temrównowa»no±
i/zawieraniasi�odpowiadaj¡
y
h imj�zyków.Je±lis¡równowa»ne,touzasadnijto.Je»elinie,topodajprzykªad sªowa,którepasujedojednegowzor
a,aleniedodrugiego. (a)(a?b?)
∗
i(a|b)

∗
,Rozwi¡zanie48 (b)(a|b)

∗
ia

∗
|b

∗
,Rozwi¡zanie49 (
)(a

∗
b)

∗
i(b

∗
a)

∗
,Rozwi¡zanie50 (d)(a|b)

∗
i(aa|ab|ba|bb)

∗
,Rozwi¡zanie51 (e)aa(bbaa|baa)

∗
i(aabb|aab)

∗
aa.Rozwi¡zanie52 44Pami�tajmy, »e puste sªowo skªada si� z zera rodzajów symboli, a+ | b+ | c+. 45Którego± rodzaju literek musi brakowa¢. Nale»y wi�
 zsumowa¢ trzy przypadki: (a | b)∗ | (b | c)∗ | (a | c)∗. 46

Mamy trzy przypadki � którego± rodzaju literek musi brakowa¢. Równo
ze±nie musimy zapewni¢, abydwie pozostaªe literki wyst�powaªy. Tak wi�
 w sªowie musi by¢ przynajmniej po jednej sekwen
ji literekpierwszego i drugiego rodzaju.
((a+b+ | b+a+)(a | b)∗) | ((b+c+ | c+b+)(b | c)∗) | ((a+c+ | c+a+)(a | c)∗)

47Ci¡g liter a parzystej dªugo±
i ªatwo opisa¢: (aa)∗. Nast�pnie nale»y �pow
iska¢� litery b wsz�dzie tam,gdzie mog¡ si� pojawi¢. W ten sposób uzyskujemy: b∗(ab∗ab∗)∗. 48S¡ to»same. Oba opisuj¡ wszystkie sªowa nad alfabetem {a, b}. 49Pierwszy wzorze
 opisuje wszystkie sªowa nad alfabetem {a, b}. Do drugiego wzor
a nie pasuje np. sªowo

ba. 50Nie s¡ to»same. Na przykªad, do pierwszego z ni
h nie pasuje sªowo a, a do drugiego nie pasuje sªowo b. 51Nie s¡ to»same. Pierwszy wzorze
 opisuje wszystkie sªowa nad alfabetem {a, b}, a drugi tylko parzystejdªugo±
i. 52S¡ to»same. Jest to przykªad bardziej ogólnej to»samo±
i: α(βα)∗ ≡ (αβ)∗α. Oba te wyra»enia regularneopisuj¡ sªowa posta
i: αβαβ . . . αβα.28



3.Podajwyra»enieregularnerównowa»newzor
owi: •((ab
+
)?|[a−z])

∗
,Rozwi¡zanie53 •([a−c]|a(b?))

+
.Rozwi¡zanie54 4.Upro±¢podanewzor
e: •(a|b)(aa|ab|bb|ba)

∗
(a|b),Rozwi¡zanie55 •(a(b|ε)|ba(b|ε))

+
|ε.Rozwi¡zanie56

53Jedno z mo»liwy
h rozwi¡za« to: (ab(b∗) | ε | x | y | z)∗. 54Jedno z mo»liwy
h rozwi¡za« to: (a | b | c | ab)(a | b | c | ab)∗. 55(a | b)(aa | ab | bb | ba)∗(a | b) ≡ (a | b)((a | b)(a | b))∗(a | b) ≡

≡ ((a | b)(a | b))∗(a | b)(a | b) ≡ ((a | b)(a | b))+

56(a(b | ε) | ba(b | ε))+ | ε ≡ (a | ab | ba | bab)+ | ε ≡

≡ ((b?)a(b?))+ | ε ≡

≡ ((b?)a(b?))∗

29



Wykªad 3. Analiza leksykalna i generatory analizatorówleksykalny
hWzor
e mo»emy spotka¢ w wielu narz�dzia
h � wsz�dzie tam, gdzie 
h
emy wyszukiwa¢pewne fragmenty tekstu, wyszukiwany fragment mo»emy opisa¢ wªa±nie za pomo
¡ wzor
a:
• w edytora
h tekstów 
z�sto mo»emy poda¢ nie tylko wyszukiwany tekst, ale wªa±niewzorze
,
• programy systemowe sªu»¡
e do wyszukiwania informa
ji, np. grep, sed, 
zy awk,
• biblioteki programisty
zne zawieraj¡
e pro
edury rozpoznaj¡
e wyst¡pienia wzor
óww tek±
ie,
• generatory analizatorów leksykalny
h (skanerów).Tym ostatnim zastosowaniem zajmiemy si� bli»ej. Najpierw jednak musimy przybli»y¢poj�
ie analizy leksykalnej.3.1 Analiza leksykalnaMiejs
e na analiz� leksykaln¡ jest wsz�dzie tam, gdzie w
zytujemy dane o okre±lonejskªadni. W
zytuj¡
 takie dane, zanim b�dziemy mogli je przetwarza¢, musimy rozpo-zna¢ i
h skªadni�. Pomysª polega na tym, aby najpierw w
zytywany 
i¡g znaków podzieli¢na elementarne 
egieªki skªadniowe �- nazywane leksemami � a dopiero dalej analizowa¢
i¡g leksemów. Analizator leksykalny (nazywany te» skanerem) to wyodr�bniony moduªzajmuj¡
y si� tym zadaniem.Analiza leksykalna powstaªa i rozwin�ªa si� w rama
h pra
 nad budow¡ kompilatorów.Wszak kompilator musi najpierw w
zyta¢ i zanalizowa¢ skªadni� w
zytywanego programu.Jej zastosowania s¡ jednak du»o szersze. Prakty
znie analiz� leksykaln¡ mo»na zastoso-wa¢ w ka»dym programie, który w
zytuje dane posiadaj¡
e jak¡± skªadni�, na przykªadw: przegl¡darka
h internetowy
h, edytora
h, systema
h skªadu tekstu, programa
h kon-wertuj¡
y
h, 
zy jaki
hkolwiek aplika
ja
h posiadaj¡
y
h pliki kon�gura
yjne o okre±lonejskªadni.Czemu wyodr�bnia¢ analiz� leksykaln¡ jako osobny moduª? Jest kilka powodów:
• uprosz
zenie konstruk
ji programu � ªatwiej opra
owa¢ osobno analiz� leksykaln¡ ireszt� analizy skªadniowej,
• zwi�kszenie przeno±no±
i � w module analizie leksykalnej mo»na ukry¢ wszystkiesz
zegóªy zwi¡zane ze sposobem w
zytywania plików, reprezenta
j¡ znaków, itp.,
• zwi�kszenie efektywno±
i � analiza leksykalna, 
ho¢ kon
ep
yjnie prosta, mo»e zaj-mowa¢ du»¡ 
z�±¢ 
zasu pra
y programu; wªa±
iwe jej zaimplementowanie mo»e po-prawi¢ efektywno±¢ programów, 30



Napisanie efektywnego skanera nie jest proste. Nie musimy jednak tego robi¢ r�
znie. Prak-ty
znie dla ka»dego j�zyka programowania istniej¡ narz�dzia, tzw. generatory analizatorówleksykalny
h, które zrobi¡ to za nas. Musimy im jedynie dostar
zy¢ spe
y�ka
ji opisuj¡
ejjak wygl¡daj¡ leksemy, owe elementarne 
egieªki, na które 
h
emy podzieli¢ w
zytywany
i¡g znaków i jakie jest i
h zna
zenie.3.2 Leksemy, »etony i atrybutyW trak
ie analizy leksykalnej w
zytywany 
i¡g znaków jest dzielony na leksemy. Jednak to
o jest przekazywane dalej, to nie s¡ dokªadnie leksemy. Formalnie, leksem to 
i¡g znaków.To 
o jest przekazywane, to informa
ja reprezentuj¡
a zna
zenie leksemu. Informa
ja tajest reprezentowana za pomo
¡ tzw. »etonu i op
jonalnego atrybutu. �eton niesie infor-ma
j� o rodzaju leksemu. Je»eli leksemy danego rodzaju nios¡ ze sob¡ pewn¡ �warto±¢�,to »etonowi towarzyszy atrybut i jest on równy tej warto±
i. Podsumujmy wi�
 zna
zeniety
h trze
h terminów:leksem to 
i¡g kolejny
h znaków stanowi¡
y
h semanty
znie niepodzieln¡ 
aªo±¢,»eton (ang. token) to staªa (
aªkowita) reprezentuj¡
a rodzaj w
zytanego leksemu,atrybut to op
jonalna warto±¢ reprezentuj¡
a zna
zenie leksemu.Typowe leksemy, to:
• identy�katory,
• sªowa klu
zowe,
• napisy,
• li
zby 
aªkowite i rze
zywiste,
• opera
je arytmety
zne i rela
je,
• nawiasy i innego rodzaju znaki �interpunk
yjne�.Najlepiej powy»sze poj�
ia zilustrowa¢ na przykªada
h.Przykªad: Rozwa»my instruk
j� (z kompilowanego programu) posta
i:

E := m ∗ c∧2;Mo»emy j¡ rozbi¢ na nast�puj¡
y 
i¡g leksemów:
E, :=, m, ∗, c, ∧, 2, ;Natomiast i
h reprezenta
ja za pomo
¡ »etonów i atrybutów b�dzie nast�puj¡
a:31



Leksem �eton AtrybutE identy�kator �E�:= przypisaniem identy�kator �m�* mno»enie
 identy�kator �
�
∧ pot�gowanie2 li
zba 
aªkowita 2; ±rednikPrzykªad: Rozwa»my fragment ¹ródeª HTML:<head><meta http-equiv="Content-Type" 
ontent="text/html; 
harset=iso-8859-2"><title>PJWSTK - JFA</title>Jak ten fragment nale»y podzieli¢ na leksemy? Pami�tajmy, »e leksemy musz¡ by¢ niepo-dzielne semanty
znie. Oto jeden z mo»liwy
h podziaªów:Leksem �eton Atrybut<head open-start-tag �head�> 
lose-tag<meta open-start-tag �meta�http-equiv identy�kator �http-equiv�= równo±¢"Content-Type" napis �Content-Type
ontent identy�kator �
ontent�= równo±¢"text/html; 
harset=iso-8859-2" napis �text/html; 
harset=iso-8859-2�> 
lose-tag<title open-start-tag �title�> 
lose-tagPJWSTK - JFA text �PJWSTK - JFA�</title open-end-tag �title�> 
lose-tagJak wida¢ z powy»szy
h przykªadów, typowe atrybuty leksemów to

• identy�kator � nazwa identy�katora (je±li nie odró»nia si� maªy
h i wielki
h liter,to w znormalizowanej posta
i, np. pisana samymi wielkimi literami),
• napis � tre±¢ napisu,
• li
zba � jej warto±¢, 32



Pisz¡
 spe
y�ka
j� dla Lex'a musimy dla ka»dego »etonu opisa¢ jak¡ posta¢ mog¡ mie¢leksemy odpowiadaj¡
e temu »etonowi. Robimy to podaj¡
 dla ka»dego »etonu wzorze
.Nast�pnie dla ka»dego »etonu podajemy fragment kodu, który na podstawie leksemu obli
zawarto±¢ atrybutu.Przykªad: Oto kilka przykªadów »etonów i wzor
ów opisuj¡
y
h odpowiadaj¡
e im lek-semy: �eton Przykªad leksemu Wzorze
sª_klu
z_if if ifidenty�kator (zªo»onytylko z liter) Pom [a− zA− Z]+li
zba_
aªkowita −42 −?[0− 9]+Projektuj¡
 podziaª wej±
ia na leksemy i dobieraj¡
 »etony powinni±my kierowa¢ si�nast�puj¡
ymi zasadami:
• Leksemy powinny by¢ niepodzielne semanty
znie.
• Leksemom, które maj¡ tego samego rodzaju semantyk� powinien odpowiada¢ tensam »eton.
• Leksemy odpowiadaj¡
e jednemu »etonowi powinno si� da¢ opisa¢ wzor
em.Skaner jest zwykle zrealizowany w posta
i moduªu, który udost�pnia pro
edur� �dajkolejny leksem�. Pro
edura ta rozpoznaje jeden leksem i zwra
a odpowiadaj¡
y mu »etoni atrybut. Mo»na wi�
 powiedzie¢, »e skaner przetwarza strumie« znaków w strumie« par:»eton, atrybut.Proste atrybuty, takie jak li
zby, s¡ przekazywane wprost. Bardziej zªo»one atrybuty,takie jak nazwy identy�katorów, mog¡ by¢ przez skaner umiesz
zane w spe
jalnym sªow-niku, nazywanym tabli
¡ symboli. Wów
zas jako atrybut przekazywany jest wska¹nik lubpozy
ja w tabli
y symboli. Z jednej strony, dzi�ki temu osz
z�dzamy na pami�
i. Z drugiejstrony, sama pozy
ja w tabli
y symboli jest wystar
zaj¡
a, gdy» zwykle nie jest istotne,jak si� dany identy�kator nazywa, tylko który z identy�katorów to jest.3.3 Generator analizatorów leksykalny
h LexGenerator analizatorów leksykalny
h na podstawie spe
y�ka
ji skanera sam generuje jegokod. Jest wiele ró»ny
h generatorów analizatorów leksykalny
h, ró»nego po
hodzenia iprzezna
zony
h dla ró»ny
h j�zyków programowania. Na wykªadzie skupimy si� na gene-ratorze Flex/Lex przezna
zonym dla C/C++. Nazwa [F℄lex to skrót od [Fast℄ LEXi
alanalyzer generator.Spe
y�ka
ja taka zawiera z jednej strony opis skªadni leksemów ró»ny
h rodzajów, az drugiej zawiera fragmenty kodu, które maj¡ by¢ wykonane w przypadku napotkanialeksemu okre±lonego rodzaju.Dla ka»dego rodzaju leksemów (tj. dla ka»dego »etonu) spe
y�ka
ja skanera zawiera:33



• wzorze
 opisuj¡
y posta¢ leksemów (danego rodzaju),
• fragment kodu wykonywany w momen
ie napotkania leksemu danego rodzaju.Fragmenty kodu wykonywane w momen
ie rozpoznania leksemu maj¡ o
zywi±
ie dost�pdo sªowa (napisu) stanowi¡
ego rozpoznany leksem. I
h gªównym zadaniem jest przeka-zanie »etonu i obli
zenie ew. atrybutu. Jednak z punktu widzenia Lex'a mog¡ one robi¢
okolwiek. Je»eli np. naszym zadaniem jest przetªuma
zenie jednej posta
i dany
h na inn¡,takie fragmenty mog¡ wypisywa¢ przetªuma
zone odpowiedniki w
zytany
h leksemów.3.3.1 De�ni
je nazwany
h wzor
ówW spe
y�ka
ji dla Lex'a zwykle pewne wzor
e pojawiaj¡ si� wielokrotnie. �eby nie powta-rza¢ i
h, wprowadzono mo»liwo±¢ de�niowania pomo
ni
zy
h nazwany
h wzor
ów. De�ni-
je takie maj¡ posta¢:nazwa wzorze
Od momentu zde�niowania nazwanego wzor
a, mo»na si� do niego odwoªywa¢ w inny
hwzor
a
h poprzez: {nazwa}. W de�ni
ja
h nazwany
h wzor
ów mo»na si� odwoªywa¢ donazwany
h wzor
ów zde�niowany
h w
ze±niej, ale tylko w
ze±niej � tym samym de�ni
jewzor
ów nie mog¡ by¢ rekuren
yjne.Przykªad:
yfra [0-9℄
yfry {
yfra}+
z_uªamkowa "."{
yfry}znak_op
 ("+"|"-")?wykªadnik_op
 (E{znak_op
}{
yfry})?li
zba {znak_op
}({
yfry}{
z_uªamkowa}|{
yfry}|{
z_uªamkowa}){wykªadnik_op
}De�ni
je nazwany
h wzor
ów pozwalaj¡ w zwi�zªy sposób powi¡za¢ nazwy z okre±lo-nymi wzor
ami. Nie wnosz¡ one jednak ni
 do siªy wyrazu wzor
ów. De�ni
ji nazwany
hwzor
ów mo»na si� zawsze pozby¢ rozwijaj¡
 wszystkie de�ni
je.3.3.2 Spe
y�ka
je skanerów dla Lex'aJ�zyk spe
y�ka
ji dla Lex'a zawiera mnóstwo sz
zegóªów, który
h nie b�dziemy tutaj oma-wia¢. W tej 
hwili naszym zadaniem jest wprowadzenie Czytelnika w typowy sposóbwykorzystania Lex'a. Gdy zawarte tu informa
je oka»¡ si� niewystar
zaj¡
e, odsyªamyCzytelnika do dokumenta
ji generatora skanerów (man lex).Spe
y�ka
ja dla Lex'a skªada si� z trze
h 
z�±
i:
• deklara
ji programisty
zny
h (staªy
h i zmienny
h), oraz de�ni
ji regularny
h,34



• reguª rozpoznawania leksemów,
• dodatkowy
h pro
edur zde�niowany
h przez u»ytkownika.Cz�±
i te s¡ oddzielone od siebie wierszami posta
i: �%%�.Deklara
je programisty
zne Dowolne globalne deklara
je programisty
zne mo»naumie±
i¢ ujmuj¡
 je w nawiasy %{ ...%}. Doty
zy to równie» dyrektyw #in
lude.De�ni
je nazwany
h wzor
ów Zapisane zgodnie z opisan¡ powy»ej skªadni¡.Reguªy rozpoznawania leksemów Reguªy rozpoznawania leksemów maj¡ posta¢:wzorze
 fragment koduJe»eli fragment kodu jest dªu»szy ni» jedna instruk
ja, to musi by¢ uj�ty w nawiasy {...}). Wzorze
 musi za
zyna¢ si� na po
z¡tku wiersza i nie mo»e zawiera¢ »adny
h (nieuj�ty
h w 
udzysªowy) odst�pów.Dodatkowe pro
edury W trze
iej 
z�±
i mo»na umie±
i¢ deklara
je wªasny
h pro
edur.W sz
zególno±
i mo»na tam zde�niowa¢ pro
edur� main.3.3.3 Rozpoznawanie leksemówZanim zoba
zymy przykªady spe
y�ka
ji, musimy zrozumie¢, jak dziaªaj¡ wygenerowaneprzez Lex'a skanery. Skaner udost�pnia funk
j� (int yylex()) sªu»¡
¡ do w
zytania jed-nego leksemu. Je»eli plik zostaª w
zytany, to yylex zwra
a 0. Wpp. stara si� dopasowa¢pewien fragment po
z¡tkowy wej±
ia do jednego z podany
h wzor
ów, wg. nast�puj¡
y
hzasad:
• Je»eli istnieje kilka mo»liwy
h dopasowa« leksemu, przede wszystkim wybierany jestjak najdªu»szy leksem.
• Je±li jest kilka wzor
ów pasuj¡
y
h do najdªu»szego mo»liwego leksemu, to wybieranyjest pierwszy z ni
h (zgodnie z kolejno±
i¡ w spe
y�ka
ji). Nast�pnie wykonywanyjest fragment kodu odpowiadaj¡
y dopasowanemu wzor
owi. Dopasowany leksemjest dost�pny poprzez zmienn¡ yytext i ma dªugo±¢ yyleng. (Zmienna yytext mo»eby¢ typu 
har yytext[℄ lub 
har *yytext.)
• Je±li wykonywany fragment kodu zako«
zy si� poprzez return, to jest to powrót zwywoªania pro
edury yylex. Wpp. rozpo
zyna si� dopasowywanie kolejnego leksemuitd.�eton powinien by¢ zwra
any wªa±nie jako wynik pro
edury yylex. Je±li 
h
emyprzekazywa¢ atrybuty, to powinni±my je przypisa¢ (zadeklarowanym w pierwszej 
z�-±
i spe
y�ka
ji) zmiennym. 35



• Je»eli ni
 si� nie udaªo dopasowa¢, to jeden znak z wej±
ia jest przepisywany nawyj±
ie i rozpoznawanie leksemów za
zyna si� od po
z¡tku.Przykªad: Oto spe
y�ka
ja skanera, który ka»dy napis �FOO� zamienia na �Foo�, �BAR�na �Bar� i �FOOBAR� na �Foobar�. Wszystko inne jest przepisywane z wej±
ia na wyj±
iebez zmian.%{#in
lude <stdio.h>%}%%FOO printf("Foo");BAR printf("Bar");FOOBAR printf("Foobar");%%int main() {yylex();return 0;}Przykªad ten znajduje si� w pliku foobar.l.Przykªad: Oto spe
y�ka
ja skanera, który wyszukuje w wej±
iu li
zby zmiennopozy
yjnei wypisuje je. Wszystko inne jest ignorowane.%{#in
lude <stdio.h>%}
yfra [0-9℄
yfry {
yfra}+
z_uªamkowa "."{
yfry}znak_op
 ("+"|"-")?wykªadnik_op
 ((e|E){znak_op
}{
yfry})?li
zba {znak_op
}({
yfry}{
z_uªamkowa}|{
yfry}"."?|{
z_uªamkowa}){wykªadnik_op
}%% 36



{li
zba} { printf(" %g ", atof(yytext)); }. { /* ni
 */ }%%int main() {yylex();return 0;}Przykªad ten znajduje si� w pliku li
zby.l.W powy»szy
h przykªada
h nie u»ywali±my »etonów ani atrybutów. Jedno wywoªa-nie funk
ji yylex przetwarzaªo 
aªe wej±
ie. Poni»szy przykªad ilustruje wykorzystanie»etonów i atrybutów.Przykªad: Oto spe
y�ka
ja prostego skanera, który sumuje wszystkie li
zby 
aªkowiteznajduj¡
e si� na wej±
iu, pomijaj¡
 wszystko inne.%{#in
lude <stdio.h>#define LICZBA 1int attr;%}INTEGER -?[0-9℄+%%{INTEGER} { attr = atoi(yytext);return LICZBA; }.|\n { /* Ni
 */ }%%int main() {int sum=0;while (yylex() == LICZBA) sum += attr;printf("suma = %d\n", sum);return 0;} 37



Przykªad ten znajduje si� w pliku sum.l.Przykªad: Kolejny przykªad pokazuje jak przekazywa¢ inne atrybuty ni» li
zby 
aªko-wite. Poni»szy skaner wy
hwytuje wszystkie identy�katory i przekazuje i
h nazwy jakoatrybuty.%{#in
lude <stdio.h>#in
lude <string.h>#define IDENTYFIKATOR 6942#define ZNAK 1234
har* attr;%}IDENT [a-zA-Z℄[a-zA-Z0-9_℄*%%{IDENT} {attr = mallo
 (yyleng+1);str
py(attr, yytext);return IDENTYFIKATOR;}.|\n { return ZNAK; }%%int main() {int token;while ((token=yylex()) > 0) {if (token == IDENTYFIKATOR) printf("`%s'\n", attr);};return 0;}Przykªad ten znajduje si� w pliku identyfikatory.l.
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Przykªad: Nast�puj¡
a spe
y�ka
ja opisuje skaner, który usuwa komentarze posta
i /*...*/. Uwaga: nie uwzgl�dnia ona inny
h rodzajów komentarzy, ani napisów.%%"/*"([ˆ∧*℄|("*"+[ˆ∧*/℄))*"*"*"*/" { /* Ni
 */ }"/*" { printf("Nieprawidªowy komentarz."); }%%int main() {yylex();return 0;}Przykªad ten znajduje si� w pliku un
omment.l.3.3.4 TrybyDomy±lnie, analizator leksykalny dopasowuje standardowe wej±
ie do wszystki
h wzor
ówreguª podany
h w spe
y�ka
ji. Mo»na jednak okre±li¢ kilka trybów dziaªania skanera iw okre±lonym trybie dopasowywa¢ wzor
e tylko okre±lony
h reguª. Tryby deklarujemy wpierwszej 
z�±
i spe
y�ka
ji, za
zynaj¡
 wiersz od %s lub %x i wymieniaj¡
 dalej nazwytrybów. Je»eli tryb zostaª zadeklarowany za pomo
¡ %s to obejmuje dodatkowo reguªy bezokre±lonego trybu, a je±li zostaª zadeklarowany za pomo
¡ %x to i
h nie obejmuje. Je»eli
h
emy, »eby dany wzorze
 byª dopasowywany tylko w okre±lonym trybie, to dodajemyprzed nim nazwy ty
h trybów uj�te w trójk¡tne nawiasy <...> i pooddzielane prze
inkami.Tryb mo»emy zmienia¢ za pomo
¡ pole
enia BEGIN(tryb ). Tryb, w którym skaner pra
ujew momen
ie uru
homienia i który obejmuje wszystkie reguªy bez podanego trybu, nazywasi� INITIAL. Mo»liwe jest te» sprawdzenie w jakim trybie jeste±my. Aktualny tryb jestpami�tany na zmiennej YY_START.Przykªad: U»ywaj¡
 trybów mo»emy napisa¢ du»o pro±
iej skaner usuwaj¡
y komenta-rze posta
i /* ...*/. Wystar
zy, »e wprowadzimy dodatkowy tryb KOMENTARZ, w którymb�dziemy analizowa¢ tre±¢ komentarzy.%x KOMENTARZ%%"/*" { BEGIN(KOMENTARZ); }<KOMENTARZ>"*/" { BEGIN(INITIAL); }<KOMENTARZ>(.|\ n) { /* Ni
 */ }39



%%int main() {yylex();if (YY_START == KOMENTARZ) printf("Nieprawidªowy komentarz.");return 0;}Przykªad ten znajduje si� w pliku un
omment-start.l.3.4 Kompila
ja programów generowany
h przez Flex'aZodnie z przyj�t¡ konwen
j¡, spe
y�ka
je dla Flex'a to pliki z rozszerzeniem .l. Zaªó»my,»e w pliku spe
.l znajduje si� taka spe
y�ka
ja. Najprostsze wywoªanie Flex'a wygl¡datak:flex spe
.lW jego wyniku Flex tworzy plik lex.yy.
 z kodem ¹ródªowym skanera. Mo»emy o
zy-wi±
ie okre±li¢ (za pomo
¡ op
ji -o) inn¡ nazw� pliku z kodem ¹ródªowym, na przykªadpole
enie:flex -ospe
.yy.
 spe
.lspowoduje umiesz
zenie kodu ¹ródªowego skanera w pliku spe
.yy.
. Tak wygenerowanykod korzysta ze standardowej biblioteki o nazwie fl. Mo»na go skompilowa¢ za pomo
¡pole
enia posta
i: g

 ...spe
.yy.
 -lfl.3.5 PodsumowanieWykªad ten wyja±nia 
zym jest analiza leksykalna i generatory analizatorów leksykalny
h,takie jak Lex. Pokazuje te» jak pisa¢ spe
y�ka
je analizatorów leksykalny
h dla Lex'a.Umiej�tno±¢ korzystania z Lex'a b�dzie jesz
ze przedmiotem ¢wi
ze« laboratoryjny
h.3.6 Skorowidz
• Analiza leksykalna polega na w
zytaniu strumienia znaków, podzieleniu go naleksemy i przeksztaª
eniu na »etony i ew. atrybuty.
• Atrybut (leksemu) to op
jonalna warto±¢ reprezentuj¡
a zna
zenie/warto±¢ lek-semu.
• De�ni
je nazwany
h wzor
ów to 
z�±¢ spe
y�ka
ji dla Lex'a wi¡»¡
a z okre±lo-nymi nazwami okre±lone wzor
e. 40



• Generator analizatorów leksykalny
h to program generuj¡
y, na podstawie spe-
y�ka
ji, kod analizatora leksykalnego (skanera).
• Leksem to 
i¡g kolejny
h znaków stanowi¡
y
h semanty
znie niepodzieln¡ 
aªo±¢.
• Lex to generator analizatorów leksykalny
h.
• Skaner (analizator leksykalny) to moduª zajmuj¡
y si� analiz¡ leksykaln¡.
• �eton to staªa reprezentuj¡
a rodzaj leksemu.3.7 Pra
a domowa1. (3 p.) Dla nast�puj¡
ego fragmentu pliku ini:[main℄version=3.0.0.9LinuxDesktop=0OpenFileCMD=kfm
lient exe
IndiPanelCmd=
d /usr/lo
al/d
d ; python ./d
d.py[
atalog℄star
atpath=/usr/share/apps/sky
hart/
at/bs
5StarmagMax=10NebmagMax=14podaj:

• jak by± go podzieliª na leksemy,
• jakie »etony by± wyodr�bniª
• jakie atrybuty b�d¡ towarzyszy¢ leksemom.2. (7 p.) Znaki interpunk
yjne, to: kropka, prze
inek, znak zapytania, wykrzyknik i±rednik. Napisz spe
y�ka
j� skanera, który usuwa wszelkie biaªe znaki poprzedzaj¡
eznaki interpunk
yjne. Inne znaki powinny by¢ wypisywane bez zmian. Na przykªad,tekst:Ala ma kota ,psa i kanarka, 
hyba . . .powinien zosta¢ zamieniony na:Ala ma kota,psa i kanarka, 
hyba...41



3.8 �wi
zenia1. Podaj leksemy pojawiaj¡
e si� w poni»szy
h programa
h.
• fun
tion abs (i : integer): integer;{ Obli
za warto±¢ bezwzgl�dn¡ i }beginif i > 0 then abs := i else abs := -iend;
• int abs (i)int i;/* Obli
za warto±¢ bezwzgl�dn¡ i */{ return i>0?i:-i;}2. Podaj wyra»enia wzor
e opisuj¡
e nast�puj¡
e leksemy:
• numery rejestra
yjne samo
hodów (takie rodzaje, jakie znasz),
• identy�katory (w Twoim ulubionym j�zyku programowania),
• napisy (w Twoim ulubionym j�zyku programowania) wraz z mo»liwo±
i¡ umiesz-
zania ograni
znika napisu w napisie,
• komentarze (w Twoim ulubionym j�zyku programowania).3. Napisz spe
y�ka
j� skanera, który:(a) Usuwa biaªe znaki z po
z¡tku/ko«
a ka»dej linii. (Prze
zytaj w dokumenta
jiLex'a o zna
zeniu ∧ i $ we wzor
a
h.)Rozwi¡zanie57(b) Zamienia 
i¡g biaªy
h znaków na jeden odst�p.Rozwi¡zanie58(
) Zamienia wszystkie sªowa tak, »e s¡ pisane z wielkiej litery, ale pozostaªe literys¡ maªe. Wszystkie inne znaki, powinny by¢ wypisywane bez zmian. Rozwi¡-zanie5957 Przykªadowerozwi¡zanieznajdujesi�wplikuunindent.l.58 Przykªadowerozwi¡zanieznajdujesi�wpliku
ompress-whitespa
e.l.59 Przykªadowerozwi¡zanieznajdujesi�wpliku
apitalize.l. 42



(d) Wstawia odst�p po ka»dej krop
e i prze
inku, 
hyba »e taki odst�p ju» tam jest.(Prze
zytaj w dokumenta
ji Lex'a o zna
zeniu wzor
ów posta
i r/s.)Rozwi¡zanie60(e) Usuwa komentarze typu // z programu w C/C++. (Ignorujemy problemy zkomentarzami posta
i /*...//...*/):
• nie uwzgl�dniaj¡
 staªy
h napisowy
h,
• uwzgl�dniaj¡
 je.Rozwi¡zanie61(f) Zamienia pierwsz¡ liter� w ka»dym zdaniu na wielk¡, a pozostaªe na maªe. (Zda-nie, to dowolny 
i¡g znaków zako«
zony kropk¡. Inne znaki ni» litery powinnyby¢ wypisywane bez zmian.) Rozwi¡zanie62

60 Przykªadowerozwi¡zanieznajdujesi�wplikuinterpunk
ja.l.61 Przykªadowerozwi¡zanieznajdujesi�wplikuun
omment2.l.62 Przykªadowerozwi¡zanieznajdujesi�wpliku
apitalize-senten
e.l.Wstawkawkodziezamieniaj¡
a literyodpowiednionawielkieimaªemo»ewygl¡da¢rozmai
ie. 43



Wykªad 4. Deterministy
zne automaty sko«
zone4.1 Wst�pPrzypomnijmy, »e na j�zyk mo»na patrze¢ jak na problem de
yzyjny. W rama
h tegowykªadu zajmiemy si� modelowaniem taki
h me
hanizmów li
z¡
y
h, które s¡ przystoso-wane do rozstrzygania, 
zy dane sªowo nale»y do j�zyka i s¡ wyposa»one w pomo
ni
z¡pami�¢ staªej wielko±
i. Takie modele to wªa±nie automaty sko«
zone. J�zyki, dla który
htakie me
hanizmy istniej¡, jak si� pó¹niej oka»e, to j�zyki regularne. Za
znijmy jednak odustalenia pewny
h, by¢ mo»e o
zywisty
h i intui
yjny
h poj�¢.4.2 Intui
jeUstalmy najpierw pewne intui
yjne poj�
ia: stanu i przej±
ia. Stan jakiegokolwiek systemu(
zy me
hanizmu), to peªna informa
ja na jego temat w danym momen
ie 
zasu. Wsz
zególno±
i stan zawiera wszelk¡ �pami�¢� w jak¡ wyposa»ony jest dany system. Równie»wszystko to 
o zdarzyªo si� do danego momentu ma wpªyw na przyszªo±¢ tylko o tyle, o ilewpªyn�ªo na stan systemu w danej 
hwili.B�dziemy rozpatrywa¢ takie systemy i me
hanizmy, który
h stan zmienia si� w sposóbdyskretny (tj. skokowy), a nie 
i¡gªy. Podej±
ie takie ma zastosowanie np. do komputerówi urz¡dze« 
yfrowy
h. Pra
a podzespoªów komputerowy
h jest taktowana odpowiednimizegarami. I
h stan mo»e si� zmienia¢ tylko wraz z kolejnymi taktami odpowiedni
h ze-garów. Na 
aªy komputer mo»emy spojrze¢ jak na system, w którym 
zas biegnie nie wsposób 
i¡gªy, ale drobnymi skokami. W przypadku wielu inny
h systemów takie podej±
iete» mo»e by¢ poprawne, je»eli i
h stan, który b�dzie nas interesowaª, b�dzie miaª 
harakterdyskretny. Wów
zas jego zmiany b�d¡ musiaªy mie¢ 
harakter skokowy. Dlatego te» wnaszy
h modela
h 
zas b�dzie dyskretny, tzn. b�dzie on pªyn¡ª drobnymi kro
zkami.Zmian� stanu b�dziemy nazywa¢ przej±
iem � od stanu w 
hwili poprzedniej do stanuw 
hwili nast�pnej. Zwykle przej±
ie ma miejs
e jako reak
ja na pewne zdarzenie. Za-ªo»ymy przy tym, »e przej±
ia s¡ naty
hmiastowe � jest to o
zywi±
ie uprosz
zenie, taksamo jak zaªo»enie, »e 
zas jest dyskretny.Najlepiej powy»sze intui
je zilustrowa¢ na przykªada
h:
• Kostka Rubik'a � jej stany to mo»liwe uªo»enia, a przej±
ia za
hodz¡ na skutekwykonywania pojedyn
zy
h ru
hów.
• Zegarek 
yfrowy � Stan zegarka to aktualny 
zas (z dokªadno±
i¡ do jego pomiaruprzez zegarek) oraz 
aªa pami�¢ zegarka (np. godzina, na któr¡ ustawiony jest bu-dzik). Przej±
ia za
hodz¡ na skutek upªywu 
zasu lub na
iskania przy
isków zegarka.
• Sterownik windy � stany tego sterownika zawieraj¡ informa
j� m.inn. nt. poªo»eniawindy (z pewn¡ dokªadno±
i¡), kierunku jej jazdy, otwar
ia lub zamkni�
ia drzwi,oraz tego, jakie guziki (w windzie i na zewn¡trz) byªy na
i±ni�te.44



• Wsze
h±wiat(?) � pytanie 
zy wsze
h±wiat jest systemem dyskretnym pozostawimy�lozofom i �zykom.Przykªad: Na poni»szym diagramie przedstawiono uprosz
zony s
hemat dziaªania bar-dzo prostego odtwarza
za video. Stany zazna
zono owalami. W momen
ie wª¡
zeniasystem znajduje si� w stanie �Empty�. Przej±
ia przedstawiono jako strzaªki i umiesz
zonoprzy ni
h etykiety reprezentuj¡
e zdarzenia powoduj¡
e okre±lone przej±
ia.
Stop Play

Rev FFwd

Play

Stop

FF
w

d

Pl
ay
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op

R
ev

FFwd

Rev

Insert

Eject

Play

Rev

Empty

Eject

Eject

Eject

Start

Stop

FFwd

4.3 Deterministy
zne automaty sko«
zonePowró¢my do j�zyków. Interesuje nas modelowanie me
hanizmów obli
zeniowy
h odpo-wiadaj¡
y
h na pytanie, 
zy dane sªowo nale»y do ustalonego j�zyka. Automat sko«
zonyw
zytuje dane sªowo znak po znaku i po w
zytaniu 
aªego sªowa udziela odpowiedzi, 
zysªowo to nale»y do ustalonego j�zyka. Przej±
ia mi�dzy stanami za
hodz¡ w automa
iesko«
zonym na skutek w
zytywania kolejny
h znaków analizowanego sªowa. W automa-
ie deterministy
znym, dla ka»dego znaku jaki mo»e si� pojawi¢ na wej±
iu i dla ka»degostanu automatu, ze stanu tego wy
hodzi dokªadnie jedno przej±
ie odpowiadaj¡
e danemuznakowi � w ka»dej sytua
ji dziaªanie automatu musi by¢ okre±lone jednozna
znie. (Wtym wykªadzie b�dziemy si� zajmowa¢ wyª¡
znie automatami deterministy
znymi. Auto-maty niedeterministy
zne pojawi¡ si� w kolejnym wykªadzie i dopiero wów
zas b�dziemyje odró»nia¢.)To, jaka jest odpowied¹ udzielana przez automat zale»y od stanu osi¡ganego po w
zy-taniu 
aªego sªowa. Je»eli odpowied¹ jest pozytywna, to mówimy, »e automat ak
eptujesªowo, a w prze
iwnym przypadku mówimy, »e je odrzu
a. Stany, w który
h automatak
eptuje nazywamy stanami ak
eptuj¡
ymi. Pami�tajmy jednak, »e o tym, 
zy auto-mat ak
eptuje sªowo de
yduje wyª¡
znie ostatni stan � ten, w którym automat jest pow
zytaniu 
aªego sªowa.Dodatkowo, automat sko«
zony, jak sama nazwa wskazuje, ma sko«
zon¡ li
zb� stanów.Ozna
za to, »e dysponuje on staª¡ pami�
i¡ dodatkow¡, tzn. wielko±¢ pami�
i dodatkowejnie zale»y od dªugo±
i w
zytywanego sªowa i jest ograni
zona przez staª¡. Je»eli do stwier-dzenia, 
zy sªowo nale»y do ustalonego j�zyka potrzebna jest pami�¢ pomo
ni
za, której45



nie da si� ograni
zy¢ przez staª¡, to taki j�zyk nie jest ak
eptowany przez »aden automatsko«
zony. Przykªady taki
h j�zyków, oraz te
hniki dowodzenia tego poznamy w dalszy
hwykªada
h.Przykªad: Zanim podamy formaln¡ de�ni
j� automatu sko«
zonego zoba
zmy prostyprzykªad takiego automatu.Do prezentowania automatów sko«
zony
h b�dziemy u»ywa¢ diagramów podobny
hdo diagramu odtwarza
za wideo z poprzedniego punktu. Stany automatu ozna
zamy nadiagramie punktami, a przej±
ia strzaªkami. Przej±
ia etykietujemy znakami, który
h w
zy-tanie powoduje dane przej±
ie. Po
z¡tkowy stan automatu ozna
zamy strzaªk¡ �znik¡d�.Stany ak
eptuj¡
e zazna
zamy ota
zaj¡
 je dodatkowym kóªkiem.
b

a

a, bPowy»szy automat w
zytuje sªowa nad alfabetem Σ = {a, b}. Ak
eptuje on wszystkiesªowa zawieraj¡
e 
ho¢ jedn¡ liter� a � tylko takie sªowa mog¡ spowodowa¢ przej±
ie dostanu po prawej stronie.Def. 24. Automat sko«
zony (deterministy
zny) M , to dowolna taka pi¡tka M =
〈Q, Σ, δ, s, F 〉, w której:

• Q to sko«
zony zbiór stanów,
• Σ to (sko«
zony) alfabet wej±
iowy,
• δ : Q × Σ → Q to funk
ja przej±
ia � δ(q, a) to stan do którego prze
hodzimy zestanu q na skutek w
zytania znaku a,
• s to stan po
z¡tkowy,
• F ⊆ Q to zbiór stanów ak
eptuj¡
y
h.

2Przedstawiaj¡
 automat musimy poda¢ informa
je o wszystki
h pi�
iu elementa
h. For-malne podawanie pi¡tki, takiej jak w de�ni
ji, jest maªo 
zytelne. Dlatego te» zwykleprzedstawia si� automat w posta
i tabelki lub diagramu.Przykªad: Nast�puj¡
a diagram i tabelka przedstawiaj¡ ten sam automat.
b

a
b

a
b

a

a,b

0 1 2
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a b
→ 0 1 0

1 2 1
2 3 2

F 3 3 3Tabelka przedstawia przede wszystkim funk
j� przej±
ia δ. Wiersze s¡ indeksowane sta-nami. Kolumny s¡ indeksowane znakami z alfabetu wej±
iowego. Komórki tabeli zawieraj¡stany, do który
h prze
hodzimy na skutek w
zytania pojedyn
zy
h znaków. Dodatkowo,stan po
z¡tkowy jest zazna
zony za pomo
¡ strzaªki →, a stany ak
eptuj¡
e s¡ zazna
zoneliterami F .Zalet¡ diagramów jest i
h przejrzysto±¢ oraz to, »e nie ma konie
zno±
i nazywaniastanów. Natomiast zalet¡ tabel jest i
h zwarta posta¢.Dane dla automatu to dowolne sªowo x ∈ Σ∗. Dziaªanie automatu mo»emy zasymulo-wa¢ w nast�puj¡
y sposób:1. Na po
z¡tku automat jest w stanie po
z¡tkowym.2. W
zytujemy kolejne znaki sªowa na wej±
iu i zmieniamy stan zgodnie z przej±
iamiodpowiadaj¡
ymi tym znakom.3. Po w
zytaniu 
aªego sªowa i wykonaniu wszystki
h przej±¢ sprawdzamy, 
zy automatjest w stanie ak
eptuj¡
ym. Je»eli tak, to sªowo jest ak
eptowane przez automat,wpp. nie.Maj¡
 automat przedstawiony w formie diagramu mo»emy potraktowa¢ ten diagram jakplansz�. Na po
z¡tku stawiamy pionek na polu / w stanie po
z¡tkowym. Nast�pnieprzesuwamy pionek zgodnie z w
zytywanymi znakami. Je±li na konie
 jeste±my na polu /w stanie ak
eptuj¡
ym, to sªowo jest ak
eptowane.Przykªad:Czas formalnie zde�niowa¢ dziaªanie deterministy
zny
h automatów sko«
zony
h. Nie
h
M = 〈Q, Σ, δ, s, F 〉 b�dzie ustalonym deterministy
znym automatem sko«
zonym.Def. 25. Funk
j� przej±
ia δ : Q × Σ → Q rozszerzamy do funk
ji δ∗ : Q × Σ∗ → Q wnast�puj¡
y sposób:

δ∗(q, ε) = q

δ∗(q, xa) = δ(δ∗(q, x), a)

2Pod
zas gdy funk
ja δ okre±la dziaªanie automatu dla pojedyn
zego znaku, funk
ja δ∗okre±la jego dziaªanie dla 
aªy
h sªów. 47



Def. 26. Automat ak
eptuje sªowo x wtw., gdy δ∗(s, x) ∈ F .J�zyk ak
eptowany przez automat M , to:
L(M) ≡ {x ∈ Σ∗ : δ∗(s, x) ∈ F}

2Ina
zej mówi¡
, j�zyk ak
eptowany przez automat skªada si� dokªadnie z ty
h sªów,które ten automat ak
eptuje.Przykªad: Automat ak
eptuj¡
y sªowa nad alfabetem {a, b} zawieraj¡
e podsªowo aa.
b

a a

b

a,b

Przykªad: Automat ak
eptuj¡
y {x ∈ {0, 1}∗ : x w ukªadzie binarnym jest podzielneprzez 3 }.
0 1 2

0

1

1

0

0
1Stany reprezentuj¡ reszty modulo 3. Po w
zytaniu dowolnego 
i¡gu 
yfr automat jestw stanie odpowiadaj¡
ym resz
ie z dzielenia w
zytanej li
zby przez 3. Stan po
z¡tkowy(odpowiadaj¡
y w
zytaniu ε) to 0. Buduj¡
 przej±
ia automatu musimy si� zastanowi¢, jakzmienia si� reszta z dzielenia danej li
zby przez 3, gdy do jej zapisu binarnego dopiszemy(z prawej strony) 0 lub 1. Korzystamy tu z nast�puj¡
y
h to»samo±
i:

x0 = 2 · x ≡ (2 · (x mod 3)) mod 3

x1 = 2 · x + 1 ≡ (2 · (x mod 3) + 1) mod 3Czyli δ(q, x) = (2 · q + x)mod3.
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4.4 Wªasno±
i klasy j�zyków ak
eptowany
h przez deterministy
zneautomaty sko«
zoneZajmiemy si� teraz wªasno±
iami klasy j�zyków ak
eptowany
h przez deterministy
zne au-tomaty sko«
zone. Jak si� pó¹niej oka»e, jest to dokªadnie klasa j�zyków regularny
h.Zanim si� to jednak stanie, poka»emy, »e automaty sko«
zone maj¡ niektóre z 
e
h wzor-
ów, które pokazali±my w poprzednim wykªadzie.Fakt 3. Ka»dy j�zyk sko«
zony jest ak
eptowany przez pewien deterministy
zny automatsko«
zony.Dowód: Nie
h A b�dzie sko«
zonym j�zykiem. Wszystkie sªowa z A razem wzi�te maj¡sko«
zon¡ li
zb� pre�ksów. Stanami automatu ak
eptuj¡
ego A b�d¡ wªa±nie te pre�ksy,plus jeden dodatkowy stan, który b�dziemy nazywa¢ �±mietnikiem�. Po w
zytaniu dowol-nego sªowa, je»eli jest ono pre�ksem pewnego sªowa z A, nasz automat b�dzie dokªadnie wtakim stanie jak to sªowo. Natomiast po w
zytaniu sªowa, które nie jest pre�ksem »adnegosªowa z A automat przejdzie do ±mietnika.Stan po
z¡tkowy to ε. Je±li q i qa s¡ pre�ksami pewnego sªowa z A, to δ(q, a) = qa,wpp. δ(q, a) = ±mietnik. Stany ak
eptuj¡
e to te pre�ksy, które nale»¡ do A.W o
zywisty sposób, j�zyk ak
eptowany przez automat to A. Natomiast dzi�ki temu,»e sªowa z A maj¡ sko«
zon¡ li
zb� pre�ksów, jest to poprawny automat sko«
zony.Przykªad: We¹my j�zyk A = {ab, aba, abb, baa}. Pre�ksy sªów z tego j�zyka tworz¡zbiór: {ε, a, b, ab, ba, aba, abb, baa}. W rezulta
ie otrzymujemy automat posta
i:
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ε

a b

b

a b

ba

a

ab
a b a

abbaba
a,b

a,b a,b

b

a b

a,b

baa

Twierdzenie: Nie
h A i B b�d¡ j�zykami (nad tym samym alfabetem Σ) ak
epto-wanymi odpowiednio przez automaty deterministy
zne M1 = 〈Q1, Σ, δ1, s1, F1〉 i M2 =
〈Q2, Σ, δ2, s2, F2〉, L(M1) = A, L(M2) = B. Wów
zas nast�puj¡
e j�zyki s¡ równie» ak
ep-towane przez pewne deterministy
zne automaty sko«
zone:

• A,
• A ∩ B,
• A ∪ B.Dowód:
• Dopeªnienie: We¹my M ′

1 = 〈Q1, Σ, δ1, s1, Q \ F1〉. Mamy:
L(M ′

1) = {x ∈ Σ∗ : δ∗1(s1, x) ∈ Q \ F1} =

= {x ∈ Σ∗ : δ∗1(s1, x) 6∈ F1} =

= Σ∗ \ {x ∈ Σ∗ : δ∗1(s1, x) ∈ F1} =

= Σ∗ \ L(M1) = Σ∗ \ A = ATak wi�
 A jest ak
eptowany przez M ′
1.50



• We¹my M3 = 〈Q1×Q2, Σ, δ3, (s1, s2), F1×F2〉, przy 
zym δ3((q1, q2), a) = (δ1(q1, a), δ2(q2, a)).Automat taki nazywamy automatem produktowym. Jego stany to stany automatów
M1 i M3. Symuluje on równo
ze±nie dziaªanie obydwó
h ty
h automatów. Jedno-
ze±nie ak
eptuje tylko takie sªowa, które byªyby zaak
eptowane równo
ze±nie przez
M1 i M2.Mo»na pokaza¢ (przez induk
j� po dªugo±
i sªowa x), »e δ∗3((p, q), x) = (δ∗1(p, x), δ∗2(q, x)).St¡d uzyskujemy:

L(M3) = {x ∈ Σ∗ : δ∗3((s1, s2), x) ∈ F1 × F2} =

= {x ∈ Σ∗ : (δ∗1(s1, x), δ∗2(s2, x)) ∈ F1 × F2} =

= {x ∈ Σ∗ : δ∗1(s1, x) ∈ F1 ∧ δ∗2(s2, x) ∈ F2} =

= {x ∈ Σ∗ : δ∗1(s1, x) ∈ F1} ∩ {x ∈ Σ∗ : δ∗2(s2, x) ∈ F2} =

= L(M1) ∩ L(M2) = A ∩ BTak wi�
 A ∩ B jest ak
eptowany przez M3.
• Z praw De Morgana mamy A ∪ B = A ∩ B. St¡d A ∪ B jest ak
eptowany przezpewien deterministy
zny automat sko«
zony.Przykªad: Oto dwa automaty, pierwszy ak
eptuj¡
y sªowa zawieraj¡
e parzyst¡ li
zb�liter b i drugi ak
eptuj¡
y sªowa zawieraj¡
e nieparzyst¡ li
zb� liter a, oraz i
h automatproduktowy (ak
eptuj¡
y te sªowa, które zawieraj¡ parzyst¡ li
zb� liter b i nieparzyst¡li
zb� liter a).

a

b b

a

a a

b

bp q

r
s (p,s)

(q,s)

b

b

b

b

a a a a

(p,r) (q,r)

4.5 PodsumowanieTen wykªad byª po±wi�
ony deterministy
znym automatom sko«
zonym. Poznali±my i
hbudow� i sposób dziaªania. Poznali±my te» podstawowe opera
je, na które domkni�ta jestklasa j�zyków ak
eptowany
h przez automaty deterministy
zne. Jak si� oka»e w dalszej
z�±
i kursu, jest to dokªadnie klasa j�zyków regularny
h.51



4.6 Skorowidz
• Automat sko«
zony, deterministy
zny to dowolna taka pi¡tkaM = 〈Q, Σ, δ, s, F 〉,w której: Q to sko«
zony zbiór stanów, Σ to (sko«
zony) alfabet wej±
iowy, δ :

Q × Σ → Q to funk
ja przej±
ia, s to stan po
z¡tkowy, F ⊆ Q to zbiór stanówak
eptuj¡
y
h.
• Automat produktowy to automat symuluj¡
y równo
ze±nie dziaªanie dwó
h da-ny
h automatów deterministy
zny
h � jego zbiór stanów to produkt kartezja«skizbiorów stanów dany
h automatów.
• J�zyk ak
eptowany przez deterministy
zny automat sko«
zony M = 〈Q, Σ, δ, s, F 〉to j�zyk posta
i:

L(M) ≡ {x ∈ Σ∗ : δ∗(s, x) ∈ F}

• Przej±
ie to zmiana stanu � od stanu w 
hwili poprzedniej do stanu w 
hwili na-st�pnej. Zwykle przej±
ie ma miejs
e jako reak
ja na pewne zdarzenie.
• Stan jakiegokolwiek systemu (
zy me
hanizmu), to peªna informa
ja na jego tematw danym momen
ie 
zasu. W sz
zególno±
i stan zawiera wszelk¡ �pami�¢� w jak¡wyposa»ony jest dany system.4.7 Pra
a domowa1. (3p.) Podaj deterministy
zny automat sko«
zony ak
eptuj¡
y te sªowa nad alfabetem
{0, 1}, w który
h kazda seria zer i ka»da seria jedynek jest parzystej dªugo±
i.2. (3p.) Podaj deterministy
zny automat sko«
zony ak
eptuj¡
y te sªowa nad alfabetem
{a, b}, które zawieraj¡ podsªowo babbb.3. (4p.) Podaj deterministy
zny automat sko«
zony ak
eptuj¡
y prze
i�
ie j�zykówak
eptowany
h przez automaty:

a b
→ F 1 2 3

2 3 1
3 1 2

a b
→ 1 2 1
F 2 1 24.8 �wi
zeniaPodaj deterministy
zne automaty sko«
zone ak
eptuj¡
e nast�puj¡
e j�zyki:

52



1. sªowa nad alfabetem {0, 1}, które zawieraj¡ parzyst¡ li
zb� zer, Rozwi¡zanie632. sªowa nad alfabetem {a, b} zako«
zone na aa, Rozwi¡zanie643. sªowa nad alfabetem {0, 1}, w który
h wszystkie 1-ki znajduj¡ si� na parzysty
hpozy
ja
h, Rozwi¡zanie654. Podaj deterministy
zny automat sko«
zony ak
eptuj¡
y te sªowa nad alfabetem {0, 1},w który
h mi�dzy ka»dymi dwoma kolejnymi jedynkami jest parzysta li
zba zer.Rozwi¡zanie665. sªowa nad alfabetem {0, 1}, w który
h na wszystki
h parzysty
h pozy
ja
h wyst�puj¡63
Jednozmo»liwy
hrozwi¡za«to: 0

0

1164
Jednozmo»liwy
hrozwi¡za«to: b

aa

b

b

a65
Jednozmo»liwy
hrozwi¡za«to: 0

0,1
1

0,1

66
Jednozmo»liwy
hrozwi¡za«to: 0

1

1

0

0

0,1

1
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1-ki, Rozwi¡zanie676. sªowa nad alfabetem {1, 2, 3, 4} zawieraj¡
e podsªowo 42,7. sªowa nad alfabetem {a} o dªugo±
i podzielnej przez 2 lub 3,8. sªowa nad alfabetem {a, b} zawieraj¡
e podsªowo abb,9. sªowa nad alfabetem {a, b} nie zawieraj¡
e podsªowa aba,10. sªowa nad alfabetem {a, b} zawieraj¡
e podsªowo abba, Rozwi¡zanie6811. sªowa nad alfabetem {a, b} zawieraj¡
e podsªowo ababb, Rozwi¡zanie6912. sªowa nad alfabetem {a, b} zawieraj¡
e przynajmniej 2 wyst¡pienia sªowa aba (by¢mo»e za
hodz¡
e na siebie),13. te sªowa nad alfabetem {a, b}, w który
h pierwszy i ostatni znak s¡ takie same (uwaga,sªowa a i b powinny zosta¢ zaak
eptowane),14. te sªowa nad alfabetem {0, 1, . . . , 9}, które zawieraj¡ jako podsªowo wybrany przezCiebie numer telefonu,15. zapisy 10-tne li
zb podzielny
h przez 3,16. te sªowa nad alfabetem {0, 1}, w który
h ka»de dwa kolejne znaki, li
z¡
 od po
z¡tkusªowa, zawieraj¡ 
ho¢ jedn¡ 1-k�,67
Jednozmo»liwy
hrozwi¡za«to: 0,1

1
0

0,168

b

abba

a,b

a

b
a

69

b a

b

ab

a

b

a

b

a
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17.prze
i�
ie/sum�j�zykówak
eptowany
hprzezautomaty: ab
→122
F211

ab
→112
F212

Rozwi¡zanie70 18.prze
i�
ie/sum�j�zykówak
eptowany
hprzezautomaty: ab
→F122

211

ab
→121
F211

Rozwi¡zanie71 19.prze
i�
ie/sum�j�zykówak
eptowany
hprzezautomaty: ab
→F122

211

ab
→112
F221

20.prze
i�
ie/sum�j�zykówak
eptowany
hprzezautomaty: ab
→112
F221

ab
→F121

212

70
Oto automat produktowy ak
eptuj¡
y prze
i�
ie ty
h j�zyków:

a b

→ (1, 1) (2, 1) (2, 2)
(1, 2) (2, 1) (2, 2)
(2, 1) (1, 1) (1, 2)

F (2, 2) (1, 1) (1, 2) (2,1) (2,2)

(1,1) (1,2)

a a
a

b

a
b

bb

71
Oto automat produktowy ak
eptuj¡
y prze
i�
ie ty
h j�zyków:

a b

→ (1, 1) (2, 2) (2, 1)
F (1, 2) (2, 1) (2, 1)

(2, 1) (1, 2) (1, 1)
(2, 2) (1, 1) (1, 1) (2,1) (2,2)

(1,1) (1,2)

b
a

a,b

a

b

a,b
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21. prze
i�
ie/sum� j�zyków ak
eptowany
h przez automaty:
a b

→ 1 2 2
F 2 1 1

a b
→ F 1 2 3

2 3 1
3 1 2
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Wykªad 5. Niedeterministy
zne automaty sko«
zone5.1 Wst�pW poprzednim wykªadzie poznali±my deterministy
zne automaty sko«
zone. Czym jednakjest ów determinizm? Determinizm to kon
ep
ja �lozo�
zna, wedªug której w �wie
ie niema miejs
a na przypadek � gdyby mie¢ peªn¡ informa
j� o stanie ±wiata, mo»na byprzewidzie¢ jego przyszªo±¢. W determinizmie brak te» miejs
a na woln¡ wol� � naszede
yzje s¡ okre±lone przez stan �wiata, którego jeste±my 
z�±
i¡.Niedeterminizm stanowi prze
iwn¡ kon
ep
j�. Nawet gdyby±my mieli peªn¡ wiedz� natemat stanu �wiata w danej 
hwili, to i tak nie byliby±my w stanie przewidzie¢ przyszªo±
i.Co najwy»ej mogliby±my okre±li¢ jakie s¡ mo»liwe przyszªe dzieje.W informaty
e determinizm ozna
za, »e je»eli b�dziemy wielokrotnie uru
hamia¢ tensam program 
zy me
hanizm obli
zeniowy, podaj¡
 te same dane, to zawsze uzyskamy tesame wyniki. Niedeterminizm za± prze
iwnie � dla ty
h samy
h dany
h mo»emy uzy-ska¢ ró»ne wyniki. Prosty
h programy komputerowe (bez randomiza
ji) zwykle dziaªaj¡w sposób deterministy
zny. Niedeterminizm pojawia si� np. w algorytma
h randomiza
yj-ny
h 
zy programowaniu wspóªbie»nym, 
zyli tam, gdzie jest jakie± ¹ródªo przypadkowo±
i.Wów
zas zwykle wymagamy, aby bez wzgl�du na przebieg obli
ze« byªa za
howana jaka±wymagana przez nas wªasno±¢. Niedeterminizm jest te» u»ywany przy spe
y�kowaniusystemów � spe
y�ka
ja nie okre±la jednozna
znie jak powinien za
howywa¢ si� system,ka»de za
howanie zgodne ze spe
y�ka
j¡ jest dopusz
zalne.Automat niedeterministy
zny jest wi�
 automatem, którego dziaªania nie da si� w peªniprzewidzie¢. B�d¡
 w tym samym stanie i w
zytuj¡
 ten sam znak mo»e wykona¢ ró»neprzej±
ia. Przestaje wi�
 obowi¡zywa¢ wymóg, »e dla danego znaku, z ka»dego stanuwy
hodzi dokªadnie jedno przej±
ie odpowiadaj¡
e w
zytaniu tego znaku. Taki
h przej±¢mo»e by¢ dowolnie wiele, a nawet mo»e i
h nie by¢ w
ale (
o to zna
zy wyja±ni si� za
hwil�). Automat taki mo»e równie» mie¢ wiele stanów po
z¡tkowy
h � ka»de uru
ho-mienie automatu mo»e rozpo
z¡¢ si� w dowolnym z ty
h stanów.Mo»e wi�
 si� zdarzy¢, »e ten sam automat raz zaak
eptuje dane sªowo, a raz nie. Czywi�
 takie sªowo nale»y do j�zyka ak
eptowanego przez automat, 
zy nie? Otó», je±li tylkoautomat mo»e zaak
eptowa¢ sªowo, to powiemy, »e nale»y ono do j�zyka ak
eptowanegoprzez automat. Jest to dosy¢ nietypowa interpreta
ja niedeterminizmu. Nie odpowiadaona intui
yjnemu rozumieniu przypadku.Na taki niedeterministy
zny automat mo»emy spojrze¢ jak na me
hanizm o dwoistejbudowie: jedna jego 
z�±¢ to automat sko«
zony okre±laj¡
y jakie przej±
ia s¡ mo»liwe,druga 
z�±¢, to tzw. wyro
znia, która w przypadku wielu mo»liwy
h do wykonania przej±¢wybiera przej±
ie, które prowadzi do zaak
eptowania sªowa. (Zapa
hniaªo meta�zyk¡?Chwila 
ierpliwo±
i, zaraz wszystko b�dzie ±
i±le zde�niowane.) Jedno z zagadnie«, którymisi� zajmiemy, to 
zy taka wyro
znia zmienia siª� obli
zeniow¡ automatów, 
zyli 
zy dla ty
hsamy
h j�zyków potra�my zbudowa¢ automaty deterministy
zne i nie, 
zy te» s¡ jakie±ró»ni
e? Jak si� oka»e, w przypadku automatów sko«
zony
h nie ma »adnej ró»ni
y, awyro
zni� i niedeterminizm mo»na zast¡pi¢ wi�ksz¡ li
zb¡ stanów.57



5.2 Dziaªanie niedeterministy
zny
h automatów sko«
zony
hJak ju» powiedzieli±my, w automa
ie niedeterministy
znym, dla danego znaku, nie musi zka»dego stanu wy
hodzi dokªadnie jedno przej±
ie odpowiadaj¡
e w
zytaniu tego znaku.Taki
h przej±¢ mo»e nie by¢, mo»e by¢ jedno, lub mo»e by¢ wiele. Podobnie, automatniedeterministy
zny mo»e mie¢ wiele stanów po
z¡tkowy
h.Dziaªanie automatu niedeterministy
znego mo»emy symulowa¢ w nast�puj¡
y sposób.Spójrzmy na diagram automatu jak na plansz�, po której b�dziemy przesuwa¢ pionki �stany to pola, na który
h b�dziemy stawia¢ pionki, a przesuwa¢ b�dziemy je zgodnie zprzej±
iami.1. Na po
z¡tku symula
ji ustawiamy pionki we wszystki
h stana
h po
z¡tkowy
h.2. W
zytuj¡
 pojedyn
zy znak przesuwamy zgodnie z przej±
iami wszystkie pionki naplanszy. Przy 
zym, je»eli z pola, na którym stoi pionek wy
hodzi wiele przej±¢odpowiadaj¡
y
h w
zytanemu znakowi, to stawiamy pionki na wszystki
h pola
hdo
elowy
h. W sz
zególno±
i, je»eli z pola, na którym stoi pionek nie wy
hodzi»adne takie przej±
ie, to taki pionek zdejmujemy z planszy. Je»eli na jednym poluznajdzie si� kilka pionków, to zostawiamy jeden, a reszt� zdejmujemy.3. Automat ak
eptuje sªowo je±li po w
zytaniu 
aªego sªowa w którymkolwiek z pól/stanówak
eptuj¡
y
h znajduje si� pionek.Pionki reprezentuj¡ wszystkie te stany, w który
h automat mo»e si� znale¹¢ po w
zytaniuodpowiedniego (pre�ksu) sªowa. Automat ak
eptuje sªowo je±li 
ho¢ jeden pionek dotrzedo stanu ak
eptuj¡
ego, 
zyli mo»e si� zdarzy¢ takie obli
zenie, które prowadzi do jegozaak
eptowania.Przykªad: Oto automat niedeterministy
zny, który ak
eptuje te sªowa nad alfabetem
{a, b}, w który
h przedostatni znak to a. Obok przedstawiono dla porównania determini-sty
zny automat sko«
zony ak
eptuj¡
y taki sam j�zyk. Automat deterministy
zny musipami�ta¢ ostatnie dwa znaki w
zytywanego sªowa � dlatego te» ma 
ztery stany.

a,b

a

a

a
a

a

b

b
b

b

a,b

bb ba

aaab
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a b
→ 1 1, 2 1

2 3 3
F 3

a b
→ bb ba bb

ba aa ab
F ab ba bb
F aa aa abDef. 27. Automat niedeterministy
zny, to dowolna taka pi¡tka M = 〈Q, Σ, δ, S, F 〉,gdzie:

• Q to sko«
zony zbiór stanów,
• Σ to (sko«
zony) alfabet wej±
iowy,
• δ to funk
ja72 przej±
ia δ : Q × Σ → 2Q,
• S ⊆ Q to zbiór stanów po
z¡tkowy
h,
• F ⊆ Q to zbiór stanów ak
eptuj¡
y
h.

2Def. 28. Rozszerzenie funk
ji przej±
ia δ∗ : 2Q × Σ∗ → 2Q de�niujemy nast�puj¡
o:
δ∗(A, ε) = A

δ∗(A, ax) = δ∗(
⋃

q∈A

δ(q, a), x)

2Funk
ja δ∗ zamiast na pojedyn
zy
h stana
h operuje na zbiora
h stanów. Dokªadnie,opisuje ona jak zmienia si� ustawienie pionków pod wpªywem w
zytywany
h sªów.Def. 29. Niedeterministy
zny automat sko«
zony M = 〈Q, Σ, δ, S, F 〉 ak
eptuje sªowo
x wtw., gdy δ∗(S, x) ∩ F 6= ∅. J�zyk ak
eptowany przez automat M , to:

L(M) = {x ∈ Σ∗ : δ∗(S, x) ∩ F 6= ∅}

2Formalnie automaty niedeterministy
zne s¡ 
zym± innym ni» deterministy
zne. Jednakmy b�dziemy traktowa¢ automaty deterministy
zne jak sz
zególny przypadek automatówniedeterministy
zny
h. Patrz¡
 na diagramy reprezentuj¡
e automaty, automaty determi-nisty
zne musz¡ speªni¢ wi�
ej wymaga« ni» automaty niedeterministy
zne. Nast�puj¡
yfakt utwierdza nas w takim spojrzeniu:72W literaturze mo»na spotka¢ de�ni
je, w który
h niedeterministy
zny automat sko«
zony ma rela
j�przej±
ia posta
i δ ⊆ Q × Σ × Q. Rela
je takie s¡ jednak izomor�
zne z funk
jami podanej przez nasposta
i. 59



Fakt 4. Nie
h M = 〈Q, Σ, δ, s, F 〉 b�dzie automatem deterministy
znym. Wów
zas auto-mat niedeterministy
zny M ′ = 〈Q, Σ, δ′, {s}, F 〉, gdzie δ′(q, a) = {δ(q, a)} ak
eptuje do-kªadnie ten sam j�zyk, L(M) = L(M ′).Kilka wªasno±
i funk
ji δ∗, które przydadz¡ nam si� w dalszej 
z�±
i wykªadu:Fakt 5. Dla dowolny
h x, y ∈ Σ∗ mamy δ∗(A, xy) = δ∗(δ∗(A, x), y).Dowód przebiega przez induk
j� ze wzgl�du na |y|.Fakt 6. Funk
ja δ∗ jest rozª¡
zna ze wzgl�du na sumowanie zbiorów, tzn.:
δ∗(

⋃

i

Ai, x) =
⋃

i

δ∗(Ai, x)Dowód przebiega przez induk
j� ze wzgl�du na |x|.5.3 Determiniza
ja automatów sko«
zony
hPoka»emy teraz, »e siªa wyrazu automatów niedeterministy
zny
h jest dokªadnie takasama, jak deterministy
zny
h. W tym 
elu musimy pokaza¢, »e dla ka»dego niedeter-ministy
znego automatu sko«
zonego istnieje równowa»ny mu automat deterministy
zny.To, »e automaty deterministy
zne mo»emy traktowa¢ jak sz
zególny przypadek automatówniedeterministy
zny
h powiedzieli±my ju» w
ze±niej.W trak
ie symula
ji dziaªania automatu niedeterministy
znego istotny jest zbiór pól,na który
h w danym momen
ie znajduj¡ si� pionki. Nasza konstruk
ja b�dzie polegaªa nazbudowaniu automatu deterministy
znego, którego stanami b�d¡ zbiory stanów automatuniedeterministy
znego (mog¡
e si� pojawi¢ w 
zasie symula
ji), jego stanem po
z¡tkowymb�dzie zbiór stanów po
z¡tkowy
h automatu niedeterministy
znego, a ak
eptuj¡
e b�d¡ testany, które zawieraj¡ 
ho¢ jeden stan ak
eptuj¡
y automatu niedeterministy
znego.Konstruuj¡
 automat deterministy
zny li
zba stanów mo»e wzrosn¡¢ nawet wykªadni-
zo. Jednak nie zawsze tak musi by¢, gdy» nie zawsze wszystkie mo»liwe zbiory stanówautomatu niedeterministy
znego mog¡ si� pojawi¢ w 
zasie symula
ji. Zoba
zmy kilkaprzykªadów.Przykªad: Przypomnijmy sobie automat niedeterministy
zny ak
eptuj¡
y sªowa nad al-fabetem {a, b}, w który
h przedostatni znak to a. W trak
ie dowolnego obli
zenia, napolu po
z¡tkowym nr 1 b�dzie 
aªy 
zas staª pionek. Tak wi�
 mog¡ si� pojawi¢ 
zteryró»ne kon�gura
je pionków (
zy te» 
ztery ró»ne zbiory pól zajmowany
h przez pionki).Poniewa» kon�gura
je nieosi¡galne nie maj¡ zna
zenia dla dziaªania automatu, mo»emy si�ograni
zy¢ si� do ty
h 
ztere
h kon�gura
ji. Odpowiada to automatowi zapami�tuj¡
emudwa ostatnie znaki w sªowie.
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a,b

a

a

a
a

a

b

b
b

b

1 2 3

{1}

{1,2}

{1,3} {1,2,3}

a,b

a b
→ 1 1, 2 1

2 3 3
F 3

a b
→ {1} {1, 2} {1}

{1, 2} {1, 2, 3} {1, 3}
F {1, 3} {1, 2} {1}
F {1, 2, 3} {1, 2, 3} {1, 3}Przykªad: Automat przedstawiony na poni»szym rysunku ak
eptuje sªowa (nad alfabe-tem {a}) o dªugo±
i podzielnej przez 2 lub 3. Jedyny niedeterminizm polega tu na wybraniustanu po
z¡tkowego. Automat deterministy
zny ma 6 stanów.

a
a

a

r

st

a
a

p

q

a

a

aa

a

a
{p,r}

{q,r}

{q,s}{q,t}

{p,s} {p,t}

a
→ F p q

q p
→ F r s

s t
t r

a
→ F {p, r} {q, s}

{q, s} {p, t}
F {p, t} {q, r}
F {q, r} {p, s}
F {p, s} {q, t}

{q, t} {p, r}
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Przykªad: Automat przedstawiony na rysunku poni»ej ak
eptuje takie 
i¡gi zer i jedy-nek, w który
h przedostatnim i przed-przedostatnim znakiem s¡ jedynki.
s t u

1

0,1

1

v

0,1[Zdeterminizowa¢ i porówna¢ z deterministy
znym skonstruowanym od po
z¡tku.....℄Konstruk
ja automatu pot�gowego Konstruowany automat deterministy
zny, rów-nowa»ny automatowi niedeterministy
znemu, jest nazywany automatem pot�gowym �gdy» jego zbiór stanów to zbiór pot�gowy zbioru stanów automatu niedeterministy
znego.Formalnie, jego konstruk
ja przebiega nast�puj¡
o.Nie
h M = 〈Q, Σ, δ, S, F 〉 b�dzie niedeterministy
znym automatem sko«
zonym. Jegodeterminiza
j¡ b�dziemy nazywa¢ automat deterministy
zny M ′ = 〈2Q, Σ, δ′, S, F ′〉, gdzie:
δ′(A, a) = δ∗(A, a)

F ′ = {A ⊆ Q : A ∩ F 6= ∅}Poka»emy, »e oba automaty ak
eptuj¡ te same j�zyki.Lemat 1. Dla dowolny
h A ⊆ Q i x ∈ Σ∗ za
hodzi
δ∗(A, x) = δ′∗(A, x)Dowód: Dowód przebiega przez induk
ja ze wzgl�du na |x|.1. δ∗(A, ε) = A = δ′∗(A, ε),2. Zaªó»my, »e lemat za
hodzi dla sªowa x. Poka»emy, »e za
hodzi równie» dla sªowaposta
i ax:

δ∗(A, ax) = δ∗(δ∗(A, a), x) = δ∗(δ′(A, a), x) = δ∗(δ′∗(A, a), x)Z zaªo»enia induk
yjnego:
δ∗(δ′∗(A, a), x) = δ′∗(δ′∗(A, a), x) = δ′∗(A, ax)Korzystaj¡
 z lematu, dowód, »e jest naty
hmiastowy:

L(M) = {x ∈ Σ∗ : δ∗(S, x) ∩ F 6= ∅} =

= {x ∈ Σ∗ : δ′∗(S, x) ∩ F 6= ∅} =

= {x ∈ Σ∗ : δ′∗(S, x) ∈ F ′} = L(M ′)W tak skonstruowanym automa
ie pot�gowym mo»emy, bez zmiany ak
eptowanegoprzez niego j�zyka, usun¡¢ wszystkie stany nieosi¡galne.62



5.4 Automaty z ε-przej±
iamiAutomaty z ε-przej±
iami stanowi¡ rozszerzenie automatów niedeterministy
zny
h. Mog¡one dodatkowo zawiera¢ tzw. ε-przej±
ia. S¡ to przej±
ia, które automat mo»e w ka»dej
hwili wykonywa¢, nie w
zytuj¡
 ni
 z wej±
ia. Tak wi�
 automat z ε-przej±
iami nie musiw ka»dym kroku w
zytywa¢ jednego znaku.Podobnie, jak automaty deterministy
zne stanowi¡ sz
zególny przypadek automatówniedeterministy
zny
h, tak automaty niedeterministy
zne stanowi¡ sz
zególny przypadekautomatów z ε-przej±
iami � s¡ to automaty z ε-przej±
iami, w który
h nie ma ε-przej±¢.Okazuje si�, »e automaty z ε-przej±
iami maj¡ tak¡ sam¡ siª� wyrazu 
o automatyniedeterministy
zne. Czasami jednak ε-przej±
ia pozwalaj¡ upro±
i¢ budow� automatu.Przykªad: Poni»szy rysunek przedstawia automat z ε-przej±
iami ak
eptuj¡
y j�zyk a∗b∗c∗.Poni»ej przedstawiono dwa równowa»ne mu automaty niedeterministy
zne. Jak wida¢, ε-przej±
ia mo»na usun¡¢ za
howuj¡
 ten sam zbiór stanów, ale kosztem zwi�kszenia li
zbyprzej±¢ oraz wi�kszej li
zby stanów po
z¡tkowy
h lub ak
eptuj¡
y
h.
a b c

b c

c

a b c

εε

a b c

a

a b

a b c ε
→ 1 1 2

2 2 3
F 3 3

a b c
→ F 1 1 2 3

F 2 2 3
F 3 3

a b c
→ 1 1, 2, 3
→ 2 2, 3

→ F 3 3Def. 30. Automat z ε-przej±
iami, to dowolna taka pi¡tka M = 〈Q, Σ, δ, S, F 〉, w której:
• Q jest sko«
zonym zbiorem stanów,
• Σ to (sko«
zony) alfabet,
• δ : Q × (Σ ∪ {ε}) → 2Q to funk
ja przej±
ia,
• S ⊆ Q to zbiór stanów po
z¡tkowy
h, oraz63



• F ⊆ Q to zbiór stanów ak
eptuj¡
y
h.
2Jak wida¢, jedyna ró»ni
a mi�dzy de�ni
j¡ automatu niedeterministy
znego i ε-przej±
iamipolega na dodatkowej etykie
ie jaka mo»e towarzyszy¢ przej±
iom: ε. Zoba
zmy jak de�-niujemy wpªyw ε-przej±¢ na dziaªanie automatów:Def. 31. Nie
h A b�dzie zbiorem stanów, A ⊆ Q. Przez D(A) ozna
zamy zbiór stanów,które mo»na osi¡gn¡¢ z A poprzez ε-przej±
ia.Rozszerzenie funk
ji przej±
ia δ∗ : 2Q × Σ∗ → 2Q de�niujemy nast�puj¡
o:

δ∗(A, ε) = D(A)

δ∗(A, ax) = δ∗(
⋃

q∈D(A)

δ(q, a), x)

2Ka»de obli
zenie automatu z ε-przej±
iami to przeplot ε-przej±¢ i zwykªy
h przej±¢.Odpowiada temu w de�ni
ji δ∗ przeplatanie funk
ji D i δ.Def. 32. J�zyk ak
eptowany przez automat z ε-przej±
iami to:
L(M) = {x ∈ Σ∗ : δ∗(S, x) ∩ F 6= ∅}

2Powy»sza de�ni
ja jest identy
zna jak w przypadku automatów niedeterministy
zny
h.Pami�tajmy jednak, »e funk
ja δ∗, opisuj¡
a dziaªanie automatu, jest zde�niowana ina
zej.Poka»emy teraz, »e automaty z ε-przej±
iami i automaty niedeterministy
zne maj¡ tak¡sam¡ siª� wyrazu. (Tym samym, automaty z ε-przej±
iami maj¡ tak¡ sam¡ siª� wyrazu
o automaty deterministy
zne.) Powiedzieli±my ju» w
ze±niej, »e automaty niedetermi-nisty
zne s¡ sz
zególnym przypadkiem automatów z ε-przej±
iami. Musimy pokaza¢, »e
ε-przej±
ia nie zwi�kszaj¡ siªy wyrazu i »e zawsze mo»na je wyeliminowa¢, zamieniaj¡
automat z ε-przej±
iami w automat niedeterministy
zny.Elimina
ja ε-przej±¢ Elimina
ja ε-przej±¢ opiera si� na dodaniu dodatkowy
h przej±¢ istanów po
z¡tkowy
h, tak aby de�ni
je funk
ji δ∗ dla automatów niedeterministy
zny
h iz ε-przej±
iami byªy sobie równowa»ne. W tym 
elu dodamy dodatkowe stany po
z¡tkoweoraz dodatkowe przej±
ia.Nie
h M = 〈Q, Σ, δ, S, F 〉 b�dzie automatem sko«
zonym z ε-przej±
iami. Równowa»nymu niedeterministy
zny automat sko«
zony M ′ ma posta¢ M ′ = 〈Q, Σ, δ′, S ′, F 〉, gdzie
S ′ = D(S), δ′(q, a) = D(δ(q, a)) (dla a 6= ε).
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Dowód poprawno±
i Zbiory stanów i stanów ak
eptuj¡
y
h s¡ w obu automata
h takiesame. Poka»emy przez induk
j� (ze wzgl�du na |x|), »e dla dowolnego A ⊆ Q za
hodzi
δ∗(A, x) = δ′∗(D(A), x).1. Dla x = ε mamy:

δ∗(A, ε) = D(A) = δ′∗(D(A), ε)2. Zaªó»my, »e teza jest prawdziwa dla x. Poka»emy jej prawdziwo±¢ dla ax (dla dowol-nego a ∈ Σ).
δ∗(A, ax) = δ∗(

⋃

q∈D(A)

δ(q, a), x) =

= δ′∗(D(
⋃

q∈D(A)

δ(q, a)), x) =

= δ′∗(
⋃

q∈D(A)

D(δ(q, a)), x) =

= δ′∗(
⋃

q∈D(A)

δ′(q, a), x) = δ′∗(D(A), ax)St¡d mamy:
L(M ′) = {x ∈ Σ∗ : δ′∗(S ′, x) ∩ F 6= ∅} = {x ∈ Σ∗ : δ∗(D(S), x) ∩ F 6= ∅} = L(M)Czyli oba automaty, M i M ′, ak
eptuj¡ ten sam j�zyk.5.5 PodsumowanieW tymwykªadzie przedstawili±my automaty niedeterministy
zne i automaty z ε-przej±
iami.Pokazali±my, »e maj¡ one tak¡ sam¡ siª� wyrazu Siªa wyrazu automatów deterministy
z-ny
h, niedeterministy
zny
h i z ε-przej±
iami jest dokªadnie taka sama.5.6 Skorowidz
• Automat pot�gowy to deterministy
zny automat sko«
zony równowa»ny danemuniedeterministy
znemu automatowi sko«
zonemu M = 〈Q, Σ, δ, S, F 〉 nast�puj¡
ejposta
i: M ′ = 〈2Q, Σ, δ′, S, F ′〉, gdzie δ′(A, a) = δ∗(A, a), F ′ = {A ⊆ Q : A∩F 6= ∅}.
• Automat sko«
zony, niedeterministy
zny to dowolna taka pi¡tkaM = 〈Q, Σ, δ, S, F 〉,w której: Q to sko«
zony zbiór stanów, Σ to (sko«
zony) alfabet wej±
iowy, δ to funk-
ja przej±
ia δ : Q × Σ → 2Q, S ⊆ Q to zbiór stanów po
z¡tkowy
h, F ⊆ Q to zbiórstanów ak
eptuj¡
y
h.
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• Automat sko«
zony z ε-przej±
iami to dowolna taka pi¡tka M = 〈Q, Σ, δ, S, F 〉,w której: Q jest sko«
zonym zbiorem stanów, Σ to (sko«
zony) alfabet, δ : Q× (Σ∪
{ε}) → 2Q to funk
ja przej±
ia, S ⊆ Q to zbiór stanów po
z¡tkowy
h, oraz F ⊆ Qto zbiór stanów ak
eptuj¡
y
h.

• Determiniza
ja niedeterministy
znego automatu sko«
zonego polega na skonstru-owaniu równowa»nego mu automatu pot�gowego.
• Elimina
ja ε-przej±¢ to konstruk
ja niedeterministy
znego automatu sko«
zonegorównowa»nego danemu automatowi sko«
zonemu z ε-przej±
iami.
• J�zyk ak
eptowany przez niedeterministy
zny automat sko«
zony M = 〈Q, Σ, δ, S, F 〉to:

L(M) = {x ∈ Σ∗ : δ∗(S, x) ∩ F 6= ∅}

• J�zyk ak
eptowany przez automat sko«
zony z ε-przej±
iami to:
L(M) = {x ∈ Σ∗ : δ∗(S, x) ∩ F 6= ∅}

• Niedeterminizm stanowi kon
ep
j� prze
iwn¡ do determinizmu: Nawet gdyby±mymieli peªn¡ wiedz� na temat stanu �wiata w danej 
hwili, to i tak nie byliby±my wstanie przewidzie¢ przyszªo±
i. Co najwy»ej mogliby±my okre±li¢ jakie s¡ mo»liweprzyszªe dzieje.W informaty
e niedeterminizm ozna
za, »e uru
hamiaj¡
 kilka razy ten sam program
zy inny me
hanizm obli
zeniowy, dla ty
h samy
h dany
h mo»emy uzyska¢ ró»newyniki.5.7 Pra
a domowa1. (2 p.) Podaj automat niedeterministy
zny ak
eptuj¡
y sªowa nad alfabetem {a, b}zawieraj¡
e podsªowo babbaab.2. (5 p.) Zdeterminizuj nast�puj¡
y automat niedeterministy
zny, pomi« stany nieosi¡-galne:
a b

→ 1 2, 4 −
2 3 −

F 3 − 1
4 4 33. (3 p.) Wyeliminuj ε-przej±
ia w poni»szym automa
ie. Podaj wzorze
 opisuj¡
y j�zykak
eptowany przez ten automat.
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εb,

ε

ε

εb,

a
a

a

5.8 �wi
zenia1. Podaj automat niedeterministy
zny ak
eptuj¡
y sªowa nad alfabetem {a, b} zawiera-j¡
e podsªowo ababb. Rozwi¡zanie732. Zdeterminizuj nast�puj¡
e automaty niedeterministy
zne. Pomi« stany nieosi¡galne.(a)
a

a

ba

a

p
b

q

s

(b)
a

s p q

a
b

a
a

b

b73
Takiautomatwystar
zy,»e�zgadnie�gdziewyst�pujeszukanesªowoisprawdzi
zyonofakty
znietam jest. a,b

babb a

a,b
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Rozwi¡zanie74 (
)a,b

a

bb

a

sp

qr
a,b

(d)
s

a

a

a b

a

b
p

q

(e)1

2

3

4

5

6

7

a

ab

abb

b

aa a

a

a

74
Oto odpowiedni automat pot�gowy (ograni
zony do stanów osi¡galny
h):

a,b

a

b
b

b

a

{s}

{q}

{s,p}

{s,p,q}

68



(f)
1

2

3

4

5 6 7

a

a

b b

b

a
a

a

b

a

(g)
u
p

uq

um
r

-

6

-

�

��

��
��

� 11 00
(h)

u u um- - -� �K
��
��

� ��
��

� ��
��

�10 01 0 1
3. Wyeliminuj ε-przej±
ia w nast�puj¡
y
h automata
h:(a)

εb, εb,εb, εb,

a a
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Rozwi¡zanie75 (b)
b,ε

b,ε

b,ε

a

75
Oto jedno z mo»liwy
h rozwi¡za«. Nie jest ono najprostsze, ale jest wynikiem zastosowania konstruk
jiprzedstawionej w wykªadzie. J�zyk ak
eptowany przez automat, to a∗b?b?b?a∗.

a

a,b b b

a,b

a,b a

b
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Wykªad 6. Równowa»no±¢ wzor
ów, wyra»e« regularny
hi automatów sko«
zony
hTematem tego wykªadu jest pokazanie, »e wzor
e, wyra»enia regularne i automaty sko«-
zone maj¡ tak¡ sam¡ siª� wyrazu. Wszystkie one opisuj¡ dokªadnie j�zyki regularne.Tw. 1. Nie
h Σ b�dzie ustalonym alfabetem, a A nie
h b�dzie j�zykiem nad tym alfabetem,
A ⊆ Σ∗. Nast�puj¡
e stwierdzenia s¡ równowa»ne:a) A istnieje taki automat sko«
zony M , »e A = L(M),b) A jest regularny, tzn. A = L(α) dla pewnego wzor
a α,
) A = L(α) dla pewnego wyra»enia regularnego α.Dowód: Poka»emy, »e c) ⇒ b), b) ⇒ a) i a) ⇒ c).
c) ⇒ b) O
zywiste, bo ka»de wyra»enie regularne jest wzor
em.
b) ⇒ a) Induk
yjnie ze wzgl�du na struktur� wzor
a budujemy automat z ε-przej±
iami, ojednym stanie po
z¡tkowym i jednym stanie ak
eptuj¡
ym, który ak
eptuje dokªad-nie sªowa pasuj¡
e do wzor
a.

• Dla wzor
ów posta
i ε, ∅ i a (dla a ∈ Σ) odpowiednie automaty przedstawionona poni»szym rysunku.
ε ∅

a

a

• Dla wzor
a posta
i α konstruk
ja przebiega w kilku kroka
h:1. Nie
h M1 b�dzie automatem skonstruowanym dla wzor
a α, L(M1) = L(α).2. Nie
h M2 = 〈Q, Σ, δ, s, F 〉 b�dzie automatem powstaªym w wyniku elimi-na
ji ε-przej±¢ i determiniza
ji automatu M1.3. Nie
h M3 = 〈Q, Σ, δ, s, Q \ F 〉. Analogi
znie jak w dowodzie twierdzenia4.4, M3 ak
eptuje dopeªnienie j�zyka ak
eptowanego przez M2:
L(M3) = L(M2) = (L(α)) = L(α)4. Nie
h M4 b�dzie automatem powstaªym z M3 poprzez dodanie: nowegostanu ak
eptuj¡
ego, ε-przej±¢ z doty
h
zasowy
h stanów ak
eptuj¡
y
h donowego stanu ak
eptuj¡
ego i zmian¡ doty
h
zasowy
h stanów ak
eptuj¡-
y
h na nieak
eptuj¡
e. Konstruk
j� t� przedstawia poni»szy rysunek:71



ε
ε

ε

M
3

   

    Konstruk
ja ta nie zmienia j�zyka ak
eptowanego przez automat, L(M4) =
L(M3) = L(α), natomiast automat ten speªnia przyj�te zaªo»enia o jednymstanie po
z¡tkowym i jednym stanie ak
eptuj¡
ym.

• Je±li wzorze
 jest posta
i: α | β, α+ lub αβ, to konstruujemy automat z auto-matów ak
eptuj¡
y
h L(α) i L(β), w sposób przedstawiony na rysunku. Stanyak
eptuj¡
e zmieniamy tak, »e tylko stan zazna
zony na rysunku pozostaje ak-
eptuj¡
y:
ε

ε

α

β

ε

ε

α | β

α

ε

α+

βα
ε

αβ

• Dla wzor
ów posta
i α = β ∩ γ i α = β∗ wykorzystujemy to»samo±
i:
β ∩ γ ≡ β | γ

β∗ ≡ ε | β+i w
ze±niej opisane konstruk
je.
a) ⇒ c) Nie
h M = 〈Q, Σ, δ, S, F 〉 b�dzie danym automatem sko«
zonym (deterministy
z-nym lub niedeterministy
znym). Konstruk
ja wyra»enia regularnego opisuj¡
ego j�-zyk ak
eptowany przez M przebiega rekuren
yjnie. Budujemy wyra»enia regularneopisuj¡
e 
oraz wi�ksze fragmenty automatu. Nie
h u i v b�d¡ stanami, a X b�dziezbiorem stanów, u, v ∈ Q, X ⊆ Q. Wyra»enie regularne αX

u,v opisuje te sªowa, zapomo
¡ który
h mo»na przej±¢ z u do v zatrzymuj¡
 si� po drodze jedynie w stana
hz X. Wyra»enie αX
u,v de�niujemy induk
yjnie ze wzgl�du na |X|.72



1. Zaªó»my, »e X = ∅. Ozna
zmy przez a1, . . . , ak wszystkie znaki powoduj¡
eprzej±
ie z u do v. Mo»liwe s¡ dwa przypadki: u = v lub u 6= v:
1a , a ,..., a2 k

u v

a

ak

1

.

.

.

u=vJe±li u 6= v i nie ma »adny
h przej±¢ z u do v, to w
zytanie »adnego sªowa niespowoduje przej±
ia z u do v. Tak wi�
:
α∅

u,v =







a1 | . . . | ak | ε ; u = v
a1 | . . . | ak ; u 6= v ∧ k > 0
∅ ; u 6= v ∧ k = 02. Zaªó»my, »e X 6= ∅. Nie
h q b�dzie dowolnym stanem nale»¡
ym do X, q ∈ X.Wów
zas mo»liwe s¡ dwa rodzaje przej±
ia z u do v:

• Prze
hodzimy z u do v zatrzymuj¡
 si� po drodze w stana
h nale»¡
y
h do
X, ale nie w q. Czyli po drodze zatrzymujemy si� w stana
h nale»¡
y
hdo X \ {q}. Sªowa, które mo»emy w
zyta¢ w ten sposób s¡ opisane przez
α

X\{q}
u,v .

• Prze
hodz¡
 z u do v przynajmniej raz, a by¢ mo»e wi�
ej razy, prze
ho-dzimy przez q. Caª¡ tras� mo»emy podzieli¢ na od
inki, na ka»dym przej±
iuprzez stan q.Pierwszy od
inek to przej±
ie z u do q (pierwsza wizyta w q), prze
hodz¡
po drodze przez stany z X \ {q}. To 
o mo»emy w
zyta¢ prze
hodz¡
 przezten pierwszy od
inek jest opisane przez α
X\{q}
u,q .Nast�pnie pewn¡ li
zb� razy (by¢ mo»e zero) wy
hodzimy z q i wra
amydo q. To 
o mo»emy w
zyta¢ w trak
ie pojedyn
zego przej±
ia z q do q jestopisane przez α

X\{q}
q,q .Na konie
, wy
hodzimy z q (ostatnia wizyta w q) i prze
hodzimy do v. To
o mo»emy w trak
ie tego przej±
ia w
zyta¢ opisuje α

X\{q}
q,v .

u v

q
X

�¡
z¡
 obie powy»sze mo»liwo±
i, wszystko 
o mo»e zosta¢ w
zytane w trak
ieprzej±
ia z u do v, po drodze zatrzymuj¡
 si� w stana
h nale»¡
y
h do X, jestopisane przez:
αX

u,v = αX\{q}
u,v | αX\{q}

u,q (αX\{q}
q,q )∗αX\{q}

q,v73



Sªowa, które s¡ ak
eptowane przez M to te, które mog¡ zosta¢ w
zytane przy przej-±
iu z jednego ze stanów po
z¡tkowy
h do jednego ze stanów ak
eptuj¡
y
h. Nie
h
S = {s1, . . . , sk}, F = {f1, . . . , fl}. Wów
zas:

L(M) = L(αQ
s1,f1

| . . . | αQ
s1,fl

| . . . | αQ
sk,f1

| . . . | αQ
sk,fl

)Tym samym pokazali±my, »e: wzor
e, wyra»enia regularne, oraz automaty sko«
zone(wszystkie trzy poznane rodzaje), wszystkie opisuj¡ dokªadnie klas� j�zyków regularny
h.Konstruk
ja wyra»enia regularnego odpowiadaj¡
ego automatowi sko«
zonemu, po-dana w powy»szym dowodzie daje dosy¢ skomplikowane wyra»enie regularne. Zauwa»my,»e rozmiar wynikowego wyra»enia regularnego ro±nie 
zterokrotnie z ka»dym kolejnym sta-nem automatu! Jedno
ze±nie wiele powstaj¡
y
h podwyra»e« mo»na pomin¡¢, gdy» niewnosz¡ ni
 do wyniku. Je±li wi�
 b�dziemy 
h
ieli przeksztaª
i¢ jaki± automat na wyra»enieregularne, to nie musimy sztywno trzyma¢ si� pokazanej powy»ej konstruk
ji. Gdy jednakzdrowy rozs¡dek nie podpowiada nam jak sobie poradzi¢, wów
zas powinni±my zastosowa¢konstruk
j� z dowodu, zmniejszaj¡
 rozmiar rozwa»anego automatu. Ilustruje to poni»szyprzykªad:Przykªad: Przeksztaª¢my nast�puj¡
y automat na wyra»enie regularne:
b

a

a

b

a

ps q

b
a b

→ s p, q s
p q

F q q pJ�zyk ak
eptowany przez automat jest opisany wyra»eniem.
α{s,p,q}

s,q = α{s,q}
s,q | α{s,q}

s,p (α{s,q}
p,p )∗α{s,q}

p,qPatrz¡
 na automat mo»emy wywnioskowa¢:
α{s,q}

s,q ≡ b∗aa∗

α{s,q}
p,p ≡ ε | ba∗b

α{s,q}
p,q ≡ ba∗St¡d:

α{s,p,q}
s,q ≡ b∗aa∗ | α{s,q}

s,p (ε | ba∗b)∗ba∗Dalej:
α{s,q}

s,p = α{s}
s,p | α{s}

s,q (α{s}
q,q )∗α{s}

q,p74



Zauwa»my, »e:
α{s}

s,p ≡ α{s}
s,q ≡ b∗a

α{s}
q,q ≡ ε | a

α{s}
q,p ≡ bCzyli:

α{s,q}
s,p ≡ b∗a | b∗a(ε | a)∗bSt¡d:

α{s,p,q}
s,q ≡ b∗aa∗ | (b∗a | b∗a(ε | a)∗b) (ε | ba∗b)∗ba∗

≡ b∗aa∗ | (b∗a | b∗aa∗b)(ba∗b)∗ba∗

6.1 Zastosowania automatów sko«
zony
hAutomaty sko«
zone nie s¡ tylko teorety
znym narz�dziem do badania j�zyków regular-ny
h. Maj¡ one równie» wiele zastosowa« prakty
zny
h. Na przykªad, stosuje si� je dowyszukania wzor
a lub podsªowa w tek±
ie � dla danego wzor
a 
zy podsªowa nale»y skon-struowa¢ odpowiedni automat (deterministy
zny), a nast�pnie w
zyta¢ analizowany tekst;ka»de przej±
ie takiego automatu przez stan ak
eptuj¡
y reprezentuje jedno wyst¡pieniewzor
a 
zy podsªowa w tek±
ie.Dalej, analizatory leksykalne s¡ realizowane jako automaty sko«
zone. Lex na pod-stawie spe
y�ka
ji tworzy odpowiedni automat sko«
zony, który wyszukuje wyst¡pienialeksemów i równo
ze±nie okre±la które fragmenty kodu ze spe
y�ka
ji nale»y zastosowa¢.Automaty sko«
zone maj¡ te» zastosowanie w bardzo mªodej dziedzinie informatyki,wery�ka
ji modelowej (ang. model-
he
king). Wery�ka
ja modelowa jest stosowana do ba-dania, 
zy okre±lony me
hanizm (np. ukªad elektroni
zny, protokóª komunika
yjny, prostyprogram o ograni
zonej li
zbie stanów) posiada wymagane wªasno±
i. W tym 
elu tworzysi� automat sko«
zony b�d¡
y modelem systemu. J�zyk ak
eptowany przez ten automatreprezentuje mo»liwe przebiegi zdarze«. Nast�pnie bada si�, 
zy j�zyk ak
eptowany przezautomat zawiera si� w j�zyku zªo»onym z dopusz
zalny
h przez spe
y�ka
j� przebiegówzdarze«. Zalet¡ wery�ka
ji modelowej w porównaniu z testowaniem jest to, »e wery�ka
jamodelowa obejmuje wszystkie mo»liwe przebiegi zdarze«, a nie tylko niektóre.6.2 PodsumowanieW niniejszym wykªadzie pokazali±my, »e: wzor
e, wyra»enia regularne, oraz automatysko«
zone (wszystkie trzy poznane rodzaje), wszystkie opisuj¡ dokªadnie klas� j�zykówregularny
h. Poniewa» dowód byª konstruktywny, wida¢ z niego jak mo»na tªuma
zy¢wzor
e na automaty i odwrotnie. 75



6.3 Skorowidz
• Wery�ka
ja modelowa (ang. model-
he
king) to metoda wery�ka
ji polegaj¡
a nastworzeniu modelu wery�kowanego systemu w posta
i np. automatu sko«
zonego iwykazaniu jego poprawno±
i poprzez badanie stworzonego modelu.6.4 Pra
a domowa1. (3 p.) Dopasuj do siebie automaty i wyra»enia regularne:

a) - v - vj
�
�

�
?

� �6

b

b

a

b) - v - vj
�
�

�
?

� �6

b

a

a


) - v - vj
�
�

�
?

� �6

a

a

b

d) - v - vj
�
�

�
?

� �6

a

b

b1) b(ab | a)∗.2) a(ba | b)∗,3) a(aa | b)∗,4) b(bb | a)∗,2. (4 p.) Podaj automat sko«
zony (dowolnego rodzaju) ak
eptuj¡
y j�zyk opisanywzor
em: b(aba)+b∗ | (aa)∗(ab)+.3. (3 p.) Podaj wyra»enie regularne opisuj¡
e j�zyk ak
eptowany przez nast�puj¡
yautomat niedeterministy
zny:
a b

→ F1 2, 4
2 2 4
3 1
4 3 1, 376



6.5 �wi
zenia1. Dopasuj do siebie automaty i wyra»enia regularne:a) a b
→ 1 2 2
F2 2b) a b

→ F1 2 2
2 1 1
) a b

→ F1 2
F2 1 2d) a b

→ 1 2 2
F2 1e) a b

→ F1 1 2
F2 1 21) (b | ba)∗,2) (a | b)(ba | bb)∗,3) (a | b)∗,4) (a | b)b∗,5) ((a | b)(a | b))∗.Rozwi¡zanie762. Dopasuj automaty do podany
h wyra»e« regularny
h:

a)
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b

a

b

a

b
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a1) (aaa∗a | b)(b∗ | bb | baaa∗a)∗,2) (b | aba∗a)(a∗ | bb | baba∗a)∗, 78



3) (aab∗a | a)(b∗ | ba | baab∗a)∗,4) (a | aaa∗b)(b∗ | ba | baaa∗b)∗,5) (a | aab∗a)(a∗ | ba | baab∗a)∗.Rozwi¡zanie773. Podaj automaty sko«
zone (dowolnego rodzaju) odpowiadaj¡
e nast�puj¡
ym wzor-
om:
• (a(ab)∗ | a∗bb)∗,
• (ab∗a)∗ | (ba∗b)∗,
• b(aba | aa)+a, Rozwi¡zanie78
• (ab | abb | aabbb)+,
• aa | (a | bab)b∗,
• a(bab)∗ | a((aa)∗ | (bb)∗),
• a∗[((ba)∗ | bb)∗ | aa]∗ab.4. Podaj deterministy
zne automaty sko«
zone ak
eptuj¡
e j�zyki opisane wyra»eniamiregularnymi:
• a∗b∗a∗,
• a∗b∗ | b∗a∗,77 1-e,2-
,3-b,4-a,5-d.78

Otokilkamo»liwy
hrozwi¡za«: b
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ba
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b
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• (ab)∗ | (ba)∗,
• a(baba)+a,
• (bab | abba)∗aba,
• (aba)∗ | (bab)∗,
• (aba | abba)∗bab,
• ((bab | bba)(bab | baba))+.5. Podaj wyra»enia regularne odpowiadaj¡
e automatom:(a)

b

a a

b

a,b

a,bRozwi¡zanie79(b)
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Rozwi¡zanie81 (d)ab
→F12,34

21
31
411

Rozwi¡zanie82

81aa(aba)∗ | (aba | bba)∗

82
Oto kilka mo»liwy
h odpowiedzi:

(ab | aa | b(a | b))∗

(ab | aa | ba | bb)∗

((a | b)(a | b))∗

81



Wykªad 7. Lemat o pompowaniu dla j�zyków regularny
h7.1 Wst�pOkazuje si�, »e nie ka»dy j�zyk jest regularny. Standardowy przykªad j�zyka, który niejest regularny, to A = {anbn : n ≥ 0}. Intui
yjnie jest to dosy¢ o
zywiste. �eby j�zykbyª regularny, musi by¢ mo»liwe stwierdzenie 
zy sªowo nale»y do j�zyka przy u»y
iu staªejpami�
i. Jednak »eby sprawdzi¢, 
zy sªowo jest posta
i anbn, musimy najpierw w
zyta¢litery a i zapami�ta¢ i
h dokªadn¡ li
zb�. Zapami�tanie li
zby n wymaga przynajmniej
log2 n bitów pami�
i, a to nie jest staªa. Tak wi�
, jak¡ by±my pami�
i¡ nie dysponowali,zawsze znajdzie si� dostate
znie du»e n, takie »e po w
zytaniu an nie b�dziemy dokªadniewiedzieli ile ty
h liter a byªo. Tym samym nie b�dziemy w stanie sprawdzi¢, 
zy liter bjest dokªadnie tyle samo.Spróbujmy sformalizowa¢ powy»sze rozumowanie. Dowodzimy nie wprost, »e A niejest regularne. Zaªó»my prze
iwnie, »e A jest regularne. Nie
h M = (Q, Σ, δ, s, F ) b�dzieautomatem ak
eptuj¡
ym A i nie
h n = |Q|. Wów
zas z zasady szu�adkowej Diri
hletaistnieje taki stan q, u ≥ 0 oraz v > 0, »e n = u + v, δ∗(s, au) = δ∗(q, av) = q. Wów
zastak samo jest ak
eptowane, lub nie, sªowo aubn i anbn. Sprze
zno±¢. A wi�
 zaªo»enie, »e
A jest regularny byªo faªszywe.7.2 Lemat o pompowaniuPowy»sze rozumowanie mo»na uogólni¢, uzyskuj¡
 bardziej ogólne narz�dzie do wykazy-wania, »e pewne j�zyki nie s¡ regularne.Tw. 2 (Lemat o pompowaniu dla j�zyków regularny
h). Nie
h A b�dzie j�zykiem regular-nym. Wów
zas istnieje takie k, »e dla dowolny
h sªów x, y i z taki
h, »e xyz ∈ A oraz
|y| ≥ k, mo»na y podzieli¢ na sªowa u, v i w, y = uvw w taki sposób, »e v 6= ε i dlawszystki
h i ≥ 0 xuviwz ∈ A.Dowód: Skoro A jest j�zykiem regularnym, to istnieje deterministy
zny automat sko«-
zony rozpoznaj¡
y A � ozna
zmy go przez M = 〈Q, Σ, δ, s, F 〉. Wybieramy k = |Q|.Nie
h x, y i z b�d¡ takimi sªowami, »e xyz ∈ A oraz |y| ≥ k. Zauwa»my, »e wobli
zeniu automatu M ak
eptuj¡
ego sªowo xyz, w trak
ie w
zytywania sªowa y, pojawiasi� przynajmniej k + 1 stanów.Z zasady szu�adkowej Diri
hleta wynika, »e przynajmniej jeden z ty
h stanów musi si�powtarza¢. We¹my pierwsze powtórzenie si� stanu w trak
ie w
zytywania sªowa y.Mo»emy wi�
 podzieli¢ sªowo y na trzy 
z�±
i y = uvw:

• u � od po
z¡tku sªowa y do pierwszego wyst¡pienia powtarzaj¡
ego si� stanu,
• v � od pierwszego do drugiego wyst¡pienia powtarzaj¡
ego si� stanu, oraz
• w � od drugiego wyst¡pienia powtarzaj¡
ego si� stanu do ko«
a sªowa y.82



Zauwa»my, »e sªowu v odpowiada �p�telka�, tzn. v 6= ε, oraz:
δ∗(s, xu) = δ∗(s, xuv)

δ* s,xu( )

s

u

v

w

y zxSt¡d, dla dowolnego i ≥ 0 mamy:
δ∗(s, xuvi) = δ∗(δ∗(s, xuv), vi−1) =

= δ∗(δ∗(s, xu), vi−1) =

= δ∗(s, xuvi−1) =...
= δ∗(s, xu)St¡d za± otrzymujemy:

δ∗(s, xuviwz) = δ∗(s, xuvwz) ∈ FCzyli xuviwz ∈ A.7.3 Zastosowanie lematu o pompowaniuLemat o pompowaniu sªu»y pokazywaniu, »e okre±lone j�zyki nie s¡ regularne. S
hemattakiego dowodu przebiega nie wprost. Lemat o pompowaniu ma posta¢ implika
ji: je±lij�zyk jest regularny, to ma pewne wªasno±
i. Dowód, »e j�zyk nie jest regularny przebiegawedªug s
hematu: skoro dany j�zyk nie posiada ty
h wªasno±
i, to nie mo»e by¢ regularny.Spe
jalnie z my±l¡ o takim zastosowaniu powstaªo alternatywne sformuªowanie lematuo pompowaniu:Lemat o pompowaniu dla j�zyków regularny
h � sformuªowanie alternatywne:Nie
h A b�dzie j�zykiem. Je»eli dla ka»dego k ≥ 0 istniej¡ takie sªowa x, y, z, »e xyz ∈ A,
|y| ≥ k oraz dla dowolnego podziaªu sªowa y na sªowa u, v, w, y = uvw takiego, »e v 6= ε,istnieje takie i ≥ 0, »e xuviwz 6∈ A, wów
zas A nie jest regularny.Nawet w posta
i odwró
onej lemat o pompowaniu jest trudny do zrozumienia, gdy»mamy tu do 
zynienia z 
zterema poziomami zagnie»d»ony
h naprzemienny
h kwanty�ka-torów uniwersalny
h i egzysten
jalny
h. Takie zagnie»d»enie naprzemienny
h kwanty�ka-torów mo»emy sobie wyobrazi¢ jako ru
hy dwó
h gra
zy � gra
ze na przemian wskazuj¡83



jakie warto±
i powinny przyj¡¢ zmienne spod kwanty�katorów, jeden gra
z spod uniwer-salny
h, a drugi spod egzysten
jalny
h. Pierwszy gra
z stara si� pokaza¢, »e dany j�zykjest regularny, a drugi, »e nie. O wygranej de
yduje, 
zy dla wybrany
h warto±
i zmien-ny
h za
hodzi wªasno±¢ obj�ta kwanty�katorami. Gra jest sko«
zona, wi�
 jeden z gra
zyma strategi� wygrywaj¡
¡. W zale»no±
i od tego, który z gra
zy to jest, j�zyk mo»e by¢regularny lub nie.Lemat o pompowaniu dla j�zyków regularny
h � gra z Demonem: Prowadzimyz Demonem gr�. Staramy si� pokaza¢, »e j�zyk nie jest regularny, a Demon stara si�pokaza¢, »e j�zyk mimo wszystko jest regularny. Zasady gry s¡ nast�puj¡
e:1. Demon wybiera k ≥ 0. (Je±li A jest fakty
znie regularny, to Demon mo»e wybra¢ za
k li
zb� stanów automatu ak
eptuj¡
ego A).2. Wybieramy takie sªowa x, y, z, »e xyz ∈ A i |y| ≥ k. Je»eli takie sªowa nie istniej¡,
zyli nie mo»emy wykona¢ ru
hu, przegrywamy.3. Demon dzieli y na takie sªowa u, v, w, y = uvw, »e v 6= ε. (Je±li A jest fakty
znieregularny, to Demon mo»e podzieli¢ y na pierwszy
h dwó
h wyst¡pienia
h stanu,który jako pierwszy powtarza si� w trak
ie w
zytywania sªowa y.)4. Wybieramy i ≥ 0.Je±li xuviwz 6∈ A, to wygrali±my, wpp. wygraª Demon.Oryginalne sformuªowanie lematu o pompowaniu mówi, »e je»eli j�zyk jest regularny,to Demon ma strategi� wygrywaj¡
¡. Natomiast odwrotne sformuªowanie mówi, »e je»elimy mamy strategi� wygrywaj¡
¡, to j�zyk nie jest regularny. Pami�tajmy, »e lemat opompowaniu nie sªu»y do pokazywania, »e j�zyk jest regularny. Nie zawsze pozwala onna pokazanie, »e j�zyk, który nie jest regularny fakty
znie taki nie jest � istniej¡ j�zyki,które nie s¡ regularne i speªniaj¡ lemat o pompowaniu.Zoba
zmy na przykªada
h jak mo»na zastosowa¢ sformuªowanie lematu o pompowaniujak gry z Demonem:Przykªad: Poka»emy, »e j�zyk A = {anbn : n ≥ 0} nie jest regularny.

• Demon wybiera k.
• Wybieramy x = ε, y = ak i z = bk.
• Jakkolwiek Demon by nie podzieliª sªowa y, to sªowo v skªada si� wyª¡
znie z literek

a i jest niepuste. Mo»emy wybra¢ i = 2.Sªowo xuv2wz 6∈ A, bo ma wi�
ej literek a ni» b, 
zyli wygrali±my.Powy»sza strategia jest dla nas strategi¡ wygrywaj¡
¡, a zatem j�zyk A nie jest regu-larny. 84



Przykªad: Poka»emy, »e j�zyk B = {a2n

: 0 ≤ n} nie jest regularny.
• Demon wybiera k.
• Wybieramy x = ε, y = a2k−1, z = a.
• Jakkolwiek Demon by nie podzieliª sªowa y, to sªowo v skªada si� wyª¡
znie z literek

a oraz 0 < |v| < 2k. Mo»emy wybra¢ i = 2.Sªowo xuv2wz 6∈ B, bo 2k < |xuv2wz| < 2 · 2k = 2k+1 a zatem wygrali±my.Powy»sza strategia jest dla nas strategi¡ wygrywaj¡
¡, a zatem j�zyk B nie jest regu-larny.Przykªad: Poka»emy, »e j�zyk C = {an! : n ≥ 0} nie jest regularny.
• Demon wybiera k.
• Wybieramy x = ε, y = a(k+1)!−1, z = a.
• Demon wybiera sªowa u, v, w. Mamy 0 < |v| < (k + 1)!.
• Wybieramy i = k + 2.Mamy |xuviwz| = (k+1)!+(i−1)· |v|. Tak wi�
, z jednej strony mamy |xuviwz| > (k+1)!,ale z drugiej:

|xuviwz| = (k + 1)! + (k + 1) · |v| < (k + 1)! + (k + 1) · (k + 1)! = (k + 2)(k + 1)! = (k + 2)!St¡d, |xuviwz| 6∈ C, 
zyli wygrali±my.Powy»sza strategia jest dla nas strategi¡ wygrywaj¡
¡, a zatem j�zyk C nie jest regu-larny.7.4 Inne metody dowodzenia nieregularno±
i j�zykówWykorzystanie lematu o pompowaniu nie jest jedynym sposobem pokazywania, »e jaki±j�zyk nie jest regularny. Je±li ju» wiemy o jakim± j�zyku (B), »e nie jest regularny, tomo»emy pokaza¢, »e jaki± inny j�zyk (A) nie jest regularny korzystaj¡
 z wªasno±
i do-mkni�
ia klasy j�zyków regularny
h. Rozumujemy przy tym nie wprost � gdyby j�zyk Abyª regularny, to B te», a »e B nie jest, to i A nie mo»e by¢.Przykªad: Poka»emy, »e j�zyk D = {anbm : n 6= m} nie jest regularny. Gdyby byª onregularny, to (ze wzgl�du na domkni�
ie klasy j�zyków regularny
h na dopeªnienie) j�zyk
A = {anbn : n ≥ 0} byªby te» regularny, a nie jest. Tak wi�
 j�zyk D nie mo»e by¢regularny. 85



Przykªad: Rozwa»my j�zyk E ⊆ {[, ]} zªo»ony
h z poprawny
h wyra»e« nawiasowy
h.Poka»emy, »e nie jest on regularny. Gdyby byª on regularny, to E∩L([∗]∗) = {[n]n : n ≥ 0}te» byªby regularny. Natomiast j�zyk {[n]n : n ≥ 0}, tak jak A = {anbn : n ≥ 0}, nie jestregularny. Tak wi�
 j�zyk E nie mo»e by¢ regularny.7.5 PodsumowanieWykªad ten byª po±wi�
ony przede wszystkim lematowi o pompowaniu dla j�zyków re-gularny
h. Poznali±my trzy równowa»ne sformuªowania tego lematu, oraz przykªady jegozastosowania do wykazywania, »e okre±lone j�zyki nie s¡ regularne. Poznali±my te» me-tod� wykazywania, »e dane j�zyki nie s¡ regularne, w opar
iu o wªasno±
i domkni�
ia klasyj�zyków regularny
h.7.6 Skorowidz
• Lemat o pompowaniu dla j�zyków regularny
h mówi, »e dla ka»dego j�zykaregularnego, ka»de dostate
znie dªugie sªowo w tym j�zyku mo»na �pompowa¢� do-wolnie je wydªu»aj¡
. Wykazywanie braku tej wªasno±
i jest metod¡ pokazywania,»e dany j�zyk nie jest regularny.
• Gra z Demonem� alternatywne sformuªowanie lematu o pompowaniu dla j�zykówregularny
h jako gry.7.7 Pra
a domowa1. (2 p.) Które z poni»szy
h j�zyków s¡ regularne, a które nie? (Odpowiedzi nie musiszformalnie uzasadnia¢.)a) {an3

: n ≥ 0},b) {aibj : i · j ≤ 42},
) {aibj : i ≡ j mod 42},d) {ww : w ∈ {a, b}∗},e) {anbm : |n − m| ≤ 42}2. (4 p.) Poka», »e j�zyk {ambnam·n : m, n ≥ 0} nie jest regularny.3. (4 p.) Poka», »e j�zyk zawieraj¡
y te sªowa nad alfabetem {a, b}, które zawieraj¡ tylesamo liter a i b, {x ∈ {a, b}∗ : #a(x) = #b(x)}, nie jest regularny.
86



7.8�wi
zenia 1.Poka»,»enast�puj¡
ej�zykinies¡regularne: (a){a
n
b
2·n

:≥0}, (b)j�zykzªo»onyzpalindromównadalfabetem{a,b},{x∈{a,b}
∗

:x=rev(x)}, (
){a
p

:pjestli
zb¡pierwsz¡}, (d){a
n

2

:n≥0}, (e){a
i
b
j
c
k

:i=j∨j=k}, (f){a
m

b
n
a

m·n
:m,n≥0},Rozwi¡zanie83 (g)j�zykzawieraj¡
ytesªowanadalfabetem{a,b},którezawieraj¡tylesamoliter aib,{x∈{a,b}

∗
:#a(x)=#b(x)},Rozwi¡zanie84 2.Którezpodany
hj�zykóws¡regularne,aktórenie?Odpowiedziuzasadnij,nieko- nie
znieformalnie. (a){a

i
b
j
:0≤i≤j≤42},Rozwi¡zanie85 (b)komentarzewPas
alu,Rozwi¡zanie86 (
){a

i
b
j
c
k

:i6=j∨j6=k},Rozwi¡zanie87 (d){a
i
b
j
a

2(i+j)
:i,j≥0},Rozwi¡zanie88 83

Stosujemy lemat o pompowaniu, np. sformuªowany jako gra z Demonem. Demon wybiera k. We¹mysªowa posta
i x = a, y = bk, z = ak, xyz = abkak. Demon dzieli sªowo y na trzy 
z�±
i x = uvw, v 6= ε.Jakkolwiek by ten podziaª nie wygl¡daª, to sªowo v skªada si� z liter b. Wybieramy i = 2. Sªowo xuviwznie nale»y do rozpatrywanego j�zyka, gdy» jest w nim wi�
ej liter b, ni» nast�puj¡
y
h po ni
h liter a.Tak wi�
, jest to opis strategii wygrywaj¡
ej. St¡d, rozpatrywany j�zyk nie jest regularny. 84Dowodzimy tego nie wprost. Zaªó»my prze
iwnie, »e jest regularny. Wów
zas, z faktu, »e klasa j�zykówregularny
h jest domkni�ta na prze
i�
ie j�zyków wynika, »e j�zyk

{x ∈ {a, b}∗ : #a(x) = #b(x)} ∩ L(a∗b∗) = {anbn : n ≥ 0} jest regularny. Wiemy jednak, »e nie jest onregularny � sprze
zno±¢. St¡d, dany j�zyk nie mo»e by¢ regularny. 85Ten j�zyk jest sko«
zony, a wi�
 regularny. 86Ten j�zyk jest regularny. Komentarze s¡ rozpoznawane jako leksemy i da si� je opisa¢ wzor
ami. 87Ten j�zyk nie jest regularny. Gdyby byª, to jego dopeªnienie, 
zyli {aibici} te» byªby regularny, a nie jest.Mo»na to pokaza¢ podobnie do przykªadu z wykªadu. 88Ten j�zyk nie jest regularny. Mo»na to pokaza¢ korzystaj¡
 z lematu o pompowaniu. Je±li we¹miemysªowo posta
i akbka4k i napompujemy tylko pierwsz¡ 
z�±¢, to uzyskamy sªowo spoza tego j�zyka.
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(e){x∈{a,b}:#a(x)6=#b(x)},Rozwi¡zanie89 (f){a
2n

:n≥0},Rozwi¡zanie90 (g){a
i
b
j
c
k

:i+j+k≤42},Rozwi¡zanie91 (h)poprawneskªadniowoprogramywwybranymj�zykuprogramowania(Pas
alu, C,C++lubJavie),Rozwi¡zanie92 (i){a
42

n

:n≥0},Rozwi¡zanie93 (j){x∈{a,b}
∗

:#a(x)jestpodzielneprzez42}.Rozwi¡zanie94 (k){a
n

3

:n≥0},Rozwi¡zanie95 (l){a
i
b
j
:i·j≤42},Rozwi¡zanie96 (m){a

i
b
j
:i≡jmod42},Rozwi¡zanie97 89Ten j�zyk nie jest regularny. Gdyby byª, to jego dopeªnienie, 
zyli {x ∈ {a, b} : #a(x) = #b(x)} te» byªbyregularny. Wów
zas jednak, jego prze
i�
ie z j�zykiem L(a∗b∗), 
zyli {anbn} równie» byªby regularny, awiemy, »e nie jest. 90Ten j�zyk jest regularny. Skªada si� on z 
i¡gów literek a parzystej dªugo±
i. �atwo mo»na skonstruowa¢automat sko«
zony (o dwó
h stana
h) rozpoznaj¡
y ten j�zyk. 91Ten j�zyk jest sko«
zony, a wi�
 regularny. 92Ten j�zyk nie jest regularny. Je±li za
zniemy pompowa¢ sekwen
j� otwieraj¡
y
h si� bloków instruk
ji,np. begink lub {k, to 
aªy program przestanie by¢ poprawny skªadniowo. 93Ten j�zyk nie jest regularny. Mo»na zastosowa¢ lemat o pompowaniu dla sªowa posta
i a42k . Je±lizastosujemy jedno �pompni�
ie� (i = 2) to uzyskamy sªowo dªu»sze ni» 42k, ale nie dªu»sze ni» 42k + k,
zyli krótsze ni» 42(k + 1). 94Ten j�zyk jest regularny. Do sprawdzenia 
zy sªowo nale»y do tego j�zyka wystar
zy zli
za¢ literki a zapomo
¡ li
znika modulo 42 (tzn. mo»na skonstruowa¢ automat sko«
zony o 42 stana
h, ak
eptuj¡
y tenj�zyk). 95Ten j�zyk nie jest regularny. Mo»na zastosowa¢ lemat o pompowaniu dla sªowa posta
i ak

3 . Zauwa»my,»e (k + 1)3 − k3 = 3k2 + 3k + 1. Je±li wi�
 zastosujemy jedno �pompni�
ie� (i = 2) to uzyskamy sªowodªu»sze ni» k3, ale krótsze ni» (k + 1)3. 96Ten j�zyk jest regularny, gdy» jest sum¡ j�zyka sko«
zonego, oraz j�zyków L(a∗) i L(b∗). 97Ten j�zyk jest regularny. Do sprawdzenia 
zy sªowo nale»y do tego j�zyka wystar
zy li
znik modulo 42(tzn. mo»na skonstruowa¢ automat sko«
zony ak
eptuj¡
y ten j�zyk, o 84 stana
h).
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(n){ww:w∈{a,b}
∗
},Rozwi¡zanie98 (o){a

n
b
m

:|n−m|≤42},Rozwi¡zanie99

98Ten j�zyk nie jest regularny. Mo»na zastosowa¢ lemat o pompowaniu. Je±li we¹miemy w = bak iograni
zymy stref� pompowania do pierwszego sªowa w, to dla i = 2 uzyskamy sªowo spoza tego j�zyka. 99Ten j�zyk nie jest regularny. Mo»na zastosowa¢ lemat o pompowaniu, we¹my sªowo akbk oraz i ≥ 43.89



Wykªad 8. Minimaliza
ja deterministy
zny
h automatówsko«
zony
h8.1 Wst�pW tym wykªadzie zajmiemy si� problemem minimaliza
ji li
zby stanów w deterministy
z-ny
h automata
h sko«
zony
h. Konstruuj¡
 automaty sko«
zone 
z�sto mo»emy do±¢ dokilu rozwi¡za« o ró»nej li
zbie stanów. Jak znale¹¢ automat o najmniejszej mo»liwej li
zbiestanów? W przypadku deterministy
zny
h automatów sko«
zony
h znany jest efektywnyalgorytm przeksztaª
aj¡
y dowolny automat ak
eptuj¡
y dany j�zyk w automat o mini-malnej li
zbie stanów.Zanim poznamy ten algorytm i udowodnimy jego poprawno±¢, zoba
zmy na przykªadziejak mo»na zminimalizowa¢ li
zb� stanów.Przykªad: We¹my na po
z¡tek niedeterministy
zny automat sko«
zony ak
eptuj¡
y tesªowa (nad alfabetem {a, b}), które zawieraj¡ podsªowo aab.
a a b

a,b

p q r s

a,bAutomat ten ma 4 stany, a wi�
 odpowiadaj¡
y mu automat pot�gowy ma 16 stanów.O
zywi±
ie mo»emy si� ograni
zy¢ do stanów osi¡galny
h, a ty
h jest 6.
a b

b

a

b

a

{p,q,s} {p,q,r,s}{p,s}

b

a

b
{p,q,r}{p,q}{p}

b a

aZauwa»my, »e mo»emy sklei¢ ze sob¡ wszystkie stany ak
eptuj¡
e � po i
h osi¡gni�
iu niemo»na ju» i
h opu±
i¢, a wi�
 sªowo musi zosta¢ zaak
eptowane.
a b

b

a

b a a,b

Uzyskali±my automat deterministy
zny o 4 stana
h. Czy to jest minimum? Zastanówmysi� ile stanów jest niezb�dny
h. Potrzebny jest jeden stan ak
eptuj¡
y, do którego w
ho-dzimy, gdy w
zytamy podsªowo aab. Dodatkowo potrzebujemy przynajmniej 3 inne stany.Mo»emy je rozró»ni¢ m.inn. po najkrótszy
h sªowa
h konie
zny
h do osi¡gni�
ia stanu ak-
eptuj¡
ego. Dla stanu po
z¡tkowego jest to o
zywi±
ie sªowo aab. Dla stanu w jakimjeste±my po w
zytaniu a jest to ab, a dla stanu, w którym jeste±my po w
zytaniu aa jestto b. Razem uzyskujemy 4 stany, a wi�
 nasz automat jest minimalny.90



8.2 Dowód istnienia automatu minimalnegoJak wida¢ z powy»szego przykªadu niektóre stany w automa
ie deterministy
znym mog¡by¢ sobie �równowa»ne� i mo»emy je sklei¢. Natomiast badaj¡
, 
zy stany s¡ równowa»nepowinni±my zwró
i¢ uwag� na to jakie sªowa z dany
h stanów prowadz¡ do stanów ak
ep-tuj¡
y
h. Je±li s¡ tu jakie± ró»ni
e, to stanów nie mo»emy skleja¢. Narazie s¡ to maªopre
yzyjne intui
je, ale za 
hwil� sformalizujemy je.Nadal jednak pozostaje otwarte pytanie, 
zy usuni�
ie stanów nieosi¡galny
h i sklejeniestanów �równowa»ny
h� prowadzi do jednego automatu minimalnego? Czy te» za
zyna-j¡
 od ró»ny
h automatów mo»emy uzyska¢ ró»ne automaty minimalne? Poka»emy, »edla ka»dego j�zyka regularnego istnieje jeden (z dokªadno±
i¡ do izomor�zmu) minimalnydeterministy
zny automat sko«
zony.Def. 33. Nie
h A b�dzie ustalonym j�zykiem. Przez A/x ozna
zamy j�zyk posta
i:
A/x = {y ∈ Σ∗ : xy ∈ A}J�zyki posta
i A/x dla x ∈ Σ∗ nazywamy j�zykami ilorazowymi. 2Ina
zej mówi¡
, A/x to j�zyk zªo»ony ze wszystki
h ty
h 
i¡gów dalszy
h, które uzu-peªniaj¡ wyst¡pienia pre�ksów x w sªowa
h z A. W sz
zególno±
i A/ε = A. Wprost zde�ni
ji j�zyka A/x wynika nast�puj¡
y fakt:Fakt 7. Dla dowolny
h x, y ∈ Σ∗ mamy A/xy = (A/x)/y.St¡d za± wynika kolejny fakt:Fakt 8. Dla dowolny
h x, y, z ∈ Σ∗, je±li A/x = A/y, to A/xz = A/yz.Jest tak gdy»:

A/xz = (A/x)/z = (A/y)/z = A/yzJe»eli dodatkowo A jest regularny to pojawiaj¡ si� dodatkowe intui
je. Nie
h M =
〈Q, Σ, δ, s, F 〉 b�dzie deterministy
znym automatem sko«
zonym ak
eptuj¡
y A, L(M) =
A, w którym wszystkie stany s¡ osi¡galne. A/x to j�zyk zªo»ony z ty
h sªów, które pro-wadz¡ ze stanu δ∗(s, x) do stanów ak
eptuj¡
y
h, (
zyli jest to j�zyk ak
eptowany przezautomat posta
i 〈Q, Σ, δ, δ∗(s, x), F 〉). Poniewa» to, jakie sªowa prowadz¡ z danego stanudo stanów ak
eptuj¡
y
h zale»y od tego stanu, ale nie od tego jak dostali±my si� do tegostanu, wi�
 za
hodzi nast�puj¡
y fakt:Fakt 9. Nie
h x, y ∈ Σ∗. Je±li δ∗(s, x) = δ∗(s, y), to A/x = A/y.Mo»emy wi�
 ka»demu stanowi q automatu M przyporz¡dkowa¢ jeden z j�zyków ilo-razowy
h A/x j�zyka A � dokªadnie taki, dla którego δ∗(s, x) = q. Wynika st¡d kolejnyfakt:Fakt 10. Je±li A jest regularny, to istnieje sko«
zenie wiele j�zyków ilorazowy
h j�zyka A.Dokªadniej, jest i
h 
o najwy»ej tyle, 
o stanów osi¡galny
h w deterministy
znym automa-
ie sko«
zonym ak
eptuj¡
ym A. 91



Okazuje si�, »e odwrotna implika
ja jest równie» prawdziwa.Tw. 3 (uprosz
zone twierdzenie Myhilla-Nerode'a). Nie
h A b�dzie ustalonym j�zykiem.Nast�puj¡
e stwierdzenia s¡ równowa»ne:
• A jest regularny,
• istnieje sko«
zenie wiele j�zyków ilorazowy
h j�zyka A.Dowód: Implika
ja w jedn¡ stron� wynika z poprzedniego faktu. Musimy pokaza¢, »eje»eli istnieje sko«
zenie wiele j�zyków ilorazowy
h j�zyka A, to A jest regularny. Skon-struujemy deterministy
zny automat sko«
zony ak
eptuj¡
y A. Stanami tego automatub�d¡ j�zyki ilorazowe j�zyka A, Q = {A/x : x ∈ Σ∗}. Nasz automat skonstruujemy tak, »eka»dy stan jako j�zyk b�dzie zawieraª dokªadnie te sªowa, które z tego stanu prowadz¡ dostanów ak
eptuj¡
y
h:

A/x = {y ∈ Σ∗ : δ∗(A/x, y) ∈ FStanem po
z¡tkowym jest o
zywi±
ie A = A/ε, gdy» nasz automat ma ak
eptowa¢ wªa±niej�zyk A. Stanami ak
eptuj¡
ymi s¡ te stany, które jako j�zyki zawieraj¡ sªowo puste,
F = {A/x : ε ∈ A/x}Czyli:
F = {A/x : x ∈ A}Natomiast funk
ja przej±
ia jest posta
i:
δ(A/x, a) = A/xaPowy»sza de�ni
ja jest poprawna, gdy» je±li A/x = A/y, to A/xa = A/ya.Trzeba jesz
ze pokaza¢, »e automat M = 〈Q, Σ, δ, A, F 〉 ak
eptuje j�zyk A. Nie
h

y ∈ Σ∗, y = a1a2 . . . ak. Zauwa»my, »e:
δ∗(A/x, y) = δ∗(A/x, a1a2 . . . ak) =

= δ∗(δ(A/x, a1), a2 . . . ak) =

= δ∗(A/xa1, a2 . . . ak) =...
= δ∗(A/xa1, a2 . . . ak, ε) =

= A/xa1, a2 . . . ak = A/xySt¡d, j�zyk ak
eptowany przez M to:
L(M) = {x ∈ Σ∗ : δ∗(A, x) ∈ F} =

= {x ∈ Σ∗ : δ∗(A/ε, x) ∈ F} =

= {x ∈ Σ∗ : A/x ∈ F} =

= {x ∈ Σ∗ : ε ∈ A/x} =

= {x ∈ Σ∗ : x ∈ A} = A92



8.3 Konstruk
ja automatu minimalnegoZauwa»my, »e automat skonstruowany w powy»szym dowodzie ma minimaln¡ li
zb� stanów� gdy» ma i
h dokªadnie tyle ile jest j�zyków ilorazowy
h j�zyka A. Poka»emy jak z do-wolnego deterministy
znego automatu sko«
zonego ak
eptuj¡
ego j�zyk A zrobi¢ automatizomor�
zny ze skonstruowanym powy»ej.Nie
h M = 〈Q, Σ, δ, s, F 〉 b�dzie dowolnym ustalonym deterministy
znym automatemsko«
zonym ak
eptuj¡
ym j�zyk A, L(M) = A, w którym wszystkie stany s¡ osi¡galne.(Je±li M zawiera stany nieosi¡galne, to najpierw je usuwamy.) Ka»demu stanowi q ∈ Qmo»emy przypisa¢ j�zyk zªo»ony z ty
h sªów, które prowadz¡ z q do stanów ak
eptuj¡
y
h.J�zyk taki to A/x, gdzie x prowadzi z s do q, δ∗(s, x) = q.Nie
h M/≈ b�dzie automatem powstaªym z M przez sklejenie ze sob¡ stanów, którymprzypisali±my takie same j�zyki ilorazowe. �
i±le rze
z bior¡
, na stana
h automatu Mde�niujemy rela
j� równowa»no±
i ≈⊆ Q × Q okre±lon¡ w nast�puj¡
y sposób:
p ≈ q w.t.w. ∀x∈Σ∗δ∗(p, x) ∈ F ⇔ δ∗(q, x) ∈ FIna
zej mówi¡
, nie
h A/x i A/y b�d¡ j�zykami ilorazowymi przypisanymi stanom p i q,wów
zas p ≈ q wtw., gdy A/x = A/y.Sklejamy te stany automatu M , które s¡ sobie równowa»ne:

M/≈ = 〈Q/≈, Σ, δ/≈, [s]≈, F/≈〉gdzie:
δ/≈([q]≈, a) = [δ(q, a)]≈Automat M/≈ jest nazywany automatem ilorazowym.Po pierwsze musimy si� upewni¢, 
zy δ/≈ jest poprawnie zde�niowana. Musimy w tym
elu pokaza¢, »e je»eli sklejamy ze sob¡ dwa stany p, q ∈ Q, p ≈ q, to dla dowolnego a ∈ Σmamy równie» δ(p, a) ≈ δ(q, a). Skoro p ≈ q, to A/x = A/y, a zatem A/xa = A/ya, 
zyli

δ(p, a) ≈ δ(q, a).Zauwa»my, »e nigdy nie skleimy stanu ak
eptuj¡
ego z nieak
eptuj¡
ym, gdy» stanyak
eptuj¡
e 
harakteryzuj¡ si� tym, »e przypisane im j�zyki zawieraj¡ sªowa puste.Czy automat M/≈ ak
eptuje ten sam j�zyk 
o M , L(M/≈) = L(M)? Mo»na poka-za¢ (przez induk
j�), »e dla dowolnego stanu q ∈ Q i sªowa x ∈ Σ∗ mamy δ∗/≈([q]≈, x) =

[δ∗(q, x)]≈. Poniewa» jednak nie skleili±my »adnego stanu ak
eptuj¡
ego z »adnym ze sta-nów nieak
eptuj¡
y
h, mamy:
L(M/≈) = {x ∈ Σ∗ : δ∗/≈([s]≈, x) ∈ F/≈} =

= {x ∈ Σ∗ : [δ∗(s, x)]≈ ∈ F/≈} =

= {x ∈ Σ∗ : δ∗(s, x) ∈ F} = L(M) = ATak wi�
 usuwaj¡
 stany nieosi¡galne i sklejaj¡
 ze sob¡ stany, którym odpowiadaj¡ te samej�zyki ilorazowe otrzymujemy ten sam minimalny deterministy
zny automat sko«
zonyak
eptuj¡
y dany j�zyk regularny. 93



Przykªad: We¹my nast�puj¡
y automat deterministy
zny:
a,b

a

b
a

a

b

b

a,b

p

s

q

r

tStan p jest nieosi¡galny. Po jego usuni�
iu mamy:
a

b
a

a

b

b

a,b

s

q

r

tTylko dwa stany mo»emy sklei¢ ze sob¡: r i q, r ≈ q. Po i
h sklejeniu uzyskujemy;
a,b

s t

a

ba,b

{q,r}8.4 Algorytm minimaliza
jiPoka»emy jak mo»na zaimplementowa¢ opisan¡ w poprzednim punk
ie konstruk
j�. Algo-rytm minimaliza
ji skªada si� z dwó
h faz:1. usuni�
ia stanów nieosi¡galny
h,2. wyzna
zenia rela
ji równowa»no±
i ≈ i sklejenia ze sob¡ stanów równowa»ny
h.Znalezienie stanów nieosi¡galny
h jest prostsze. Trudniej natomiast znale¹¢ stany równo-wa»ne. Przypomnijmy, »e dwa stany p i q s¡ sobie równowa»ne, gdy:
∀x∈Σ∗δ∗(p, x) ∈ F ⇔ δ∗(q, x) ∈ FPoka»emy algorytm, który znajduje wszystkie pary nierównowa»ny
h sobie stanów. Siª¡rze
zy, pozostaªe pary stanów s¡ sobie równowa»ne i mo»na je sklei¢ ze sob¡.Je±li stany p i q nie s¡ sobie równowa»ne, to istnieje rozró»niaj¡
e je sªowo x, takie »e:

δ∗(p, x) ∈ F 6⇔ δ∗(q, x) ∈ FPo
z¡tkowo zakªadamy, »e wszystkie stany mo»na sklei¢ ze sob¡. Nast�pnie suk
esywniewyzna
zamy pary stanów które nie s¡ sobie równowa»ne � w kolejno±
i wg. rosn¡
ejdªugo±
i najkrótszy
h rozró»niaj¡
y
h je sªów.94



Algorytm1. Tworzymy tabli
� warto±
i logi
zny
h T{p,q} indeksowan¡ nieuporz¡dkowanymi pa-rami {p, q} stanów p, q ∈ Q. Po
z¡tkowo T{p,q} = true dla wszystki
h p, q ∈ Q.2. Dla wszystki
h taki
h par stanów {p, q}, »e p ∈ F i q 6∈ F zazna
zamy T{p,q} = false.Je±li p jest ak
eptuj¡
y, a q nie, to stany te rozró»nia sªowo puste ε.3. Dla wszystki
h par stanów {p, q} i znaków a ∈ Σ taki
h, »e T{δ(p,a),δ(q,a)} = false,zazna
zamy równie» T{p,q} = false.4. Je»eli w kroku 3 zmienili±my 
ho¢ jedn¡ komórk� tabli
y T z true na false, topowtarzamy krok 3 � tak dªugo, a» nie b�dzie on powodowaª »adny
h zmian wtabli
y T .5. Na konie
 mamy: p ≈ q ⇔ T{p,q}.Dowód poprawno±
i algorytmu: Poprawno±¢ algorytmu wynika st¡d, »e dla ka»dejpary stanów {p, q}, które nie s¡ sobie równowa»ne istnieje pewne sªowo, które je rozró»nia.We¹my najkrótsze takie sªowo. W kroku 2 wyzna
zamy wszystkie takie pary, które s¡rozró»niane przez ε. Z ka»dym powtórzeniem kroku 3 wyzna
zamy wszystkie takie pary,które s¡ rozró»niane przez sªowa o jeden dªu»sze.Poniewa» tabli
a T ma sko«
zon¡ li
zb� komórek, wi�
 krok 3 jest powtarzany ograni-
zon¡ li
zb� razy, a powy»szy algorytm zawsze si� zatrzyma.Przykªad: We¹my nast�puj¡
y automat deterministy
zny:
a

b

b

a

ba ab

s p

qrWszystkie stany s¡ osi¡galne. Tabli
a T obli
zona dla tego automatu uzyskuje sw¡ posta¢ju» w kroku 2:
p
F q
T F r
F T F sCo ozna
za, »e mo»emy sklei¢ ze sob¡ stany s i q oraz p i r:
s,q p,ra,b

a,b
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Przykªad: We¹my nast�puj¡
y automat deterministy
zny:
1

2

5

0

b

a

a

b 3

a

b

a
a

4

b

b
b
a

a

a

b b

7

6

Stan 0 jest nieosi¡galny. Po jego usuni�
iu mamy:
1

2

5

a

b 3

a

b

a
a

4

b

b
b
a

a

a

b b

7

6

Tabli
a T obli
zona dla tego automatu uzyskuje sw¡ ostate
zn¡ posta¢ po jednokrotnejitera
ji kroku 3:
1
F 2
F T 3
F F F 4
F F F T 5
F F F F F 6
F F F F F T 7Co ozna
za, »e mo»emy sklei¢ ze sob¡ stany: 2 z 3, 4 z 5, oraz 6 z 7.

1

baa,b 2,3

a,b

4,5 6,7

a,b

8.5 PodsumowanieW tym wykªadzie poznali±my (uprosz
zone) twierdzenie Myhilla-Nerode'a. Twierdzenieto dostar
za nam jesz
ze jednego kryterium do badania 
zy j�zyki s¡ regularne � ka»dyj�zyk regularny ma sko«
zenie wiele j�zyków ilorazowy
h. Jako wniosek z dowodu tego96



twierdzenia uzyskali±my, »e istnieje jeden (z dokªadno±
i¡ do izomor�zmu) minimalny au-tomat deterministy
zny ak
eptuj¡
y dany j�zyk. Poznali±my te» algorytm wyzna
zaniatego minimalnego automatu.8.6 Skorowidz
• Automat ilorazowy to minimalny deterministy
zny automat sko«
zony powstaªyprzez sklejenie stanów równowa»ny
h (zgodnie z dan¡ rela
j¡ równowa»no±
i na sta-na
h, speªniaj¡
¡ pewne dodatkowe warunki).
• Algorytm minimaliza
ji deterministy
zny
h automatów sko«
zony
h � algorytmwyzna
zania minimalnego deterministy
znego automatu sko«
zonego na podstawiedowolnego deterministy
znego automatu sko«
zonego ak
eptuj¡
ego dany j�zyk.
• J�zyk ilorazowy j�zyka A, to ka»dy z j�zyków posta
i A/x = {y ∈ Σ∗ : xy ∈ A}(dla x ∈ Σ∗).8.7 Pra
a domowaZminimalizuj nast�puj¡
e deterministy
zne automaty sko«
zone:1. (4 p.)

a b
→ 1 4 3

2 1 4
F3 1 1
F4 1 12. (6 p.)

a b
→ F1 2 4

2 5 1
3 6 5
4 1 6
5 1 2
6 4 18.8 �wi
zeniaZminimalizuj nast�puj¡
e deterministy
zne automaty sko«
zone:1.
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a,b

b

b a

a

b a
a

a

b

a

a
b

b

b

Rozwi¡zanie1002.
a b

→ 1 3 4
2 4 3

F3 2 1
F4 1 23.

a b
→ 1 3 4

2 5 6
3 2 3
4 3 1

F5 1 5
6 5 24.

a b
→ 1 4 2
F2 3 2

3 4 2
F4 4 3100

a,b

b
a

a

a b

b
b a
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Rozwi¡zanie101 5.ab
→F121

232
F343

414

Rozwi¡zanie102 6.ab
→134

243
341

F413

Rozwi¡zanie103 101
Mo»emy sklei¢ stany 1 i 3.

a b

→ 1, 3 4 2
F2 1, 3 2
F4 4 1, 3

102
Mo»emy sklei¢ stany 1 i 3, oraz 2 i 4.

a b

→ F1, 3 2, 4 1, 3
2, 4 1, 3 2, 4

103
Stan 2 nie jest osi¡galny i mo»na go pomin¡¢.

a b

→ 1 3 4
3 4 1

F4 1 3
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7.ab
→163

226
F354

451
514
651

Rozwi¡zanie104 8.ab
124

F251
→323

451
F524

656

Rozwi¡zanie105 9.ab
→166
F232

361
416
561

F653

104
Stan 2 jest nieosi¡galny. Stany 4 i 6 mo»na sklei¢.

a b

→ 1 4, 6 3
F3 5 4, 6
4, 6 5 1

5 1 4, 6

105
Stan 6 jest nieosi¡galny. Mo»na sklei¢ stany 1,3 i 4, oraz 2 i 5.

a b

→ 1, 3, 4 2, 5 1, 3, 4
F2, 5 2, 5 1, 3, 4
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Rozwi¡zanie106 10.ab
044
106
236
306
400

→531
F654

Rozwi¡zanie107 11.ab
024
145
243

→315
463

F525
663

106
Stany 2 i 4 s¡ nieosi¡galne. Mo»na sklei¢ stany 3 i 5.

a b

→ 1 6 6
3, 5 6 1
F6 3, 5 3, 5

107
Stan 2 jest nieosi¡galny. Stany 0 i 4, oraz 1 i 3 mo»na sklei¢.

a b

0, 4 0, 4 0, 4
1, 3 0, 4 6
→ 5 1, 3 1, 3
F6 5 0, 4
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12.
a b

→ 0 2 5
1 2 4

F2 5 1
3 2 5
4 5 0
5 1 1
6 5 2
7 5 313.

a b
→ 0 2 4
F1 2 3

2 3 0
3 0 0
4 3 1

F5 2 3
6 3 2
7 3 514.

a b
→ F1 2 5

2F 1 4
3 7 2
4 5 7
5 4 3
6 3 6
7 3 1
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Wykªad 9. J�zyki bezkontekstowe9.1 Wst�pW tym wykªadzie poznamy gramatyki bezkontekstowe i opisywan¡ przez nie klas� j�zykówbezkontekstowy
h. Gramatyki bezkontekstowe s¡ formalizmem sªu»¡
ym do opisu skªadni� podobnie jak wyra»enia regularne. Podobnie równie» jak wyra»enia regularne s¡ mak-symalnie uprosz
zonym formalizmem, a wzor
e s¡ i
h rozbudowan¡ wersj¡ przezna
zon¡do prakty
zny
h zastosowa¢, tak i gramatyki bezkontekstowe maj¡ swoj¡ rozbudowan¡wersj� przezna
zon¡ do prakty
zny
h zastosowa«. S¡ to: nota
ja Ba
kusa-Naura (BNF,ang. Ba
kus-Naur form) oraz rozszerzona nota
ja Ba
kusa-Naura (EBNF, ang. extendedBa
kus-Naur form). Jest bardzo prawdopodobne, »e Czytelnik zetkn¡ª si� z nimi. Nota
jete s¡ zwykle u»ywane w podr�
znika
h do ±
isªego opisu skªadni j�zyków programowania.B�dziemy równie» bada¢ wªa±
iwo±
i klasy j�zyków, które mo»na opisa¢ gramatykamibezkontekstowymi � tzw. klasy j�zyków bezkontekstowy
h. Jak zoba
zymy, siªa wyrazugramatyk bezkontekstowy
h b�dzie wi�ksza ni» wyra»e« regularny
h i automatów sko«
zo-ny
h. Ina
zej mówi¡
, klasa j�zyków bezkontekstowy
h zawiera klas� j�zyków regularny
h.9.2 BNFW pierwszym przybli»eniu BNF jest formalizmem przypominaj¡
ym de�ni
je nazwany
hwzor
ów ze spe
y�ka
ji dla Lex'a. Gªówna ró»ni
a polega na tym, »e zale»no±
i mi�dzyposz
zególnymi nazwami mog¡ by¢ rekuren
yjne.Spe
y�ka
ja w BNF-ie okre±la skªadni� szeregu konstruk
ji skªadniowy
h, nazywany
hte» nieterminalami. Ka»da taka konstruk
ja skªadniowa ma swoj¡ nazw�. Spe
y�ka
jaskªada si� z szeregu reguª (nazywany
h produk
jami), które okre±laj¡ jak¡ posta¢ mog¡przybiera¢ konstruk
je skªadniowe. Nazwy konstruk
ji skªadniowy
h ujmujemy w trójk¡tnenawiasy 〈...〉 . Produk
je maj¡ posta¢:
〈definiowana konstruk
ja〉 ::= wyra»enie opisuj¡
e de�niowan¡ konstruk
j�Wyra»enie opisuj¡
e de�niowan¡ konstruk
j� mo»e zawiera¢:
• 〈konstruk
ja〉 � nazwy konstruk
ji, w tym równie» de�niowanej, rekuren
yjnezale»no±
i s¡ dozwolone,
• tekst, uj�ty w 
udzysªów, który pojawia si� dosªownie w danej konstruk
ji,
• . . . | . . . � oddziela ró»ne alternatywne posta
i, jakie mo»e mie¢ dana konstruk
ja,
• [. . . ] � fragment uj�ty w kwadratowe nawiasy jest op
jonalny.Produk
je traktujemy jak mo»liwe reguªy przepisywania � nazw� konstruk
ji stoj¡
ej polewej stronie produk
ji mo»emy zast¡pi¢ dowolnym napisem pasuj¡
ym do wyra»enia po-danego po prawej stronie. Ka»dej konstruk
ji skªadniowej odpowiada pewien j�zyk. Skªada103



sie on z wszystki
h ty
h napisów, które mo»na uzyska¢ za
zynaj¡
 od nazwy konstruk
ji istosuj¡
 produk
je, a» do momentu uzyskania napisu, który nie zawiera ju» »adny
h nazwkonstruk
ji.Przykªad: BNF mo»e sªu»y¢ do opisywania skªadni najrozmaitszy
h rze
zy. Oto opisskªadni adresów po
ztowy
h:
〈adres〉 ::= 〈adresat〉 〈adres lokalu〉 〈adres miasta〉 〈adres kraju〉
〈adresat〉 ::= ["W.P." | "Sz.Pan."] 〈napis〉 ","
〈adres lokalu〉 ::= 〈uli
a〉 〈numer〉 ["/" 〈numer〉 ] ["m" 〈numer〉 | "/" 〈numer〉 ]","
〈adres miasta〉 ::= [ 〈kod〉 ] 〈napis〉
〈adres kraju〉 ::= ["," 〈napis〉 ]
〈kod〉 ::= 〈
yfra〉 〈
yfra〉 "�" 〈
yfra〉 〈
yfra〉 〈
yfra〉
〈
yfra〉 ::= "0" | "1" | "2" | "3" | "4" | "5" | "6" | "7" | "8" | "9"
〈numer〉 ::= 〈
yfra〉 [ 〈numer〉 ]Spe
y�ka
ja ta nie jest o
zywi±
ie kompletna, gdy» nie de�niuje 
zym jest napis. Zwró¢myuwag� na to, »e de�ni
ja numer jest rekuren
yjna.9.3 Gramatyki bezkontekstoweGramatyki bezkontekstowe s¡ uprosz
zon¡ wersj¡ nota
ji BNF. Konstruk
je skªadniowenazywamy tu nieterminalami lub symbolami nieterminalnymi i b�dziemy je ozna
za¢ wiel-kimi literami alfabetu ªa
i«skiego: A, B, . . . , X, Y , Z. W±ród nieterminali jest jedenwyró»niony symbol, nazywany aksjomatem. To wªa±nie j�zyk zwi¡zany z tym nietermina-lem opisuje gramatyka.Opró
z nieterminali u»ywamy równie» terminali (symboli terminalny
h) � s¡ to znakistanowi¡
e alfabet opisywanego przez gramatyk� j�zyka. B�dziemy je ozna
za¢ maªymiliterami alfabetu ªa
i«skiego: a, b, . . . .Produk
je w gramatyka
h bezkontekstowy
h maj¡ bardzo prost¡ posta¢: A → α, gdzie

A to nieterminal, a α to sªowo, które mo»e zawiera¢ terminale i nieterminale. Produk
jataka ozna
za, »e nieterminal A mo»emy zast¡pi¢ napisem α. Dla jednego nieterminalamo»emy mie¢ wiele produk
ji. Ozna
za to, »e mo»emy je dowolnie stosowa¢. Zwyklezamiast pisa¢:
A → α

A → β...
A → γB�dziemy pisa¢ kró
ej:

A → α | β | . . . | γ104



Przykªad: Zanim formalnie zde�niujemy gramatyki bezkontekstowe i opisywane przeznie j�zyki, spójrzmy na gramatyk� opisuj¡
¡ j�zyk: {anbn : n ≥ 0}.
A → aAb | εOto sekwen
ja zastosowa¢ produk
ji, która prowadzi do uzyskania sªowa aaabbb:

A → aAb → aaAbb → aaaAbbb → aaabbbTrzykrotnie stosowali±my tutaj produk
j� A → aAb, aby na konie
 zastosowa¢ A → ε.Przykªad ten pokazuje, »e gramatyki bezkontekstowe mog¡ opisywa¢ j�zyki, które nie s¡regularne.Def. 34. Gramatyka bezkontekstowa, to dowolna taka 
zwórka G = 〈N, Σ, P, S〉, gdzie:
• N to (sko«
zony) alfabet symboli nieterminalny
h,
• Σ to (sko«
zony) alfabet symboli terminalny
h, Σ ∩ N = ∅,
• P to sko«
zony zbiór produk
ji, reguª posta
i A → α dla A ∈ N , α ∈ (N ∪ Σ)∗,
• S ∈ N to aksjomat wyró»niony symbol nieterminalny.

2Zwykle nie b�dziemy podawa¢ gramatyki jako formalnej 
zwórki. Zamiast tego b�-dziemy podawa¢ zbiór produk
ji. Zwykle, w sposób niejawny z produk
ji wynika zbiórnieterminali i terminali. Je»eli nie b�dzie o
zywiste, który nieterminal jest aksjomatem,b�dziemy to dodatkowo zazna
za¢.Def. 35. Nie
h G = 〈N, Σ, P, S〉 b�dzie ustalon¡ gramatyk¡ bezkontekstow¡. Przez →b�dziemy ozna
za¢ zbiór produk
ji P traktowany jako rela
ja, →⊆ N × (N ∪ Σ)∗. Przez
→∗ b�dziemy ozna
za¢ zwrotno-prze
hodnie domkni�
ie →, →∗⊆ (N ∪Σ)∗× (N ∪Σ)∗. 2Rela
ja → opisuje pojedyn
ze zastosowanie produk
ji, jako rela
ja mi�dzy nietermina-lem, a zast�puj¡
ym go sªowem. Rela
je →∗ opisuje 
o mo»na zrobi¢ stosuj¡
 dowoln¡li
zb� (ª¡
znie z zero) dowolny
h produk
ji. Mo»emy te» przedstawi¢ sobie rela
j� →∗ jakoskrót do wielokrotnego iterowania rela
ji →:Fakt 11. Je»eli x →∗ y, to istnieje 
i¡g sªów (zi) taki, »e:

x = z0 → z1 → · · · → zk = yGramatyka opisuje j�zyk zªo»ony z ty
h wszystki
h sªów (nad alfabetem terminalnym),które mo»emy uzyska¢ z aksjomatu stosuj¡
 produk
je.
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Def. 36. Nie
h G = 〈N, Σ, P, S〉 b�dzie ustalon¡ gramatyk¡ bezkontekstow¡. J�zykgenerowany (lub opisywany) przez gramatyk� G, to:
L(G) = {x ∈ Σ∗ : S →∗ x}Alternatywnie, L(G) to zbiór taki
h sªów x ∈ Σ∗, dla który
h istniej¡ 
i¡gi sªów (zi),

zi ∈ (N ∪ Σ)∗ takie, »e:
S = z0 → z1 → · · · → zk = xCi¡g (zi) nazywamy wyprowadzeniem sªowa x (w gramaty
e G). 2Def. 37. Powiemy, »e j�zyk jest bezkontekstowy, je»eli istnieje generuj¡
a go gramatyka.

2 Wyprowadzenie stanowi 
o± w rodzaju dowodu, »e dane sªowo fakty
znie nale»y doj�zyka generowanego przez gramatyk�. Istnieje jesz
ze inny, bardziej strukturalny, sposóbilustrowania jak dane sªowo mo»na uzyska¢ w danej gramaty
e. Jest to drzewo wyprowa-dzenia.Def. 38. Drzewo wyprowadzenia, to sposób ilustrowania jak dane sªowo mo»e by¢wyprowadzone w danej gramaty
e, w posta
i drzewa. Drzewo wyprowadzenia musi speªnia¢nast�puj¡
e warunki:
• W korzeniu drzewa znajduje si� aksjomat.
• W w�zªa
h wewn�trzny
h drzewa znajduj¡ si� nieterminale, a w li±
ia
h terminalelub sªowa puste ε.
• Je±li w danym w�¹le mamy nieterminalX, a w jego kolejny
h syna
h mamy x1, x2, . . . , xk,to musi za
hodzi¢ X → x1x2 . . . xk.
• Terminale umiesz
zone w li±
ia
h, 
zytane od lewej do prawej, tworz¡ wyprowadzonesªowo.

2Przyjrzyjmy si� zde�niowanym powy»ej poj�
iom na przykªada
h:Przykªad: We¹my gramatyk� generuj¡
¡ j�zyk {anbn : n ≥ 0}:
A → aAb | εWyprowadzenie sªów aaabbb ma posta¢:

A → aAb → aaAbb → aaaAbbb → aaabbb106



a jego drzewo wyprowadzenia wygl¡da nast�puj¡
o:
A

��
��

��
��

>>
>>
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>>

a A

��
��
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��
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>>
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>>

b

a A

��
��

��
��
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b

a A b

εPrzykªad: Oto gramatyka generuj¡
a j�zyk palindromów nad alfabetem {a, b, c}:
S → aSa | bSb | cSc | a | b | c | εWe¹my sªowo abbcbba. Oto jego wyprowadzenie i drzewo wyprowadzenia:

S → aSa → abSba → abbSbba → abbcbba
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b S b

cPrzykªad: Przyjrzyjmy si� j�zykowi zªo»onemu z poprawny
h wyra»e« nawiasowy
h (dla
zytelno±
i zbudowany
h z nawiasów kwadratowy
h). J�zyk ten mo»emy zde�niowa¢ nadwa sposoby. Po pierwsze, wyra»enia nawiasowe, to takie 
i¡gi nawiasów, w który
h:
• ª¡
zna li
zba nawiasów otwieraj¡
y
h i zamykaj¡
y
h jest taka sama,
• ka»dy pre�ks wyra»enia nawiasowego zawiera przynajmniej tyle nawiasów otwieraj¡-
y
h, 
o zamykaj¡
y
h. 107



Je»eli zde�niujemy funk
je L(x) = #[(x) i R(x) = #](x), to j�zyk wyra»e« nawiasowy
hmo»emy zde�niowa¢ nast�puj¡
o:
W = {x ∈ {[, ]}∗ : L(x) = R(x) i dla ka»dego pre�ksu y sªowa x mamyL(y) ≥ R(y)}Drugi sposób zde�niowania j�zyka wyra»e« nawiasowy
h, to podanie gramatyki bezkon-tekstowej.

S → [S] | SS | εOzna
zmy t� gramatyk� przez G. Oto przykªadowe drzewo wyprowadzenia dla wyra»enianawiasowego [[][[]]]:
S
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CC
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C ]

S
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S
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;;
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[ S ] [ S

}}
}}

}}
}}

}}

::
::

::
::

]

ε [ S ]

εPoka»emy, »e obie de�ni
je s¡ sobie równowa»ne. W tym 
elu poka»emy najpierw, »eka»de sªowo, które mo»na wyprowadzi¢ w G nale»y do W , a nast�pnie, »e ka»de sªowo z
W mo»na wyprowadzi¢ w G.To, »e L(G) ⊆ W b�dziemy dowodzi¢ przez induk
j� ze wzgl�du na dªugo±¢ wyprowa-dzenia.1. Jedynym sªowem jakie mo»na wyprowadzi¢ w jednym kroku jest ε. O
zywi±
ie ε ∈

W .2. Zaªó»my, »e wyprowadzenie ma posta¢ S → [S] →∗ [x]. Z zaªo»enia induk
yjnego xjest wyra»eniem nawiasowym. W takim razie [x] te», gdy»:
L([x]) = L(x) + 1 = R(x) + 1 = R([x])oraz dla ka»dego pre�ksu y sªowa x mamy:

L([y) = L(y) + 1 > L(y) ≥ R(y) = R([y)108



3. Zaªó»my, »e wyprowadzenie ma posta¢:
S // SS

∗
}}||

||
||

||

∗
  

AA
AA

AA
AA

x yZ zaªo»enia induk
yjnego x i y s¡ wyra»eniami nawiasowymi. W takim razie xy te»,gdy»:
L(xy) = L(x) + L(y) = R(x) + R(y) = R(xy)oraz dla ka»dego pre�ksu z sªowa y mamy:

L(xz) = L(x) + L(z) ≥ L(x) + R(z) = R(x) + R(z) = R(xz)Z zasady induk
ji otrzymujemy L(G) ⊆ W .Poka»emy teraz, »e W ⊆ L(G). Dowód b�dzie przebiegaª przez induk
j� po dªugo±
isªowa.1. Mamy ε ∈ W oraz S → ε.2. Nie
h x ∈ W , |x| > 0, x = a1a2 . . . ak. Okre±lmy funk
j� f : {0, 1, . . . , k} → N:
f(i) = L(a1 . . . ai) − R(a1 . . . ai)Zauwa»my, »e z tego, »e x jest wyra»eniem nawiasowym wynika, »e:

f(0) = f(k) = 0

f(i) ≥ 0Mamy dwa mo»liwe przypadki:
• Dla pewnego 0 < i < k mamy f(i) = 0. Wów
zas a1 . . . ai oraz ai+1 . . . ak s¡wyra»eniami nawiasowymi. St¡d:

S → SS →∗ a1 . . . ai ai+1 . . . ak = x

• Dla wszystki
h 0 < i < k mamy f(i) > 0. Wów
zas a2 . . . ak−1 jest wyra»eniemnawiasowym. St¡d:
S → [S] →∗ [a2 . . . ak−1] = xTak wi�
 x ∈ L(G).Na mo
y zasady induk
ji uzyskujemy W ⊆ L(G). Tak wi�
 W = L(G).Cz�sto 
h
emy, aby gramatyka nie tylko opisywaªa j�zyk, ale równie» jego struktur�.Wymagamy wów
zas, aby gramatyka byªa dodatkowo jednozna
zna.109



Def. 39. Powiemy, »e gramatyka G jest jednozna
zna, gdy dla ka»dego sªowa x ∈ L(G)istnieje tylko jedno drzewo wyprowadzenia sªowa x w gramaty
e G. 2Je±li gramatyka jest jednozna
zna, to drzewa wyprowadze« jednozna
znie okre±laj¡struktur� (skªadniow¡) sªów z j�zyka. Nadal o
zywi±
ie sªowa mog¡ mie¢ wiele wyprowa-dze«, ale ró»ni¡ si� one tylko kolejno±
i¡ stosowany
h produk
ji, a nie struktur¡ wyprowa-dzania sªowa.Przykªad: Oto gramatyka opisuj¡
a proste wyra»enia arytmety
zne:
S → S + S | S − S | S ∗ S | S/S | L | (S)

L → C | CL

C → 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9Gramatyka ta jest niestety niejednozna
zna. Na przykªad, wyra»enie 42 + 5 ∗ 2 ma dwaró»ne drzewa wyprowadzenia:
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L C

C L C 2
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2Struktura wyra»enia ma wpªyw na sposób jego interpreta
ji. Drzewo wyprowadzenia polewej prowadzi do warto±
i wyra»enia 52, a to po prawej do 94. Wsz�dzie tam, gdziegramatyka opisuje skªadni� j�zyka, któremu towarzyszy ±
i±le zde�niowana semantyka,b�dziemy 
h
ieli, aby byªa to jednozna
zna gramatyka.W przypadku wyra»e« arytmety
zny
h musimy ustali¢ kolejno±¢ wi¡zania operatorów,oraz wymusi¢, aby operatory byªy albo lewostronnie, albo prawostronnie ª¡
zne. Oto
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jednozna
zna gramatyka wyra»e« arytmety
zny
h:
E → E + S | E − S | S

S → S ∗ F | S/F | F

F → L | (E)

L → C | CL

C → 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9W tej gramaty
e analizowane wyra»enie ma tylko jedno drzewo wyprowadzenia:
E
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29.4 J�zyki regularne a bezkontekstowePoka»emy teraz, »e wszystkie regularne s¡ bezkontekstowe. Jak ju» w
ze±niej widzieli±my,odwrotne stwierdzenie nie jest prawdziwe, gdy» anbn jest j�zykiem bezkontekstowym, alenie regularny.Def. 40. Gramatyka (prawostronnie) liniowa, to taka, w której wszystkie produk
jemaj¡ posta¢: A → αB lub A → α, dla A, B ∈ N i α ∈ Σ∗.Gramatyka silnie (prawostronnie) liniowa, to taka, w której wszystkie produk
je maj¡posta¢: A → aB lub A → ε, dla A, B ∈ N i a ∈ Σ. 2Okazuje si�, »e gramatyki liniowe i silnie liniowe opisuj¡ dokªadnie klas� j�zyków regu-larny
h.Fakt 12. Gramatyki (silnie) liniowe opisuj¡ dokªadnie klas� j�zyków regularny
h.111



Dowód: Poka»emy, jak gramatyk� liniow¡ przerobi¢ na równowa»n¡ jej gramatyk� silnieliniow¡. Nast�pnie poka»emy jak mo»na gramatyk� silnie liniow¡ przeksztaª
i¢ na równo-wa»ny jej niedeterministy
zny automat sko«
zony i vi
e versa.�eby gramatyk� liniow¡ przerobi¢ na silnie liniow¡, musimy zast¡pi¢ produk
je posta
i
A → a1 . . . akB (dla k > 1) oraz produk
je posta
i A → B, równowa»nymi jej produk
jamiodpowiednimi dla gramatyki silnie liniowej.Je»eli mamy w gramaty
e produk
j� posta
i A → B, to dla ka»dej produk
ji posta
i
B → α dodajemy do gramatyki produk
j� A → α. Krok ten powtarzamy tak dªugo,jak dªugo wprowadza on nowe produk
je. Nast�pnie usuwamy wszystkie produk
je posta
i
A → B. W ten sposób uzyskujemy gramatyk� generuj¡
¡ ten sam j�zyk, ale nie zawi�raj¡
¡produk
ji posta
i A → B.Dla ka»dej produk
ji posta
i:

A → a1 . . . akB(dla k > 1) dodajemy do gramatyki nowe terminale A1, . . . , Ak−1, a sam¡ produk
j� zast�-pujemy produk
jami:
A → a1A1

A1 → a2A2...
Ak−1 → akBPodobnie, dla ka»dej produk
ji posta
i (dla k > 1):
A → a1 . . . akdodajemy do gramatyki nowe terminale A1, . . . , Ak, a sam¡ produk
j� zast�pujemy pro-duk
jami:

A → a1A1

A1 → a2A2...
Ak−1 → akAk

Ak → ε1. Gramatyk� liniow¡ mo»na sprowadzi¢ do silnie liniowej.2. Gramatyk� silnie liniow¡ mo»na przerobi¢ na automat niedeterministy
zny.3. Automat niedeterministy
zny mo»na przerobi¢ na gramatyk� silnie liniow¡.W rezulta
ie uzyskujemy gramatyk� ak
eptuj¡
¡ ten sam j�zyk, ale silnie liniow¡.Zauwa»my, »e je±li gramatyka jest silnie liniowa (lub liniowa), to w wyprowadzeniupojawia si� na raz tylko jeden nieterminal, i to zawsze na samym ko«
u sªowa. Konstru-uj¡
 niedeterministy
zny automat sko«
zony równowa»ny danej gramaty
e silnie liniowej112



opieramy si� na nast�puj¡
ej analogii: Mie
h G = 〈N, Σ, P, S〉 b�dzie dan¡ gramatyk¡silnie liniow¡. Stanami automatu b�d¡ nieterminale gramatyki N . Dla ka»dego sªowa
x ∈ Σ∗ i A ∈ N , taki
h, »e S →∗ xA nasz automat po w
zytaniu sªowa x b�dzie mógªprzej±¢ do stanu A. Formalnie konstruk
ja naszego automatu M wygl¡da nast�puj¡
o
M = (N, Σ, δ, {S}, F ), gdzie:

F = {A : A → ε ∈ P}oraz:
δ(A, a) = {B ∈ N : A → aB ∈ P}Mo»na pokaza¢ (przez induk
j� po dªugo±
i sªowa), »e:
δ∗(A, x) = {B ∈ N : A →∗ xB}St¡d:

L(M) = {x ∈ Σ∗ : δ∗(S, x) ∩ F 6= ∅} =

= {x ∈ Σ∗ : ∃A∈NA ∈ δ∗(S, x) ∧ A ∈ F} =

= {x ∈ Σ∗ : ∃A∈NS →∗ xA ∧ A → ε ∈ P} =

= {x ∈ Σ∗ : S →∗ x} = L(G)Tak wi�
 fakty
znie j�zyki generowane przez gramatyki silnie liniowe s¡ regularne.Co wi�
ej, powy»sz¡ konstruk
j� mo»na odwró
i¢. Je±li M = (Q, Σ, δ, {s}, F ) jestdanym niedeterministy
znym automatem sko«
zonym (z jednym stanem po
z¡tkowym),to równowa»na mu gramatyka silnie liniowa ma posta¢ G = 〈Q, Σ, P, s〉, gdzie P zawieraproduk
je posta
i:
q → ε dla q ∈ F
q → ap dla p, q ∈ Q, a ∈ Σ, p ∈ δ(q, a)Ponownie mo»na pokaza¢ (przez induk
j� po dªugo±
i sªowa), »e:

δ∗(q, x) = {p ∈ Q : q →∗ xp}St¡d:
L(G) = {x ∈ Σ∗ : s →∗ x} =

= {x ∈ Σ∗ : ∃q∈Qs →∗ xq ∧ q → ε ∈ P} =

= {x ∈ Σ∗ : ∃q∈Qq ∈ δ∗(s, x) ∧ q ∈ F} =

= {x ∈ Σ∗ : δ∗(S, x) ∩ F 6= ∅} = L(M)Tak wi�
 dla wszystki
h j�zyków regularny
h istniej¡ generuj¡
e je gramatyki silnieliniowe. Tym samym pokazali±my, »e klasa j�zyków regularny
h zawiera si� ±
i±le w klasiej�zyków bezkontekstowy
h. 113



Przykªad: Rozwa»my automat sko«
zony ak
eptuj¡
y j�zyk (ab)∗ | (aa)∗:
S

P Q

R T

a

a

b

a

a

a

Jest on równowa»ny gramaty
e silnie liniowej posta
i:
S → aP | aR | ε

P → bQ

Q → aP | ε

R → aT

T → aR | εOto wyprowadzenie przykªadowego sªowa abab:
S → aP → abQ → abaP → ababQ → ababJak wida¢, odpowiada ono dokªadnie obli
zeniu automatu ak
eptuj¡
emu sªowo abab.Je±li wystar
zy nam, aby gramatyka byªa tylko liniowa, to wystar
zy mniejsza li
zbanieterminali:

S → abQ | aaT | ε

Q → abQ | ε

T → aaT | εA oto wyprowadzenie przykªadowego sªowa abab:
S → abQ → ababQ → ababPrzykªad: Nie
h A b�dzie j�zykiem zªo»onym ze sªów nad alfabetem {a, b} parzystejdªugo±
i i ró»ny
h od ε:

A = {x ∈ {a, b}∗ : |x| > 0 ∧ |x| mod 2 = 0}J�zyk ten jest ak
eptowany przez nast�puj¡
y automat:114



a,b a,b

a,b a,b

S X

Y

ZNa podstawie tego automatu mo»na stworzy¢ nast�puj¡
¡ gramatyk� liniow¡ (ale nie silnieliniow¡) generuj¡
¡ j�zyk A:
S → aX | bX

X → aaX | abX | baX | bbX | a | bNa przykªad, sªowo abbaaa ma w niej nast�puj¡
e wyprowadzenie:
S → aX → abbX → abbaaX → abbaaaAutomat ten jest równie» równowa»ny nast�puj¡
ej gramaty
e silnie liniowej:

S → aX | bX

X → aY | bY | aZ | bZ

Y → aX | bX

Z → εSªowo abbaaa ma w tej gramaty
e nast�puj¡
e wyprowadzenie:
S → aX → abY → abbX → abbaY → abbaaX → abbaaaZ → abbaaaJak wida¢, wyprowadzenie w gramaty
e silnie liniowej dokªadnie odpowiada ak
eptuj¡-
emu obli
zeniu automatu sko«
zonego. Wyprowadzenie w gramaty
e liniowej (ale niesilnie liniowej) równie» odpowiada ak
eptuj¡
emu obli
zeniu automatu, ale jeden krok wwyprowadzeniu mo»e odpowiada¢ kilku krokom automatu.9.5 PodsumowanieW tym wykªadzie poznali±my j�zyki i gramatyki bezkontekstowe wraz z podstawowymizwi¡zanymi z nimi poj�
iami. Pokazali±my te», »e klasa j�zyków bezkontekstowy
h zawiera±
i±le w sobie klas� j�zyków regularny
h.9.6 Skorowidz

• BNF � nota
ja Ba
kusa-Naura, formalizm sªu»¡
y do opisu skªadni, oparty nagramatyka
h bezkontekstowy
h. Zoba
z te» artykuª w Wikipedii.115



• Drzewo wyprowadzenia� drzewo potwierdzaj¡
e, »e dane sªowo nale»y do j�zykagenerowanego przez dan¡ gramatyk�; odzwier
iedla równie» struktur� skªadniow¡sªowa.
• Gramatyka bezkontekstowa � formalizm do opisu j�zyków.
• Gramatyka liniowa � gramatyka bezkontekstowa, w której wyst�puj¡ produk
jejedynie posta
i A → αB lub A → α (dla A, B ∈ N i α ∈ Σ∗). Gramatyki linioweopisuj¡ j�zyki regularne.
• Gramatyka silnie liniowa � gramatyka bezkontekstowa, w której wyst�puj¡ pro-duk
je jedynie posta
i A → aB lub A → ε (dla A, B ∈ N i a ∈ Σ). Gramatyki silnieliniowe opisuj¡ j�zyki regularne.
• J�zyk generowany przez gramatyk� bezkontekstow¡ � to j�zyk zªo»ony zty
h sªów x ∈ Σ∗, które mo»na wyprowadzi¢ z aksjomatu S, S →∗ x.
• Wyprowadzenie � 
i¡g sªów potwierdzaj¡
y, »e dane sªowo nale»y do j�zyka ge-nerowanego przez dan¡ gramatyk�.9.7 Pra
a domowa1. (6 p.) Podaj gramatyk� bezkontekstow¡ generuj¡
¡ j�zyk {anbn+kck : n, k ≥ 1}.Podaj drzewo wyprowadzenia dla sªowa aabbbbbccc.2. (4 p.) Podaj liniow¡ gramatyk� generuj¡
a j�zyk ab(b∗ | a∗).9.8 �wi
zenia1. Dla gramatyki:

S → aB|Ab|SS

A → a|aS

B → b|Sbi sªowa aabbab:
• podaj jego wyprowadzenie,
• podaj jego drzewo wyprowadzenia,
• 
zy jest to gramatyka jednozna
zna (podaj kontrprzykªad, lub krótko uzasad-nij)?
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Rozwi¡zanie1082. Podaj gramatyk� bezkontekstow¡ generuj¡
¡ j�zyk: {aib2i+1 : i ≥ 0}. Narysuj drzewowyprowadzenia dla sªowa aabbbbb. Rozwi¡zanie1093. Podaj gramatyk� bezkontekstow¡ generuj¡
¡ j�zyk: {aibi+2·jcj : i, j ≥ 0}. Narysujdrzewo wyprowadzenia dla sªowa aabbbbbbbbccc. Rozwi¡zanie1104. Dla podanej poni»ej gramatyki, podaj wyprowadzenie i drzewo wyprowadzenia sªowa
baabab.

S → AB | BA

A → a | BBA

B → b | AABCzy podana gramatyka jest jednozna
zna (odpowied¹ uzasadnij lub podaj kontrprzy-kªad)?5. Dla podanej poni»ej gramatyki, podaj wyprowadzenie i drzewo wyprowadzenia sªowa108
S→SS→aBS→aBAb→aSbAb→aAbbAb→aabbAb→aabbab

....109

S→aSbb|b

S

��������

>>>>>>>

NNNNNNNNNNNNNN

aS

��������

>>>>>>>>

NNNNNNNNNNNNNNbb

aSbb

b

110

S→XY

X→aXb|ε

Y→bbYa|ε

....
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abbabbaa.
S → A | B | AB

A → BA | aaA | abaA | aa

B → abbB | εCzy podana gramatyka jest jednozna
zna (odpowied¹ uzasadnij lub podaj kontrprzy-kªad)?6. Dla podanej poni»ej gramatyki, podaj wyprowadzenie i drzewo wyprowadzenia sªowa
abaabb.

S → aSB | ASb | ab

A → Sa | bAA | a

B → bS | BBa | bCzy podana gramatyka jest jednozna
zna (odpowied¹ uzasadnij lub podaj kontrprzy-kªad)?7. Podaj gramatyk� bezkontekstow¡ generuj¡
¡ j�zyk:
• {anb2n : n ≥ 1}, Rozwi¡zanie111
• {akbn : k ≥ 2n}, Rozwi¡zanie112
• {akbn : 3k ≥ n}, Rozwi¡zanie113
• {anbk : 2n ≥ 3k}.
• {aibjci},
• {aibjajbi},
• {aibiajbj},
• {aibjck : i + 2 · j = k},
• {aibjck : 3i = 2j + k},
• {anbm : n ≥ 2m ≥ 0},111

S→aSbb|abb112

S→aaSb|aS|ε113

S→aSbbb|aSbb|aSb|aS|ε 118



• {anbmckdl : n + m = k + l},
• {anbmckdl : n + l = k + m},
• {anbmckdl : n + k = m + l},
• {xc rev(x) : x ∈ {a, b}∗},
• {xcy : x, y ∈ {a, b}∗ ∧ #a(x) = #b(y)},
• {anbmck : n + k = 2 · m},
• j�zyk zªo»ony ze wszystki
h sªów nad alfabetem {a, b}∗, które nie s¡ palindro-mami.8. Rozszerz podan¡ w tre±
i wykªadu gramatyk� wyra»e« arytmety
zny
h o unarnyminus. Zapewnij aby byªa jednozna
zna. Jak silnie powinien wi¡za¢ unarny minus?Jak by± wstawiª nawiasy do wyra»enia 3+3∗−4∗8? Zde
yduj, 
zy 2+−−4 powinnoby¢ poprawnym wyra»eniem.9. Rozszerz gramatyk� b�d¡
¡ rozwi¡zaniem poprzedniego zadania o opera
j� pot�go-wania (∗∗). Zapewnij aby byªa jednozna
zna. Pot�gowanie powinno wi¡za¢ mo
niejni» mno»enie, ale sªabiej ni» unarny minus. Zde
yduj, jak by± wstawiª nawiasy dowyra»enia 2 ∗ ∗3 ∗ ∗4 i tak te» zrealizuj gramatyk�.10. Poda¢ gramatyk� generuj¡
¡ j�zyk zªo»ony z taki
h wyra»e« arytmety
zny
h skªada-j¡
y
h si� z symboli +, ∗, 0, 1, (, ), który
h warto±¢ jest wi�ksza ni» 2.11. Dla zadanego automatu/wyra»enia regularnego podaj gramatyki (prawostronnie) li-niowe / silnie liniowe opisuj¡
e odpowiedni j�zyk:
• a(a | b)∗aa,
• (a(ab | ba)∗) | (b(bb | aa)∗),
•

a b
→ F A A B

B B A

•
a b

→ A A B
F B A C
F C C A

•
a b

→ A B −
F B B A119



•
a b

→ F A A B
B B C
C C A12. Podaj gramatyk� wyra»e« regularny
h (nad alfabetem {a, b}):

• dowoln¡,
• jednozna
zn¡;
• narysuj drzewo wyprowadzenia (w jednozna
znej gramaty
e) dla wyra»enia (a | b∗)a∗ | ab.
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Wykªad 10. Posta¢ normalna Chomsky'ego, algorytmCo
ke-Younger'a-Kasami'ego10.1 Wst�pW tym wykªadzie zajmiemy si� problemem jak efektywnie rozpoznawa¢, 
zy dane sªowonale»y do j�zyka generowanego przez dan¡ gramatyk�. W tym 
elu poznamy najpierwsz
zególn¡ posta¢ gramatyk bezkontekstowy
h, tzw. posta¢ normaln¡ Chomsky'ego i do-wiemy si� jak przeksztaª
a¢ gramatyki do tej posta
i. Nast�pnie poznamy dynami
znyalgorytm rozpoznaj¡
y 
zy dane sªowo mo»na wyprowadzi¢ w danej gramaty
e w posta
inormalnej Chomsky'ego.10.2 Posta¢ normalna Chomsky'egoDef. 41. Powiemy, »e gramatyka jest w posta
i normalnej Chomsky'ego, je±li wszystkieproduk
je w gramaty
e s¡ posta
i: A → BC lub A → a (dla pewny
h nieterminali A, B i
C oraz terminala a). 2Zauwa»my, »e je±li gramatyka jest w posta
i normalnej Chomsky'ego, to ka»da pro-duk
ja przeksztaª
a jeden nieterminal na dwa nieterminale, lub jeden nieterminal na jedenterminal. Uªatwia to rozstrzygni�
ie, 
zy dane sªowo x da si� wyprowadzi¢ w danej gra-maty
e � wiadomo, »e w takim wyprowadzeniu |x| − 1 razy nale»y zastosowa¢ produk
jeprzeksztaª
aj¡
e nieterminal na dwa nieterminale i |x| razy zastosowa¢ produk
je prze-ksztaª
aj¡
e nieterminal na terminal.Podstawowe pytanie, jakie mo»na sobie zada¢ brzmi: 
zy dla ka»dego j�zyka bezkontek-stowego istnieje generuj¡
a go gramatyka w posta
i normalnej Chomsky'ego? Odpowied¹brzmi: nie. Zauwa»my, »e zastosowanie dowolnej produk
ji nie zmniejsza li
zby symboli.Poniewa» za
zynamy od sªowa zªo»onego z jednego symbolu (aksjomatu), wi�
 nigdy nieuzyskamy sªowa pustego. Je±li wi�
 j�zyk A jest bezkontekstowy i ε ∈ A, to A nie jestgenerowany przez »adn¡ gramatyk� w posta
i normalnej Chomsky'ego.Na sz
z�±
ie sªowo puste jest jedynym elementem, którego nie mo»emy uzyska¢ roz-wa»aj¡
 gramatyki w posta
i normalnej Chomsky'ego. Je»eli dopu±
imy, aby sªowo pusteznikn�ªo z j�zyka generowanego przez gramatyk�, to ka»d¡ gramatyk� mo»na przeksztaª
i¢do posta
i normalnej Chomsky'ego.Fakt 13. Dla dowolnej gramatyki bezkontekstowej G istnieje taka gramatyka bezkontek-stowa w posta
i normalnej Chomsky'ego G′, »e L(G′) = L(G) \ {ε}.Dowód: Nie
h G = 〈N, Σ, P, S〉. Konstruk
ja gramatyki G′ przebiega w kilku kroka
h:1. Nie
h gramatyka G1 = 〈N, Σ, P1, S〉 b�dzie gramatyk¡ powstaª¡ z G przez domkni�
iezbioru produk
ji zgodnie z nast�puj¡
ymi dwiema reguªami:121



• Je±li mamy produk
je posta
i X → αY β i Y → ε (dla X, Y inN i α, β ∈
(N ∪Σ)∗), to dodajemy produk
j� X → αβ. Tak dodana produk
ja realizuje wjednym kroku to, 
o mo»na byªo zrobi¢ w dwó
h kroka
h: X → αY β → αβ.

• Je±li mamy produk
je posta
i X → Y i Y → γ (dla X, Y inN i γ ∈ (N∪Σ)∗), tododajemy produk
j� X → γ. Tak dodana produk
ja realizuje w jednym krokuto, 
o mo»na byªo zrobi¢ w dwó
h kroka
h: X → Y → γ.Stosowanie powy»szy
h reguª powtarzamy tak dªugo, jak dªugo wprowadzaj¡ onejakiekolwiek nowe produk
je. Poniewa» dodawane produk
je nie s¡ dªu»sze od ju»istniej¡
y
h, wi�
 
aªy pro
es doda tylko ograni
zon¡ li
zb� produk
ji i w pewnymmomen
ie si� zako«
zy.Zauwa»my, »e L(G1) = L(G), gdy» dodawane produk
je nie pozwalaj¡ wyprowadzi¢ni
zego, 
zego i tak nie daªoby si� w
ze±niej wyprowadzi¢.2. Dla dowolnego sªowa z x ∈ L(G1), x 6= ε rozwa»ymy jego najkrótsze wyprowadzenie.W takim wyprowadzeniu nie b�d¡ si� pojawiaªy produk
je posta
iX → ε aniX → Y .Nie
h G2 b�dzie gramatyk¡ powstaª¡ z G1 przez usuni�
ie ty
h produk
ji, G2 =
〈N, Σ, P2, S〉, gdzie

P2 = P1 \ {X → ε, X → Y : X, Y ∈ N}Wów
zas:
L(G2) = L(G1) \ {ε} = L(G) \ {ε}3. GramatykaG3 powstaje z G2 przez dodanie do niej, dla ka»dego terminala a, b, c, · · · ∈

N , odpowiadaj¡
ego mu nowego nieterminala (A, B, C, . . . ), oraz produk
ji: A → a,
B → b, C → c, . . . . We wszystki
h pozostaªy
h produk
ja
h X → α, gdzie |α| > 1,zamieniamy wszystkie terminale na odpowiadaj¡
e im nieterminale. Nie zmienia toj�zyka generowanego przez gramatyk�:

L(G3) = L(G2) = L(G) \ {ε}Natomiast w ten sposób w G3 mamy tylko dwa rodzaje produk
ji: X → a gdzie ajest terminalem, oraz X → Y1Y2 . . . Yk gdzie Yi to nieterminale i k > 1.4. GramatykaG4 powstaje z G3 przez zast¡pienie ka»dej produk
ji posta
iX → Y1Y2 . . . Yk(dla k > 2) przez zestaw produk
ji:
X → Y1X1

X1 → Y2X2...
Xk−2 → Yk−1Yk122



gdzie X1, X2, . . . , Xk−2 to nowe nieterminale dodane do G4. Tak uzyskana grama-tyka generuje dokªadnie ten sam j�zyk � jedyne 
o si� zmieniªo to to, »e zamiastzastosowania jednej produk
ji, trzeba i
h zastosowa¢ kilka,
L(G4) = L(G3) = L(G) \ {ε}Natomiast G4 jest ju» w posta
i normalnej Chomsky'ego.Przykªad: Zoba
zmy, jak powy»szy algorytm dziaªa na przykªadzie gramatyki generu-j¡
ej j�zyk {anbn : n ≥ 0}.

S → aSb | εPierwszy krok powoduje dodanie produk
ji S → ab:
S → aSb | ab | εW drugim kroku usuwamy produk
j� S → ε.
S → aSb | abW trze
im kroku dodajemy nieterminale A i B, zast�pujemy nimi w istniej¡
y
h produk-
ja
h terminale a i b, oraz dodajemy produk
je A → a i B → b.

S → ASB | AB

A → a

B → bW ostatnim kroku algorytmu rozbijamy produk
j� S → ASB na dwie produk
je.
S → AX | AB

X → SB

A → a

B → bTak uzyskana gramatyka jest w posta
i normalnej Chomsky'ego. Na przykªad, wyprowa-dzenie sªowa aaabbb ma posta¢:
S → AX → ASB → aSB → aSb →

→ aAXb → aASBb → aaSBb → aaSbb →

→ baABbb → aaaBbb → aaabbb
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Przykªad: Zoba
zmy, jak powy»szy algorytm dziaªa na przykªadzie gramatyki generu-j¡
ej wyra»enia nawiasowe.
S → [S] | SS | εPierwszy krok powoduje dodanie produk
ji: S → [] i S → S:

S → [S] | [] | SS | S | εW drugim kroku usuwamy produk
je S → ε i S → S.
S → [S] | [] | SSW trze
im kroku dodajemy nieterminale L i P , zast�pujemy nimi w istniej¡
y
h produk-
ja
h odpowiednio terminale [ i ], oraz dodajemy produk
je L → [ i P →].

S → LSP | LP | SS

L → [

P → ]W ostatnim kroku algorytmu rozbijamy produk
j� S → LSP na dwie produk
je.
S → LX | LP | SS

X → SP

L → [

P → ]Tak uzyskana gramatyka jest w posta
i normalnej Chomsky'ego. Na przykªad, wyprowa-dzenie sªowa [[][[]]] w tej gramaty
e ma posta¢:
S → LX → LSP → [SP → [S] →

→ [SS] → [LPS] → [[PS] → [[]S] →

→ [[]LX] → [[]LSP ] → [[][SP ] → [[][S]] →

→ [[][LP ]] → [[][[P ]] → [[][[]]]

10.3 Algorytm rozpoznawania Co
ke-Younger'a-Kasami (CYK)Algorytm CYK pozwala stwierdzi¢, 
zy dane sªowo jest wyprowadzalne w danej grama-ty
e (w posta
i normalnej Chomsky'ego). Je±li gramatyka nie jest w posta
i normalnejChomsky'ego, to mo»na j¡ sprowadzi¢ do tej posta
i zgodnie z opisan¡ wy»ej konstruk
j¡.Tak jak to zwykle bywa w programowaniu dynami
znym, »eby rozwi¡za¢ dany problemmusimy go najpierw uogólni¢ i zamiast szuka¢ odpowiedzi na jedno pytanie, znajdziemyodpowiedzi na 
aªe mnóstwo powi¡zany
h ze sob¡ pyta«.124



Nie
h G = 〈N, Σ, P, S〉 b�dzie dan¡ gramatyk¡ w posta
i normalnej Chomsky'ego, adane sªowo x ∈ Σ∗ b�dzie posta
i x = a1a2 . . . an. Dla ka»dej pary indeksów 1 ≤ i ≤ j ≤
n wyzna
zymy wszystkie takie nieterminale X, z który
h mo»na wyprowadzi¢ podsªowo
ai . . . aj . Dokªadniej, wypeªnimy tabli
�:

T [i, j] = {X ∈ N : X →∗ ai . . . aj}Gdy ju» b�dziemy mieli obli
zon¡ tabli
� T , to sªowo x mo»na wyprowadzi¢ w gramaty
e
G wtw., gdy S ∈ T [1, n].W jaki sposób mo»emy wypeªnia¢ t� tabli
�?

• Za
zynamy od przek¡tnej. T [i, i] to zbiór nieterminali, z który
h mo»na wyprowa-dzi¢ ai. Jednak takie wyprowadzenie mo»e skªada¢ si� tylko z zastosowania jednejproduk
ji zast�puj¡
ej nieterminal terminalem:
T [i, i] = {X : X → ai ∈ P}

• Nast�pnie wypeªniamy kolejne przy-przek¡tne. Zauwa»my, »e je»eli X →∗ ai . . . aj ,
i < j, to wyprowadzenie to musi mie¢ posta¢: X → Y Z, Y →∗ ai . . . ak, Z →∗

ak+1 . . . aj, dla pewnego k, i ≤ k < j.Pomo
na nam b�dzie nast�puj¡
a opera
ja na zbiora
h nieterminali, która na podsta-wie zbioru wszystki
h mo»liwy
h Y -ów i Z-ów wyzna
za zbiór wszystki
h mo»liwy
h
X-ów:

A⊗ B = {X : X → Y Z ∈ P, Y ∈ A, Z ∈ B}Opera
ja ⊗ mo»e by¢ skomplikowana, ale zauwa»my, »e jej koszt jest staªy (tzn.zale»y od gramatyki, ale nie od dªugo±
i sªowa x).Obli
zaj¡
 T [i, j] uwzgl�dniamy wszystkie mo»liwe punkty podziaªu k podsªowa ai . . . aj :
T [i, j] =

⋃

i≤k<j

T [i, k] ⊗ T [k + 1, j]Tabli
a ma rozmiar Θ(n2) przy 
zym aby wypeªni¢ jeden element tabli
y trzeba wykona¢liniow¡ li
zb� opera
ji ⊗, tak wi�
 zªo»ono±¢ 
zasowa tego algorytmu to Θ(n3).Przykªad: Rozwa»my gramatyk� w posta
i normalnej Chomsky'ego:
S → SS | AB

A → AS | AA | a

B → SB | BB | b
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oraz sªowo aabbab. Algorytm CYK da nam w wyniku nast�puj¡
¡ tabli
� T :
1 2 3 4 5 6

1 A A A, S A, B, S A A, S
2 A S B, S − S
3 B B − −
4 B − −
5 A S
6 BJe»eli spróbujemy odtworzy¢ sk¡d w T [1, 6] wzi�ªo si� S, to uzyskamy informa
je o drzewa
hwyprowadzenia badanego sªowa. Poni»ej podano przykªadowe drzewo wyprowadzenia izazna
zono odpowiadaj¡
e mu nieterminale w tabli
y T .

1 2 3 4 5 6
1 A A A, S A, B,S A A,S
2 A S B, S − S
3 B B − −
4 B − −
5 A S

6 B

S

ooooooooooooooo
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A B b

a b10.4 PodsumowanieW tym wykªadzie poznali±my posta¢ normaln¡ Chomsky'ego gramatyk bezkontekstowy
hi pokazali±my, »e ka»d¡ gramatyk� bezkontekstow¡ mo»na sprowadzi¢ do tej posta
i (zdokªadno±
i¡ do ak
eptowania sªowa pustego ε). Poznali±my te» algorytm CKY rozpozna-j¡
y, 
zy dane sªowo nale»y do j�zyka generowanego przez dan¡ gramatyk� bezkontekstow¡w posta
i normalnej Chomsky'ego. 126



10.5 Skorowidz
• Posta¢ normalna Chomsky'ego � taka posta¢ gramatyk bezkontekstowy
h, wktórej gramatyka mo»e zawiera¢ tylko produk
je posta
i: A → BC lub A → a (dlapewny
h nieterminali A, B i C oraz terminala a). Zoba
z te» artykuª w Wikipedii.
• Algorytm CYK � algorytm rozpoznawania 
zy dane sªowo jest wyprowadzalne wdanej gramaty
e w posta
i normalnej Chomsky'ego. Zoba
z te» artykuª w Wikipedii.10.6 Pra
a domowa1. (4 p.) Sprowad¹ do posta
i normalnej Chomsky'ego nast�puj¡
¡ gramatyk� bezkon-tekstow¡:

S → SS | PaS | P

P → bbPa | ε2. (6 p.) Dla podanej gramatyki bezkontekstowy
h w posta
i normalnej Chomsky'egoi sªowa abaabb zasymuluj dziaªanie algorytmu CYK. Podaj zawarto±¢ tabli
y T orazprzykªadowe drzewo wyprowadzenia.
S → AB | BA

A → AA | BB | a

B → SB | b10.7 �wi
zenia1. Sprowad¹ do posta
i normalnej Chomsky'ego nast�puj¡
e gramatyki bezkontekstowe:
•

S → aSb | cS | Sc | T

T → ab | c
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Rozwi¡zanie114 •

S→aSc|B

B→bBc|ε

114

Stosujemy kolejne kroki sprowadzenia do posta
i normalnej Chomsky'go. W pierwszym kroku dodajemyproduk
je wynikaj¡
e z S → T :

S → aSb | cS | Sc | T | ab | c

T → ab | c W drugim kroku usuwamy produk
j� S → T :

S → aSb | cS | Sc | ab | c

T → ab | cW trze
im kroku zast�pujemy terminale a, b i c nieterminalami A, B i C, oraz dodajemy odpowiednieproduk
je tªuma
z¡
e dodane nieterminale na terminale:

S → ASB | CS | SC | AB | c

T → AB | c

A → a

B → b

C → cZwró¢my uwag�, »e w produk
ja
h S → c i T → c nie zamieniamy c na C, gdy» te produk
je s¡ ju» wposta
i normalnej Chomsky'ego. W 
zwartym kroku rozbijamy produk
j� S → ASB:
S → AX | CS | SC | AB | c

T → AB | c

X → SB

A → a

B → b

C → cUzyskan¡ gramatyk� mo»na upro±
i¢. Zauwa»my, »e nieterminal T nie jest wykorzystywany:

S → AX | CS | SC | AB | c

X → SB

A → a

B → b

C → c
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Rozwi¡zanie115 •

S→ab|ba|T

T→SS|aSb|bSa

115

Stosujemy kolejne kroki sprowadzenia do posta
i normalnej Chomsky'go. W pierwszym kroku dodajemyproduk
je wynikaj¡
e z S → B i B → ε:

S → aSc | B | bBc | bc | ε

B → bBc | ε | bcW trak
ie pierwszego kroku pojawia si� produk
ja S → ε, 
o powoduje, »e trzeba doda¢ kolejn¡produk
j�:

S → aSc | B | bBc | ε | bc | ac

B → bBc | ε | bcW drugim kroku usuwamy produk
je S → B, S → ε i B → ε:
S → aSc | bBc | bc | ac

B → bBc | bcW trze
im kroku zast�pujemy terminale a, b i c nieterminalami A, D i C (nieterminal B jest ju»u»ywany), oraz dodajemy odpowiednie produk
je tªuma
z¡
e dodane nieterminale na terminale:
S → ASC | DBC | DC | AC

B → DBC | DC

A → a

D → b

C → cW 
zwartym kroku rozbijamy produk
je S → ASC, S → DBC i B → DBC:

S → AX | DY | DC | AC

B → DY | DC

X → SC

Y → BC

A → a

D → b

C → c
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Rozwi¡zanie116 •

X→aXa|Y

Y→Yc|bX|a

116

Stosujemy kolejne kroki sprowadzenia do posta
i normalnej Chomsky'go. W pierwszym kroku dodajemyproduk
je wynikaj¡
e z S → T :

S → ab | ba | T | SS | aSb | bSa

T → SS | aSb | bSa W drugim kroku usuwamy produk
j� S → T :

S → ab | ba | SS | aSb | bSa

T → SS | aSb | bSaW trze
im kroku zast�pujemy terminale a i b nieterminalami A i B, oraz dodajemy odpowiednieproduk
je tªuma
z¡
e dodane nieterminale na terminale:
S → AB | BA | SS | ASB | BSA

T → SS | ASB | BSA

A → a

B → bW 
zwartym kroku rozbijamy produk
je S → ASB | BSA i T → ASB | BSA:
S → AB | BA | SS | AX | BY

T → SS | AX | BY

X → SB

Y → SA

A → a

B → bUzyskan¡ gramatyk� mo»na upro±
i¢. Zauwa»my, »e nieterminal T nie jest wykorzystywany.

S → AB | BA | SS | AX | BY

X → SB

Y → SA

A → a

B → b
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Rozwi¡zanie117
•

X → aXY b | Y

Y → ε | cYRozwi¡zanie118
•

S → Y | aY | bbY

Y → ε | cS

•

S → yY | xxSy | Y SY | xy

X → Y | xY X | ε

Y → X | yX | ε

•

S → aSbb | ASB | B | ε

A → ABA | a | ε

B → aB | bA | S | a117
X→AZ|YC|BX|a

Y→YC|BX|a

Z→XA

A→a

B→b

C→c

118

X→AP|CY|AQ|AR|AB|c

Y→CY|c

P→XQ

Q→YB

R→XB

A→a

B→b

C→c
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•

S → PSP | qqSq | Q | qq | ε

P → pQp | xY | p | q

Q → QP | PQ | S | ε

•

S → mSnn | mNm | m | ε

M → MN | NM | N

N → mM | nM | M | ε2. Dla ka»dej z poni»szy
h gramatyk bezkontekstowy
h w posta
i normalnej Chom-sky'ego zasymuluj dziaªanie algorytmu CYK dla podanego sªowa. Czy podane sªowofakty
znie mo»na wyprowadzi¢ w podanej gramaty
e? Je±li tak, to podaj przykªa-dowe drzewo wyprowadzenia.
• abaabb

S → SS | AB

A → AA | a

B → BB | b
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Rozwi¡zanie119 •aabbbab

S→AB|AA

A→SS|BB|a

B→SB|AS|b

•aabaaab

S→BB|AA

A→AS|BS|a

B→BA|SB|b

•aaaaaba.S→SS|AA

A→AS|SB|a

B→AB|BB|b

119

W wyniku dziaªania algorytmu CYK uzyskujemy nast�puj¡
¡ tabli
�:

A S − − S S

B − − − −
A A S S

A S S

B B

BPogrubion¡ 
z
ionk¡ zazna
zono warto±
i odpowiadaj¡
e w�zªom drzewa wyprowadzenia. Samo drzewowyprowadzenia wygl¡da tak:

S

oooooooooooooo

OOOOOOOOOOOOOO

S

��
��

��
�

??
??

??
? S

~~
~~

~~
~

OOOOOOOOOOOOOO

A B A

~~
~~

~~
~

@@
@@

@@
@ B

~~
~~

~~
~

@@
@@

@@
@

a b A A B B

a a b b
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• aabbaba

S → SS | BB

A → SA | BS | a

B → BA | AA | b

• aacacab

S → AC | CB | AB

A → a | AA | AC

B → b | BB | CB

C → c | CB | CC
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Wykªad 11. Lemat o pompowaniu dla j�zyków bezkon-tekstowy
h11.1 Wst�pOkazuje si�, »e nie ka»dy j�zyk jest bezkontekstowy. Poznamy w tym wykªadzie lemat opompowaniu dla j�zyków bezkontekstowy
h. Podobnie jak w przypadku lematu o pompo-waniu dla j�zyków regularny
h, jest to narz�dzie umo»liwiaj¡
e wykazanie, »e dany j�zyknie jest bezkontekstowy.11.2 Lemat o pompowaniu dla j�zyków bezkontekstowy
hNie
h A b�dzie j�zykiem bezkontekstowym. Je»eli A zawiera dowolnie dªugie sªowa, tookazuje si�, »e drzewa
h wyprowadze« ty
h sªów musz¡ istnie¢ fragmenty, które mo»napowiela¢. I
h powielanie �pompuje� sªowa nale»¡
e do j�zyka.Tw. 4 (lemat o pompowaniu dla j�zyków bezkontekstowy
h). Nie
h A b�dzie j�zykiembezkontekstowym. Istnieje wów
zas taka staªa k > 0, »e dla ka»dego sªowa z ∈ A o dªugo±
i
|z| ≥ k mo»na to sªowo podzieli¢ na pi�¢ 
z�±
i: z = uvwxy w taki sposób, »e: vx 6= ε,
|vwx| ≤ k oraz dla ka»dego i ≥ 0 mamy uviwxiy ∈ A.Dowód: Je±li j�zyk A jest bezkontekstowy, to istnieje opisuj¡
a go gramatyka bezkontek-stowa. Zauwa»my, »e nie ma zna
zenia, 
zy ε ∈ A (gdy» k > 0). Zaªó»my wi�
, »e ε 6∈ A.Dzi�ki temu mo»emy zaªo»y¢, »e istnieje gramatyka bezkontekstowa w posta
i normalnejChomsky'ego G = 〈N, Σ, P, S〉 generuj¡
a j�zyk A, L(G) = A.Zauwa»my, »e drzewa wyprowadze« dla gramatyk w posta
i normalnej Chomsky'egomaj¡ posta¢ regularny
h drzew binarny
h z �fr�dzelkami� dªugo±
i 1. Produk
je przeksztaª-
aj¡
e nieterminal na dwa nieterminale daj¡ w�zªy wewn�trzne o dwó
h syna
h. Natomiastproduk
je przeksztaª
aj¡
e nieterminal na terminal odpowiadaj¡ oj
om li±
i � ka»dy oj
ie
li±
ia ma tylko jednego syna.Za
hodzi nast�puj¡
y fakt:Fakt 14. Je±li drzewo wyprowadzenia ma wysoko±¢ h, to dªugo±¢ wyprowadzanego sªowanie przekra
za 2h−1.Dowód faktu: Nie
h x b�dzie wyprowadzanym sªowem. Dowód przebiega przez induk
j�po wysoko±
i drzewa wyprowadzenia h:1. Je±li h = 1, to |x| = 1 = 20 = 2h−1.2. Je±li h > 1, to mo»na podzieli¢ x na dwa takie sªowa y i z, x = yz, »e wyprowadzenie

x wygl¡da nast�puj¡
o:
S // Y Z

∗
}}{{

{{
{{

{{

∗
!!

BB
BB

BB
BB

y z135



dla pewny
h Y, Z ∈ N . Poddrzewa wyprowadzenia y z Y i z z Z maj¡ wysoko±¢ 
onajwy»ej h − 1. Tak wi�
, z zaªo»enia induk
yjnego mamy:
|x| = |yz| = |y|+ |z| ≤ 2h−2 + 2h−2 = 2h−1Na mo
y zasady induk
ji uzyskujemy lemat.Nie
h |N | = n. Poka»emy, »e mo»na wzi¡¢ k = 2n. Z powy»szego faktu wynika, »e je»elipewne sªowo z ∈ A ma dªugo±¢ przynajmniej k = 2n, to jego drzewo wyprowadzenia mawysoko±¢ przynajmniej n + 1. W takim drzewie wyprowadzenia istnieje ±
ie»ka, na którejjest przynajmniej n + 1 nieterminali. Wybierzmy i ustalmy jedn¡ tak¡ ±
ie»k�. Na takiej±
ie»
e pewien nieterminal musi si� powtarza¢. Nie
h X b�dzie pierwszym nieterminalem,który powtarza si� na tej ±
ie»
e id¡
 do góry (od li±
ia do korzenia). Jego powtórzeniawyzna
zaj¡ podziaª sªowa z na sªowa u, v, w, x i y, uvwxy = z, w sposób przedstawionyna rysunku.

X

X

S

u v w x yDrzewo wyprowadzenia jest regularne, a oba zazna
zone na rysunku wyst¡pienia nietermi-nala X to ró»ne w�zªy drzewa. Wynika st¡d, »e v i x nie mog¡ by¢ oba pustymi sªowami.Czyli vx 6= ε.Poniewa» X jest pierwszym nieterminalem, który powtarza si� na wybranej ±
ie»
e id¡
od li±
ia do korzenia, wi�
 poddrzewo wyprowadzenia vwx z X jest wysoko±
i 
o najwy»ej
n + 1. St¡d |vwx| ≤ 2n = k.Nieterminal X wyst�puje (przynajmniej) w dwó
h miejs
a
h na ±
ie»
e. Zauwa»my, »emo»emy powiela¢ fragment drzewa wyprowadzenia mi�dzy pierwszym i drugim wyst¡pie-niem nieterminala X na wybranej ±
ie»
e, z którego po
hodz¡ sªowa v i x.

136



S

u y
X

x

X

x

X

xv

v

v

X

wJak wida¢, powielaj¡
 ów fragment drzewa i razy uzyskujemy drzewo wyprowadzenia sªowa
uviwxiy. Czyli uviwxiy ∈ A.11.3 Zastosowanie lematu o pompowaniuLemat o pompowaniu sªu»y pokazywaniu, »e okre±lone j�zyki nie s¡ bezkontekstowe.S
hemat takiego dowodu przebiega nie wprost. Lemat o pompowaniu ma posta¢ impli-ka
ji: je±li j�zyk jest bezkontekstowy, to ma pewne wªasno±
i. Dowód, »e j�zyk nie jestbezkontekstowy przebiega wedªug s
hematu: skoro dany j�zyk nie posiada ty
h wªasno±
i,to nie mo»e by¢ bezkontekstowy. My±l¡
 o takim zastosowaniu, mo»emy odwró
i¢ lemat opompowaniu:Lemat o pompowaniu dla j�zyków bezkontekstowy
h� sformuªowanie alterna-tywne: Nie
h A b�dzie j�zykiem. Je±li dla ka»dego k > 0 istnieje takie sªowo z, »e |z| ≥ koraz dla dowolnego podziaªu sªowa z na sªowa u, v, w, x i y, uvwxy = z takiego, »e vx 6= εi |vwx| ≤ k istnieje takie i ≥ 0, »e uviwxiy 6∈ A, wów
zas A nie jest bezkontekstowy.Nawet w posta
i odwró
onej lemat o pompowaniu jest trudny do zrozumienia, gdy»mamy tu do 
zynienia z 
zterema poziomami zagnie»d»ony
h naprzemienny
h kwanty�ka-torów uniwersalny
h i egzysten
jalny
h. Takie zagnie»d»enie naprzemienny
h kwanty�ka-torów mo»emy sobie wyobrazi¢ jako ru
hy dwó
h gra
zy � gra
ze na przemian wskazuj¡jakie warto±
i powinny przyj¡¢ zmienne spod kwanty�katorów, jeden gra
z spod uniwer-salny
h, a drugi spod egzysten
jalny
h. Pierwszy gra
z stara si� pokaza¢, »e dany j�zykjest bezkontekstowy, a drugi, »e nie. O wygranej de
yduje, 
zy dla wybrany
h warto±
izmienny
h za
hodzi wªasno±¢ obj�ta kwanty�katorami. Gra jest sko«
zona, wi�
 jeden zgra
zy ma strategi� wygrywaj¡
¡. W zale»no±
i od tego, który z gra
zy to jest, j�zyk mo»eby¢ bezkontekstowy lub nie.Lemat o pompowaniu dla j�zyków bezkontekstowy
h � gra z Demonem: Pro-wadzimy z Demonem gr�. Staramy si� pokaza¢, »e j�zyk nie jest bezkontekstowy, a Demonstara si� pokaza¢, »e j�zyk mimo wszystko jest bezkontekstowy. Zasady gry s¡ nast�puj¡
e:137



1. Demon wybiera k > 0. (Je±li A jest fakty
znie bezkontekstowy, to Demon mo»ewybra¢ za k = 2|N |.)2. Wybieramy takie sªowo z ∈ A, »e |z| ≥ k.3. Demon dzieli z na takie sªowa u, v, w, x, y, uvwxy = z, »e vx 6= ε i |vwx| ≤ k.(Je±li A jest fakty
znie bezkontekstowy, to mo»e to by¢ podziaª wyzna
zony przezpowtarzaj¡
y si� nieterminal na pewnej ±
ie»
e od li±
ia do korzenia.)4. Wybieramy i ≥ 0.Je±li uviwxiy 6∈ A, to wygrali±my, wpp. wygraª Demon.Oryginalne sformuªowanie lematu o pompowaniu mówi, »e je»eli j�zyk jest bezkontek-stowy, to Demon ma strategi� wygrywaj¡
¡. Natomiast odwrotne sformuªowanie mówi, »eje»eli my mamy strategi� wygrywaj¡
¡, to j�zyk nie jest bezkontekstowy. Pami�tajmy, »elemat o pompowaniu nie sªu»y do pokazywania, »e j�zyk jest bezkontekstowy. Nie zawszepozwala on na pokazanie, »e j�zyk, który nie jest bezkontekstowy fakty
znie taki nie jest� istniej¡ j�zyki, które nie s¡ bezkontekstowe i speªniaj¡ lemat o pompowaniu.Przykªad: Standardowym przykªadem j�zyka, który nie jest bezkontekstowy to A =
{anbncn : n ≥ 0}. Udowodnimy to korzystaj¡
 z lematu o pompowaniu sformuªowanegojako gra z Demonem. Nasza strategia wygl¡da nast�puj¡
o:

• Demon wybiera k.
• Wybieramy sªowo z = akbkck.
• Demon dzieli sªowo z = uvwxy.
• Wybieramy i = 2.Wiemy, »e |vwx| ≤ k i vx 6= ε. Tak wi�
 sªowa v i x mog¡ zawiera¢ jeden rodzaj znakówlub dwa, ale nie wszystkie trzy. Czyli nie mo»e za
hodzi¢ #a(uviwxiy) = #b(uviwxiy) =

#c(uviwxiy). St¡d wynika, »e uviwxiy 6∈ A.Tak wi�
 powy»sza strategia jest wygrywaj¡
a, 
zyli A nie jest bezkontekstowy.Przykªad: Poka»emy, »e j�zyk B = {aibjaibj : i, j ≥ 0} nie jest bezkontekstowy. Naszastrategia wygl¡da nast�puj¡
o:
• Demon wybiera k.
• Wybieramy sªowo z = akbkakbk.
• Demon dzieli sªowo z = uvwxy.
• Wybieramy i = 2. 138



Wiemy, »e |vwx| ≤ k i vx 6= ε. Mo»liwe s¡ trzy przypadki:Je»eli sªowo v lub x nie jest w 
aªo±
i zbudowane z jednego rodzaju znaków, to uviwxiy 6∈
L(a∗b∗a∗b∗) i tym samym uviwxiy 6∈ B.Je»eli sªowa v i x s¡ zbudowane w 
aªo±
i z ty
h samy
h znaków, to zna
zy »e obapo
hodz¡ z tego samego podsªowa posta
i ak lub bk. Ale wów
zas uviwxiy 6∈ B.Pozostaje jesz
ze przypadek, gdy sªowo v jest w 
aªo±
i zªo»one z liter a, a x z liter b(lub odwrotnie). Wów
zas oba te sªowa po
hodz¡ z s¡siedni
h �bloków� znaków a i b. St¡drównie» uviwxiy 6∈ B.Tak wi�
 powy»sza strategia jest wygrywaj¡
a, 
zyli B nie jest bezkontekstowy.11.4 Inne metody dowodzenia niebezkontekstowo±
i j�zykówZa
hodzi nast�puj¡
y fakt, którego nie b�dziemy teraz dowodzi¢:Fakt 15. Prze
i�
ie j�zyka bezkontekstowego i regularnego jest bezkontekstowe.Za
hodzi te» inny fakt:Fakt 16. Suma j�zyków bezkontekstowy
h jest bezkontekstowa.Dowód: Je»eli A i B s¡ j�zykami bezkontekstowymi, to istniej¡ generuj¡
e je gramatyki
GA = 〈NA, Σ, PA, SA〉 i GB = 〈NB, Σ, PB, SB〉. Co wi�
ej, mo»emy zaªo»y¢, »e gramatykite maj¡ rozª¡
zne zbiory nieterminali NA ∩ NB = ∅. Nie
h S b�dzie nowym symbolemnieterminalnym nie wyst�puj¡
ym ani w GA, ani w GB. Wów
zas gramatyka:

G = 〈NA ∪ NB ∪ {S}, Σ, PA ∪ PB, S〉generuje j�zyk A ∪ B.Korzystaj¡
 z ty
h faktów mo»emy pokazywa¢ nie wprost, »e j�zyki nie s¡ bezkontek-stowe. S
hemat rozumowania jest nast�puj¡
y: Zakªadamy, »e dany j�zyk jest bezkontek-stowy. Z powy»szy
h faktów wynika, »e jaki± inny j�zyk, który nie jest bezkontekstowy,musiaªby taki by¢. A wi�
 uprzednie zaªo»enie musiaªo by¢ faªszywe. St¡d dany j�zyk niejest bezkontekstowy.Przykªad: Poka»emy, »e j�zyk C = {ww : w ∈ {a, b}∗} nie jest bezkontekstowy. Za-ªó»my prze
iwnie, »e jest. Wów
zas:
C ∩ L(a∗b∗a∗b∗) = {aibjaibj : i, j ≥ 0} = BWiemy wszak, »e B nie jest bezkontekstowy, a wi�
 C te» nie mo»e by¢.
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11.5 PodsumowanieWykªad ten byª po±wi�
ony przede wszystkim lematowi o pompowaniu dla j�zyków bez-kontekstowy
h. Poznali±my trzy równowa»ne sformuªowania tego lematu, oraz przykªadyjego zastosowania do wykazywania, »e okre±lone j�zyki nie s¡ bezkontekstowe. Poznali±myte» metod� wykazywania, »e dane j�zyki nie s¡ bezkontekstowe, w opar
iu o wªasno±
iklasy j�zyków bezkontekstowy
h.11.6 Skorowidz
• Lemat o pompowaniu dla j�zyków bezkontekstowy
h mówi, »e dla ka»degoj�zyka bezkontekstowego, ka»de dostate
znie dªugie sªowo w tym j�zyku mo»na �pom-powa¢� (w dwó
h miejs
a
h równo
ze±nie) dowolnie je wydªu»aj¡
. Wykazywaniebraku tej wªasno±
i jest metod¡ pokazywania, »e dany j�zyk nie jest bezkontekstowy.
• Gra z Demonem� alternatywne sformuªowanie lematu o pompowaniu dla j�zykówbezkontekstowy
h jako gry.11.7 Pra
a domowa1. (5 p.) Udowodnij, »e j�zyk D = {a2i

: i ≥ 0} nie jest bezkontekstowy.2. (5 p.) Dla ka»dego z poni»szy
h j�zyków okre±l, 
zy jest on: (i) regularny, (ii) bez-kontekstowy, ale nie regularny, (iii) nie jest bezkontekstowy:(a) {aibjck : 2i + j = k},(b) {aibjck : i + j + k = 42},(
) {w ∈ {a, b, c}∗ : #a(w) = #b(w) = #c(w)},(d) {aibjck : i + 2j = k ∨ 3i + j = 2k},(e) {an2

: n ≥ 0}.11.8 �wi
zenia1. Udowodnij, »e nast�puj¡
e j�zyki nie s¡ bezkontekstowe:
• {an5

: n ≥ 0},
• {aibjck : k = i · j},
• {ap : p jest li
zb¡ Fibona

iego},
• {w ∈ {a, b, c, d} : #a(w) = #b(w) ∧ #c(w) = #d(w)},
• {anbn! : n ≥ 0}.2. Dla ka»dego z poni»szy
h j�zyków okre±l, 
zy jest on: (i) regularny, (ii) bezkontek-stowy, ale nie regularny, (iii) nie jest bezkontekstowy:140



• {aibjck : 3i = 2j + k},
• {aibj : i + j = k3 dla pewnego k ≥ 0},
• {aibici : i ≤ 42},
• {aw1bw2c : w1, w2 ∈ {a, b, c}∗},
• {aibj : i > j},
• {aibj : i 6= j},
• {awbwc : w ∈ {a, b, c}∗},
• {aibj : i + 2j = 42},
• {aibjck : i · j = 2k},
• {aibjck : i · j · k = 6}.
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Wykªad 12. Automaty stosowe12.1 Wst�pW tym wykªadzie poznamy model obli
ze« odpowiadaj¡
y gramatykom bezkontekstowym(tak jak automaty sko«
zone odpowiadaªy wzor
om). Ten model, to automaty stosowe.Automaty stosowe mo»emy sobie wyobrazi¢ jako automaty sko«
zone wyposa»one w do-datkow¡ nieograni
zon¡ pami�¢, ale dziaªaj¡
¡ na zasadzie stosu.
Automat

S
to

s
W

ejscie

To zna
zy, na wierz
h stosu mo»na zawsze wªo»y¢ nowy element. Je±li stos nie jest pusty,to mo»na zawsze zoba
zy¢ jaki element jest na wierz
hu i ew. zdj¡¢ ten element. Nie mo»nanatomiast ogl¡da¢ ani wyjmowa¢ elementów z wn�trza stosu.Zoba
zymy na przykªada
h jak mo»na konstruowa¢ automaty stosowe i poka»emy, »efakty
znie i
h siªa wyrazu jest taka sama jak gramatyk bezkontekstowy
h.Pod wzgl�dem siªy wyrazu automaty stosowe s¡ te» równowa»ne imperatywnym j�zy-kom programowania bez plików (pomo
ni
zy
h) dynami
zny
h struktur dany
h, wska¹ni-ków i parametrów pro
eduralny
h. Przy ty
h ograni
zenia
h dane globalne w programie s¡staªego rozmiaru, a dany
h dynami
zny
h nie ma. Mo»na korzysta¢ z rekuren
ji i nie maograni
zenia na rozmiar stosu, jednak wielko±¢ dany
h zwi¡zany
h z ka»dym poziomem re-kuren
ji jest ograni
zona przez staª¡ i nie ma mo»liwo±
i wy
i¡gania dany
h z gª�bi stosu.Jak zoba
zymy dokªadnie odpowiada to automatom stosowym.12.2 Automaty stosoweAutomat stosowy, podobnie jak automat sko«
zony, ma sko«
zony zbiór stanów i stanpo
z¡tkowy. Dodatkowo jest on wyposa»ony w stos, na który mo»e wkªada¢ elementy,podgl¡da¢ element znajduj¡
y si� na wierz
hu i zdejmowa¢ elementy. Przej±
ia automatustosowego s¡ tro
h� bardziej skomplikowane ni» przej±
ia w automa
ie sko«
zonym, gdy»opró
z w
zytywania znaków z wej±
ia i zmiany stanów obejmuj¡ równie» opera
je na stosie.Automat taki mo»e by¢ niedeterministy
zny i mo»e zawiera¢ ε-przej±
ia, tzn. wykonaniuprzej±
ia nie musi towarzyszy¢ w
zytanie znaku z wej±
ia. Natomiast przedstawione tutajautomaty stosowe b�d¡ pozbawione stanów ak
eptuj¡
y
h � automat b�dzie sygnalizowaª142



ak
epta
j� wej±
ia opró»niaj¡
 stos120.Ch
¡
 opisa¢ dziaªanie automatów stosowy
h musimy wprowadzi¢ poj�
ie kon�gura
ji.Kon�gura
ja b�dzie obejmowa¢ stan automatu (ze sko«
zonego zbioru stanów), zawar-to±¢ stosu i pozostaªe do w
zytania wej±
ie. Automat stosowy w jednym kroku obli
ze«wykonuje nast�puj¡
e 
zynno±
i:1. Podgl¡da znak 
zekaj¡
y na w
zytanie na wej±
iu.2. Podgl¡da element na wierz
hoªku stosu.3. Na podstawie ty
h informa
ji wybiera jedno z przej±¢ do wykonania.4. Je±li to nie jest ε-przej±
ie, to w
zytywany jest jeden znak z wej±
ia.5. Zdejmowany jest element z wierz
hoªku stosu.6. Pewna li
zba okre±lony
h elementów mo»e by¢ wªo»ona na stos.7. Zgodnie z przej±
iem zmieniany jest stan.Mo»e wydawa¢ si� nienaturalne, »e w ka»dym kroku zdejmujemy element z wierz
hoªkastosu. Jednak dzi�ki temu, opisany powy»ej krok automatu jest na tyle elasty
zny, »emo»e zdejmowa¢ elementy ze stosu, wkªada¢ nowe, podmienia¢ element na wierz
hoªkulub nie zmienia¢ stosu. Je»eli 
h
emy zdj¡¢ element z wierz
hoªku stosu, to wystar
zy, »enie b�dziemy ni
 wkªada¢. Je»eli 
h
emy podmieni¢ element na wierz
hoªku, to wystar
zy,»e wªo»ymy jeden element, który zast¡pi element zdj�ty z wierz
hoªka. Je»eli 
h
emywªo»y¢ elementy na stos, to wkªadamy na stos wªa±nie zdj�ty element, wraz z elementami,które maj¡ by¢ umiesz
zone na stosie. Je±li nie 
h
emy zmienia¢ zawarto±
i stosu, to poprostu wkªadamy dokªadnie ten sam element, który wªa±nie zostaª zdj�ty. Mo»emy wªo»y¢na stos kilka elementów w jednym kroku, ale niestety nie mo»emy w jednym kroku zdj¡¢wi�
ej ni» jeden element.Zauwa»my, »e powy»szy s
hemat post�powania wymaga, »eby stos nie byª pusty. Ina
zejnie ma 
zego podgl¡da¢ ani zdejmowa¢ ze stosu. Dlatego te», w momen
ie uru
homieniaautomatu stos nie jest pusty. Zawiera jeden wyró»niony element, który b�dziemy nazywa¢�pinezk¡� i ozna
za¢ przez ⊥. Jak tylko stos zostaje opró»niony, automat zatrzymuje si� idalsze jego dziaªanie nie jest mo»liwe. Je»eli automat zatrzymuje si� z pustym stosem pow
zytaniu 
aªego sªowa z wej±
ia, to przyjmujemy, »e sªowo to zostaªo zaak
eptowane.Zanim formalnie zde�niujemy automaty stosowe i ak
eptowane przez nie j�zyki, zo-ba
zmy prosty nieformalny przykªad:120W literaturze mo»na spotka¢ trzy ró»ne de�ni
je, wzajemnie równowa»ny
h automatów stosowy
h: ak-
eptuj¡
y
h pustym stosem, ak
eptuj¡
y
h stanem i ak
eptuj¡
y
h pustym stosem i stanem równo
ze±nie.Tutaj przedstawiamy najprostszy z ty
h rodzajów automatów stosowy
h � ak
eptuj¡
e pustym stosem.
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Przykªad: Zbudujemy automat ak
eptuj¡
y sªowa posta
i anbn, dla n ≥ 0. Automat takib�dzie miaª dwa stany, s i q, przy 
zym s b�dzie stanem po
z¡tkowym. Na stosie b�dziemytrzyma¢ dwa rodzaje elementów: ⊥ i A. B�d¡
 w stanie s automat ma dwa przej±
ia dowyboru: mo»e w
zyta¢ z wej±
ia znak a i wªo»y¢ na stos A, lub ni
 nie w
zytywa¢, aninie zmienia¢ zawarto±
i stosu i przej±¢ do stanu q. W stanie q automat ma równie» dwaprzej±
ia do wyboru: je»eli na wej±
iu 
zeka na w
zytanie znak b i na wierz
hoªku stosujest A, to mo»e w
zyta¢ z wej±
ia b i zdj¡¢ ze stosu A. Je»eli natomiast na wierz
hoªkustosu jest ⊥, to automat mo»e zdj¡¢ ze stosu ⊥ i tym samym zako«
zy¢ dziaªanie.Jedyna mo»liwo±¢, »eby zaak
eptowa¢ sªowo wygl¡da tak: Automat w
zytuje sekwen
j�
an i umiesz
za na stosie An. Nast�pnie prze
hodzi do stanu q i w
zytuje znaki b zdejmuj¡
ze stosu A. Jedny
h i drugi
h musi by¢ tyle samo, 
zyli w
zytana zostaje sekwen
ja bn.Po w
zytaniu tej sekwen
ji odsªania si� ⊥ i jest zdejmowana ze stosu. Je»eli automat mazaak
eptowa¢ sªowo, to musi ono by¢ w tym momen
ie 
aªe w
zytane, 
zyli byªo to sªowo
anbn.Poni»szy diagram przedstawia obli
zenie ak
eptuj¡
e sªowo aaabbb. Wida¢ na nimkolejne zawarto±
i stosu i stany, w który
h jest automat.

A A
A A A A

A A A A A A
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
s s s s q q q q qDef. 42. Automat stosowy to dowolna taka szóstka M = 〈Q, Σ, Γ, δ, s,⊥〉, w której:

• Q to sko«
zony zbiór stanów,
• Σ to (sko«
zony) alfabet wej±
iowy,
• Γ to (sko«
zony) alfabet stosowy,
• δ to sko«
zona rela
ja przej±
ia, δ ⊆ (Q × Γ × (Σ ∪ {ε})) × (Q × Γ∗); okre±la onadla danego aktualnego stanu, znaku na wierz
hoªku stosu i znaku 
zekaj¡
ego naw
zytanie (lub ε je»eli ni
 nie jest w
zytywane), do jakiego stanu nale»y przej±¢ i 
onale»y wªo»y¢ na stos (uprzednio zdj¡wszy element z wierz
hoªka stosu),
• s ∈ Q to stan po
z¡tkowy,
• ⊥∈ Γ to symbol po
z¡tkowy na stosie, tzw. �pinezka�.

2
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Nota
ja: W przypadku automatów stosowy
h, przedstawienie przej±¢ w posta
i dia-gramu nie jest 
zytelne. Nie b�dziemy jednak pisa¢:
δ = {((s, a, A), (s, AA)), ((s, a,⊥), (s, A ⊥)), . . . }jakby wynikaªo z de�ni
ji, gdy» byªoby to zupeªnie nie
zytelne. Zamiast tego b�dziemyprzedstawia¢ przej±
ia jako reguªy posta
i:

(s, A)
a
→ (s, AA)

(s,⊥)
a
→ (s, A ⊥)lub w posta
i skrótów:

(s, x)
a
→ (s, Ax) dla x = A,⊥Kon�gura
je automatów stosowy
h de�niujemy nast�puj¡
o:Def. 43. Nie
h M = 〈Q, Σ, Γ, δ, s〉 b�dzie ustalonym automatem stosowym. Kon�gura
jatakiego automatu stosowego, to dowolna trójka:

〈q, α, β〉 ∈ Q × Σ∗ × Γ∗gdzie q reprezentuje aktualny stan, α pozostaªe do w
zytania wej±
ie, a β zawarto±¢ stosu(
zytan¡ od wierz
hoªka w gª¡b).Kon�gura
ja po
z¡tkowa dla sªowa x, to 〈s, x,⊥〉. 2Jeden krok obli
ze« automatu stosowego opisujemy rela
j¡ → okre±lon¡ na kon�gura-
ja
h.Def. 44. Nie
h M = 〈Q, Σ, Γ, δ, s〉 b�dzie ustalonym automatem stosowym. Rela-
ja przej±
ia mi�dzy kon�gura
jami tego automatu → to najmniejsza rela
ja speªniaj¡
anast�puj¡
e warunki:
• je±li δ zawiera przej±
ie posta
i (p, A)

a
→ (q, γ) (dla p, q ∈ Q, a ∈ Σ, A ∈ Γ i γ ∈ Γ∗),to dla dowolny
h y ∈ Σ∗ i β ∈ Γ∗ mamy: 〈p, ay, Aβ〉 → 〈q, y, γβ〉,

• je±li δ zawiera przej±
ie posta
i (p, A)
ε
→ (q, γ), (dla p, q ∈ Q, A ∈ Γ i γ ∈ Γ∗) to dladowolny
h y ∈ Σ∗, β ∈ Γ∗ mamy: 〈p, y, Aβ〉 → 〈q, y, γβ〉.Przez →∗ b�dziemy ozna
za¢ zwrotno-prze
hodnie domkni�
ie rela
ji →. 2Ina
zej mówi¡
, (p, A)

a
→ (q, γ) ozna
za, »e mo»emy b�d¡
 w stanie p i maj¡
 nawierz
hoªku stosu A przej±¢ do stanu q w
zytuj¡
 z wej±
ia a i zast�puj¡
 na stosie A przez

γ. Podobnie (p, A)
ε
→ (q, γ) ozna
za, »e mo»emy b�d¡
 w stanie p i maj¡
 na wierz
hoªkustosu A przej±¢ do stanu q nie w
zytuj¡
 ni
 z wej±
ia i zast�puj¡
 na stosie A przez γ.Rela
ja → opisuje pojedyn
ze kroki obli
zenia, a rela
ja →∗ dowolnie dªugie obli
zenia.145



Def. 45. Nie
h M = 〈Q, Σ, Γ, δ, s〉 b�dzie ustalonym automatem stosowym. J�zykak
eptowany przez automat stosowy M jest okre±lony nast�puj¡
o:
L(M) = {x ∈ Σ∗ : ∃q∈Q 〈s, x,⊥〉 →∗ 〈q, ε, ε〉}

2Ina
zej mówi¡
, automat stosowy ak
eptuje takie sªowa x, dla który
h istniej¡ obli
ze-nia prowadz¡
e od kon�gura
ji po
z¡tkowej (dla sªowa x) do kon�gura
ji, w której 
aªesªowo zostaªo w
zytane, a stos opró»niony. Pami�tajmy, »e automat stosowy mo»e by¢ nie-deterministy
zny, a wi�
 wystar
zy »eby istniaªo jedno obli
zenie ak
eptuj¡
e, »eby sªowobyªo ak
eptowane przez automat.Przykªad: Skonstruujemy automat ak
eptuj¡
y sªowa zawieraj¡
e tyle samo liter a, 
o b.Automat ten b�dzie u»ywa¢ stosu jako li
znika. Z ka»dym w
zytanym a li
znik zwi�ksza si�o 1, a z ka»dym w
zytanym b zmniejsza si� o 1. Dodatnie warto±
i li
znika reprezentujemyjako ⊥ i stos A, a ujemne, jako ⊥ i stos B. Dodatkowo, w momenta
h gdy odsªoni�tajest pinezka, automat mo»e j¡ zdj¡¢ ze stosu. Automat ak
eptuje tylko takie sªowa x, poktóry
h w
zytaniu li
znik jest wyzerowany, 
zyli #a(x) = #b(x).Automat ten ma jeden stan s i dziaªa w nast�puj¡
y sposób:
(s,⊥)

a
→ (s, A ⊥)

(s, A)
a
→ (s, AA)

(s, B)
a
→ (s, ε)

(s,⊥)
ε
→ (s, ε)

(s,⊥)
b
→ (s, B ⊥)

(s, B)
b
→ (s, BB)

(s, A)
b
→ (s, ε)Przykªadowe obli
zenie dla aabbba:

A
A A A B

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
s s s s s s s sO
zywi±
ie taki automat mo»e usun¡¢ pinezk� gdy jesz
ze nie 
aªe sªowo jest w
zy-tane. Takie obli
zenie nie doprowadzi do zaak
eptowania sªowa. Pami�tajmy jednak, »eautomaty stosowe s¡ niedeterministy
zne i wystar
zy, aby istniaªo 
ho¢ jedno obli
zenieak
eptuj¡
e dane sªowo, aby nale»aªo ono do j�zyka ak
eptowanego przez automat stosowy.Przykªad: Skonstruujemy automat ak
eptuj¡
y wyra»enia nawiasowe zbudowane z kwa-dratowy
h nawiasów [ i ]. Automat ten dziaªa podobnie jak poprzedni, ale li
znik mo»eprzyjmowa¢ tylko dodatnie warto±
i. Na stosie trzymamy pinezk� i tyle nawiasów zamy-kaj¡
y
h ile wynosi warto±¢ li
znika. Z w
zytaniem ka»dego nawiasu otwieraj¡
ego li
znik146



jest zwi�kszany o 1, a z w
zytaniem ka»dego nawiasu zamykaj¡
ego zmniejszany o 1.
(s, x)

[
→ (s, ]x) dla x =],⊥

(s, ])
]
→ (s, ε)

(s,⊥)
ε
→ (s, ε)Przykªadowe obli
zenie dla [[][[]]]:

]
] ] ] ]

] ] ] ] ] ] ]
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
s s s s s s s s s sPrzykªad: Automat ak
eptuj¡
y palindromy nad alfabetem {a, b}. Automat ten musiniedeterministy
znie zgadn¡¢ gdzie jest ±rodek palindromu i 
zy jest on parzystej, 
zynieparzystej dªugo±
i.Nasz automat b�dzie miaª dwa stany: s i p. Na stosie b�dziemy prze
howywa¢ pinezk�i znaki alfabetu wej±
iowego. W pierwszej fazie (stan s) automat zapami�tuje pierwsz¡poªow� sªowa na stosie. W drugiej fazie (stan p) zdejmuje znaki ze stosu, sprawdzaj¡
, 
zys¡ one takie same jak w
zytywane znaki. Je»eli sªowo jest nieparzystej dªugo±
i, to prze-
hodz¡
 z pierwszej fazy do drugiej w
zytujemy ±rodkowy znak nie zmieniaj¡
 zawarto±
istosu. Je»eli za± jest parzystej dªugo±
i, to prze
hodz¡
 do drugiej fazy ni
 nie w
zytujemy.
(s, x)

y
→ (s, yx) x =⊥, a, b y = a, b

(s, x)
y
→ (p, x) x =⊥, a, b y = a, b, ε

(p, x)
x
→ (p, ε) x = a, b

(p,⊥)
ε
→ (s, ε)Przykªadowe obli
zenia ak
eptuj¡
e sªowa abba i baabaab:

b b
a a a a

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
s s s p p p p

a a
a a a a

b b b b b b
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
s s s s p p p p p
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Przykªad: W poprzednim wykªadzie pokazali±my, »e j�zyk {ww : w ∈ {a, b}∗} nie jestbezkontekstowy. Za 
hwil� poka»emy, »e automaty stosowe ak
eptuj¡ dokªadnie j�zyki bez-kontekstowe. Teraz jednak skonstruujemy automat ak
eptuj¡
y j�zyk {ww : w ∈ {a, b}∗},pokazuj¡
 tym samym, »e jest on bezkontekstowy.Sªowo x = a1a2 . . . ak nale»y do j�zyka {ww : w ∈ {a, b}∗} w dwó
h przypadka
h. Albojest nieparzystej dªugo±
i. Albo jest parzystej dªugo±
i i istnieje taka pozy
ja i (1 ≤ i ≤
k
2
) w pierwszej poªowie tego sªowa, »e na i-tej pozy
ji w sªowie x jest inny znak ni» naodpowiadaj¡
ej jej pozy
ji w drugiej poªowie sªowa, ai 6= ai+ k

2

.Nasz automat b�dzie miaª szereg stanów, przy 
zym stanem po
z¡tkowym b�dzie s.Na stosie b�dziemy trzyma¢ dwa rodzaje symboli: ⊥ i ◦. Automat zgaduje najpierw, 
zysªowo jest parzystej (stan p), 
zy nieparzystej (stan n) dªugo±
i. Je±li nieparzystej, to tylkoto sprawdza, »e fakty
znie tak jest.
(s,⊥)

ε
→ (n,⊥)

(s,⊥)
ε
→ (p,⊥)

(n,⊥)
x
→ (m,⊥) dla x = a, b

(m,⊥)
x
→ (n,⊥) dla x = a, b

(m,⊥)
ε
→ (m, ε)Je±li sªowo jest parzystej, to automat stosowy musi zgadn¡¢ niedeterministy
znie na jakiejpozy
ji i istnieje niezgodno±¢ mi�dzy pierwsz¡ i drug¡ poªow¡ sªowa, a nast�pnie sprawdzi¢,»e fakty
znie tak jest. Ina
zej mówi¡
, sªowo x musi by¢ posta
i uavbw lub ubvaw, przy
zym |v| = |u| + |w|. To 
zy w pierwszej poªowie na i-tej pozy
ji jest a 
zy b mo»nazapami�ta¢ w stanie automatu. Problemem jest natomiast odli
zenie odpowiadaj¡
y
hsobie pozy
ji w obu poªówka
h sªowa. Zauwa»my jednak, »e automat nie musi wiedzie¢gdzie jest poªowa dªugo±
i sªowa. Wystar
zy, »e b�dzie za
hodzi¢ |v| = |u| + |w|.Nasz automat najpierw w
zytuje sªowo u, wkªadaj¡
 na stos |u| znaków ◦.

(p, i)
j
→ (p, ◦i) dla i =⊥, ◦, j = a, bNast�pnie niedeterministy
znie zgaduje kiedy jest konie
 u i w
zytuje jeden znak, zapa-mi�tuj¡
 go na stanie.

(p, i)
j
→ (qj, i) dla i =⊥, ◦, j = a, bNast�pnie nasz automat w
zytuje tyle znaków z wej±
ia, ile ◦ jest na stosie. W ten sposóbw
zytujemy pre�ks v dªugo±
i |u|. Po zdj�
iu ze stosu wszystki
h ◦ prze
hodzimy dokolejnej fazy.

(qi, ◦)
j
→ (qi, ε) dla i = a, b, j = a, b

(qi,⊥)
ε
→ (ri,⊥) dla i = a, bNast�pnie nasz automat powinien w
zyta¢ z wej±
ia |w| = |v|− |u| znaków sªowa v. Li
zb�t� zgaduje niedeterministy
znie, wkªadaj¡
 równo
ze±nie |w| znaków ◦ na stos. W momen-
ie gdy automat zgaduje niedeterministy
znie, »e 
aªe sªowo v zostaªo w
zytane, w
zytuje148



jeden znak z wej±
ia sprawdzaj¡
 równo
ze±nie, »e jest on ró»ny od znaku zapami�tanegona stanie.
(ri, j)

l
→ (ri, ◦j) dla i = a, b j =⊥, ◦, l = a, b

(ri, j)
l
→ (t, j) dla i = a, b, j =⊥, ◦, l = a, b, l 6= iPozostaªo jesz
ze do w
zytania w, przy 
zym na stosie powinno by¢ |w| znaków ◦. Pow
zytaniu sªowa w powinna odsªoni¢ si� pinezka, któr¡ zdejmujemy.

(t, ◦)
i
→ (t, ε) dla i = a, b

(t,⊥)
ε
→ (t, ε)Oto przykªadowe obli
zenie ak
eptuj¡
e sªowo abbaabaa.

◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
s p p p qb qb qb rb rb t t tSkonstruowany automat jest wyso
e niedeterministy
zny. Je±li gdziekolwiek 
okolwiekzostanie ¹le zgadni�te, to obli
zenie nie doprowadzi do zaak
eptowania sªowa. Pami�tajmyjednak, i» wystar
zy, »e mo»na tak zgadn¡¢, aby obli
zenie byªo ak
eptuj¡
e, aby sªowobyªo ak
eptowane przez automat.12.3 Równowa»no±¢ gramatyk bezkontekstowy
h i automatów sto-sowy
hPoka»emy teraz, »e siªa wyrazu automatów stosowy
h jest dokªadanie taka sama, jak gra-matyk bezkontekstowy
h � tzn. ak
eptuj¡ one dokªadnie j�zyki bezkontekstowe.Tw. 5. Nie
h A b�dzie j�zykiem nad alfabetem Σ. Nast�puj¡
e stwierdzenia s¡ równo-wa»ne:

• A jest bezkontekstowy, tzn. A jest generowany przez pewn¡ gramatyk� bezkontekstow¡
G, A = L(G),

• istnieje automat stosowy M ak
eptuj¡
y A, A = L(M).Przedstawimy tu jedynie szki
 dowodu � oprzemy sie na trze
h fakta
h. Poka»emyjak dla danej gramatyki bezkontekstowej skonstruowa¢ równowa»ny jej automat stosowy (zjednym stanem). Nast�pnie poka»emy, »e konstruk
j� t� mo»na odwró
i¢, tzn. dla danegoautomatu stosowego z jednym stanem mo»na skonstruowa¢ równowa»n¡ mu gramatyk�bezkontekstow¡. Na konie
 poka»emy, jak zredukowa¢ li
zb� stanów w automa
ie stosowymdo jednego. 149



12.3.1 Automat stosowy równowa»ny danej gramaty
e bezkontekstowejNie
h G b�dzie dan¡ gramatyk¡ bezkontekstow¡ G = 〈N, Σ, P, S〉. Zbudujemy równowa»nyjej automat stosowy M = 〈Q, Σ, Γ, δ, s〉. Automat ten b�dzie miaª tylko jeden stan Q =
{s}. Na stosie b�dzie prze
howywaª symbole terminalne i nieterminalne. Γ = N ∪ Σ.Przyjmujemy, »e S =⊥. Dla ka»dej produk
ji X → α mamy przej±
ie:

(s, X)
ε
→ (s, α)Dodatkowo, dla ka»dego a ∈ Σ mamy przej±
ie:

(s, a)
a
→ (s, ε)Nasz automat b�dzie dziaªa w nast�puj¡
y sposób: Je±li na wierz
hoªku stosu jest termi-nal, to o
zekujemy, »e 
zeka on na wej±
iu, w
zytujemy go i zdejmujemy ze stosu. Je±li nawierz
hoªku stosu jest nieterminal, to nale»y w
zyta¢ pewne sªowo, które mo»na z niegowyprowadzi¢. Najpierw jednak nale»y zde
ydowa¢, jaka produk
ja rozpo
zyna wyprowa-dzenie takiego sªowa. Zdejmujemy wi�
 dany nieterminal ze stosu i wkªadamy na stospraw¡ stron� wybranej produk
ji dla tego nieterminala. Ak
eptujemy pustym stosem, gdy
aªe wyprowadzone sªowo zostaªo w
zytane.Mo»na pokaza¢ (przez induk
j� po dªugo±
i wyprowadzenia), »e M realizuje tzw. le-wostronne wyprowadzenia, to zna
zy takie, w który
h zawsze jest rozwijany skrajnie lewynieterminal. Je±li w
zytywane sªowo to x, x = yz, to kon�gura
ji 〈s, z, α〉 odpowiada w wy-prowadzeniu sªowo yα. Kon�gura
ja po
z¡tkowa 〈s, x, S〉 odpowiada aksjomatowi S, a kon-�gura
ja ak
eptuj¡
a (s, ε, ε) odpowiada w wyprowadzeniu sªowu x. St¡d L(M) = L(G).Przykªad: We¹my, przedstawion¡ w
ze±niej, gramatyk� bezkontekstow¡ generuj¡
¡ wy-ra»enia nawiasowe:

S → [S] | SS | εStosuj¡
 przedstawion¡ powy»ej metod� otrzymujemy nast�puj¡
y automat stosowy:
(s, S)

ε
→ (s, [S])

(s, S)
ε
→ (s, SS)

(s, S)
ε
→ (s, ε)

(s, [)
[
→ (s, ε)

(s, ])
]
→ (s, ε)Jest to inny automat ni» skonstruowany przez nas w
ze±niej automat stosowy ak
eptuj¡
ywyra»enia nawiasowe. Oto jego przykªadowe obli
zenie ak
eptuj¡
e [[][[]]].

[ [
S S [ S S

[ S ] ] ] S S ] ] ]
S S S S S S S ] ] ] ] ] ]

S ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]
s s s s s s s s s s s s s s s s150



12.3.2 Gramatyka bezkontekstowa równowa»na danemu automatowi stoso-wemu z jednym stanemPrzedstawion¡ w poprzednim punk
ie konstruk
j� mo»na odwró
i¢. Zaªó»my, »e mamydany automat stosowy z jednym stanem M = 〈{s}, Σ, Γ, δ, s,⊥〉. Bez zmniejszenia ogól-no±
i mo»emy zaªo»y¢, »e Γ ∩ Σ = ∅. Nasza gramatyka ma posta¢ G = 〈Γ, Σ, P,⊥〉, przy
zym je±li δ zawiera przej±
ie (s, A)
a
→ (s, γ) (dla a ∈ Σ ∪ {ε}), to w P mamy produk
j�

A → aγ.Odpowiednio±¢ jest taka jak poprzednio. Je±li w
zytywane sªowo to x, x = yz, to kon-�gura
ji 〈s, z, α〉 odpowiada w wyprowadzenie lewostronne ⊥→∗ yα. Kon�gura
ja po
z¡t-kowa 〈s, x,⊥〉 odpowiada aksjomatowi ⊥, a kon�gura
ja ak
eptuj¡
a (s, ε, ε) odpowiada wwyprowadzeniu ⊥→∗ x. St¡d L(M) = L(G).Przykªad: We¹my, przedstawiony powy»ej, automat stosowy ak
eptuj¡
y sªowa zawie-raj¡
e tyle samo liter a, 
o b.
(s,⊥)

a
→ (s, A ⊥)

(s, A)
a
→ (s, AA)

(s, B)
a
→ (s, ε)

(s,⊥)
ε
→ (s, ε)

(s,⊥)
b
→ (s, B ⊥)

(s, B)
b
→ (s, BB)

(s, A)
b
→ (s, ε)Stosuj¡
 przedstawion¡ powy»ej metod�, uzyskujemy nast�puj¡
¡ równowa»n¡ mu grama-tyk� (dla 
zytelno±
i ⊥ zast¡piono przez S):

S → aAS | bBS | ε

A → b | aAA

B → a | bBBOto wyprowadzenie w tej gramaty
e sªowa aabbba:
S → aAS → aaAAS → aabAS → aabbS → aabbbBS → aabbbaS → aabbba12.3.3 Reduk
ja zbioru stanów do jednegoPozostaªo nam pokaza¢, »e dla ka»dego automatu stosowego M = 〈Q, Σ, Γ, δ, s,⊥〉 istniejerównowa»ny mu automat z jednym stanem M ′ = 〈{s}, Σ, Γ′, δ′s〉. Bez zmniejszenia ogólno-±
i mo»emy zaªo»y¢, »e automat M w momen
ie opró»nienia stosu b�dzie zawsze w jednymstanie q. 151



Na stosie automaty M ′ b�dziemy trzyma¢ trójki posta
i 〈p, a, r〉 ∈ Γ′ = Q × Γ × Q.Je»eli na wierz
hoªku stosu M ′ jest trójka 〈p, A, r〉, to odpowiada to sytua
ji, gdy nawierz
hoªku stosu w M jest A, M jest w stanie p i po zdj�
iu symbolu A ze stosu przejdziedo stanu r. Stany pami�tane na stosie M ′ musz¡ si� �zaz�bia¢�, tzn. pod trójk¡ 〈p, A, r〉musi by¢ trójka posta
i 〈r, B, t〉 (dla pewny
h B ∈ Γ i t ∈ Q) itd.Automat M ′ na po
z¡tku ma na stosie trójk� 〈s,⊥, q〉 i ak
eptuje sªowo x wtw., gdy Mza
zynaj¡
 w stanie s i z symbolem ⊥ na stosie, w
zytuje x i ko«
zy w stanie q z pustymstosem.Rela
ja δ′ jest okre±lona nast�puj¡
o:
• je±li δ zawiera przej±
ie:

(p, A)
a
→ (r, B1B2 . . . Bk)dla pewny
h a ∈ Σ∪{ε}, p, r ∈ Q, k > 0, A, B1, B2, . . . , Bk ∈ Γ, to δ′ (dla dowolny
h

q1, . . . , qk ∈ Q) zawiera przej±
ia:
(s, 〈p, A, qk〉)

a
→ (s, 〈r, B1, q1〉〈q1, B2, q2)〉 . . . 〈qk−1, Bk, qk〉)

• je±li δ zawiera przej±
ie
(p, A)

a
→ (r, ε))dla pewny
h a ∈ Σ ∪ {ε}, p, r ∈ Q, A ∈ Γ, to δ′ zawiera przej±
ie:

(s, 〈p, A, r〉)
a
→ (s, ε)Automat ten jest wyso
e niedeterministy
zny. Wkªadaj¡
 trójki na stos musimy z góryprzewidzie¢ w jakim stanie b�dzie automat M w momen
ie zdj�
ia odpowiedniej trójkiw M ′. O
zywi±
ie zgadni�
ie odpowiedni
h stanów jest mo»liwe, a wi�
 M ′ b�dzie mógªzasymulowa¢ ka»de obli
zenie M (i tylko obli
zenia M).12.4 PodsumowanieW tym wykªadzie poznali±my automaty stosowe. Zoba
zyli±my na przykªada
h jak jemo»na konstruowa¢. Dowiedzieli±my si� te», »e s¡ one równowa»ne gramatykom bezkon-tekstowym.12.5 Skorowidz

• Automat stosowy to dowolna taka pi¡tka M = 〈Q, Σ, Γ, δ, s〉, w której: Q tosko«
zony zbiór stanów, Σ to alfabet wej±
iowy, Γ to alfabet stosowy, δ ⊆ (Q × Γ ×
(Σ∪{ε}))× (Q×Γ∗) to rela
ja przej±
ia, s ∈ Q to stan po
z¡tkowy, ⊥∈ Γ to symbolpo
z¡tkowy na stosie.

• Kon�gura
ja automatu stosowego to dowolna trójka 〈q, α, β〉 ∈ Q × Σ∗ × Γ∗gdzie M = 〈Q, Σ, Γ, δ, s〉 jest danym automatem stosowym.152



• J�zyk ak
eptowany przez automat stosowy to
L(M) = {x ∈ Σ∗ : ∃q∈Q 〈s, x,⊥〉 →∗ 〈q, ε, ε〉}12.6 Pra
a domowa1. (4 p.) Skonstruuj automat stosowy ak
eptuj¡
y wyra»enia nawiasowe zawieraj¡
etrzy rodzaje nawiasów: ()[]{}, przy 
zym:(a) nawiasy okr¡gªe mog¡ znajdowa¢ si� wewn¡trz nawiasów okr¡gªy
h, kwadrato-wy
h lub w¡saty
h,(b) nawiasy kwadratowe mog¡ znajdowa¢ si� wewn¡trz nawiasów kwadratowy
h lubw¡saty
h,(
) nawiasy w¡sate mog¡ znajdowa¢ si� tylko wewn¡trz nawiasów w¡saty
h.Na przykªad, ()[[()(())]][] jest poprawnym wyra»eniem nawiasowym, a [[]]([][]) niejest.2. (3 p.) Przeksztaª¢ gramatyk�:

S → aSa | bSb | a | b | εgeneruj¡
¡ palindromy (nad alfabetem {a, b}), na automat stosowy (stosuj¡
 kon-struk
j� podan¡ w tym wykªadzie).3. (3 p.) Przeksztaª¢ automat stosowy ak
eptuj¡
y wyra»enia nawiasowe:
(s, x)

[
→ (s, ]x) dla x =],⊥

(s, ])
]
→ (s, ε)

(s,⊥)
ε
→ (s, ε)na równowa»n¡ mu gramatyk� bezkontekstow¡ (stosuj¡
 konstruk
j� podan¡ w tymwykªadzie).12.7 �wi
zeniaSkonstruuj automaty stosowe ak
eptuj¡
e poni»sze j�zyki i zasymuluj i
h dziaªanie dlapodany
h sªów. Czy potra�sz skonstruowa¢ takie automaty, które maj¡ tylko jeden stan?Je±li tak, to przeksztaª¢ je na równowa»ne im gramatyki bezkontekstowe.1. wyra»enia nawiasowe zawieraj¡
e trzy rodzaje nawiasów: ()[]{}; przy tym: nawiasyokr¡gªe mog¡ ota
za¢ tylko nawiasy okr¡gªe, nawiasy kwadratowe mog¡ ota
za¢ na-wiasy kwadratowe lub okr¡gªe, a nawiasy w¡sate mog¡ ota
za¢ nawiasy w¡sate lubkwadratowe, 153



2. palindromy nad alfabetem {a, b, c}; zasymuluj dziaªanie dla sªowa abcaacba,3. {aib2i}; zasymuluj dziaªanie dla sªowa aabbbb,4. {aibjajbi}; zasymuluj dziaªanie dla sªów aabbbaaabb, aaabbb i bbaa,5. {w : #a(w) >= 2#b(w)}; zasymuluj dziaªanie dla sªowa ababaaa,6. {aibjck : i 6= j ∨ j 6= k},7. wyra»enia arytmety
zne w nota
ji polskiej (dla uprosz
zenia li
zby mog¡ by¢ tylkojedno
yfrowe),8. wyra»enia arytmety
zne w odwrotnej nota
ji polskiej (dla uprosz
zenia li
zby mog¡by¢ tylko jedno
yfrowe).
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Wykªad 13. Analiza skªadniowa13.1 Wst�pAnaliza skªadniowa ma miejs
e wów
zas, gdy w
zytujemy dane o pewnej okre±lonej skªadni.Zadaniem analizatora skªadniowego (tzw. parsera) jest sprawdzenie, 
zy dane s¡ poprawneskªadniowo i rozpoznanie struktury skªadniowej w
zytywany
h dany
h.Analiza skªadniowa powstaªa i rozwin�ªa si� w rama
h pra
 nad budow¡ kompilatorów.Wszak kompilator musi najpierw w
zyta¢ i zanalizowa¢ skªadni� w
zytywanego programu.Jej zastosowania s¡ jednak du»o szersze. Prakty
znie analiz� skªadniow¡ mo»na zastoso-wa¢ w ka»dym programie, który w
zytuje dane posiadaj¡
e bardziej zªo»on¡ skªadni�, naprzykªad w: przegl¡darka
h internetowy
h, edytora
h, systema
h skªadu tekstu, progra-ma
h konwertuj¡
y
h, 
zy jaki
hkolwiek aplika
ja
h posiadaj¡
y
h pliki kon�gura
yjne ookre±lonej skªadni.Konstruk
ja parsera, zwªasz
za w przypadku kompilatorów lub bardziej skomplikowa-ny
h j�zyków, to skomplikowane zadanie. Dlatego te» powstaªy narz�dzia wspomagaj¡
etworzenie parserów. S¡ to tzw. generatory analizatorów skªadniowy
h. Przykªadem ta-kiego generatora jest Bison, którego poznamy bli»ej w tym wykªadzie. Bison jest nast�p
¡generatora Ya

 (ang. yet another 
ompiler 
ompiler � jesz
ze jeden kompilator kompi-latorów). Bison jest przezna
zony do generowania parserów w C/C++. Jednak istniejewiele generatorów parserów i w zasadzie dla ka»dego j�zyka programowania mo»na znale¹¢generator przezna
zony dla danego j�zyka.Generator parserów na podstawie odpowiedniej spe
y�ka
ji generuje kod ¹ródªowy ana-lizatora skªadniowego. Spe
y�ka
ja taka zawiera opis skªadni w
zytywanego j�zyka orazfragmenty kodu, które s¡ wykonywane dla posz
zególny
h konstruk
ji skªadniowy
h. Doopisu skªadni u»ywa si� jednozna
zny
h gramatyk bezkontekstowy
h.Analiza skªadniowa stanowi kolejn¡ faz� przetwarzania w
zytywany
h dany
h po anali-zie leksykalnej. Tak wi�
 wej±
iem dla analizy skªadniowej jest strumie« »etonów i atrybu-tów. �etony stanowi¡ symbole terminalne w gramaty
e bezkontekstowej opisuj¡
ej skªad-ni�. Efektem pra
y parsera jest odtworzenie drzewa wyprowadzenia (a ±
i±lej mówi¡
 jegoobej±
ia) dla w
zytywanego tekstu.Generowane automaty
znie parsery maj¡ posta¢ odpowiedni
h, deterministy
zny
h au-tomatów stosowy
h. Sposób generowania parserów wykra
za poza ramy tego kursu.13.2 Gramatyki S-atrybutywneZanim poznamy j�zyk spe
y�ka
ji dla Bison'a i Ya

'a, musimy zapozna¢ si� z poj�
iemgramatyk S-atrybutywny
h. (Nie jest to ni
 skomplikowanego, a ta odstraszaj¡
a nazwapo
hodzi st¡d, »e jest wiele ró»ny
h gramatyk atrybutywny
h. My jednak nie b�dziemyi
h tutaj omawia¢.)Gramatyki S-atrybutywne to rozszerzenie gramatyk bezkontekstowy
h � w takim sen-sie, »e podstawowym skªadnikiem gramatyki S-atrybutywnej jest jednozna
zna gramatykabezkontekstowa. (Gramatyka musi by¢ jednozna
zna, »eby dla ka»dego sªowa z j�zyka155



istniaªo tylko jedno mo»liwe drzewo wyprowadzenia.)Natomiast dodatkowo w gramaty
e S-atrybutywnej z ka»dym w�zªem w drzewie wy-prowadzenia wi¡»emy pewn¡ obli
zan¡ warto±¢ nazywan¡ atrybutem. (Je±li potrzebujemywielu warto±
i, to mo»emy pomy±le¢ o atrybu
ie jak o n-
e, rekordzie 
zy strukturze zªo-»onej z ty
h warto±
i.) Li±¢mi drzewa wyprowadzenia s¡ symbole terminalne, 
zyli »etony.�etonom mog¡ towarzyszy¢ atrybuty, je±li zostaªy wyzna
zone przez skaner. Natomiastatrybuty towarzysz¡
e nieterminalom, 
zyli w�zªom wewn�trznym, s¡ obli
zane w trak
ieanalizy leksykalnej.Atrybuty nieterminali obli
zamy na podstawie atrybutów i
h synów w drzewie wypro-wadzenia. (Atrybuty takie s¡ nazywane syntezowanymi � st¡d �S� w nazwie tego ro-dzaju gramatyk.) Dla ka»dej produk
ji podajemy w spe
y�ka
ji fragment kodu, któryobli
za atrybut oj
a na podstawie atrybutów synów. W kontek±
ie produk
ji posta
i
X → B1B2 . . . Bk, atrybut X-a ozna
zamy przez $$, a atrybut Bi przez $i.Parser wywoªuje te fragmenty kodu obli
zaj¡
 atrybuty w odpowiedniej kolejno±
i, odli±
i do korzenia (ang. bottom-up). Wynikiem 
aªo±
i obli
ze« jest atrybut korzenia drzewawyprowadzenia.Przykªad: Przypomnijmy sobie jednozna
zn¡ gramatyk� wyra»e« arytmety
zny
h:

E → E + S | E − S | S

S → S ∗ F | S/F | F

F → li
zba | (E)W tym przypadku li
zba jest dla nas terminalem, gdy» jest to leksem rozpoznawany przezskaner. Oto gramatyka S-atrybutywna obli
zaj¡
a warto±¢ wyra»enia:
E → E + S $$ = $1 + $3
E → E − S $$ = $1 − $3
E → S $$ = $1
S → S ∗ F $$ = $1 ∗ $3
S → S/F $$ = $1/$3
S → F $$ = $1
F → li
zba $$ = $1
F → (E) $$ = $2
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A oto drzewo wyprowadzenia dla wyra»enia 42 + 5 ∗ 2 wzboga
one o obli
zone atrybuty
(E, 52)

ooooooooooo

LLLLLLLLLL

(E, 42) + (S, 10)

rrrrrrrrrr

LLLLLLLLLL

(S, 42) (S, 5) ∗ (F, 2)

(F, 42) (F, 5) (li
zba, 2)

(li
zba, 42) (li
zba, 5)Tak wi�
 obli
zona warto±¢ 
aªego wyra»enia to 52.13.3 Sposób dziaªania parseraBison zostaª zaprojektowany tak, aby wspóªpra
owaª razem z Flex'em. Kod wygenerowanyprzez Bison'a na podstawie spe
y�ka
ji parsera mo»e by¢ kompilowany razem z kodemwygenerowanym przez Flex'a na podstawie spe
y�ka
ji skanera. W sz
zególno±
i »etony s¡de�niowane w spe
y�ka
ji parsera, a i
h de�ni
je w j�zyku programowania s¡ umiesz
zanew kodzie parsera. Natomiast w kodzie skanera mo»na z ni
h korzysta¢.Parser wywoªuje pro
edur� yylex »eby w
zytywa¢ kolejne leksemy. Wynikiem tej pro-
edury powinien by¢ »eton odpowiadaj¡
y w
zytanemu leksemowi. Zakªada si�, »e atrybut»etonu, je±li jest obe
ny, to jest przypisany zmiennej yylval. Pro
edura yylex mo»e rów-nie» zwró
i¢ znak ASCII � wów
zas leksemem jest pojedyn
zy w
zytany znak.Parser udost�pnia funk
j� int yyparse(). Wywoªanie tej funk
ji powoduje prób�w
zytania sªowa nale»¡
ego do j�zyka opisywanego przez gramatyk� podan¡ w spe
y�-ka
ji. Parser nie konstruuje drzewa wyprowadzenia jako struktury dany
h, ale wykonujetakie 
zynno±
i, jakby ob
hodziª je w porz¡dku post�ksowym. Dla ka»dego odwiedzanegonieterminala w drzewie wyprowadzenia wykonywany jest fragment kodu odpowiadaj¡
yzastosowanej dla niego produk
ji. Jako ostatni wykonywany jest fragment kodu dla korze-nia. Je»eli w tym fragmen
ie kodu nie nast¡pi powrót z pro
edury (return), to wej±
ieponownie jest parsowane. W przypadku wyst¡pienia bª�du skªadniowego wywoªywana jestpro
edura void yyerror (
har 
onst *s). Pro
edura ta musi by¢ zde�niowana.Fragmenty kodu umiesz
zone w spe
y�ka
ji nie musz¡ tylko obli
za¢ atrybuty. Mog¡wykonywa¢ dowolne 
zynno±
i, np. wypisywa¢ informa
je na wyj±
ie 
zy mody�kowa¢ glo-balne struktury dany
h. Trzeba jednak zdawa¢ sobie spraw�, w jakiej kolejno±
i ró»nefragmenty kodu s¡ wykonywane. 157



13.4 Spe
y�ka
je parserów dla Bison'aSpe
y�ka
ja dla Bison'a skªada si� z trze
h 
z�±
i, oddzielony
h od siebie wierszami posta
i�%%�:
• Pierwsza 
z�±¢ zawiera deklara
je programisty
zne (staªy
h i zmienny
h) oraz dekla-ra
je »etonów (posta
i %token �ETON).
• Druga 
z�±¢ zawiera gramatyk� S-atrybutywn¡. Gramatyka ta jest zapisana w na-st�puj¡
y sposób:nieterminal : prawa strona produk
ji {fragment kodu }| prawa strona produk
ji {fragment kodu }...| prawa strona produk
ji {fragment kodu };Czyli produk
je dla jednego nieterminala s¡ zgrupowane razem, a dla ka»dej z ty
hproduk
ji mamy oddzielny fragment kodu uj�ty w w¡sate nawiasy. Fragmenty kodus¡ op
jonalne. Je»eli dany fragment kodu jest pomini�ty, to tak jakby zostaªo podane:{ $$ = $1 }. Aksjomatem jest ten nieterminal, dla którego produk
je s¡ podanejako pierwsze.
• Trze
ia 
z�±¢ to de�ni
je pro
edur pomo
ni
zy
h. W sz
zególno±
i mo»na tu umie-±
i¢:� de�ni
j� pro
edury yylex, je»eli nie korzystamy ze skanera wygenerowanegoprzez Flex'a,� de�ni
j� pro
edury main,� powinna tu zosta¢ zde�niowana pro
edura yerror, która jest wywoªywana przezparser w przypadku wyst¡pienia bª�dów skªadniowy
h.Przykªad: Zbudujemy prosty kalkulator wzboga
ony o zmienne. B�dzie on przyjmowaªdwa rodzaje pole
e«:SET identyfikator = wyra»eniePRINT wyra»eniePole
enie SET powoduje przypisanie warto±
i wyra»enia na zmienn¡. Pole
enie PRINT po-woduje wypisanie warto±
i wyra»enia. Ka»de pole
enie musi znajdowa¢ si� w osobnymwierszu. Wyra»enia mog¡ zawiera¢ nazwy zmienny
h. Nazwy zmienny
h maj¡ posta¢

[A − Za − z][A − Za − z0 − 9]∗. Poza tym, skªadnia wyra»e« jest taka jak w poprzedni
hprzykªada
h. Po
z¡tkowo wszystkie zmienne maj¡ warto±¢ 0. W dany
h mo»e pojawi¢ si�
o najwy»ej 1000 ró»ny
h nazw zmienny
h.158



Skaner odró»nia sªowa klu
zowe SET i PRINT, li
zby i identy�katory. Wszystkie inneznaki s¡ przekazywane dosªownie. Kod ¹ródªowy spe
y�ka
ji skanera znajduje si� w pliku
al
.l.%{// Defini
je »etonów po
hodz¡
e z Bison'a#in
lude "skalk.tab.h"// Tabli
a zmienny
h
har *di
t[1000℄;int di
t_size=0;// Odnajduje nazw� zmiennej w tabli
y, lub j¡ dodajeint di
t_find(
onst 
har *key) {int i;for(i=0; i<di
t_size; i++) if (str
mp(key,di
t[i℄)==0) return i;i=di
t_size; di
t_size++;di
t[i℄=(
har *)mallo
(strlen(key)+1);strn
py(di
t[i℄,key,strlen(key)+1);return i;}%}INT [0-9℄+ID [A-Za-z℄[A-Za-z0-9℄*%%PRINT { return CMD_PRINT; }SET { return CMD_SET; }{ID} { yylval=di
t_find(yytext);return ID;}{INT} { yylval=atoi(yytext);return NUM;}[ \t℄ ;[\n℄|. { return yytext[0℄; }%% 159



Parser pami�ta w tabli
y warto±
i zmienny
h, obli
za warto±
i wyra»e« i przypisuje zmien-nym warto±
i. Kod ¹ródªowy spe
y�ka
ji parsera znajduje si� w pliku 
al
.y.%{#in
lude <stdio.h>// Tabli
a warto±
i zmienny
hint d_value[1000℄;// Odszukanie warto±
i zmiennejint di
t_value(int key) {return d_value[key℄;}// Przypisanie warto±
i zmiennejint di
t_set(int key,int value) {d_value[key℄=value;}%}%token NUM CMD_PRINT CMD_SET ID%%input: /* ni
 */| input line;line: '\n'| CMD_SET ID '=' exp '\n' { di
t_set($2,$4); }| CMD_PRINT exp '\n' { printf("%d\n",$2); };exp : exp '+' skl { $$ = $1 + $3 }| exp '-' skl { $$ = $1 - $3 }| skl;skl : skl '*' 
zy { $$ = $1 * $3 }| skl '/' 
zy { $$ = $1 / $3 }| 
zy; 160




zy : NUM| ID { $$ = di
t_value($1); }| '(' exp ')' { $$ = $2 };%%main(){ // Wyzerowanie warto±
i zmienny
hbzero(&d_value,sizeof(d_value));yyparse();}yyerror(s)
har *s;{ fprintf(stderr, "%s\n", s);}Przykªad: [[Przykªad pokazuj¡
y przekazywanie stringów jako atrybutów℄℄[[Opisa¢ i doda¢ przykªad z atrybutami ró»ny
h typów %union, %token z typem i%type.℄℄℄[[[JavaCup i JFlex℄℄℄13.5 Kompila
ja programów generowany
h przez Flex'a i Bison'aZodnie z przyj�t¡ konwen
j¡, spe
y�ka
je dla Flex'a to pliki z rozszerzeniem .l, a spe-
y�ka
je dla Bison'a to pliki z rozszerzeniem .y. Zaªó»my, »e takie spe
y�ka
je mamyw plika
h spe
.l i spe
.y. Oba narz�dzia, Flex i Bison, s¡ tak zaprojektowane, »eby zesob¡ wspóªpra
owaªy. Tak wi�
 kod wygenerowany przez Bison'a o
zekuje dokªadnie takiejfunk
jonalno±
i, jakiej dostar
za kod wygenerowany przez Lex'a.Sposób kompilowania skanerów generowany
h przez Flex'a zostaª opisany w p. kompila
ja-�ex. Jest jednak jeden element, zde�niowany w kodzie wygenerowanym przez Bison'a, zktórego korzysta kod wygenerowany przez Lex'a. S¡ to de�ni
je »etonów. Problem tenrozwi¡zuje si� w ten sposób, »e Bison mo»e równie» wygenerowa¢ plik nagªówkowy zawiera-j¡
y de�ni
je staªy
h reprezentuj¡
y
h »etony, a w kodzie skanera powinni±my doª¡
zy¢ go(dyrektyw¡ #in
lude). Tak wi�
 najpierw powinni±my wygenerowa¢ kod parsera (wraz z161



plikiem nagªówkowym zawieraj¡
ym de�ni
je »etonów), potem wygenerowa¢ kod skanera,a na konie
 skompilowa¢ 
aªy program.Najprostsze wywoªanie Bisona'a wygl¡da tak:bison spe
.yW jego wyniku Bison tworzy plik z kodem ¹ródªowym parsera, o takiej samej nazwie jakspe
y�ka
ja, ale z rozszerzeniem .tab.
, 
zyli w naszym przypadku spe
.tab.
. Je±li
h
emy, »eby Bison dodatkowo wygenerowaª plik nagªówkowy z de�ni
jami »etonów, tomusimy poda¢ op
j� -d:bison -d spe
.yPlik nagªówkowy ma tak¡ sam¡ nazw� jak spe
y�ka
ja, ale z rozszerzeniem .tab.h, 
zyliw naszym przypadku spe
.tab.h.Kompiluj¡
 program powinni±my skompilowa¢ razem wygenerowany kod skanera i par-sera, wraz z ew. innymi plikami. Pami�tajmy przy tym o doª¡
zeniu biblioteki fl wyko-rzystywanej przez skaner:g

 ... spe
.yy.
 spe
.tab.
 -lfl.W przypadku programów (w C), który
h 
aªy kod skªada si� tylko z kodu skanera i ew. par-sera mo»na skorzysta¢ z prostego pliku Makefile. Wystar
zy wów
zas wyda¢ tylko po-le
enie make, a ono ju» si� samo zajmie wygenerowaniem skanera, parsera i kompila
j¡programu.13.6 PodsumowanieW tym wykªadzie poznali±my generator analizatorów skªadniowy
h Bison oraz zwi¡zane znim poj�
ie gramatyk S-atrybutywny
h. Umiej�tno±¢ korzystania z Bison'a b�dzie jesz
zeprzedmiotem ¢wi
ze« laboratoryjny
h.13.7 Skorowidz
• Analiza skªadniowa polega na sprawdzeniu poprawno±
i skªadniowej i odtworzeniu(obej±
ia) drzewa wyprowadzenia dla w
zytywany
h dany
h.
• Bison to jeden z generatorów analizatorów skªadniowy
h.
• Generator analizatorów skªadniowy
h to program generuj¡
y, na podstawie spe-
y�ka
ji, kod analizatora skªadniowego (parsera).
• Gramatyki S-atrybutywne to gramatyki atrybutywne, w który
h wszystkie atry-buty s¡ syntezowane, tzn. w�zªa w drzewie wyprowadzenia jest obli
zany na podsta-wie atrybutów jego synów.
• Parser to ina
zej analizator skªadniowy, moduª zajmuj¡
y si� analiz¡ skªadniow¡.162



13.8 Pra
a domowaOdwrotna nota
ja polska (ONP) to sposób zapisu wyra»e«, w którym najpierw podajemyargumenty, a potem opera
j�. Je»eli wiadomo ile argumentów maj¡ opera
je (a w przy-padku opera
ji arytmety
zny
h tak jest � maj¡ one po dwa argumenty), to w ONP nie s¡potrzebne nawiasy. Na przykªad, wyra»enie 2∗(3+5) zapisane w ONP ma posta¢ 2 3 5 + ∗.Nota bene, wyra»enie zapisane w ONP to gotowy program dla maszyny stosowej, patrz�wi
zenia.Napisz spe
y�ka
j� (dla Lex'a i Bison'a) analizatora, który w
zyta wyra»enie arytme-ty
zne i wypisze je w ONP.13.9 �wi
zenia1. Napisz spe
y�ka
j� (dla Lex'a i Bison'a) analizatora, który w
zyta wyra»enie arytme-ty
zne i wyzna
zy wielko±¢ stosu potrzebnego do obli
zenia wyra»enia przez maszyn�stosow¡.Maszyna stosowa dziaªa na nast�puj¡
ej zasadzie: wªó» li
zb� na stos, zdejmij ar-gumenty opera
ji arytmety
znej z wierz
hoªka stosu i wªó» jej wynik na stos. Naprzykªad, obli
zenie wyra»enia 2 + 3 ∗ 5 wymaga stosu wielko±
i 3. Obli
zenie toprzebiega nast�puj¡
o: wªó» 2 na stos, wªó» 3 na stos, wªó» 5 na stos, wykonaj mno-»enie, wykonaj dodawanie. Obli
zenie wyra»enia 3 ∗ 5 + 2 wymaga stosu wielko±
i2. Obli
zenie to przebiega nast�puj¡
o: wªó» 3 na stos, wªó» 5 na stos, wykonajmno»enie, wªó» 2 na stos, wykonaj dodawanie.2. Napisz spe
y�ka
j� (dla Lex'a i Bison'a) analizatora, który w
zyta wyra»enie arytme-ty
zne i wyzna
zy maksymaln¡ gª�boko±¢ wyra»enia. Na przykªad dla 3+ 3 ∗ (5− 1)wynikiem powinno by¢ 3, a dla (2 − 1) + (1 − 2) wynikiem powinno by¢ 2.3. Rozszerz przykªad kalkulatora z wykªadu o mo»liwo±¢ de�niowania nazwany
h wy-ra»e«. Warto±¢ takiego wyra»enia zale»y od warto±
i zmienny
h i jest obli
zana zaka»dym razem, gdy takie wyra»enie jest u»ywane.4. Rozwa»amy nast�puj¡
y rodzaj kompresji sªów nad alfabetem {0, 1}. Maj¡
 danesªowo s (o dªugo±
i b�d¡
ej pot�g¡ dwójki, |s| = 2i), je±li:
• s skªada si� z samy
h znaków 0, s = 02i , to jego kodem jest 0,
• s skªada si� z samy
h znaków 1, s = 12i , to jego kodem jest 1,
• w prze
iwnym przypadku napis s jest dzielony na równe 
z�±
i s1 i s2 dªugo±
i

2i−1, s = s1s2, a jego kod jest posta
i: 9kod(s1)kod(s2).Na przykªad:
• kod(1) = 1,
• kod(0111) = 99011, 163



• kod(01001111) = 9990101,
• kod(00110101) = 99019901901.Napisz spe
y�ka
je dla Lex'a i Bison'a daj¡
e program, który: w
zyta zestaw zako-dowany
h sªów, po jednym w wierszu i dla ka»dego kodu wypisze jego odkodowan¡posta¢.
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Wykªad 14. Maszyny Turinga i obli
zalno±¢14.1 Wst�pW tym wykªadzie zajmiemy si� poj�
iem obli
zalno±
i. Poznamy maszyny Turinga, mo-del teorety
zny opisuj¡ poj�
ie obli
zalno±
i, równy pod wzgl�dem siªy wyrazu wszelkiegorodzaju j�zykom programowania i komputerom.Poj�
ie obli
zalno±
i byªo badane zanim narodziªa si� informatyka, a nawet zanim po-wstaªy pierwsze komputery, bo byªo to ju» w lata
h 30-ty
h ubiegªego wieku. W rama
hbada« nad formaliza
j¡ podstaw matematyki, badano jakie zbiory formuª mo»na uzyska¢na drodze me
hani
znego przepisywania napisów zgodnego z okre±lonymi zasadami. Pro-wadziªo to do sformalizowania intui
ji doty
z¡
ej tego 
o mo»na �automaty
znie obli
zy¢�.Pojawiªo si� wiele modeli formalizuj¡
y
h takie intui
yjne poj�
ie obli
zalno±
i. W ±ródni
h mo»na wymieni¢ maszyny Turinga, ra
hunek λ, 
zy systemy Posta. W tym wykªadziezajmiemy si� maszynami Turinga, gdy» spo±ród ty
h modeli s¡ one najbli»sze komputerom.Jak si� okazaªo, wszystkie te formalizmy s¡ sobie równowa»ne � w ka»dym z ni
hmo»na symulowa¢ ka»dy z pozostaªy
h formalizmów. Zostaªo to uj�te w tzw. hipotezieChur
h'a, mówi¡
ej, »e wszystkie te modele opisuj¡ to samo intui
yjne poj�
ie obli
zalno±
i.O
zywi±
ie nie jest to formalne twierdzenie, które mo»na by udowodni¢, gdy» doty
zy onaintui
ji, ale jak dot¡d ni
 nie podwa»yªo sªuszno±
i tej hipotezy.14.2 Uniwersalno±¢Formalizmy modeluj¡
e poj�
ie obli
zalno±
i nie tylko s¡ sobie nawzajem równowa»ne, alete» w ka»dym z ni
h mo»na stworzy¢ model uniwersalny � taki, który potra� symulowa¢wszystkie inne modele danego rodzaju (na podstawie i
h opisu). W sz
zególno±
i istniejeuniwersalna maszyna Turinga, która potra� symulowa¢ dziaªanie dowolnej innej maszynyTuringa na podstawie jej opisu.W pierwszym momen
ie, poj�
ie uniwersalno±
i mo»e by¢ niezrozumiaªe lub zadziwia-j¡
e. Natomiast dzisiaj jest ono prawie o
zywiste. Zamiast mówi¢ o maszyna
h Turingawybierzmy dowolny j�zyk programowania. Uniwersalny program to ni
 innego jak inter-preter danego j�zyka programowania napisany w nim samym. (Je±li 
zytelnik zna j�zykS
heme, to zapewne zetkn¡ª si� z interpreterem S
heme'a napisanym w S
heme'ie.) In-terpretery mo»e nie s¡ tak popularne jak kompilatory. Natomiast np. kompilator C++napisany w C++ jest 
zym± naturalnym, a w pewnym sensie jest to uniwersalny programw C++. Za jego pomo
¡ mo»na uru
homi¢ ka»dy inny program w C++.14.3 Maszyny TuringaMaszyna Turinga przypomina skrzy»owanie automatu sko«
zonego z magnetofonem szpu-lowym. Tak jak automat stosowy to automat sko«
zony wyposa»ony w dodatkow¡ pami�¢w posta
i stosu, tak maszyna Turinga to automat sko«
zony wyposa»ony w dodatkow¡ pa-mi�¢ w posta
i niesko«
zonej ta±my, na której mo»na zapisywa¢ i od
zytywa¢ informa
je.165



Tasma

Q

Glowica

Automat
skonczonyTa±ma ta jest podzielona na klatki. W ka»dej klat
e mo»na zapisa¢ jeden symbol z usta-lonego alfabetu. Nad ta±m¡ przesuwa si� gªowi
a, któr¡ steruje automat sko«
zony. Wjednym kroku automat od
zytuje znak zapisany pod gªowi
¡, mo»e w tym miejs
u zapi-sa¢ inny znak, po 
zym mo»e przesun¡¢ gªowi
� w lewo lub prawo. O
zywi±
ie automatsteruj¡
y gªowi
¡ w ka»dym kroku zmienia równie» swój stan.Ta±ma ma po
z¡tek, le
z nie ma ko«
a � jest niesko«
zona. W pierwszej klat
e ta±myjest zapisany spe
jalny znak, tzw. lewy ograni
znik. Je»eli gªowi
a znajduje si� nad lewymograni
znikiem, to nie mo»e go zamaza¢ ani przesun¡¢ si� na lewo od niego. Na po
z¡tku,zaraz za lewym ograni
znikiem, zapisane jest sªowo, które stanowi dane wej±
iowe dlamaszyny Turinga. O
zywi±
ie sªowo to jest sko«
zone. Za tym sªowem ta±ma wypeªnionajest w niesko«
zono±¢ spe
jalnymi pustymi symbolami, tzw. balnk'ami. Blank'i b�dziemyozna
za¢ przez ⊔.B�dziemy tutaj rozwa»a¢ jedynie deterministy
zne maszyny Turinga, tzn. takie, w któ-ry
h automat steruj¡
y gªowi
¡ jest deterministy
zny. W momen
ie uru
homienia maszynyTuringa, gªowi
a znajduje si� nad pierwsz¡ klatk¡ ta±my (nad lewym ograni
znikiem) i jestw stanie po
z¡tkowym. Maszyna ma dwa wyró»nione stany: ak
eptuj¡
y i odrzu
aj¡
y.Dziaªa ona tak dªugo, a» znajdzie si� w jednym z ty
h dwó
h stanów. Je±li jest to stanak
eptuj¡
y, to sªowo po
z¡tkowo zapisane na ta±mie zostaªo zaak
eptowane, a w prze
iw-nym przypadku zostaªo odrzu
one. O
zywi±
ie jest mo»liwe, »e maszyna Turinga nigdynie znajdzie si� w »adnym z ty
h stanów. Wów
zas jej obli
zenie trwa w niesko«
zono±¢ imówimy, »e si� zap�tliªo. Tak wi�
 dla danego sªowa maszyna Turinga mo»e zrobi¢ jedn¡z trze
h rze
zy: zaak
eptowa¢ to sªowo, odrzu
i¢ je lub zap�tli¢ si�.Niezna
znie zmieniaj¡
 opisany model maszyny Turinga mo»emy go u»y¢ do modelowa-nia dowolny
h obli
ze«, a nie tylko ak
eptowania j�zyków, 
zy problemów de
yzyjny
h. Wtym 
elu wystar
zy, »e zamiast dwó
h stanów: ak
eptuj¡
ego i odrzu
aj¡
ego, mamy jedenstan ko«
owy. Wów
zas to 
o jest zapisane na ta±mie (z wyj¡tkiem lewego ograni
znika iblank'ów) w momen
ie gdy maszyna osi¡gnie stan ko«
owy, stanowi wynik obli
ze«.Def. 46. Maszyna Turinga to dowolna taka dziewi¡tka M = 〈Q, Σ, Γ,⊢,⊔, δ, s, t, r〉, »e:

• Q, to sko«
zony zbiór stanów, 166



• Σ ⊆ Γ, to alfabet wej±
iowy,
• Γ, to alfabet ta±mowy,
• ⊢∈ Γ, to lewy ograni
znik,
• ⊔ ∈ Γ, to symbol pusty, blank,
• δ : (Q \ {t, r}) × Γ → Q × Γ × {L, P}, to funk
ja przej±
ia; wymagamy, aby dladowolnego q ∈ Q istniaª taki q′ ∈ Q, »e δ(q,⊢) = (q′,⊢, P ), 
zyli »eby ⊢ nie byªzamazywany, a gªowi
a nie mogªa przesun¡¢ si� na lewo od niego
• s ∈ Q, to stan po
z¡tkowy,
• t ∈ Q, to stan ak
eptuj¡
y,
• r ∈ Q, r 6= t, to stan odrzu
aj¡
y.

2Def. 47. Nie
h M = 〈Q, Σ, Γ,⊢,⊔, δ, s, t, r〉 b�dzie ustalon¡ maszyn¡ Turinga. Kon�gu-ra
ja maszyny M , to dowolna taka trójka:
〈q,⊢ α, k〉 ∈ Q × Γ∗ ×N»e |α| ≥ k. W kon�gura
ji 〈q, α, k〉 q to stan maszyny, ⊢ α reprezentuje zawarto±¢ ta±my(uzupeªnion¡ w niesko«
zono±¢ blank'ami), a k to pozy
ja gªowi
y.Kon�gura
ja po
z¡tkowa maszyny M dla sªowa x ∈ Σ∗ to 〈s,⊢ x, 0〉. 2Def. 48. Nie
h M = 〈Q, Σ, Γ,⊢,⊔, δ, s, t, r〉 b�dzie dan¡ maszyn¡ Turinga. Na kon�-gura
ja
h maszyny Turinga de�niujemy rela
j� →⊆ (Q × Γ∗ × N )2. Rela
ja ta opisujeprzej±
ia mi�dzy kon�gura
jami odpowiadaj¡
e pojedyn
zym krokom w obli
zenia
h M .Jest to najmniejsza rela
ja, która speªnia podane poni»ej warunki.Nie
h 〈q,⊢ α, k〉 b�dzie kon�gura
j¡ i nie
h q 6= t, q 6= r, ⊢ α = a0a1a2 . . . an, n ≥ k.Nie
h δ(q, ak) = 〈(〉q′, a′, x). Je±li x = L (
zyli gªowi
a przesuwa si� w lewo), to mamy:

〈q,⊢ α, k〉 → 〈q′, a0a1 . . . ak−1a
′ak+1 . . . an, k − 1〉Je±li x = P i k < n (
zyli gªowi
a przesuwa si� w prawo, ale w obr�bie ⊢ α), to mamy:

〈q,⊢ α, k〉 → 〈q′, a0a1 . . . ak−1a
′ak+1 . . . an, k + 1〉Je±li za± x = P i k = n (
zyli gªowi
a jest na prawym ko«
u ⊢ α i przesuwa si� w prawo),to mamy:

〈q,⊢ α, k〉 → 〈q′, a0a1 . . . ak−1a
′ak+1 . . . an⊔, k + 1〉Przez →∗ ozna
zamy domkni�
ie zwrotno-prze
hodnie rela
ji →. 2167



Rela
ja →∗ opisuje do jaki
h kon�gura
ji mo»emy doj±¢ w wyniku obli
zenia. Kon�gu-ra
je ak
eptuj¡
e, to te, które zawieraj¡ stan t, a odrzu
aj¡
e to te, które zawieraj¡ stan
r.Def. 49. Nie
h M = 〈Q, Σ, Γ,⊢,⊔, δ, s, t, r〉 b�dzie dan¡ maszyn¡ Turinga. J�zykak
eptowany przez M skªada si� z ty
h sªów, dla który
h obli
zenie maszyny prowadzi dokon�gura
ji ak
eptuj¡
ej:

L(M) = {x ∈ Σ∗ : ∃α∈Γ∗,k∈N 〈s,⊢ x, 0〉 →∗ 〈t,⊢ α, k〉}

214.4 J�zyki 
z�±
iowo obli
zalne i obli
zalneDef. 50. Powiemy, »e j�zyk A ⊆ Σ∗ jest 
z�±
iowo obli
zalny, je»eli istnieje taka maszynaTuringa M , »e A = L(M). 2Wobe
 j�zyków 
z�±
iowo obli
zalny
h u»ywa si� te» okre±le« 
z�±
iowo rozstrzygalny irekuren
yjnie przeli
zalny. Wszystkie te okre±lenia ozna
zaj¡ to samo poj�
ie.Zauwa»my, »e »eby maszyna Turinga M ak
eptowaªa j�zyk A, dla wszystki
h sªówz tego j�zyka musi zatrzymywa¢ si� w stanie ak
eptuj¡
ym, natomiast dla sªów spozaj�zyka A nie musi zatrzymywa¢ si� w stanie odrzu
aj¡
ym � mo»e równie» si� zap�tla¢.Intui
yjnie odpowiada to istnieniu programu komputerowego, który dla sªów z j�zyka Apotra� potwierdzi¢ i
h przynale»no±¢ do j�zyka, natomiast dla sªów spoza tego j�zyka w
alenie musi potra�¢ zaprze
zy¢ i
h przynale»no±
i do j�zyka, le
z mo»e si� zap�tli¢. St¡d sªowo�
z�±
iowo� w nazwie.Istnieje równowa»na de�ni
ja j�zyków 
z�±
iowo obli
zalny
h, która mówi, »e j�zyk Ajest 
z�±
iowo obli
zalny, gdy istnieje taki program komputerowy, który wypisuje (w pewnejkolejno±
i) wszystkie sªowa nale»¡
e do A. Je»eli A jest niesko«
zony, to ozna
za to, »eka»de sªowo nale»¡
e do A kiedy± zostanie wypisane.Def. 51. Powiemy, »e j�zyk A ⊆ Σ∗ jest obli
zalny, je»eli istnieje taka maszyna Turinga
M , »e A = L(M) i dla ka»dego x ∈ Σ∗ maszyna M albo ak
eptuj� x, albo go odrzu
a. 2Fakt 17. Ka»dy j�zyk bezkontekstowy jest obli
zalny.Fakt ten wynika st¡d, »e algorytm CYK (dla danej gramatyki bezkontekstowej) mo»nazaimplementowa¢ w posta
i maszyny Turinga. Poniewa» algorytm ten zawsze si� zatrzy-muje, wi�
 i taka maszyna nie b�dzie si� zap�tla¢.Przykªad: Pokazali±my poprzednio, »e j�zyk {anbncn : n ≥ 0} nie jest bezkontekstowy.Zapewne dla wi�kszo±
i Czytelników napisanie programu, który w
zytuje napis i sprawdza
zy jest on posta
i anbncn nie sprawiªoby kªopotu. Poka»emy, jak skonstruowa¢ maszyn�168



Turinga, która to robi. Nie podamy jej formalnej de�ni
ji (gdy» byªoby to nudne), aleopiszemy jej sposób dziaªania. Oto przykªadowa po
z¡tkowa kon�gura
ja:
⊢ a a a b b b c c c ⊔ ⊔ . . .
↑1. Nasza maszyna najpierw 
zyta sªowo podane na wej±
iu i sprawdza 
zy pasuje onodo wzor
a a∗b∗c∗, przesuwaj¡
 gªowi
� w prawo, a» do napotkania pierwszego blanka.Je»eli sªowo na wej±
iu nie pasuje do wzor
a, to odrzu
amy je. Dodatkowo, je»eli nawej±
iu jest dane sªowo puste, to od razu je ak
eptujemy.

⊢ a a a b b b c c c ⊔ ⊔ . . .
↑2. W miejs
e pierwszego blank'a wstawiamy prawy ograni
znik.

⊢ a a a b b b c c c ⊣ ⊔ . . .
↑3. Nast�pnie przeje»d»amy gªowi
¡ w lewo zamieniaj¡
 pierwszy napotkany znak a, b i cna blanki. Je»eli którego± ze znaków zabrakªo, to odrzu
amy. Ozna
za to, »e znaków

a, b i c nie byªo po równo.
⊢ a a ⊔ b b ⊔ c c ⊔ ⊣ ⊔ . . .
↑4. Przesuwamy gªowi
� w prawo, a» do prawego ograni
znika, sprawdzaj¡
 
zy mi�dzyograni
znikami s¡ jakie± znaki inne ni» blanki.
⊢ a a ⊔ b b ⊔ c c ⊔ ⊣ ⊔ . . .

↑W takim przypadku ska
zemy do kroku 3 i powtarzamy dwa ostatnie kroki tak dªugo,a» mi�dzy ograni
znikami pozostan¡ same blank'i.
⊢ a ⊔ ⊔ b ⊔ ⊔ c ⊔ ⊔ ⊣ ⊔ . . .
↑

⊢ a ⊔ ⊔ b ⊔ ⊔ c ⊔ ⊔ ⊣ ⊔ . . .
↑

⊢ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊣ ⊔ . . .
↑ 169



5. Gdy w ko«
u mi�dzy ograni
znikami zostan¡ same blank'i, ak
eptujemy.
⊢ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊣ ⊔ . . .

↑[[Prezenta
ja multimedialna: anima
ja powy»szej maszyny.℄℄Pokazali±my wªa±nie, »e j�zyk {anbncn : n ≥ 0} jest obli
zalny, 
ho¢ wiemy, »e nie jestbezkontekstowy. Wynika st¡d nast�puj¡
y fakt:Fakt 18. Klasa j�zyków obli
zalny
h zawiera ±
i±le klas� j�zyków bezkontekstowy
h.Czy ka»dy j�zyk jest 
z�±
iowo obli
zalny? Zde
ydowanie nie! Wynika to st¡d, »e (dlaustalonego alfabetu wej±
iowego Σ) maszyn Turinga (z dokªadno±
i¡ do izomor�zmu) jestprzeli
zalnie wiele. By¢ mo»e bardziej intui
yjne jest równowa»ne stwierdzenie, »e w dowol-nym j�zyku programowania istnieje przeli
zalnie wiele programów. Wszak ka»dy programto tylko sªowo, a sªów (nad ustalonym alfabetem Σ) jest przeli
zalnie wiele. Natomiast j�-zyki to zbiory sªów, 
zyli wszystki
h mo»liwy
h j�zyków (nad ustalonym alfabetem Σ) jest
2|N| > |N|. Z drugiej strony, ka»da maszyna Turinga 
zy program komputerowy ak
eptujejeden okre±lony j�zyk. Tak wi�
 maszyn Turinga 
zy programów komputerowy
h jest zamaªo, »eby ka»dy j�zyk byª 
z�±
iowo obli
zalny.Powy»sze rozumowanie jest poprawne, ale niekonstruktywne � nie dostar
za nam »ad-nego przykªadu j�zyka, który nie byªby 
z�±
iowo obli
zalny 
zy obli
zalny. Dalej poznamyprzykªad takiego j�zyka.14.5 Waria
je na temat maszyn TuringaW literaturze mo»na spotka¢ ró»ne warianty maszyn Turinga: maszyny z ta±m¡ niesko«-
zon¡ w obydwie strony, maszyny w ta±m¡ wielo±
ie»kow¡, maszyny z wieloma ta±mamii gªowi
ami, 
zy maszyny z dwuwymiarow¡ pªasz
zyzn¡ zamiast ta±my. Dalej w naszy
hrozwa»ania
h 
zasem b�dzie nam wygodnie zaªo»y¢, »e maszyny Turinga posiadaj¡ które±z ty
h rozszerze«. Wszystkie te modle s¡ równowa»ne przedstawionym tutaj maszynomTuringa. Nie b�dziemy tego formalnie dowodzi¢, ale krótko naszki
ujemy odpowiedniekonstruk
je.Powiedzmy, »e 
h
ieliby±my mie¢ maszyn� wyposa»on¡ w k ±
ie»ek, przy 
zym na i-tej±
ie»
e s¡ zapisane znaki z Γi. Gªowi
a b�d¡
 w jednym poªo»eniu mo»e od
zyta¢ i zapisa¢równo
ze±nie znaki na wszystki
h ±
ie»ka
h. Tak naprawd� jest to równowa»ne klasy
znejmaszynie Turinga z alfabetem ±
ie»kowym Γ1 × Γ1 × · · · × Γk.Je»eli 
h
emy, aby ta±ma byªa niesko«
zona w obie strony, to wystar
zy, »e zªo»ymy j¡(w miejs
u rozpo
z�
ia wej±
ia) na póª i skleimy w ta±m� dwu±
ie»kow¡. Taka maszynab�dzie w ka»dym kroku uwzgl�dnia¢ i mody�kowa¢ tylko jedn¡ z dwó
h ±
ie»ek. Dodatkowowi�
 automat steruj¡
y gªowi
¡ musi pami�ta¢ nad któr¡ ±
ie»k¡ znajduje si� gªowi
a.Je±li 
h
ieliby±my mie¢ wiele ta±m i gªowi
, to symulujemy to na maszynie z jedn¡gªowi
¡ i wieloma ±
ie»kami. Potrzebujemy ta±my o dwukrotnie wi�kszej li
zbie ±
ie»ek.170



Poªowa z ni
h b�dzie nam sªu»y¢ do prze
howywania zawarto±
i ta±my symulowanej ma-szyny, a poªowa b�dzie przezna
zona na zna
zniki wskazuj¡
e poªo»enia odpowiedni
hgªowi
. O
zywi±
ie symula
ja jednego kroku takiej maszyny mo»e wymaga¢ przejrzeniawi�kszego fragmentu ta±my i trwa¢ odpowiednio dªugo. Niemniej jest to wykonalne.14.6 PodsumowanieW tym wykªadzie poznali±my maszyny Turinga � model obli
zeniowy równowa»ny pro-gramom komputerowym. Poznali±my te» de�ni
je klas j�zyków obli
zalny
h i 
z�±
iowoobli
zalny
h, które zbadamy bli»ej w kolejnym wykªadzie.14.7 Skorowidz
• Cz�±
iowa obli
zalno±¢ � j�zyk jest obli
zalny, gdy istnieje maszyna Turingaak
eptuj¡
a go. Nie musi ona zatrzymywa¢ si� dla sªów spoza j�zyka.
• Maszyna Turinga to teorety
zny model oddaj¡
y poj�
ie obli
zalno±
i.
• Obli
zalno±¢� j�zyk jest obli
zalny, gdy istnieje taka maszyna Turinga ak
eptuj¡
ago, która zawsze si� zatrzymuje.
• Uniwersalna maszyna Turinga to maszyna Turinga, która mo»e symulowa¢ ka»d¡inn¡ maszyn� Turinga na podstawie jej opisu oraz przetwarzany
h przez ni¡ dany
h.14.8 Pra
a domowa1. Opisz maszyn� Turinga ak
eptuj¡
¡ j�zyk {ww : w ∈ {a, b}∗}. Maszyna ta nie mo»ezap�tla¢ si�. Zasymuluj jej dziaªanie dla sªowa abbabb.
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Wykªad 15. J�zyki obli
zalne, 
z�±
iowo obli
zalne i nie-obli
zalneW poprzednim wykªadzie poznali±my de�ni
je j�zyków obli
zalny
h i 
z�±
iowo obli
zal-ny
h. Jak dot¡d, wszystkie przykªady j�zyków, jakie rozwa»ali±my byªy obli
zalne. Po-znamy teraz przykªady j�zyków, dla który
h problem przynale»no±
i sªów do j�zyka niejest obli
zalny, a nawet nie jest 
z�±
iowo obli
zalny.Poznamy te» hierar
hi� Chomsky'ego, hierar
hi� klas j�zyków, która podsumowujewi�kszo±¢ poznany
h przez nas klas j�zyków i formalizmów.15.1 Problem stopuMówili±my w
ze±niej o uniwersalnej maszynie Turinga. Spre
yzujmy jej posta¢. Ustalamyalfabet wej±
iowy Σ = {0, 1, $}. Uniwersalna maszyna Turinga symuluje dziaªanie danejinnej maszyny Turinga na podstawie jej opisu oraz jej wej±
ia. Zarówno opis symulowa-nej maszyny, jak i jej wej±
ie maszyna uniwersalna otrzymuje na swoim wej±
iu w posta
i
i¡gów zer i jedynek. Wymaga to zakodowania opisu symulowanej maszyny Turinga jako(
i¡gu bitów) sªowa nad alfabetem {0, 1}. Nie opisujemy tutaj takiego kodowania, tylkozakªadamy, »e takie kodowanie jest ustalone. (Jest to problem 
zysto te
hni
zny.) Po-dobnie, symulowana maszyna mo»e operowa¢ na sªowa
h nad innym alfabetem ni» {0, 1}.Zakªadamy »e sªowa te s¡, w miar� potrzeby, niejawnie kodowane � to »e znaki dowolnegoalfabetu mo»na zakodowa¢ jako 
i¡gi bitów odpowiedniej dªugo±
i jest o
zywiste. Uni-wersaln¡ maszyn� Turinga b�dziemy ozna
za¢ przez U . Przyjmujemy, »e ak
eptuje onanast�puj¡
y j�zyk:
L(U) = {kod M$x : x ∈ L(M)}Wynik dziaªania maszyny uniwersalnej jest dokªadnie taki sam, jak wynik dziaªania symu-lowanej maszyny M dla danego sªowa x.Problem stopu to problem de
yzyjny polegaj¡
y na stwierdzeniu, 
zy dana maszynaTuringa M zatrzyma si� dla danego sªowa x. Problem ten mo»emy zde�niowa¢ w formiej�zyka: STOP = {kod M$x : M zatrzymuje si� dla sªowa x}Fakt 19. J�zyk STOP jest 
z�±
iowo obli
zalny.Dowód: Maszyna Turinga MSTOP ak
eptuj¡
a j�zyk STOP to prosta przeróbka maszynyuniwersalnej. MSTOP dziaªa tak samo jak U , z t¡ ró»ni
¡, »e gdy maszyna symulowanaodrzu
a (a wi�
 zatrzymuje si�), to MSTOP ak
eptuje.Maszyna MSTOP nigdy nie odrzu
a, natomiast zap�tla si� gdy symulowana maszyna si�zap�tla.Tw. 6. J�zyk STOP nie jest obli
zalny. 172



Dowód: Dowód przebiega nie wprost. Zaªó»my, »e istnieje maszyna Turinga M ′, któraak
eptuje j�zyk L(M ′) = STOP i zawsze si� zatrzymuje. Nie
h maszyna M ′′ b�dzie wyni-kiem przeróbki M ′: M ′′ dostaje na wej±
iu kod maszyny M i dziaªa tak jak M ′ dla sªowakod M$kod M , przy 
zym je±li M ′ odrzu
a, to M ′′ ak
eptuje, a je±li M ′ ak
eptuje, to M ′′zap�tla si�. Tak wi�

L(M ′′) = {kod M : M zap�tla si� dla kodu M}Poniewa» M ′′ nie odrzu
a, wi�
 zatrzymuje si� dla kodu M , wtw., gdy M nie zatrzymujesi� dla wªasnego kodu. Czy M ′′ zatrzyma si� dla wªasnego kodu? Je±li si� zatrzymuje iak
eptuje, to tym samym powinna si� zap�tli¢. I na odwrót, je»eli si� zap�tla, to powinnazaak
eptowa¢ swój wªasny kod. Sprze
zno±¢. Tak wi�
 zaªo»enie, »e j�zyk STOP jestobli
zalny jest faªszywe.15.2 Wªasno±
i klasy j�zyków obli
zalny
h i 
z�±
iowo obli
zal-ny
hPoznali±my przykªad j�zyka, który nie jest obli
zalny. Dalej poznamy przykªad j�zyka,który nie jest nawet 
z�±
iowo obli
zalny. W
ze±niej jednak poznajmy tro
h� wªasno±
ij�zyków obli
zalny
h i 
z�±
iowo obli
zalny
h.Fakt 20. Je±li A i A s¡ 
z�±
iowo obli
zalne, to A jest obli
zalny.Dowód: Powiedzmy, »e mamy dwie maszyny Turinga, M1 i M2, ak
eptuj¡
e odpowiednio

A i A. Mo»emy skonstruowa¢ maszyn� M (z dwoma ±
ie»kami i gªowi
ami), która b�dziesymulowa¢ równo
ze±nie dziaªanie M1 i M2. Maszyna ta patrzy, która z maszyn M1 i M2zaak
eptuje sªowo i odpowiednio ak
eptuje lub odrzu
a. Poniewa» która± z maszyn M1,
M2 musi zaak
eptowa¢, wi�
 M nie zap�tla si�.Fakt 21. J�zyk STOP nie jest 
z�±
iowo obli
zalny.Dowód: Wiemy, »e STOP jest 
z�±
iowo obli
zalny. Gdyby STOP byª 
z�±
iowo obli-
zalny, to STOP byªby obli
zalny, a wiemy, »e taki nie jest.15.3 Gramatyki ogólne (typu 0)Jak dot¡d, dla ka»dej poznawanej klasy j�zyków mieli±my dwa równowa»ne modele �jeden nastawiony na opisywanie skªadni i jeden na modelowanie obli
ze«. Czy istniejeformalizm nastawiony na opisywanie skªadni równowa»ny maszynom Turinga? Tak. S¡to Gramatyki ogólne (tzw. typu 0). I
h de�ni
ja jest analogi
zna do de�ni
ji gramatykbezkontekstowy
h, ale po obu strona
h produk
ji mog¡ sta¢ sªowa.Def. 52. Gramatyka ogólna (typu 0), to dowolna taka 
zwórka G = 〈N, Σ, P, S〉, gdzie:173



• N to (sko«
zony) alfabet symboli nieterminalny
h,
• Σ to (sko«
zony) alfabet symboli terminalny
h, Σ ∩ N = ∅,
• P to sko«
zony zbiór produk
ji, reguª posta
i α → β dla α, β ∈ (N ∪ Σ)∗,
• S ∈ N to aksjomat wyró»niony symbol nieterminalny.

2Produk
ja α → β pozwala w trak
ie wyprowadzenia zamieni¢ dowolne podsªowo α na
β. De�ni
je wyprowadzenia i j�zyka generowanego s¡ analogi
zne do ty
h dla j�zykówbezkontekstowy
h. Jednak siªa wyrazu gramatyk ogólny
h jest du»o wi�ksza.Tw. 7. Nie
h A ⊆ Σ∗ b�dzie j�zykiem. Nast�puj¡
e dwa stwierdzenia s¡ równowa»ne:

• A = L(M) dla pewnej maszyny Turinga M , 
zyli A jest 
z�±
iowo obli
zalny,
• A = L(G) dla pewnej gramatyki ogólnej (typu 0).Szki
 dowodu: Nie b�dziemy tutaj sz
zegóªowo dowodzi¢. Dowód przebiega przez po-kazanie implika
ji w obie strony.
• Maj¡
 dan¡ gramatyk� ogóln¡ mo»emy skonstruowa¢ maszyn� Turinga, która b�-dzie konstruowa¢ wszystkie mo»liwe wyprowadzenia, w kolejno±
i wg. rosn¡
ej i
hdªugo±
i. Je±li sªowo dane na wej±
iu ma wyprowadzenie, to zostanie ono w ko«
uskonstruowane i maszyna wów
zas zaak
eptuje to sªowo. Je»eli nie, a wszystki
h mo»-liwy
h wyprowadze« jest niesko«
zenie wiele, maszyna zap�tli si�. Niemniej b�dzieona ak
eptowa¢ j�zyk generowany przez dan¡ gramatyk�.
• Maj¡
 dan¡ maszyn� Turinga mo»emy skonstruowa¢ gramatyk�, która b�dzie sy-mulowa¢ dziaªanie maszyny wspak. Sªowo pojawiaj¡
e si� w wyprowadzeniu b�dziereprezentowa¢ zawarto±¢ ta±my, z wstawionym w odpowiednim miejs
u zna
znikiemreprezentuj¡
ym poªo»enie gªowi
y i stan maszyny. Dla ka»dego mo»liwego ru
hu ma-szyny mamy produk
j� 
ofaj¡
¡ go. W tworzonej gramaty
e mo»emy wyprowadzi¢z aksjomatu wszystkie sªowa reprezentuj¡
e kon�gura
je ak
eptuj¡
e (jest to j�zykregularny), nast�pnie mo»emy stosowa¢ produk
je 
ofaj¡
e nas w obli
zenia
h. Nakonie
, je±li mo»emy doj±¢ do kon�gura
ji po
z¡tkowej maszyny, to mamy produk
jeusuwaj¡
e zna
zniki i pozostawiaj¡
e sªowo dane na wej±
iu.Tak wi�
 mo»emy wyprowadzi¢ dokªadnie te sªowa, dla który
h istniej¡ obli
zeniaak
eptuj¡
e je.Zauwa»my jednak, »e j�zyk generowany przez gramatyk� ogóln¡ mo»e by¢ nierozstrzy-galny. Jest tak dlatego, »e dla ka»dego j�zyka 
z�±
iowo obli
zalnego mamy generuj¡
¡ gogramatyk� ogóln¡, ale nie ka»dy j�zyk 
z�±
iowo obli
zalny jest obli
zalny.174



15.4 Gramatyki kontekstoweGramatyki kontekstowe to takie gramatyki ogólne, w który
h prawe strony produk
ji nies¡ krótsze od lewy
h.Def. 53. Gramatyka kontekstowa, to dowolna taka 
zwórka G = 〈N, Σ, P, S〉, gdzie:
• N to (sko«
zony) alfabet symboli nieterminalny
h,
• Σ to (sko«
zony) alfabet symboli terminalny
h, Σ ∩ N = ∅,
• P to sko«
zony zbiór produk
ji, reguª posta
i α → β dla α, β ∈ (N ∪Σ)∗, |β| ≥ |α| i

α 6= ε,
• S ∈ N to aksjomat wyró»niony symbol nieterminalny.

2Def. 54. Powiemy, »e j�zyk A jest kontekstowy, je»eli istnieje generuj¡
a go gramatykakontekstowa. 2Klasie j�zyków kontekstowy
h odpowiadaj¡ maszyny Turinga ograni
zone liniowo i gra-matyki kontekstowe. Maszyny Turinga ograni
zone liniowo to takie maszyny, który
h gªo-wi
a nie wyjedzie dalej ni» (o jeden znak za) sªowo dane na wej±
iu. Ina
zej mówi¡
, s¡ tomaszyny, które dysponuj¡ pami�
i¡ propor
jonaln¡ do dªugo±
i sªowa danego na wej±
iu.Fakt 22. Dla ka»dego j�zyka bezkontekstowego istnieje generuj¡
a go (z dokªadno±
i¡ do
ε) gramatyka kontekstowa. Ina
zej mówi¡
, klasa j�zyków kontekstowy
h zawiera w sobieklas� j�zyków bezkontekstowy
h.Dowód: Zauwa»my, »e gramatyki bezkontekstowe w posta
i normalnej Chomsky'ego s¡równo
ze±nie gramatykami kontekstowymi.Przykªad: J�zyk {anbncn : n ≥ 1} jest nie tylko obli
zalny, ale i kontekstowy. Otogeneruj¡
a go gramatyka:[[Poprawi¢, »eby nie mo»na byªo za w
ze±nie zje±¢ B.℄℄
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S → abc | XaAbBC

Xa → aX

Xb → bX

Xc → cX

XA → aAX | aX

XB → bBX | bX

XC → cY C | cc

cY → Y c

BY → Y B

bY → Y b

AY → XAOto przykªadowe wyprowadzenie sªowa aaabbbccc:
S → XaAbBC → aXAbBC → aaAXbBC →

→ aaAbXBC → aaAbbBXC → aaAbbBcY C →
→ aaAbbBY cC → aaAbbY BcC → aaAbY bBcC →
→ aaAY bbBcC → aaXAbbBcC → aaaXbbBcC →
→ aaabXbBcC → aaabbXBcC → aaabbbXcC →
→ aaabbbcXC → aaabbbcccFakt 23. J�zyki generowane przez gramatyki kontekstowe s¡ obli
zalne.Dowód: Dla gramatyki liniowej dªugo±¢ sªowa w wyprowadzeniu nie mo»e male¢. Mo»nawi�
 prze±ledzi¢ wszystkie mo»liwe do wyprowadzenia sªowa o dªugo±
i nie przekra
zaj¡
ejdªugo±
i danego na wej±
iu sªowa.15.5 Hierar
hia Chomsky'egoHierar
hia Chomsky'ego to hierar
hia 
ztere
h poznany
h przez nas klas j�zyków. Zostaªaona stworzona przez Noama Chomsky'ego w rama
h jego bada« lingwisty
zny
h. S¡ toj�zyki: regularne, bezkontekstowe, kontekstowe i 
z�±
iowo obli
zalne. Ka»dej z ty
h klasodpowiada jeden rodzaj gramatyk. Odpowiadaj¡ im gramatyki: liniowe, bezkontekstowekontekstowe i ogólne. Równo
ze±nie tym samym klasom odpowiadaj¡ 
ztery ró»ne modeleobli
zeniowe: automaty sko«
zone, automaty stosowe oraz maszyny Turinga (ograni
zoneliniowo i dowolne). To, »e niezale»nie stworzone modele do opisu j�zyków odpowiadaj¡tym samym klasom wskazuje na i
h gª�bsze zna
zenie.Zwy
zajowo klasy j�zyków tworz¡
e hierar
hi� Chomsky'ego s¡ ozna
zane li
zbami od0 do 3. Nast�puj¡
a tabelka podsumowuje hierar
hi� Chomsky'ego oraz pozostaªe klasy176



j�zyków, które poznali±my w trak
ie tego kursu. S¡ one podane w kolejno±
i od klasynajszerszej do najw�»szej.Nr Gramatyki Maszyny J�zyki0 ogólne maszyny Turinga 
z�±
iowo obli
zalne� � maszyny Turingaz wªasno±
i¡ stopu obli
zalne1 kontekstowe maszyny Turingaograni
zone liniowo kontekstowe2 bezkontekstowe automaty stosowe bezkontekstowe3 liniowe orazwzor
e automaty sko«
zone regularne15.6 PodsumowanieW tym wykªadzie poznali±my przykªady j�zyków, które nie s¡, odpowiednio, obli
zalne i
z�±
iowo obli
zalne. Jest to problem stopu i jego dopeªnienie. Poznali±my te» grama-tyki ogólne i kontekstowe. Gramatyki ogólne s¡ równowa»ne maszynom Turinga i opisuj¡dokªadnie klas� j�zyków 
z�±
iowo obli
zalny
h. Poznane przez nas w trak
ie tego kursugramatyki i klasy j�zyków (liniowe/regularne, bezkontekstowe, kontekstowe i 
z�±
iowo ob-li
zalne/ogólne) tworz¡ hierar
hi� Chomsky'ego. Hierar
hia ta podsumowuje wi�kszo±¢poznany
h przez nas klas j�zyków, z wyj¡tkiem klasy j�zyków obli
zalny
h.15.7 Skorowidz
• Gramatyki kontekstowe to takie gramatyki ogólne, w który
h prawe strony pro-duk
ji nie s¡ krótsze od lewy
h.
• Gramatyki ogólne (typu 0) to gramatyki, w który
h po obu strona
h produk
jimog¡ sta¢ dowolne sªowa.
• Hierar
hia Chomsky'ego to hierar
hia 
ztere
h klas j�zyków: regularny
h, bez-kontekstowy
h, kontekstowy
h i 
z�±
iowo obli
zalny
h, którym odpowiadaj¡ 
zteryrodzaje gramatyk: liniowe, bezkontekstowe, kontekstowe i ogólne. Zoba
z tak»e ar-tykuª w Wikipedii.
• Problem stopu to j�zyk (lub równowa»nie problem de
yzyjny) zªo»ony z ty
h kodówmaszyn Turinga M i sªów x, »e M zatrzymuje si� dla x. J�zyk ten jest 
z�±
iowoobli
zalny, ale nie obli
zalny. Jego dopeªnienie nie jest nawet 
z�±
iowo obli
zalne.15.8 Pra
a domowaNapisz program, który wypisuje swój wªasny kod ¹ródªowy. Uwaga:
• Program ma wypisywa¢ swój kod ¹ródªowy po skompilowaniu, usuni�
iu pliku ¹ró-dªowego i uru
homieniu. 177



• Dopusz
zalny jest dowolny, powsze
hnie dost�pny, kompilowany j�zyk programowa-nia (np. C, C++, Java, Pas
al). Nie mo»e to by¢ jednak j�zyk, w którym kodskompilowany zawiera literalnie kod ¹ródªowy.
• Pusty plik nie jest dobrym rozwi¡zaniem.

178


