Wyktady z Jezykow Formalnych
i Teorii Automatow

Antoni Koécielski

1 Wyklad 1

1.1 Podstawowe pojecia

Alfabetem nazywamy dowolny zbiér skonczony. Elementy alfabetu nazywamy
znakami lub literami.

Niech A bedzie ustalonym alfabetem. Nizej podajemy aksjomatyczna de-
finicje pojecia stowa nad alfabetem A. Pojecie to nie zostanie wiec w pelni
zdefiniowane. Zostang tylko przytoczone jego pewne wlasnosci. Przyjmiemy, ze
stowa to co$, co ma przytoczone wlasnosci.

Zakladamy, ze A jest podzbiorem pomocniczego zbioru P, w ktérym jest
okreélone pewne dzialanie. Jezeli z, y € P, to wynik tego dzialania zasto-
sowanego do z i y oznaczamy symbolem xy. Dziatanie to bedziemy nazywaé
konkatenacja. Zakladamy, ze konkatenacja jest dzialaniem tacznym, a wiec

(zy)z = x(yz)
dla dowolnych z, y, z € P, oraz ze zachodzi nastepujace prawo skracania
ra=yb=zxz=yANa=25b

dla dowolnych z, y € P oraz a, b € A. Przyjmujemy takze, ze w zbiorze P jest
element ¢ spelniajacy
e = €x = x

dla wszystkich z € P. Nietrudno zauwazy¢, ze jest najwyzej jeden taki element.
Bedziemy nazywaé go stowem pustym.
Interesuja nas zbiory X C P o nastepujacych wtasnosciach

e AC Xoraze € X,
e jezelize Xia€ A, toxa e X,

a wiec zbiory zawierajace alfabet A i stlowo puste €, zamknigte ze wzgledu na
konkatenacje z pojedynczymi literami alfabetu A. Takie zbiory istnieja, jednym



z nich jest zbiér P. Dowodzi sie, ze jest wsrod nich zbio najmniejszy, zawarty we
wszystkich innych takich zbiorach. Ten zbiér bedziemy oznaczaé symbolem A*
i nazywaé zbiorem wszystkich stéw nad albetem A. Natomiast elementy zbioru
A* nazywamy stowami nad alfabetem A. Z przytoczonej definicji, w oczywisty
sposob wynika nastepujacy schemat indukcji.

Twierdzenie 1.1 (o dowodzeniu przez indukcje) Jezeli zbidr X ma wyzej
podane wlasnosci, to kazde stowo nad alfabetem A nalezy do X.

2 Wyktad 2

2.1 Formalna definicja automatu skonczonego

Automatem skonczonym M nazywamy piatke
(@,%,6,q0, F),
gdzie
e () jest skonczonym zbiorem, nazywamy go zbiorem standéw,

e Y jest alfabetem, nazywamy go alfabetem wejSciowym,

0:Q x X — @ jest funkcja i nazywamy ja funkcja przejscia,

qo € @ jest jednym ze standéw, nazywamy go stanem poczatkowym,

F C @ jest pewnym zbiorem stanéw, nazywamy go zbiorem stanéw kon-
cowych lub akceptujacych.

Dla dowolnego automatu skonczonego M, funkcje przejscia J tego automatu
rozszerzamy do funkcji § : Q x X* — @ tak, aby

og.e) = q,

~

o(q,sa) = 6(3(q,5),a)

dla dowolnych ¢ € @, s € ¥* i a € X. Nietrudno zauwazy¢, ze funkcja 5 moze
zostaé zinterpretowana jako funkcja, ktora stanowi ¢ automatu skonczonego i
stowu s przyporzadkowuje stan, w ktérym znajdzie si¢ automat po przeczytaniu
stowa s, jezeli zostanie uruchomiony w stanie q. Czesto obie funkcje 6 1
bedziemy oznacza¢ tym samym symbolem 6. R

Stowo s € X* jest akceptowane przez automat skoniczony M, jezeli §(qo, s) €
F. Jezykiem akceptowanym przez automat M nazywamy

~

L(M) = {seX":0(q,s) € F}.



3 Wyktad 3

3.1 Automaty niedeterministyczne sg ro6wnowazne deter-
ministycznym
Twierdzenie 3.1 Jezyki akceptowane przez niedeterministyczne automaty skon-

czone sg regularne.

Dowéd. Przypusémy, ze L = L(M) jest jezykiem akceptowanym przez niede-
terministyczny automat skonczony

M = <Q52365q05F>'

W szczegblnosci § jest funkcja przyporzadkowujaca stanowi i literze pewien zbior
stanéw. Rozwazmy automat

My = (2958 {q},{X €29: XNF#0}),

gdzie A : 29 x ¥ — 29 jest funkcja zdefiniowang wzorem

A(X,a) = | (g a).

qeX

Przypuéémy, ze automat M po przeczytaniu pewnego stowa moze sie znalezé
w stanach ze zbioru X, a po przeczytaniu tego stowa z dopisana litera a - w
stanach ze zbioru Y. Zauwazmy, ze automat M, znajdujacy sie w stanie X i
obserwujacy liter¢ a po wykonaniu jednego ruchu znajdzie si¢ w stanie Y.

Funkcje A jak zwykle rozszerzamy do funkcji A : 29 x ¥* — 29, Funkcja
ma nastepujaca wlasnosé

AX.s) = |Jdas) (1)

dla s € ¥*. Wzér ten dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na postaé stowa s.
Druga czeéé¢ dowodu indukcyjnego wynika z nastepujacych réwnosci.
A(X,sa) = A(A(X,s),q)
= d(q',a)
¢ EA(X,s)

= U e

7€, 9(a:5)

= U U éda

1€X g/€5(q,s)

= U g(q, sa).

qeX



Pierwsza z tych réwnosci wynika z definicji A. Druga — z definicji A. Trzecia —
z zalozenia indukcyjnego dla stowa s. Piata — z definicji §. Natomiast czwarta
rownos¢ jest konsekwencja taczosci i przemiennosci sumy mnogosciowej. Z tych
praw wynika w szczegdlnosci, ze AUBUCUD = (AUB)U(DUC). Czwarta
réwnosé jest prawdziwa z tych samych powodéw, co ta ostatnia.

Wizér 1 w przypadku X = {qo} przyjmuje postaé

A{q}.s) = d(q,s) (2)

(suma z wzoru 1 jest jednoskladnikowa i jest réwna temu skladnikowi). Z wzoru
2 juz tatwo wyprowadzié, ze L(M) = L(My). O

Dowdd powyzszego twierdzenia podaje sposdb przeksztalcania automatu
niedeterministycznego w deterministyczny, akceptujacy ten sam jezyk.

3.2 Dodatkowe wnioski z dowodu

Funkcja A jest funkcja przejécia automatu deterministycznego. 7 zadania 3 z
listy 1 wynika, Ze rozszerzenie tej funkcji na zbiér 22 x ¥*, czyli funkcja A
spelnia dla wszystkich X € 29 i 51,59 € £*

K(X, 8182) = 8(3()(,81),82).
Stad, stosujac wzér 1 dla X = {¢q} otrzymujemy

0(q,s182) = A(d(g,51),52).

Jezeli jeszcze raz zastosujemy wzér 1, to otrzymamy

Mgs1s) = |J 0(d,s). (3)
'€5(g,51)

Wzoér 3 podaje zaleznosé miedzy zbiorem stanéw, w jakich moze sie znalezé
automat niedeterministyczny po przeczytaniu konkatenacji s1s9 i zbiorami sta-
néw, w ktérych moze sie znalezé automat po przeczytaniu stow s; i sa. W
szczegolnosci wynikaja z niego dwie wlasnosci:

o jezeli g(q, 51) =0, to g(q, s182) =0,

~ -~ ~

o jezeli 0(q, s1) = {q'}, to 6(q, s152) = 6(q’, 52)
dla wszystkich ¢,q' € Q i s1,s2 € X*.

3.3 Diagramy automatéw niedeterministycznych

Automaty niedeterministyczne, podobnie jak deterministyczne, mozemy przed-
stawia¢ w postaci diagraméw. W tym przypadku, rysujac diagram dla automatu
z funkcja przejécia §, z wierzchotka odpowiadajacego stanowi ¢; prowadzimy
krawedz do wierzcholtka odpowiadajacego stanowi gs i etykietujemy ja litera a
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢2 € §(q1,a).
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Wyktad 4.

4.1 Zamknietosé ze wzgledu na dzialania mnogosciowe

Twierdzenie 4.1 Klasa jezykow regularnych jest zamknieta ze wzgledu na do-
pelnienie.

Dowdéd. Jezeli M = (Q, X%, 6, qo, F') jest deterministycznym automatem skon-
czonym akceptujacym jezyk L, to automat M¢ = (Q, X, d, g0, @ \ F) akceptuje
Y*\ L. O
Lemat 4.2 Nastepujgce warunki sg rownowazne:

1. jezyk L jest regularny,

2. jezyk LU {e} jest reqularny,

3. jezyk L\ {e} jest regularny

Dowéd. Wystarczy dowiesé, ze jezeli jezyk L jest regularny, to jezyki wy-
mienione w tresci lematu tez sg regularne. Przypusémy, ze deterministyczny
automat skonczony M = (Q,%,0,qo, F') akceptuje jezyk L. Rozwazmy dwa
automaty:

My = (QU{g} 2,8, q0, FU{g})
M2 = (QU {q6}523615q6’F>

gdzie g{ jest stanem nie nalezacym do @, a funkcja przejécia ¢’ jest zdefiniowana
wzorem

, - 0(g,a) jezeliq € Q
Mg.a) = { d(qo,a) jezeli ¢ = qp,

dla a € ¥. Nietrudno zauwazy¢, ze dla niepustych stéw s rozszerzenie tej funkcji
spetnia

~

(40:5) = (0, 9)
Stad mozemy wywnioskowaé, ze L(My) = LU {e} oraz L(Ms3) = L\ {e}. O

I(gh,s) S Q
5

Twierdzenie 4.3 Suma mnogosciowa dwdch jezykow regularnych jest jezykiem
regularnym.

Dowéd. Dowdd zostanie podany przy dodatkowym zalozeniu, ze oba jezyki sa
akceptowane przez automaty z tym samym alfabetem wejsciowym. Przypus$émy,
ze dane sa dwa niedeterministyczne automaty

My = (Q1,%,01,90,1, F1)
M, = (Q2,%,02,q0,2, F2)
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o rozlacznych zbiorach stanéw. Niech

M = <Q1UQ2U{qO}72557QO7F1 UF2>7
gdzie qo € Q1 U Q2, funkcja przejécia § jest zdefiniowana wzorem

d1(q, a) jezeli ¢ € Q1
6(g,a) = d2(q, a) jezeli ¢ € Q2
01(qo,1,a) U d2(go,2,a) jezeli ¢ = qo,

Zauwazmy, ze rozszerzenie funkcji ¢ spelnia dla niepustych stéw s

(go,s) € Q1UQ:
(90,5) = 9d1(q0,1,5) Ud2(qo,2,5).

) =)

Stad, dla niepustych s € ¥* otrzymujemy, ze
s€ L(M) <= seL(M)VseL(M).

Teza twierdzenia wynika z Lematu 4.2. O

4.2 Konkatenacja jezykow
Jezeli Ly i Lo s jezykami, to jezyk
LiLy = {ay: x€LiANyé€ Ly}
nazywamy konkatenacja jezykéw Lq i Lo.
Twierdzenie 4.4 Konkatenacja jezykow reqularnych jest jezykiem regularnym.

Dowéd. Jak poprzednio zalézmy, ze dane sa dwa niedeterministyczne auto-
maty

M, = (Q1,%,01,90,1, F1)
M, = (Q2,%,02,q0,2, F2)

o rozlgcznych zbiorach standéw. Niech
M = (Q1UQ2,%,0,q., 2),
gdzie funkcja przejscia ¢ jest zdefiniowana wzorem

01(¢,a) Ud2(qo,2,a) jezeli ¢ € Fy,
d(q,a) = d1(q,a) jezeli g € Q1 \ Fi
d2(q, a) jezeli ¢ € Q2
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Automaty M i M; pracuja tak samo pod warunkiem, ze automat M nie
korzysta ze stanéw z Q3. Fakt ten mozna wyrazi¢ wzorem

g(QO,lvs)ﬁQl = gl(QO,hS) (4)

prawdziwym dla wszystkich stow s € ¥*. Dowodzimy go przez indukcje.

(qo1,50) N Q1 = U dga)|ne

q€8(qo,1,5)

U 6(q’ a) U U 5((1) a’) N Ql

qu(Qo,l,S)ﬁQl qeg(‘l(),hs)\Ql
= U (6((1’@) le) U U (52((150’) le)
qegl(%,hs) qeg(qo,hs)\ﬁh

= U 51 (qv a’)

q€61(qo,1,8)

= 31((]0,1,5)-

Ponadto, dla wszystkich s € ¥*

5(go1,8) N Q2 = U 52(g0,2, Y)- (5)

Jz zy=sA|z|<|s|

/\S(qo’l,z)ﬁFl;ﬁ@

Suma po prawej stronie wzoru przebiega po wszystkich stowach y spelniajacych
warunki podane pod znakiem sumy. Jest zbiorem pustym, jezeli nie ma stéw
spelniajacych podane warunki. Wzér ten mowi, ze automat M konczy prace w
stanie nalezacym do Q2 wtedy i tylko wtedy, gdy przed zakonczeniem czytania
danego stowa znajdzie sie w stanie z F} (po raz ostatni) i dalej pracuje doktadnie,
jak automat Ms. Dowdd tego jest — jak zwykle — indukeyjny.

(qo1,50) N Q2 = U e |nQ.

q€8(qo,1,5)

= U dgau U d(q,a)

~ ~

q€0(qo,1,8)NFy q€6(q0,1,5)N(Q1\F1)
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U U 6(q’ a) N QQ

~

q€5(q0,1,5)NQ2

— U ((61(g; @) U 2(qo,2, @) N Q2)

q€5(qo,1,8)NF1

U U Gilea)n@

4€5(q0,1,5)N(Q1\F1)

vU Geanes)

-~

q€5(qo,1,5)NQ2

= U 92(qo,2,a) U U d2(q, a)

4€3(qo,1,5)NF: 4€5(q0,1,5)NQ2
= U 62wz aeu U U e
qe:s\(qo,lqs)ﬁFl Jz zy=sA|z|<|s| qGS\z(qo,z,y)

/\E(QO,17I)0F1¢®

= U 62(qo,2,a) U U 32(q0.2, ya)

q€6(qo,1,8)NFy Jz zy=sA|z|<|s|
A&(qo,1,2)NF17#0

= U 32((10,2, Y)-

Iz zy=saA|z|<|sal
/\/S\(qo’l,z)ﬁFl#Q
Teraz zauwazmy, ze stowa z jezyka Lq1(Lso \ {e}) sa akceptowane przez auto-
mat M. Jezelix € Ly iy € Lo\ {€}, to istnieje stan g € d1(go,1,2) N F1 i — na
mocy wzoru 5 — mamy

g(Qo,u»’Cy) 2 gz(‘]o,z#/)-

W drugim z tych zbioréw jest stan ze zbioru Fy, a wiec stan akceptujacy au-
tomatu M. Stan ten nalezy réwniez do pierwszego zbioru, a wiec automat M
akceptuje zy. R

Jezeli stowo s jest akceptowane przez automat M, to w zbiorze 6(qo 1, ) jest
stan akceptujacy ¢ € F» C Q2. Zgodnie ze wzorem 5, q¢ € 32 (go,2,y) dla pewnego

y # € takiego, ze s = xy i dla slowa x zachodzi g(q071,x) NEy # 0. Jezeli g €
92(qo,2,y), to oczywiscie y € L(Maz) = Lo. Jezeli 6(qo1,x) N Fy # 0, to pewien

stan akceptujacy ¢’ € Fy automatu M nalezy do d(qo.1,2). Na mocy wzoru 4
stan ¢ € gl(qoﬁl,z). Oznacza to, ze stowo x jest akceptowane przez automat
M;. Wobec tego s = zy € L1(L2 \ {e}) i ostatecznie L(M) = Ly1(L2 \ {e}).
Ostatecznie teza wynika z Twierdzenia 4.3. Jezyk L Lo jest rowny bowiem
Li(La\ {e}) (jezeli € & La) lub Ly (L2 \ {e}) U Ly (w przeciwnym razie). O
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4.3 Definicja domkniecia Kleene’ego

Dla dowolnego jezyka L definiujemy domkniecie Kleene’ego L*. Domkniecie
Kleene’ego L* jest najmniejszym sposrdd zbioréw X spelniajacych

l.ee X,
2. LC X,
3. jezelis € X orazx € L, to sz € X.

Jezeli przez L° oznaczymy {e} i przyjmniemy, ze L"*! = L"L dla dowolnego
n € N, to domkniecie Kleene’ego mozemy zdefiniowaé wzorem

L = UL".
neN

Jeszcze inaczej domkniecie Kleene’ego definiujemy jako zbiér stéw bedacych
konkatenacjami wyrazéw skonczonych ciagdéw stéow z jezyka L (za konkatenacje
wyrazow ciggu pustego uznajemy slowo puste). Mozna sie przekonaé, ze trzy
wyzej podane definicje rzeczywiscie definiuja ten sam jezyk.

”Dodatnie” domkniecie Kleene’ego L jezyka L definiujemy podobnie jako
najmniejszy sposrdd zbioréw X spelniajacych

1. LC X,
2. jezelis € X orazx € L, to sx € X

lub wzorem

Lt = UL".

n>0

Wobec Lematu 4.2, albo jezyki L* i LT sa jednoczesnie regularne, albo
jednoczesnie nie sa regularne.
Zauwazmy tez, ze L*L C L* oraz LTL C L.

4.4 Regularno$¢ domkniecia Kleene’ego

Twierdzenie 4.5 Dila dowolnego reqularnego jezyka L, jezyki L* oraz LT sq
regularne.

Dowdd. Przypu$émy, ze niedeterministyczny automat
M = <Q72557 QO7F>
akceptuje jezyk L. Udowodnimy, ze jezyk L™ jest regularny. Niech

M+ = <Q3256+5q03F>
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bedzie automatem z funkcja przejscia zdefiniowana wzorem

5t (g.a) = (g, @) jezelige Q\ F
¢ 5(‘]7 a) U 5((10, a) jezeli g € F

(a € ¥). Automat M™T dziala tak, jak automat M, ale dodatkowo, w sta-
nach akceptujacych moze dziala¢ tak, jak automat M znajdujacy sie w stanie
poczatkowym. Automat MT moze wiec pracowaé albo dokladnie jak M (nie
korzystajac z dodatkowych mozliwosci), albo dokladnie jak automat M, ale po
skorzystaniu po raz ostatni z dodatkowej mozliwoéci przejécia automatu MT.
Mozna to opisaé precyzyjniej wzorem

0%(q0,8) = 0(go0,8)U U 3(g0.v)- (6)
Jz zy=sA|z|<|s|
/\:5\+(q0,m)ﬂF7ﬁ®

Przyjmijmy, ze

_ _ [ dqo.a) jezeli 5% (qo,s) N F #0
Ag(a) = ) U 3(qo,a) = { 0 W przeciwnym razie
g€t (qo,8)NF

Drugi krok dowodu indukcyjnego tego wzoru prowadzimy w nastepujacy
sposob:

5" (g0, sa) U @a

q€0%(qo,8)

— U  G@aus@au |J dqa)

€3+ (qo,5)NF €5+ (q0.5)\ F
= U 5((107 (I) U U 5((15 a‘)
q€5+ (go,5)NF €5+ (q0,5)

= As(a)U U 4(g,a)

q€0%(qo,s)

- AU | dga)u U U daa

qeg(qo,s) Jz zy=sA|z|<|s| qeg(qo,y)
NG (qo,@)NF#D
= Ay(a) Ud(go, 5a) U U 3(q0, ya)

Jz zy=sA|z|<|s|
/\:5\Jr (qo,z)NF#£0
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8(qo, sa) U | Ag(a)U U 5(qo, ya)
Jz zy=sA|z|<|s|
NS (go,)NF£D

= 5(q03 Sa) U U 6(q03 ya/)
Jz zy=saN|z|<|sa|
NOF (q0,2)NEF#0D

Nietrudno zauwazy¢, ze LT C L(M™). Z wzoru 6 otrzymujemy, ze

8\+(qu3) ) g(qus)

oraz

~

6% (q0,5) 2 (g0, )

dla dowolnego y # ¢ takiego, ze s = zy i g*(qo,x) NF # (. Stad latwo
wywnioskowaé, ze L(M ™) zawiera L oraz konkatenacja stéwa x akceptowanego
przez automat M™ i stowa x € L jest akceptowana przez automat M™T. Tak
wiec LT C L(MT).

Przeciwne zawieranie dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na dtugoscé stowa.
Przypusémy, ze stowo s jest akceptowane przez automat M+ oraz, ze stowa krot-
sze od s i akceptowane przez M naleza do L. W zbiorze 6 (qo, s) jest stan
akceptujacy, nalezacy do F. Zgodnie ze wzorem 6 sa mozliwe dwa przypadki.
Albo stan ten nalezy do d(qo,s) i w konsekwencji s € L, albo nalezy on do
5A(q0, y) dla pewnych x i y takich, ze s = xy, |z| < |y| i g*(qo, x)NF # (. Takie
stowa spelniaja € LT (na mocy zalozenia indukcyjnego) i y € L. Ostatecznie
s=zy € LTL C L*. Oznacza to, ze L(M*) C L*. O

Wyktad 5.

5.1 Charakteryzacja jezykéw regularnych

Twierdzenie 5.1 Klasa jezykow regularnych nad alfabetem X jest najmniejszq
klasq jezykow sposrod klas X spetniajgcych

1. D€ X oraz {c} € X,

2. jezelia € X, to {a} € X,

3. jezeli Ly, Lo € X, to L1 ULy € X oraz 1Ly € X,
4. jezeli L € X, to L* € X.
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Dowdéd. Niech R oznacza klase jezykéw regularnych nad alfabetem X, a Xy —
najmniejsza klase jezykéw majaca wlasnoéci wymienione w tezie. Jest oczywi-
ste, ze jezyki wymienione w tezie Twierdzenia 5.1 sa regularne. Wiemy, ze klasa
R jest zamknieta ze wzgledu na sume mnogosciowa, konkatenacje i domkniecie
Kleene’ego. Tak wiec R jest jedna z klas o wymienionych wtasnosciach i, w
konsekwencji, Xy C R.

Przypusémy wiec, ze L C ¥* jest jezykiem akceptowanym przez determini-
styczny automat

M = <Q52355q05F>'

Pokazemy, ze L € Xy. Przypuéémy, ze stany automatu M zostaly ponumero-
wane liczbami mniejszymi od n, a wiec ¢ = {qo,q1,.-.,qn—1}- Niech

~

LYy, = {seX": d(qr,s) =q AVi<nVsy, sy € 8%\ {e}
(s182 = s N O(qr,81) = ¢ =i <m)}

dla dowolnych k, I < n i m < n. Moéwiac inaczej, jezyk L}, sklada si¢ ze
stow, ktérych czytanie powoduje przejscie automatu M od stanu qr do ¢ w taki
sposob, ze z wyjatkiem najwyzej pierwszego i ostatniego momentu, automat
stale znajduje si¢ w stanach o numerach mniejszych od m.

Prawdziwe sa nastepujace wzory:

10— {faeX: dlgr,a) = aq} jezeli qr # au,
ol {a€e¥: 6(qr,a) = qU{e} jezeli & = q,
L;v??lJrl = Z?l U LZ?mLz,—trlL z,la
= (L)

Aby dowie$é te wzory wystarczy przeanalizowazowaé ciagi standéw, w ktorych
znajduje si¢ automat M podczas czytania danego stowa. Wzory te pozwalaja
bez trudu dowiesé¢ przez indukcje ze wzgledu na m, ze

Ym < nVk,l <n LZfl c Xp.
W szczegoblnosci, zachodzi
Vk,l <n Lg, € Xp.
Nietrudno zauwazy¢, ze

L = LM) = Lg; ULg;,U...ULg,,
gdzie i1, ia,. .., i; sa wszystkimi stanami akceptujacymi automatu M (w przy-
padku F' = (), suma z powyzszego wzoru jest zbiorem pustym). Stad oczywiscie
wynika, ze L € Ay. O
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5.2 Wyrazenia regularne

Niech
2:7‘ = {@,5,+,*,(,)}UZ

(przez pewien czas symbol ) i pozostale uwazamy za znaki pewnego alfabetu i
nie precyzujemy, co te symbole oznaczaja). Wyrazeniem regularnym nazywamy
stowo nad alfabetem 3, nalezace do zbioru wyrazen regularnych. Z kolei zbiér
wyrazen regularnych definiujemy jako najmniejszy sposréd zbioréw X spelnia-
jacych

1.0eX,ec XorazX C X,
2. jezeliry, 1o € X, to (r1 +12) € X oraz rire € X
3. jezelir € X, to (r)* € X.

Na przyklad wyrazeniem regularnym jest stowo ((0 + 1)(01)*)*0 (w przy-
padku ¥ = {0,1}). Wyrazenia regularne sa wlasciwie wzorami definiujacymi
pewien jezyk. Postaé tych wzorow zostala uksztaltowana przed wieloma laty i
odbiega troche od naszych przyzwyczajen. Podane wyrazenie regularne to wzér
oznaczajacy jezyk (({0} U {1})({0}{1})*)*{0}, czyli konkatenacje domkniecia
Kleene’ego jezyka ({0} U {1})({0}{1})* oraz jezyka {0}. Aby to sformalizo-
waé, definiujemy pojecie jezyka reprezentowanego przez wyrazenie regulrane 7.
Indukcyjna definicja jezyka reprezentowanego przez wyrazenie ma postaé

0
{e}
L) = {14

L(Tl) U L(TQ)
L(r1)L(rs)

(L(r1))*

jezeli r = (),

jezeli r = ¢,
jezelir =a € X3,
jezeli r = (r1 +ra2),
jezeli r = rira,
jezeli r = (r)*.

Jezeli r jest wyrazeniem regularnym, to mowimy, ze slowo s ma postaé r
wtedy i tylko wtedy, gdy s € L(r).
Korzystajac z Twierdzenia 5.1 mozna dowiesé

Twierdzenie 5.2 Jezyk L C X% jest reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy L jest
reprezentowany przez pewne wyrazenie reqularne r € X,..0

5.3 Lemat o nadymaniu

Twierdzenie 5.3 (Lemat o nadymaniu) Dla dowolnego jezyka regularnego
L istnieje liczba naturalna n taka, Ze dowolne stowo s € L o dlugosci przynaj-
mniej n mozna podzieli¢ na trzy czeSci u, v i w (a wiec s = wvw) tak, aby
luv| < n, [v| > 0 oraz, aby kazde slowo postaci wv'w (i € N) nalezato do L.
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Przed dowodem lematu o nadymaniu pokazemy, jak mozna z niego wypro-
wadzié, ze jezyk

L = {0f1"c{0,1}*: ne N}

nie jest regularny.

Przypuéémy, ze jezyk L jest regularny. Korzystajac z Twierdzenia 5.3 bie-
rzemy liczba naturalna n o wlasnosciach podanych w tezie. Tak wiec kazde
stowo z jezyka L, o dlugosci réwnej przynajmniej n, a wiec takze stowo s = 01",
mozna odpowiednio podzieli¢ na trzy czesci tak, aby

0"1" = wovw,
wl <
[v] > 0

oraz, aby — miedzy innymi — stowo uv?w nalezato do L. Nietrudno zauwazyé,

ze v = 0™ dla pewnej liczby m > 0. Tak wiec uwv?w = 0"t™1" € L. Poniewaz
m > 0, jest to sprzeczne z definicja L. Uzyskana sprzecznosé $wiadczy o tym,
ze jezyk L nie jest regularny.

Wyktad 6.

6.1 Dowdéd Lematu 5.3 o nadymaniu

Dowéd. Przypusémy, ze L jest jezykiem regularnym. Wezmy deterministyczny
automat skonczony

M = <Q32563 quF>

akceptujacy jezyk L. Liczbe n, ktéra ma spetniaé teze Twierdzenia 5.3, definiu-
jemy jako liczbe stanéw automatu M.

Aby przekonaé sie liczba n ma zadane wlasnosci wezmy stowo = € L o
dlugoséci m, m > n. Przypusémy, ze

r = a1a2...Qm

gdzie a; sa literami z alfabetu ¥. Rozwazmy ciag stanéw, w ktorych znajdzie
sie automat M podczas czytania stowa x, a wiec

g0, ¢1 = 6(qo,a1), g2 = 0(qo,a1a2), ..., qn = 6(qo, @1a203 . .. ax).

Ciag ten ma n + 1 elementéw. Pewien stan wystepuje wiec w nim dwukrotnie.
Niech 0 < k <l < n oraz

-~ ~

qr, = 6(q0,a1...ak) = 5(q0,a1...akak+1...al) = q.
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Zdefiniujmy v = ay...a5, ¥V = Qp41...0; 1 W = Q41 ... amy. Jest oczywiste, ze
|uv| < n, |v| > 1 oraz x = wvw, a takze

-~ -~

6(q0,u) = (g0, uv).
Aby zakoficzyé¢ dowéd wystarczy pokazaé, ze kazde ze stéw wviw nalezy do
jezyka L.
Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby ¢ € NV,

~

g(qo, uvi) = 4(qo,u).

Jest to oczywiste dla ¢ = 0. Dalej dowodzimy to przez indukcje w nastepujacy
sposob

-~

6(q0a u’UH_l) =

0, uv'v)

(=)

(qu U/Ui)a U)
(QQ,U),U)

qo, UU)

20 20 =) 20
> >

&)
—
)
g
£

Wobec powyzszego wzoru mamy takze

3(qo,uv'w) =

20 20 2 2
)

20
)
<
B
m
e

Tak wiec wszystkie stowa uviw sg akceptowane przez automat M i nalezg do
jezyka L. O

Whiosek 6.1 Jezeli deterministyczny automat M o n stanach akceptuje stowo
x o dlugo$ci przynajmniej rownej n, to akceptuje takze pewne stowo y takie, Ze
2| = n < [y| <z

Dowéd. Jezeli stowo x podzielimy w sposéb spetniajacy teze Lematu o nady-
maniu na czedci u, v i w, to stowo y moze zostaé¢ zdefiniowane jako uw. O

6.2 Whnioski dotyczace probleméw decyzyjnych

Lemat 6.2 Niech M bedzie deterministycznym automatem skoriczonym o n sta-
nach. Jezyk L(M) jest niepusty wtedy i tylko wtedy, gdy automat M akceptuje
pewne stowo o dlugo$ci mniejszej od n. Oznacza to, zZe istnieje algorytm po-
zwalajgcy na stwierdzenie, czy dany automat skoriczony akceptuje przynajmniej
jedno stowo.
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Dowéd. Oczywiscie, jezeli automat akceptuje pewne stowo, to jezyk L(M)
jest niepusty. Odwrotnie, jezeli jezyk L(M) jest niepusty, to jest najkrétsze
stowo akceptowane przez automat M. Na mocy Wniosku 6.1 nie moze mie¢ ono
dlugosci wigkszej lub rownej n. Ma wiec dlugosé mniejsza niz n. O

Lemat 6.3 Niech M bedzie deterministycznym automatem skonczonym on sta-
nach. Jezyk L(M) jest nieskoniczony wtedy i tylko wtedy, gdy automat M akcep-
tuje pewne stowo o dlugosci wiekszej lub réwnej n i mniejszej od 2 -n. Oznacza
to, Ze jest algorytm pozwalajgcy na stwierdzenie, czy dany automat skonczony
akceptuje nieskonczenie wiele stow.

Dowéd. Z Lematu 5.3 o nadymaniu wynika, ze jezeli automat M akceptuje
stowo o dlugosci réwnej przynajmniej liczbie stanéw automatu M, to do L(M)
nalezy nieskonczenie wiele stéw wynienionych w tezie wspomnianego lematu.

Natomiast jezeli automat M akceptuje nieskonczenie wiele stow, to takze
akceptuje pewne stowo o dlugosci wiekszej lub réwnej n. Z Wniosku 6.1 wynika,
ze najkrotsze takie stowo nie moze mie¢ dlugosci wigkszej lub réwnej 2 -n. Jego
dlugosé jest wiec mniejsza niz 2 -n. O

Lemat 6.4 Istnieje algorytm, ktory dla danych automatow skoriczonych My i
My stwierdza, czy te automaty akceptujqg dokladnie ten sam jezyk.

Dowéd. Przypusémy, ze automaty M i My maja odpowiednio ny i ng standw.
Mozna w efektywny sposob skonstruowaé¢ automat M o n stanach akceptujacy
réznice symetryczng jezykéw L(My) i L(Msz). Istotne jest wlasciwie tylko to,
ze potrafimy efektywnie ustali¢ liczbe stanéow tego automatu. Dalej, zgodnie
z Lematem 6.2 sprawdzamy, czy pewne stowo o dlugosci mniejszej niz n jest
akceptowane przez jeden i nie jest akceptowane przez drugi z automatéw M; i
M. O

Wyktad 7.

7.1 Automaty skonczone a relacje niezmiennicze

Relacje R C (X*)? nazywamy niezmiennicza, jezeli dla dowolnych stéw z, y i
z € ¥*, warunek xRy implikuje, ze zzRyz.

Lemat 7.1 Niech
M = <Q32563 quF>

bedzie automatem skoriczonym (deterministycznym — dla ustalenia uwagi — ale
lemat jest takze prawdziwy dla automatéw niedeterministycznych). Relacja Rs C
(X%)? zdefiniowana przez

TRsy +— g(qo,x)zg(%,y)
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jest niezmienniczq relacjg rownowaznosci o skonczonej liczbie klas abstrakcji.
Ponadto albo L(M) jest pustym jezykiem, albo jest sumg mnogoSciowq pewnych
klas abstrakcji tej relacy.

Dowéd. Jest oczywiste, ze Rs jest relacja rownowaznosci. Aby przekonaé sig
o niezmienniczosci tej relacji zauwazmy, ze jezeli §(qo, x) = d(qo,y), to takze

~

3(qo, 22) = 8(3(q0, ), 2) = 6(3(q0. y), 2) = 8(q0, y2).

Dla ¢q € Q zdefiniujmy

~

X, = {z€¥: d(q,z) =q}.

Jest wigc oczywiste, ze zbioréw postaci X, jest najwyzej tyle, co stanéw auto-
matu M i, wobec tego, jest ich skonczenie wiele. Wsréd nich sa wszystkie klasy
abstrakcji relacji Rs. Aby sie o tym przekonaé, obliczmy klase abstrakcji stowa
ZTo:

~ ~

{r €X*: zRsxo} ={x € 3" : §(g0,x) = 5(qo,x0)} = Xg(qo,mo).

-~

Latwo sie takze przekonaé, ze jezeli g € X, to ¢ = 6(qo, o) i w konsekwencji
Xy = Xg(qmzo). Oznacza to, ze zbiér X, jest albo zbiorem pustym, albo jest
klasa abstrakcji relacji Rs. Stad bez trudu otrzymujemy ostatnia cze$¢ tezy,
gdyz

L(M)={z €2": §(qo, ) € F} = | J X,.0

qeF

Lemat 7.2 Jezeli R C (X*)? jest niezmienniczq relacjg réwnowaznosci o skon-
czonej liczbie klas abstrakcyi i L jest sumg pewnej rodziny klas abstrakcyi relacji
R, to L jest akceptowany przez deterministyczny automat skonczony majgcy tyle
stanow, ile relacja R ma klas abstrakcyi. Tak wiec L jest jezykiem regqularnym.

Dowéd. Niech K bedzie zbiorem klas abstrakcji relacji R i niech F' bedzie
podzbiorem K. Przyjmijmy, ze L jest sumg mnogosciowa klas nalezacych do F,

L = |x

XeF

Pokazemy, ze jezyk L jest akceptowany przez automat
M = (K,X,0,]], F),

gdzie [¢] jest klasg abstrakcji relacji R wyznaczona przez stowo puste (ogdlniej,
[x] bedzie oznaczaé klase abstrakcji relacji R wyznaczona przez stowo z), a ¢
jest funkcja zdefiniowana wzorem
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dla dowolnego stowa z € ¥* i dowolnej litery a € 3. W przypadku takiej definicji
musimy sprawdzié, czy jest ona poprawna, a wiec, czy [xa] = [ya] wtedy, gdy
[x] = [y] (sprawdzamy, ze wartos$é¢ funkeji § nie zalezy od sposobu przedstawienia
pierwszego argumentu). Poprawnosé definicji wynika z niezmienniczosci relacji
R. Jezeli [z] = [y], to slowa z i y sa réwnowazne w sensie relacji R. Poniewaz
jest to relacja niezmiennicza, takze stowa za i ya sa réwnowazne w sensie relacji
R. Wobec tego, klasy abstrakcji relacji R, wyznaczone przez stowa za i ya sa
identyczne.

Prosty dowdd indukcyjny pozwala na wykazanie, ze dla dowolnych stéw z i
y zachodzi

i w szczegollnosci

Aby zakonczyé dowdd zauwazmy, ze

-~

xe€L(M) <= i(e,x) e F<[z] e F <z € L.

Watpliwosci moze budzié¢ najwyzej ostatnia réwnowaznosé. Jezeli [z] € F, to
klasa [z] jest jednym ze skladnikéw sumy réwnej L, jest wiec zawarta L. Tak
wiec wszytkie elementy [z], w tym x, naleza do L. T odwrotnie, jezeli « € L, to
x € |y] € F. W takim przypadku [z] = [y] i w konsekwencji [z] € F. O

Powyzsze lematy w nowy sposéb pozwalaja uzasadnié, ze jezyki akceptowane
przez automaty niedeterministyczne sg regularne.

7.2 Przyklad relacji niezmienniczej

Niech L C ¥* bedzie dowolnym jezykiem. Zdefiniujmy relacje Ry C (£*)? tak,
aby

2Ry <= VzeX'(zze€l<=yzel)
dla dowolnych stéw z, y € L.

Lemat 7.3 Dla dowolnego jezyka L, relacja Ry, jest niezmienniczq relacjq row-
nowaznosci i L jest sumq pewnej rodziny klas abstrakcji tej relacji.

Dowéd. Jest to wlasciwie oczywiste. Zauwazmy tylko, ze dwa stowa réwno-
wazne w sensie relacji Ry albo jednoczesnie naleza do jezyka L, albo jedno-
cze$nie do niego nie naleza. Oznacza to, ze klasy abstrakcji relacji Ry, sa albo
zawarte w L, albo roztacze z L. Tak wiec L jest sumg klas abstrakcji relacji R,
wyznaczonych przez stowa nalezace do L. O
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Twierdzenie 7.4 Jezeli jezyk L jest akceptowany przez deterministyczny au-
tomat skonczony o n stanach, to relacja Ry ma najwyzej n klas abstrakcy.

Dowdéd. Niech M = (Q, X, §, qo, F') bedzie deterministycznym automatem ak-
ceptujacym jezyk L. Zdefiniujmy funkcje f, ktéra stanom automatu M przy-
porzadkowuje klasy abstrakcji relacji Ry. Funkcja f stanowi g przyporzad-
kowuje klase abstrakcji wyznaczona przez stowo puste, jezeli §(qo,z) # ¢ dla
dowolnego x € ¥*. W przeciwnym razie, jezeli g(qo,x) = q, to f(q) jest klasa
abstrakcji wyznaczona przez stowo x. Takze tym razem musimy sprawdzi¢ po-
prawnos¢ powyzszej definicji. Wynika ona stad, ze dowolne slowa spelniajace
0(qo,x) = 6(qo, y) sa réwnowazne w sensie relacji Ry. Jezeli (g0, ) = 6(qo, y),
to réwniez 5(qo, xz) = 5(q0, yz) i, wobec tego, 5(q0, xz) € F wtedy i tylko wtedy,
gdy 6(q0,yz) €F.

Poniewaz f(d(qo,x)) jest klasa abstrakcji wyznaczona przez stowo z, funkcja
f przyjmuje jako wartosci wszystkie mozliwe klasy abstrakcji relacji Ry. Aby
uzasadnié teze wystarczy jeszcze zauwazy¢, ze dziedzina dowolnej funkcji typu
”na” ma przynajmniej tyle elementow, co zbiér wartosci.

Inny dow6d Twierdzenia 7.4 mozna otrzymac z zawierania Rs C Ry, ktére
zostalo udowodnione podczas sprawdzania poprawnosci definicji funkcji f. Ozna-
cza ono, ze podzial zbioru ¥* na klasy abstracji relacji Rs jest drobniejszy niz
podzial na klasy abstrakcji relacji Ry. Podzial drobniejszy jest podzialem na
wiecej czeci, a podzial na klasy abstracji relacji Rs dzieli X* na skonczenie
wiele zbioréw. O

Deterministyczny automat skonczony akceptujacy jezyk L nazywamy mini-
malnym, jezeli zaden deterministyczny automat o mniejszej liczbie stanéw nie
akceptuje jezyka L.

Whniosek 7.5 Deterministyczny automat skonczony akceptujacy jezyk L jest
minimalny wtedy i tylko wtedy, gdy ma tyle standw, ile jest klas abstrakcji relacji

Rr.

Dowdd. Jest to wniosek z Twierdzenia 7.4 oraz Lematow 7.317.2. O

7.3 Minimalizacja automatéw skonczonych

Teraz przedstawimy konstrukcje automatu minimalnego akceptujacego ten sam
jezyk, co dany automat skoniczony. Nie wnikajac w szczegoly przedstawimy tez
argumenty $wiadczace o tym, ze w podany sposob rzeczywiscie konstruujemy
automat minimalny.

Przypusémy, ze mamy dany deterministyczny automat skonczony

M = <Q52755q05F>'

Niezbednymi nazywamy te stany automatu M, ktére naleza do najmniejszego
sposréd zbioréw X C @ takich, ze
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1. g0 € X,
2. jezeli ¢ € X oraz a € %, to d(q,a) € X.

Pozostale stany automatu M nazywamy zbednymi. Nietrudno zauwazy¢, ze
wszystkie stany niezbedne sa postaci 6(qo, ), dla pewnego x € X* oraz po
usunieciu z automatu M stanéw zbednych otrzymujemy automat akceptujacy
jezyk L(M). Dalej bedziemy zakladaé, ze automat M nie ma stanéw zbednych.
Przyjmijmy, ze L(M) = L. Zdefiniujmy relacje R C Q? tak, aby

@R = FJue¥XTweX*uRrw Ag(qo,u) =q /\g(qo,w) = qo.

Dla automatéw bez standéw zbednych, R jest relacja réwnowaznosci, ktéra ma
tyle samo klas abstracji, co relacja Ry. Aby si¢ o tym przekonaé, wystarczy
sprawdzié¢, ze warunek ” f(0(qo, x)) jest klasa abstrakeji relacji Ry, wyznaczona
przez stowo x” definiuje (poprawnie) pewna réznowartosciowa funkcje okreslona
w zbiorze @) i przyjmujaca jako wartdsci wszystkie klasy abstrakeji relacji Ry.
Minimalizacja automatu M wymaga znalezienia relacji R. Zwykle, zamiast
relacji R obliczamy najpierw jej dopelnienie korzystajac z nastepujacej charak-
teryzacji: Q2 \ R jest najmniejszym sposréd zbioréw X C Q? spelniajacych

1. FxQ\FCX,

2. jezeli (q1,q2) € X, to (g2,q1) € X,

~ ~

3. jezeli 1 # g2 1 (6(q1,a),(g2,a)) € X dla pewnego a € %, to (¢1,¢2) € X.

Przypus$émy, ze oprécz automatu M mamy ”popsuty” automat M. Popsuty
automat po przeczytaniu litery zmienia swéj stan w sposob, ktéry nie musi by¢
zgodny z funkcja przejécia; czasem popelnia bledy polegajace na tym, ze zamiast
znalezé sie w stanie ¢; (zgodnie z funkcja przejscia), przechodzi do innego stanu
q2. Zaktadamy jednak, ze bltedy automatu nie sa calkowicie dowolne. Robiac
btad przechodzi on do stanu gs tylko wtedy, gdy dzialajac poprawnie powinien
sie znalez¢ w stanie q; takim, ze ¢ Rqo.

Taki ”popsuty” automat M takze akceptuje jezyk L(M). Przypu$émy, ze
czytajac stowo = popetnia tylko jeden blad polegajacy na przejsciu do stanu gz
zamiast ¢;. Wobec tego q1 Rg2. Niech u i w beda stowami takimi, ze §(qgo,u) =
q1, 5A(q0, w) = g2 oraz uRpw. Przyjmijmy, ze blad ten mial miejsce w momencie,
gdy zostalo przeczytane stowo y i do przeczytania zostalo jeszcze stowo z. Tak
wiee §(qo,y) = ¢1 1 * = yz. Poprawnie dzialajacy automat M konczy prace w
stanie

o~ o~ o~

3(q0,z) = (g0, y2) = 6(3(q0.y), 2) = 8(a1, 2) = 8(8(q0,u), 2) = 8(qo, uz).

Natomiast blednie dzialajacy automat M zakonczy czytanie slowa x w stanie

~ ~

3(g2, 2) = 8(8(g0, w), 2) = 8(qo, w2).
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Poniewaz uRpw, stowa uz i wz albo jednocze$nie naleza do jezyka L, albo
jednoczesnie do niego nie naleza. Wobec tego

o~ o~

0(qo,uz) € F < §(qo,wz) € F,

a to oznacza, ze albo poprawnie i niepoprawnie dziatajace automaty M akcep-
tuja stlowo z, albo jednoczesnie go odrzucaja. Korzystajac z zasady indukcji,
przedstawione rozumowanie bez trudu mozna uogélni¢ na przypadek dowolnej
liczby btedéw.

Przypu$émy, ze automat M ma dwa roézne stany ¢ i go takie, ze g1 Rqgs.
W takiej sytuacji mozemy popsu¢ automat M tak, aby przechodzil do stanu
q2 zawsze wtedy, gdy zgodnie z funkcjg przejscia powinien znalezé sie w stanie
q1- Automat M i popsuty w taki spos6b automat M beda akceptowaé ten
sam jezyk. Co wiecej, w tym przypadku popsuty automat M jest automatem
skoniczonym

M/ = <Q7255/5q07F>
z odpowiednio zdefiniowang funkcja przejscia ¢':

/ [ 8(g,a) jezeli 6(q,a) # qu,
'(g,a) = {q2 jezeli 6(q,a) = qu,

Latwo zauwazy¢, ze jezeli qy # q1, to stan g; automatu M’ jest zbedny i, wobec
tego, mozna go z automatu M’ usunaé. Opisang konstrukcje mozna uogélnié
na przypadek wigkszej liczby par standéw zachowujac podane wlasnoéci.

Aby skonstruowaé automat minimalny akceptujacy jezyk L(M)

1. obliczamy relacje R,

2. z kazdej klasy abstrakcji relacji R wybieramy po jednym stanie (dobrze
jest wybraé stan poczatkowy z klasy, do ktérej on nalezy),

3. a nastepnie stosujemy wyzej opisana konstrukcje do kazdych dwoch réz-
nych stanéw q1, g2 takich, ze stan ¢y jest wybranym z klasy abstrakcji
relacji R, wyznaczonej przez stan qq,

4. i w kohcu usuwamy z otrzymanego automatu stany zbedne.

Po wykonaniu opisanych wyzej czynnosci otrzymujemy automat M, akceptu-
jacy jezyk L = L(M), o liczbie stanéw najwyzej rownej liczbie klas abstrakeji
relacji R, a wiec takze najwyzej réwnej liczbie klas abstrakceji relacji Ry. Po-
niewaz automat M, akceptuje jezyk L, ma tyle standw, ile klas abstrakcji ma
relacja Ry. Teraz z Wniosku 7.5 wynika, ze M,, jest minimalnym automatem
akceptujacym jezyk L.
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Wyktad 8.

8.1 Gramatyki

Gramatyka nazywamy czworke
G = (V\T,PS) (7)
taka, ze

1. V jest skonczonym alfabetem; elementy zbioru V nazywamy zmiennymi
lub symbolami nieterminalnymi, a sam zbiér V' — zbiorem zmiennych
lub zbiorem symboli terminalnych,

2. T jest skonczonym alfabetem roztacznym z V; elementy T nazywamy
symbolami koncowymi lub terminalnymi, a zbiér T' zbiorem sym-
boli koficowych lub symboli terminalnych,

3. P jest skonczonym zbiorem par stéw nad alfabetem V U T, o niepustej
pierwszej wspolrzednej (a wiec P C (VUT)" x (V UT)*); P nazywamy
zbiorem produkcji, elementy P — produkcjami,

4. S jest jedna ze zmiennych; nazywamy ja symbolem poczatkowym.

Umawiamy sig, ze bedziemy pisaé¢ s; — so zamiast (s1, s2) € P. Jezeli bedziemy
rozwazaé jednocze$nie kilka gramatyk, to wzér s; — so bedziemy uzupelniaé¢ o
symbol gramatyki lub zbioru produkcji, na przyktad s; —p so lub s1 —¢g so.

Stowo y € (V UT)* wyprowadzamy w gramatyce G (patrz (7)) ze stowa
z € (VUT)* w jednym kroku, jezeli istnieja slowa 21, 22, s1, s2 € (VUT)*
takie, ze s; — g So oraz

T =218129 1 Y= z152%22.

Relacje wyprowadzalnosci w jednym kroku oznaczamy symbolem = albo — jezeli
jest konieczne — symbolem =¢. Tak wigc zapis * = y oznacza, ze y wyprowa-
dzamy w jednym kroku ze slowa z (w gramatyce G).

Symbolem =* oznaczamy przechodnie domkniecie relacji =. Jest to naj-
mniejsza przechodnia i zwrotna relacja w zbiorze stéw nad alfabetem V U T
zawierajaca relacje =. Inaczej relacje =* definiujemy jako najmniejsza sposréd
relacji R C ((V UT)*)? speliajacych dla dowolnych stéw z, y, z € (VUT)*

1. zRz,
2. jezeli xRy iy = z, to zRz.

Jezeli x =* y, to o slowie y moéwimy, ze daje sic wyprowadzié (w gramatyce
G) ze stowa x. Te wlasnoéé bedziemy zapisywaé jako =7, w sytuacjach, gdy
bedziemy zajmowac sie jednoczes$nie kilkoma gramatykami.
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Relacja =* jest oczywiscie przechodnia.
O slowie z méwimy, ze jest generowane przez gramatyke G, jezeli S =5
x. Jezykiem generowanym przez gramatyke G nazywamy

LG) = {zeT": S=(ua}

Tak wiec do L(G) naleze doktadnie te stowa utworzone z symboli terminalnych,
ktére mozna wyprowadzi¢ z symbolu poczatkowego S gramatyki G.

Przyklad 8.1 Przypus$émy, ze istnieje algorytm stwierdzajacy, czy dane stowo
x € ¥* nalezy do jezyka L. Wtedy L = L(G) dla pewnej gramatyki G. Uza-
sadnienie tego wykracza poza ramy wyktadu z jezykow formalnych. Ma to do$é
wazne konsekwencje. Aby rozwiazywaé z pomoca komputera dowolne problemy
wystarczy umie¢ odpowiada¢ na pytanie dane stowo x jest generowane przez
dane gramatyke G. Natomiast programowanie moze polega¢ na definiowaniu
gramatyki generujacej interesujacy nas jezyk.

Przyklad 8.2 Jezyk
{0"1": ne N}

jest generowany przez gramatyke
G = ({5}{0,1},P.5)
ze zbiorem P z dwoma produkcjami

S — 0851,
S —e.

Uzasadnienie tego wymaga spostrzezenia, ze S =* 051" dla dowolnej liczby
naturalnej n. Fakt ten bez trudu dowodzimy przez indukcje. Stad natychmiast
otrzymujemy, ze wszystkie stowa postaci 0™1" sa generowane przez gramatyke
G.

Aby wykazaé, ze gramatyka G nie generuje zadnych innych stéw nad alfa-
betem T rozwazmy relacje R taka, ze xRy jest rownowazne

x#SVIneN (y=0"1"Vy=0"51").

Mozna dowieé¢, ze ta relacja ma obie wlasnosci podane w definicji relacji =*.
Jezeli tak jest, to =*C R, a takze

S="y = dneN({y=0"1"vy=0"51").

Wynika stad, ze stowa y € T* generowane przez gramatyke G sa postaci 01"
dla pewnej liczby n € N.
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8.2 Gramatyki a jezyki regularne
Niech

M = <Q32563 quF>

bedzie automatem skoniczonym. Zdefiniujemy gramatyke generujaca jezyk L(M).
Bedzie to gramatyka

G = <Q527P7 q0>7

gdzie P sklada sie z produkcji ¢ — aq’ dla wszystkich q, ¢ € Q i a € X takich,
ze 6(q,a) = ¢’ oraz z produkcji ¢ — € dla wszystkich ¢ € F. Tak wiec

P = {(¢,ad') €Q xXQ: d(¢,a) =q'}U{(q,e) : g€ F}.

Aby wykazaé, ze L(M) C L(G) zauwazmy, ze jezeli 3((], x) =¢, toq=" zq dla
dowolnych ¢, ¢’ € Q iz € ¥*. Te wlasno$é dowodzimy przez indukcje ze wzgledu
na ¢ € ¥*. Teraz zawieranie L(M) C L(G) jest juz latwe do udowodnienia.
Jezeli © € L(M), to takze g(qo, x) = ¢’ dla pewnego stanu ¢’ € F. Z powyzszej
wlasnoéci otrzymujemy, ze qo =* xq’. Zachodzi takze ¢’ = z, gdyz ¢’ € F.
Wobec tego go =* x, a to oznacza, ze x € L(Q).

Aby wykazaé zawieranie przeciwne rozwazmy relacje R C ((Q U ¥)*)? taka,
ze

TRy <= ngQ\/yGE*\/Ely’EZ*EIq’GQ(y:y’q’/\g(z,y’):q’).(éi)

O relacji R dowodzimy, ze ma wlasnosci podane w definicji relacji =*. Stad
otrzymujemy, ze =*C R.

Przypu$émy, ze x € L(G). Slowo x wyprowadzamy z qo w przynajmniej
jednym kroku poniewaz = # qo. Istnieje wiec stowo y € (Q U X)* takie, ze

g ="y = x.

Poniewaz x € ¥*, wiec wyprowadzajac x z y musimy stosowac jedna z produkcji
postaci ¢ — ¢ dla pewnego q € F. Wobec tego stan ¢ wystepuje w slowie
y. Wlasnosé qo =* y implikuje, ze qoRy. Nietrudno zauwazy¢, ze rozwazanej
sytuacji nie zachodza dwa pierwsze czlony alternatywy z definicji relacji R (patrz
(8)). Zachodzi wigc trzeci z tych czlonéw. Tak wiec y = y'q dla pewnego y' € ¥*
spelniajacego g(qo, y') = q (stan ¢’ z definicji R musi by¢ réwny ¢). Ale ¢ € F,
wiec mamy y' € L(M). Natomiast warunek y'q = y = x implikuje, ze stowo y’
jest réwne x. Tak wiec z € L(M).
Powyzsze rozumowanie dowodzi, ze L(G) = L(M).



Antoni Koscielski, Jezyki Formalne i Teoria Automatéw. Wyklad 8. 25

8.3 Najprostsze wlasnosci

Czasem nieco dokladniej bedziemy analizowaé pojecie wyprowadzenia. Wpro-
wadzmy wiec relacje =". Dla dowolnych stéw « i 3, relacja o = 3 zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy @ = . Dalej relacje =" definiujemy przez indukcje
tak, aby

a="T1g

bylo réwnowazne istnieniu slowa - spelniajacego
a="y A y= [0

Jezeli @ =" (3, to bedziemy moéwié, ze 0 daje sie wyprowadzi¢ z a w n
krokach.

Sformulujemy teraz najprostsze wlasnosci pojecia wyprowadzenia. Dowody
tych wtasnosci zostana pominigte.

Lemat 8.3 Jezeli x =" y, to 21220 =" z1y2ze, dla dowolnych stéow x, y, z1 @
zZ92.

Whiosek 8.4 Jezeli © =% y, to z1x20 =" z1y29, dla dowolnych stow x, y, z1 @
zZ92.

Whniosek 8.5 Jezeli x1 =™ y1 i 2 =™ yo, to x122 =" y1y2, dla dowolnych
stéw w1, y1, T2 @ Yo.

Whniosek 8.6 Jezeli x1 =" y1 i xo =% yo, to x122 =% y1y2, dla dowolnych
stow x1, y1, 2 © Ya.

8.4 Gramatyki bezkontekstowe

Gramatyke G = (V, T, P, S) nazywamy bezkontekstowa, jezeli wszystkie pro-
dukcje gramatyki G sa postaci A —g a dla A€ V.

Jezyk L jest bezkontekstowy, jesli jest generowany przez gramatyke bez-
kontekstowa.

W rozdziale 8.2 zostaly zdefiniowane gramatyki regularne, generujace jezyki
regularne. Jest oczywiste, ze sa to gramatyki bezkontekstowe. Tak wiec jezyki
regularne sa bezkontekstowe.

Natomiast w Przykladzie 8.2 zostalo wykazane, ze jezyk {0"1" : n € N}
jest bezkontekstowy. Wiadomo, ze nie jest to jezyk regularny. Istnieja wiec
jezyki bezkontekstowe, ktore nie sg regularne.

Bardzo wazna wlasnosé jezykow bezkontekstowych jest trescia ponizszego
lematu.

Lemat 8.7 Jezeli gramatyka G jest bezkontekstowa i x1x2 =¢ y, to istniejg
stowa yy iy oraz liczby n1 i ng takie, Ze y = y1y2, N = N1 +n2, T1 =S5 Y1
oraz T3 = Y-
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Dowdd. Dowdd tego Lematu zostanie pominiety. Dowodzimy go przez induk-
cje ze wzgledu na n. Teza Lematu 8.7 wynika ze spostrzezenia, ze w gramatyce
bezkontekstowej, w jednym kroku ze stowa x1x2 wyprowadzamy stowa postaci
yxo lub x1y, dla odpowiedniego stowa y. O

Whiosek 8.8 Jezeli gramatyka G jest bezkontekstowa it x1x2 =¢ y, to istniejg
stowa y1 i y2 takie, Ze y = y1y2, X1 =5 Y1 oAz Tz = Y.

Wyktad 9.

Naszym celem jest teraz pokazanie, ze gramatykom bezkontekstowym mozna
nadaé prostag w pewnym sensie lub wygodna z jakis wzgledow postaé. Wymaga
to dos$¢ zmudnego przeksztalcania gramatyk.

9.1 Usuwanie symboli zbednych

Konstrukcja 9.1 Przypusémy, Ze dana jest bezkontekstowa gramatyka
G = (V,T,P,S).
Niech V' bedzie najmniejszym sposréd zbioréw X C V spelniajgcych
jezeli A —q v jest produkcjq takq, ze v € (X UT)*, to A e X.

Niech P’ bedzie zbiorem tych wszystkich produkcji ze zbioru P, w ktérych lewa i
prawa strona sq stowami nad alfabetem V' UT. ChcielibySmy rozwazaé grama-

tyke
G = (V',T,P,S).

Aby G’ bylo gramatyka, symbol poczatkowy S powinien nalezeé¢ do zbioru
zmiennych V’. Ten warunek nie musi by¢ spelniony. Tak jest na przyktad
w przypadku gramatyki G = ({S},{a},{S — S}, S). Dla tej gramatyki zbiér
V' oraz jezyk przez nig generowany sa puste. Symbol poczatkowy jednak jest
potrzebny tylko wtedy, gdy rozwazany jezyk generowany przez gramatyke. Nie
jest on potrzebny, gdy analizujemy pojecie wyprowadzenia.

Zauwazmy, ze

o jezelia=%L fife (VU toae (VUT) ia=¢ 0.

Aby to uzasadnié¢, wystarczy dowies¢ analogiczna wlasnosé relacji =¢ i =¢.
Jezeli 8 € (V' UT)* zostalo wyprowadzone z «, to jest produkcja A —¢g v isa
stowa o/ 1 o' takie, ze @ = o’ Ao’ oraz 8 = o’ya'”. Poniewaz 8 € (V' UT)*,
wiec takze o, v 1 o” € (V' UT)*, a — na mocy definicji zbioru V' — réwniez
A € V', Stad oczywiscie otrzymujemy, ze o € (V' UT)* oraz A —¢g 7. A to
takze implikuje, ze a =g/ 0.
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Udowodniona wtasno$¢ ma dwie konsekwencje. Po pierwsze, jezeli jezyk
L(G) jest niepusty, to S € V' i w konsekwencji nic nie stoi na przeszkodzie,
aby zajmowaé sie jezykiem L(G’) Po drugie, przy tym zalozeniu mamy takze
zawieranie L(G) C L(G’).

Natomiast zawieranie przeciwne L(G') C L(G) jest konsekwencja nastepu-
jacego lematu bedacego prostym wnioskiem z definicji relacji wyprowadzenia.

Lemat 9.2 Jezeli symbole terminalne i nieterminalne oraz produkcje gramatyki
G’ sq odpowiednio symbolami bgdZ produkcjami gramatyki G, a ponadto obie
gramatyki magjg ten sam symbol poczgtkowy, to L(G') C L(G). O

Z definicji zbioru V' otrzymujemy takze
o jezeli A € V', to A=} o dla pewnego a € T™*.

Oznacza to, ze L(G) jest niepusty zawsze wtedy, gdy S € V’. Tak wiec nalezenie
symbolu poczatkowego S do V' jest réwnowazne niepustosci jezyka L(G).

7 obu powyzszych wlasnos$ci wynika, ze w gramatyce G’ z dowolnego sym-
bolu nieterminalnego mozna wyprowadzi¢ pewne stowo zapisane przy uzyciu
tylko symboli terminalnych. Tak wiec zachodzi nastepujacy

Lemat 9.3 Dla dowolnej bezkontekstowej gramatyki G generujgcej niepusty je-
zyk istnieje gramatyka G’ generujgca jezyk L(G), w ktérej z dowolnego symbolu
nieterminalnego mozna wyprowadzi¢ pewne stowo zapisane przy uzyciu wylgcz-
nie symboli terminalnych.

Konstrukcja 9.4 Przypusémy, Ze dana jest bezkontekstowa gramatyka
G = (V,T,P,S).
Niech teraz U bedzie najmniejszym sposrod zbiorow X CV UT spelniajgcych
1. Se X,
2. jezeli Ae X i A—qgry, toy e X*.

Niech P bedzie zbiorem tych wszystkich produkcji ze zbioru P, w ktdrych lewa
1 prawa strona sq stowami nad alfabetem U. Zbiér P’ mozna wiec zdefiniowad
jako PN (U*)2. Rozwaimy gramatyke

G = (VnUTnUP,S).
Tak zdefiniowana gramatyka ma nastepujace wlasnosci
e jezelia =5 BiacU* toBecU"ia=y B

o jezelixz € U, to S =, axf dla pewnych o, 8 € U¥,
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Wtasnoéci te dowodzimy tak, jak analogiczne wtasnosci poprzedniej konstrukeji.
Pierwsza z tych wlasnosdci implikuje, ze L(G) C L(G') C (T NU)*. Prawdziwe
jest tez zawieranie L(G’) C L(G) i jest to konsekwencja Lematu 9.2. Zauwazmy
tez, ze zbior U jest suma alfabetéw zlozonych z symboli terminalnych i nieter-
minalnych gramatyki G’ (U = (VNU)U (T NU)).

Dla danej gramatyki G = (V, T, P, S), o symbolu & € V UT méwimy, ze jest
niezbedny, jezeli

e istnieje stowo o € T™ takie, ze v =7, « oraz
e istnieja stowa «, § € (V UT)* takie, ze S =§ axpf.
Symbole, ktore nie sa niezbedne nazywamy zbednymi.

Lemat 9.5 Dla dowolnej bezkontekstowej gramatyki G generujgcej niepusty je-
zyk istnieje bezkontekstowa gramatyka bez symboli zbednych generujgca ten sam
jezyk L(G).

Dowéd. Wobec Lematu 9.3, mozemy dodatkowo zatozyé, ze w gramatyce
G = (V,T,P,S) z dowolnego symbolu nieterminalnego daje sie wyprowadzié
pewne slowo zapisane wylacznie przy uzyciu symboli terminalnych. Do takiej
gramatyki stosujemy Konstrucje 2. W otrzymana w ten sposéb gramatyka
G' = (V',T' P’ S) generuje jezyk L(G) i nie ma symboli zbednych.

Aby przekonaé sie o tej ostatniej wlasnosci zauwazmy, ze dla dowolnego
symbolu z € V' UT’, w gramatyce G z symbolu poczatkowego S daje si¢ wy-
prowadzi¢ stowo postaci ax3, a z symbolu z daje sie wyprowadzi¢ stowo v € T,
tak wiec

S=taxfhe=5LyeTl”

dla pewnych stow «, 0 i v. Konstrukcja 9.4 gwarantuje jednak, ze wyprowa-
dzenia w gramatyce G z symboli gramatyki G’ sa takze wyprowadzeniami w
gramatyce G’. Ostatecznie

S=4 arf A= ye(T)
dla pewnych stéw «, 8 1 v. Oznacza to, ze w gramatyce G’ nie am symboli
zbednych. O
9.2 Usuwanie e-produkcji

Produkcje postaci @« — ¢ nazywamy e-produkcjami. Nietrudno zauwazyc,
ze e-produkcje sa potrzebne do wyprowadzenia stowa pustego. Dla dowolnej
gramatyki G = (V, T, P, S), gramatyka

G = (VU{SV.T,PU{S —e S — S}, 8

z nowym symbolem poczatkowym S’ ¢ V generuje jezyk L(G') = L(G) U {e}.
Pokazemy, ze w innych sytuacjach e-produkcje nie sg potrzebne.
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Symbol nieterminalny X nazywamy zerowalnym, jezeli X =* . Méwimy,
ze stowo o/ rézni sie od stowa a symbolami zerowalnymi, jezeli o' powstaje
z « przez usuniecie niektorych symboli zerowalnych. Na przyktad, jezeli Z
jest symbolem zerowalnym, to abaZbbZ rézni si¢ od ZaZbaZbbZZ symbolami
zerowalnymi. Zakladamy tez, ze kazde stowo rézni si¢ symbolami zerowalnymi
od siebie.

Konstrukcja 9.6 Przypusémy, ze mamy gramatyke
G = (V,T,P,S).
Niech

P = {a—=vy:v#enTFBe (VUT)* (a =g BA

v rdini sie symbolami zerowalnymi w G od )}
Bedziemy rozwazaé gramatyke
G = (V,T,PS).

Jest oczywiste, ze gramatyka G’ nie zawiera e-produkcji i jest bezkontekstowa,
jezeli bezkontekstowa jest gramatyka G. Latwo zauwazyé, ze jezeli v rozni
si¢ od 8 symbolami zerowalnymi w G, to 8 =¢ . Wynika stad, ze jezeli
a — Gy, to a =5 4. 1 co wiecej, jezeli @ =%, v, to o =¢§ . Wobec
tego L(G') C L(G). Poniewaz wyprowadzenia slowa pustego wymaga uzycia
przynajmniej raz e-produkcji, wigc takze L(G') C L(G) \ {e}.

Réwniez prawdziwe jest zawieranie odwrotne. Aby je wykazaé¢ zauwazmy,
ze jezeli S =% [ dla niepustego stlowa 3, to takze S =¢, 5. Dowodzimy to
przez indukcje. Jest to prawda, jezeli 3 jest réwne S. Ponadto, w sytuacji,
gdy S =§ 8’ =¢ B, stowo 3’ jest niepuste i na mocy zalozenia indukeyjnego
mozemy przyjaé, ze S =%, (' irozwazamy dwa przypadki zaleznie od produkcji
wykorzystanej do wyprowadzenia 3 z 3'. Jezeli wyprowadzenie to nie wyma-
galo stosowania e-produkcji, to korzystaliémy z produkcji, ktéra nalezy takze
P’, i w konsekwencji 8 =g 3. Jezeli wyprowadzenie 8 z 3 w gramatyce G
wymagalo zastosowania e-produkeji, to dtugosé 4’ jest wigksza lub réwna 2, a
wiec wyprowadzenie 3’ z S w gramatyce G’ wymaga uzycia przynajmniej jed-
nej produkeji. przyjmijmy wiec, ze S =¢, 8" =¢ . Nietrudno zauwazy¢, ze
wyprowadzenie polegajace na zastosowaniu producji ze zbioru P’ i e-produkcji
z gramatyki G moze zosta¢ wykonane przy uzyciu jednej produkcji ze zbioru
P’. Tak wiec 8" =¢ 0 i ostatecznie S =¢., (.

Powyzsza implikacja pozwala na wykazanie, ze niepuste stowa z jezyka L(G)
naleza do L(G’). Tak wiec L(G') = L(G) \ {€}.

Lemat 9.7 Dla dowolnego bezkontekstowego jezyka L, jezyk L\ {e} jest gene-
rowany przez bezkontekstowq gramatyke bez e-produkcyi. O
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Wyktad 10.

10.1 Dodawanie produkcji jednostkowych
Konstrukcja 10.1 Przypusémy, ze mamy gramatyke
G = (V,T,P,S).

Bedziemy rozwazaé gramatyke

G = (VU{B}T,P,S),
w ktorej B jest nowg zmienng, a

P = PU{B—f,B—08,...,B— B,}

dla pewnych stéw B, Pa,..., fn € (VU{B}UT)*.

Nietrudno zauwazy¢, ze jezelia € VUT ia =5 B,to e VUT ia =g f.
Wynika to stad, ze zadna produkcja gramatyki G’ pozwalajaca na zastapienie
zmiennej ze zbioru V nie wprowadza do przeksztalcanego stowa zmiennej B i,
wobec tego, nie pozwala na pézniejsze zastosowanie produkeji nalezacych do P’
i nie nalezacych do P. Oczywistg konsekwencja tej wlasnosci jest zawieranie
L(G") C L(G). Zawieranie przeciwne jest prostym wnioskiem z zawierania
P C P’. Tak wigc obie gramatyki generuja ten sam jezyk.

Konstrukcja 10.2 Przypus$émy, ze mamy gramatyke
G = (V.T.PS),

oraz produkcje A —a a1 Bas. Bedziemy rozwazacé gramatyke
G = (V,T,P.8S)

takq, Ze

P = (P\ {A —a alBag}) U

{A = a1praz, A — ar1feas, ..., A — a1fBpaz}
gdzie By, Ba, ..., Bn s¢ wszystkimi slowami 8 € (V UT)* takimi, ze B —¢ (.

Obie gramatyki generuja ten sam jezyk. Jest proste do zaobserwowowania,
ze jezeli a —qr 3, to a =¢ B. Implikuje to, ze o =7 [ zawsze wtedy, gdy
a =%, . Tak wiec L(G') C L(G).

Dowdd zawierania przeciwnego jest bardziej skomplikowany. Najpierw za-
uwazmy, ze
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Lemat 10.3 Przypus$émy, Ze symbole terminalne i nieterminalne gramatyki G
sq odpowiednio symbolami terminalnymsi i nieterminalnymi gramatyk: G'. Jezeli
G jest gramatykq bezkontekstowq oraz dla wszystkich n < N, zmiennych X 1
stow B warunek X =73 B implikuje X =7, B, to dla wszystkich n < N i stow
o, B warunek o =¢ B implikuje o =¢. .

Dowéd. Zgodnie z Lematem 8.7, wyprowadzenie w gramatyce G stowa [
ze stowa o mozna podzieli¢ na wyprowadzenia z poszczegdlnych liter stowa o
fragmentow stowa [, przy czym wyprowadzenia fragmentéw nie sa dluzsze od
wyprowadzenia calego stowa 3. Wobec tego, te fragmenty daja sie wyprowadzi¢
takze z odpowiednich liter w gramatyce G’ i ich wyprowadzenia w gramatyce
G’ daja sie polaczyé w wyprowadzenie stowa 3 ze stowa « (patrz Wniosek 8.5).
O

Teraz pokazemy przez indukcje ze wzgledu na n, ze jezeli 5 € T* i X =% 3,
to X =¢, B. Zalézmy wigc, ze wlasnos¢ ta jest prawdziwa dla liczb mniejszych
od n. Poniewaz dla n = 0 dowodzona wlasno$¢ jest oczywista, mozemy jeszcze
zalozy¢, ze n > 0. Dla pewnej produkcji X —¢g « z gramatyki G zachodzi
X —g « :gfl B. Jezeli jest to produkcja rézna od A —g a1 Bas, to jest to
takze produkcja z gramatyki G’ oraz, korzystajac z zalozenia indukcyjnego i
Lematu 10.3, mamy X —q o =7 " .

Dowdéd nalezy wiec jeszeze przeprowadzi¢ w przypadku, gdy X = Ai A —¢
a1Bas =77 . Korzystajac z Lematu 8.7 stowo 3 przedstawiamy jako 33" 3"
tak, ze ay :g‘, 8, B :’5” 3" oraz ao :’5’” B". Poniewaz 3" € T*, wypro-
wadzenie 8”7 z B wymaga przynajmniej jednego kroku. Dla pewnego ¢ mamy

m'’ —1

wiec B —¢g (i =¢& B". Na podstawie zalozenia indukcyjnego, korzystajac

takze z Lematu 10.3, otrzymujemy, ze o :>Z§,/ 8, Bi ég,”_l 8" 1 :>Z§,/ 8.
Wobec tego

X =A - a1fias =5 B'Bica =5 B8 as =5 876" = 8.

Z udowodnionej wlasnosci wynika, ze L(G) C L(G’). Tak wigc mamy
L(G)=L(G").0

Konstrukecje 10.1 i 10.2 pozwalaja na dodawanie produkcji jednostkowych.
W kolejnym lemacie wykorzystamy to usuniecia z gramatyki niejednostkowych
produkcji zawierajacych symbole terminalne.

Lemat 10.4 Kazdy niepusty jezyk bezkontekstowy L taki, ze € & L jest gene-
rowany przez bezkontekstowq gramatyke G = (V, T, P, S) spelniajgcq dla wszyst-
kich X e Viac(VUT)*

jeteli X g a, toa € VT vaeT.

Dowéd. Bezkontekstowy jezyk L spelniajacy zalozenia Lematu 10.4 jest ge-
nerowany przez gramatyke bez e-produkcji. Niech T bedzie zbiorem symboli
terminalnych tej gramatyki. Powiekszamy zbiér jej symboli nieterminalnych i
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produkcji dodajac dla kazdego a € T nowy symbol T, oraz produkcje T, — a.
Przypuéémy, ze otrzymaliSmy w ten sposéb gramatyke G. Korzystajac z wla-
snoéci konstrukeji 10.1 stwierdzamy, ze L = L(G). Jest oczywiste, ze w gra-
matyce G kazdy z symboli T, mozemy zastapi¢ w jednym kroku tylko stowem
(symbolem) a.

Zdefiniujemy teraz pewna operacje, ktéra przeksztalca gramatyke G bez
e-produkcji, pozwalajaca na zastapienie w jednym kroku symboli 7}, tylko sym-
bolami a, w gramatyke G; o tych samych wlasnosciach, generujaca ten sam
jezyk. W gramatyce G wybieramy niejednostkowa produkcje X —¢g ajaas z
symbolem terminalnym a po prawej stronie i zastepujemy ja produkcja X —
a1T,as. Otrzymana w ten sposob gramatyke oznaczamy przez Gi. Oczywi-
Scie, przeksztalcajac w ten sposéb gramatyke G nie dodajemy produkcji postaci
T, — ..., ani e-produkcji. Jezeli do gramatyki G; i produkcji X —¢g, a1Tys
zastosujemy konstrukcje 10.2, to otrzymamy znowu gramatyke G. Wobec tego
L(G) = L(Gy). Nietrudno tez zauwazy¢, ze liczba symboli terminalnych w nie-
jednostkowych produkcjach gramatyki G jest mniejsza od liczby takich symboli
w gramatyce G.

Teraz tatwo opisaé¢ algorytm przeksztalcajacy gramatyke G w gramatyke o
wlasnosciach podanych w tezie Lematu 10.4. Moze to by¢ nastepujacy algorytm
(gramatyka G jest poczatkowa wartoscia zmiennej G):

e dopdki w gramatyce G jest niejednostkowa produkcja z symbo-
lem terminalnym,

e zastap G przez wyzej zdefiniowana gramatyke G;.

Algorytm ten konczy praca i wtedy wartoscig zmiennej G jest gramatyka o
zadanych wlasnosciach. O

10.2 Usuwanie produkcji jednostkowych
Najpierw zauwazmy, ze

Lemat 10.5 Dla dowolnej gramatyki G = (V, T, P, S) i dla dowolnego stowa «,
gramatyka G' = (V,T, P\ {a — a}, S) generuje jezyk L(G).

Dowdd. Oczywiscie, kazde wyprowadzenie w gramatyce G’ jest takze wypro-
wadzeniem w gramatyce G, wiec L(G’) C L(G).

Nietrudno tez zauwazy¢, ze w najkrotszym wyprowadzeniu w gramatyce G
stowa v z stowa (3, 3 # +, nie korzystamy z produkcji & — «. Ponadto wypro-
wadzenia, w ktérych nie korzystamy z tej produkcji, sa takze wyprowadzeniami
w gramatyce G’. Tak wiec kazde slowo nad alfabetem 7', ktére mozna wypro-
wadzi¢ z symbolu poczatkowego S w gramatyce G, daje sie takze wyprowadzié
z symbolu S w gramatyce G'. Tak wigc L(G) C L(G'). O
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Lemat 10.6 Kazdy niepusty jezyk bezkontekstowy L taki, Ze ¢ € L jest gene-
rowany przez bezkontekstowq gramatyke G = (V, T, P, S) spelniajgcq dla wszyst-
kich X e V ia e (VUT)* warunek

jeteli X g a, toa € VVTVaeT.

Dowdéd. Niech G(V,T, P,S) bedzie gramatyke, ktérej istnienie wynika z Le-
matu 10.4. Podamy teraz algorytm pozwalajacy na przeksztalcenie gramatyki
G w gramatyke o wlasnosciach podanych w Lemacie 10.6. Zakladam, ze mam
zmienna G, ktérej wartoscig jest gramatyka G.

e dla kazdej zmiennej A € V

e zastagp gramatyke GG gramatyke powstajaca z G przez usu-
niecie produkcji A — A,

e dopdki w gramatyce G jest produkcja postaci X — A

e zastgp gramatyke G gramatyka G’ zgodnie z konstrukcjag
10.2 zastosowang do produkcji X — A.

10.3 Gramatyki w postaci normalnej Chomsky’ego

Twierdzenie 10.7 KaZdy niepusty jezyk bezkontekstowy L taki, Ze € & L, jest
generowany przez bezkontekstowq gramatyke w postaci normalnej Chomsky’ego.

Dowéd. Dla jezyka L wezmy gramatyke G spelniajaca teze Lematu 10.6.
Indeksem produkcji X — « bedziemy nazywaé wigksza z liczb 0 1 |a| — 2. Tak
wiec indeks kazdej produkcji w gramatyce w postaci normalnej Chomsky’ego jest
liczba 0. Indeksem gramatyki G bedziemy nazywaé¢ sume indekséw produkcji
gramatyki G. Wobec tego, indeks gramatyki w postaci normalnej Chomsky’ego
jest rowny 0. Prawdziwa jest tez nastepujaca implikacja odwrotna. Jezeli indeks
bezkontekstowej gramatyki G jest rowny 0 i G spelnia teze Lematu 10.6, to
G ma posta¢ normalng Chomsky’ego. Tak implikacja jest oczywista. Jezeli
indeks gramatyki jest rowny zero, to prawe strony produkcji tej gramatyki maja
dhugosé nie wieksza niz dwa. Jezeli dodatkowo jest spelniona teza Lematu 10.6,
to prawe strony produkcji moga byé albo dwuliterowymi stowami nad alfabetem
zmiennych, albo symbolami terminalnymi.
Przeksztalémy gramatyke G w nastepujacy sposob:

e dopdki indeks gramatyki G jest wiekszy od 0

e wybierz produkcje X — A;A5A45... A, taka, ze n > 2

e zastagp (G gramatyka powstajgca z G przez dodanie do al-
fabetu zmiennych nowego symbolu B i powiekszenie zbioru
produkcji o B — A Ao,
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e zastap G gramatyka powstajaca z G przez usuniecie ze zbioru
produkcji X — A;A3As3...A, i dodanie do niego produkcji
X — BA3 N An-

Jezyki generowane przez gramatyke G przed i po wykonaniu kazdego z pod-
stawienn sg identyczne. W przypadku pierwszego podstawienia wynika to z
wlasnosci konstrukeji 10.1. W przypadku drugiego podstawiania wynika to z
wlasnosci konstrukeji 10.2 z tym, ze stosujemy ja do gramatyki otrzymanej w
wyniku podstawiania. Tak wiec gramatyki pamietane w G przed i po wykona-
niu powyzszego algorytmu generuja ten sam jezyk. Jest oczywiste, ze pierwsze
podstawianie nie zmienia indeksu gramatyki, a drugie — zmiejsza go o 1. Wo-
bec tego, algorytm zawsze konczy prace, a po jej zakonczeniu gramatyka G ma
indeks 0. Jest wigc gramatyka w postaci normalnej Chomsky’ego. O

Wyktad 11.

11.1 Konstrukcja pomocnicza
Konstrukcja 11.1 Przypu$émy, ze dana jest gramatyka
G = (V,T,PS)

i jedna ze zmiennych A € V. Produkcje pozwalajgce na zastepowanie zmiennej
A dzielimy na dwa rodzaje

A —g Aoy, A —¢ Aag, ..., A —g Aay,
oraz
A*)Gﬂla AHGﬂQv ceey AHGﬂMv
przy czym stowa B1, Po, ..., Bm, nie zaczynajq sie symbolem A. Przyjmijmy,

ze P’ oznacza 2bidr pozostalych produkcji gramatyki G. Bedziemy rozwazad trzy
gramatyks

dlai=1,2,3, gdzie B jest nowg zmienng (B ¢ V) oraz

P = PU{A—-pBB:i=1,....m}U{B—Ba;:i=1,...,n}U{B — ¢}
P, = PU{A—-pB:i=1,....m}U{B—a;B:i=1,....n}U{B — ¢}
Ps = PU{A-=B:i=1,...m}U{A—=BB:i=1,...,m}

UB—a:i=1,...,n}U{B—-a;B:i=1,...,n}.

Pokazemy, ze wyzej zdefiniowane gramatyki generuja jezyk L(G).



Antoni Koscielski, Jezyki Formalne i Teoria Automatéw. Wyklad 11. 35

Dowéd, ze L(G) C L(G;). Pokazemy przez indukcje ze wzgledu na k, ze
X=ty = X=§5 v

dla dowolnego X € V i dla dowolnego v € T*. Jest oczywiste, ze implikacja ta
pozwala na uzasadnienie podanego zawierania i zachodzi dla k& = 0. Zal6zmy,
ze k > 0 i implikacja zachodzi dla liczb mniejszych od k.

Najpierw zajmiemy si¢ przypadkiem, gdy X # A. Jezeli X ég v, t0 X —¢g
I3 :éfl v dla pewnego £. Wtedy X —¢, &, a na mocy zalozenia indukcyjnego
1 Lematu 10.3 mamy takze £ =¢,, 7. Wobec tego X =¢, 7.

Jezeli A =% ~, to albo A —¢ B ég_l v, albo A —¢g Aq; ég_l v dla
pewnego i. Jezeli zachodzi pierwsza z tych mozliwoéci, dowod prowadzimy jak
w poprzednim przypadku i korzystamy z oczywistego faktu, ze A :>é1 Bi. Jezeli
najpierw zastosowaliSmy produkcje A —g Ay, to stowo v mozna podzieli¢ na
dwie czesci 1 1 v tak, ze A :>’él e} :>’éf 2 dla pewnych liczb ki i ko,
mniejszych od k. Korzystajac z zalozenia indukcyjnego i ewentualnie z Lematu
10.3 otrzymujemy A =7 71 i a; =g, 2. Teraz analizujemy wyprowadzenie
stowa 1 z symbolu A w gramatyce G;. Najpierw zastosowaliémy produkcje
postaci A —¢, B;B. Tak wigc istnieja stowa y11 i 712 takie, ze 3; =5 711,
B =4, m2. Aby zakoiczy¢ ten fragment rozumowania wystarczy zauwazyc, ze

A —gq, BiB =g, BjBa; =g, y11Ba; =5, y1im20i = 1105 =g, 7172 = -

Tak wiec A =5 7.
Dowdd, ze L(G1) C L(G). Pokazemy przez indukeje ze wzgledu na k, ze

X=6 v = X=4y

dla dowolnego X € V i dla dowolnego v € T™*. Tak jak poprzednio zauwazmy,
ze wystarczy dowies¢ te implikacje i to w przypadku, gdy X jest réwne A.

Najpierw, korzystajac z Lematu 8.7 i postepujac jak w poprzedniej czedci
dowodu, wyprowadzeniu stowa v nadajemy postaé

A —¢, BB =¢, BjBa; =g, mBa; =& Myeai =g 11727 = 7.

Sa mozliwe takze wyprowadzenia, w ktérych do symbolu B stosujemy wylacznie
produkcje B —¢, €. Dla takich wyprowadzen dalszy dowdd jest prosty i zostaje
pominiety. Zauwazmy, ze

A =g, BiB=g 1B =g ny.

Oznacza to, ze w gramatyce G slowo 7172 daje sie wyprowadzi¢ z symbolu
A i wymaga to mniejszej liczby krokéw niz wyprowadzenie stowa . Z zaloze-
nie indukcyjnego mamy, ze A =¢ 7172, a takze a; =¢ 3. Teraz juz tatwo
wyprowadzi¢ v w gramatyce G:

A —g Aoy :>E Y1Y20 =>E Y1Y2Y3 = Y-
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Dowéd, ze L(G1) = L(G2). Aby dowiesé te réwnosé, pokazemy przez
indukcje ze wzgledu na k, ze

X=b v &= X=28 17

dla dowolnego X € V U {B} i dla dowolnego v € T*. Nietrudno zauwazyé, ze
roznice miedzy gramatykami G 1 Go sa zwiazane z symbolem B. Pozostale sym-
bole w obu gramatykach przeksztalcamy w taki sam sposéb. Jak w poprzednich
dowodach, otrzymujemy stad dowodzona réwnowazno$é¢ w przypadku X # B.

Przypusémy, ze B :gl ~v. Poniewaz B # ~, wiec k > 0. Nie ma czego
dowodzi¢, jezeli pierwsza wykorzystana w wyprowadzeniu produkcja jest B —a,
€. Mozemy wiec zalozy¢, ze wyprowadzenie v ma postac

B den BOéi :>]Z,‘:1 Y.
Stowo v daje sie rozbié¢ na dwa podstowa v; i1 v2, ¥ = 71772, spelniajace
B ¢Z}1 Y1 oraz a; ¢Z?1 Yo

dla liczb k1 i k2 o sumie réwnej k — 1. Poniewaz liczby k; i ko sa mniejsze od
k, wiec z zalozenia indukcyjnego mamy

B ¢’82 Y1 oraz o i’& Ya.

Dalej interesuje nas pierwsza produkcja w wyprowadzeniu ~;. Jezeli ta pro-
dukcja jest B —¢g, €, to 1 = €, k1 = 1 i w gramatyce Gy stowo 7 mozna
wyprowadzi¢ w nastepujacy sposéb:

k
B —¢, ;B =¢, ai =g, 72 =7-

Jezeli natomiast jest to produkcja B —¢g, o; B, to stowo 1 jest konkatenacjg
stow Y11 i Y12 takich, ze

(e7] :>2121 Y11 oraz B :>2122 Y12
dla liczb k17 i k12 spelniajacych k11 + k12 = k1 — 1. Z zalozenia indukcyjnego
otrzymujemy, ze B ﬁgf 12 1, wobec tego,
B —G, Ba; ilgf Y12 :>]é21 Y1272-

Korzystajac po raz kolejny z zalozenia indukcyjnego mamy

1+ki2+k
B :>G2 12+kR2 Y1272

i w konsekwencji

k 1+kiz+k
B —a, a;B =81 y1B =6 gm0y, = .
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Oznacza to, ze
k
B :>G2 Y

i konczy dowdd pierwszej implikacji. Implikacje odwrotna dowodzimy w ten
sam sposéb.

Dowéd, ze L(G2) = L(Gs). Fakt ten wynika ze spostrzezenia, ze Kon-
strukcja 9.6 zastosowana do gramatyki G2 daje gramatyke Gs.

Udowodnilismy wiec, ze gramatyki G i G3 generuja ten sam jezyk.

11.2 Gramatyki w postaci normalnej Greibach

Bezkontekstowa gramatyka G = (V, T, P, S) na posta¢ normalng Greibach,
jesli dla dowolnego X € Vi a € (V UT)* spelnia warunek

jezeli X —g a,toa € TV*.

Twierdzenie 11.2 Jezeli L jest niepustym jezykiem bezkontekstowym takim, Ze
e & L to L jest generowany przez bezkontekstowq gramatyke w postaci normalnej
Greibach.

Dowéd. Niech L bedzie niepustym jezykiem bezkontekstowym bez stowa pu-
stego. Na mocy Twierdzenia 10.7, jezyk L jest generowany przez gramatyke w
postaci normalnej Chomsky’ego. Niech G = (V, T, P, S) bedzie taka gramatyke
generujaca L.

Najpierw ustalmy dowolng numeracje zmiennych ze zbioru V. Niech wiec

V = {4, Ay, ..., A}
W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé¢ wylacznie gramatyki postaci
G = (VU{Bi, Ba, ..., B,},T,P',8S),

gdzie By, Bs, ..., B, sa nowymi zmiennymi, a wiec nie nalezacymi do V.
Oczywiscie gramatyka G ma taka postac.

Konstrukcja gramatyki w postaci normalnej Greibach, generujacej jezyk L
wymaga trzech krokow. W dwoch pierwszych krokach bedziemy rozwazaé tylko
gramatyki o trzech rodzajach produkcji

Ai - A]Ak’)/a
Ai — avy, (9)
Bi — Ay,

gdzie vy € (VU{By, Ba, ..., By})*.

Aby zdefiniowaé¢ gramatyke w postaci normalnej Greibach bedziemy prze-
ksztalca¢ gramatyke G wielokrotnie wykonywaé¢ Konstrukcje 10.2 i 11.1 Z udo-
wodnionych wlasnoéci tych konstrukcji wynika, ze wszystkie konstruowane w
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tym dowodzie gramatyki beda generowac jezyk L. Jest oczywiste, ze gramatyka
G ma produkcje postaci (9).

Aby zastosowaé Konstrukcje 10.2 wskazujemy gramatyke i produkcje A —
a1Bas ze wyrdznionym wystapieniem zmiennej B. Zastosowanie Konstruk-
cji 11.1 wymaga wskazania gramatyki i jednej z jej zmiennych. Umawiamy
sie, ze podczas wykonywania dwéch pierwszych krokéw definiowania gramatyki
w postaci Greibach bedziemy stosowa¢ Konstrukcje 10.2 do produkcji postaci
A; — Aja i do wskazanego wystapienia zmiennej A;, natomiast Konstrukcje
11.1 — do zmiennych ze zbioru V. Nietrudno sprawdzié, ze przy tych ogranicze-
niach, Konstrukcje 10.2 i 11.1 zachowuja postaé¢ produkcji okreslona w (9).

Krok 1. W pierwszym kroku przeksztalcimy gramatyke G tak, aby pro-
dukcje otrzymanej gramatyki, majace postaé¢ A; — A; Ay spelnialy warunek
1 < j. Aby to uzyskaé przeksztalcamy gramatyke G zgodnie z nastepujacym
algorytmem:

e dla i od 1 do n wykonaj

edlajodldoi—1
{jezeli u < i i jest produkcja A, — A, Ay, to u < v}
{jezeli jest produkcja A; — A, Agy, to v > j}
e dopdéki w gramatyce G sa produkcje postaci 4; — A; Ay

e zastap G gramatyka otrzymana w wyniku zastosowa-
nia Konstrukecji 10.2 do G i do produkcji 4; — A; Ay,

{jezeli u < i 1 jest produkcja A, — A, A7, to u < v}

{jezeli jest produkcja A; — A, Agy, tov > j+ 1}
{jezeli u < i i jest produkcja A, — A, Ag7y, to u < v}
{jezeli jest produkcja A; — A, Agy, to v > i}

e zastagp (G gramatyke otrzymang przez zastosowanie Kon-
strukcji 11.1 do G i do zmiennej A;

{jezeli u < i+ 11 jest produkcja A, — A, Ary, to u < v}
{jezeli jest produkcja A, — A, Ary, to u < v}
{jezeli jest produkcja A, — av, to a € T}

Krok 2. W drugim kroku usuwamy z konstruowanej gramatyki wszystkie
produkcje postaci A; — AjAry. W tym celu przeksztalcamy gramatyke w
nastepujacy sposob:

{jezeli jest produkcja A, — A, Agy, to u < v}
{jezeli jest produkcja A, — av, to a € T}
edlatodn—1dol
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{jezeli u > i oraz jest produkcja A, — av, to a € T}
e dopdki w gramatyce G sa produkcje postaci 4; — A; Ay
{jezeli jest produkcja A, — A, Ary, to u < v}

e zastap G gramatyke otrzymang przez zastosowanie Kon-
strukcji 11.1 do G i do zmiennej A; w produkcji A; —
AjAk’y.

{jezeli jest produkcja A, — A, Ary, to u < v}
{jezeli u > i — 1 oraz jest produkcja A, — ay, to a € T}

{jezeli jest produkcja A, — avy, toa € T}

Krok 3. W trzecim kroku usuwamy z konstruowanej gramatyki wszyst-
kie produkcje postaci B; — Aj;v. W tym celu przeksztalcamy gramatyke w
nastepujacy sposob:

{jezeli jest produkcja A, — avy, toa € T}
e dopdki w gramatyce G sg produkcje postaci B; — A,y

e zastap ( gramatyke otrzymang przez zastosowanie Kon-
strukcji 10.2 do G i do zmiennej A; w produkcji B; — A;7.

{jezeli jest produkcja A, — avy, toa € T}
{jezeli jest produkcja B, — a7, to a € T}

Jak wynika z komentarzy zamieszczonych w opisie algorytméw, po wyko-
naniu opisanych przeksztalcen otrzymujemy gramatyke w postaci normalnej
Greibach. O

Wyktad 12.

12.1 Automaty skonczone ze stosem

Automatem skonczonym ze stosem nazywamy siddemke
M = <Q527F567q07Z05F>5
gdzie

1. @ jest skonczonym zbiorem, nazywamy go zbiorem stanéw automatu
M

)

2. 3 jest skoniczonym zbiorem, nazywamy go alfabetem wejSciowym au-
tomatu M,
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3. T jest skonczonym zbiorem, nazywamy go alfabetem stosowym auto-
matu M,

4. 0 jest funkcja spelniajaca
§: Qx (ZU{e}) x D — 29x7,
nazywamy ja funkcjg przejsScia automatu M,
5. qo € @, nazywamy go stanem poczatkowym automatu M,
6. Zy € I', nazywamy go symbolem poczatkowym automatu M,
7. F C @, nazywamy go zbiorem stanéw akceptujacych automatu M.

Automat skonczony ze stosem wykonuje dwa rodzaje ruchéw. Ruchy pierw-
szego rodzaju sa opisane przez wartosci 0(q, a,~y) funkeji przejscia dla argumen-
tow z a ze zbioru X.. Ruchy drugiego rodzaju nazywamy e-ruchami. Sa opisane
przez wartosci 6(q, €, y) funkeji przejscia dla argumentu z €. Automat wykonuje
okreslony ruch wtedy, gdy warto$é¢ funkcji ¢ jest niepusta. Dokonuje wyboru
rodzaju ruchu w sposob niedeterministyczny. Takze niedeterministycznie jest
wybierany ruch sposréod mozliwych do wykonania ruchéow danego rodzaju.

Automat M znajduje si¢ w pewnym stanie i zwykle jego glowica obserwuje
jedna z liter danego stowa, z alfabetu 3. Moze tez nie obserwowacé zadnej litery.
Tak jest, gdy dane stowo jest puste lub automat przeczytal juz wszystkie litery
danego stowa. Dziatanie automatu zalezy takze od zawartosci stosu, ktéra in-
terpretujemy jako pewne stowo v nad alfabetem stosowym I'. Umawiamy sie,
ze stos ros$nie od prawej strony do lewej, wiec pierwsza litera stowa v znajduje
sie w wierzchotku stosu, a zlozenie kolejnego symbolu na stosie polega na dopi-
saniu go na poczatku stowa 7. Poszczegélne ruchy zaleza od stanu automatu,
obserwowanej litery i zawartosci wierzchotka stosu. Jezeli stos jest pusty, to
automat nie moze wykonaé¢ zadnego ruchu.

Jezeli automat M jest w stanie ¢ € @, obserwuje litere a € ¥, wierzcholtek
stosu zawiera litere Z € T' 1 (¢/,v) € 0(q,a,Z), to moze wykonaé¢ ruch (pierw-
szego rodzaju) polegajacy na

1. przejsciu do stanu ¢/,

2. przesunieciu glowicy w prawo,

3. usunigciu z wierzchotka stosu symbolu Z i
4. dopisaniu do stosu stowa ~.

Jezeli automat M jest w stanie ¢ € @), wierzcholek stosu zawiera litere Z € T'
i(q¢,v) €0(q,e,Z) (w tym przypadku automat moze obserwowaé¢ dowolna litere
lub nie obserwowaé zadnej), to ma prawo wykonaé¢ e-ruch polegajacy na
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1. przejsciu do stanu ¢/,
2. usunieciu z wierzchotka stosu symbolu Z i

3. dopisaniu do stosu stowa ~

nie powodujacy ruchu glowicy.

Konfiguracja automatu M (czasem nazywang opisem chwilowym auto-
matu) nazywamy tréjke (g,s,7) taka, ze ¢ € Q, s € ¥* iy € I'*. Méwimy, ze
automat M znajduje sie¢ w konfiguracji (g, s,7), jezeli jest w stanie ¢, zo-
stalo mu do przeczytania stowo s (wiec obserwuje pierwsza litere stowa s, jezeli
s # €) i stos zawiera stowo 7.

Relacja przejScia automatu M nazywamy binarng relacje w zbiorze kon-
figuracji, oznaczana symbolem + (lub Fj;), zdefiniowana wzorem

o= {((gas,Z7), (¢, s,74"7) : (d,7') € 6(q,a,7)}
U{((g:8,27),(d's8,7'7) : (d's7) € 6(q,6,7)}

Intuicyjnie, dwie konfiguracje (¢, s,7) 1 (¢', s’,7’) sa w relacji przejscia, a wiec za-
chodzi (q,s,7) F (¢, ¢',7'), jezeli automat znajdujacy sie w konfiguracji (g, s, %),
po wykonaniu jednego ruchu moze sie znalezé w konfiguracji (¢’, s',v'). Zwréémy
uwage, ze definicja relacji przejécia zawiera takze pewne umowy dotyczace spo-
sobu zapisywania informacji o zmianach na stosie i o samym stosie.

Relacja przejscia bedziemy nazywaé takze binarng relacje H* (lub F3,) w
zbiorze konfiguracji automatu M, bedaca przechodnim (i zwrotnym) domknie-
ciem relacji .

12.2 Akceptowanie przez automaty skonczone ze stosem

Bedziemy rozwaza¢ dwa sposoby akceptowania stéw przez automat ze stosem.
Stowo s € ¥* jest akceptowane przez przejsScie do stanu akceptujacego,
jezeli (qo, s, Zo) F* (q,¢,7) dla pewnych g € F iy € T'*. Méwiac intuicyjnie, au-
tomat ze stosem akceptuje stowo s przez przejscie do stanu akceptujacego, jezeli
uruchomiony w stanie poczatkowym ¢qg, ze stosem zawierajacym tylko symbol
poczatkowy Zy moze tak pracowaé, aby przeczytaé cale slowo s i znalezé sie¢ w
stanie ze zbioru F. Automat ze stosem akceptuje stowo s € ¥ przez oprdz-
nienie stosu, jezeli (qo, s, Z0) F* (¢,,¢) dla pewnego ¢ € Q. Innymi stowy,
automat ze stosem akceptuje stowo s przez opréznienie stosu, jezeli uruchomiony
w stanie poczatkowym qq, ze stosem zawierajacym tylko symbol poczatkowy Zy
moze tak pracowad, aby przeczytac cale stowo s powodujac jednoczesnie oproz-
nienie stosu.

W zwigzku z tym, ze mamy dwa pojecia akceptowania stowa, bedziemy
rozwazaé dwa jezyki akceptowane przez automat ze stosem. Jezyk L(M) na-
zywamy jezykiem akceptowanym przez automat M przez przejécie do standéw
akceptujacych. Zgodnie z definicja mamy

L(M) = {seX*: g€ FIyeT* (q,s,%0) Fis (¢,,7)}
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Jezyk N (M) nazywamy jezykiem akceptowanym przez automat M przez opr6z-
nienie stosu. Jezyk ten definiujemy jako

NM) = {se¥*: g€ (q,8, %) (g,¢,¢)}.

Przyklad 12.1 Rozwazmy automat skonczony ze stosem

M = <{q03q15q2};{Oal}a{ZaZO}aéaquZOa{q2}>a
z funkcja przejscia § zdefiniowang dla wymienionych argumentéw wzorami
(QO;O ZO) = {(qoszO)}a
(40,0, 2) = {(a,22)},
8(q0,1,2) = {(a1,9)},
(qla 1 Z) = {(Q17€)}7
(Q17€ ZO) = {(Qst)}v

a dla pozostalych argumentéw przyjmujacg jako warto$é zbiér pusty.
Nietrudno zauwazy¢, ze dla n > 0 (we wzorach zostalo zalozone, ze n > 1)
mamy

(qo,0™1™, Zo) Far (qo, 0" 11", Z Zo) s (qo, 0" 21", ZZ Zo) 34
(90, 1™, 2" Zo) g (q1, 1771, 271 Z0) bag (qu, 1772, 2772 20) By
((leEvZO) l7]\4 (Q27575)-

Oznacza to, ze automat M akceptuje na oba sposoby wszystkie stowa postaci
0"1™ dla n > 0.

Automat M uruchomiony ze stowem pustym nie wykonuje zadnego ruchu, a
wiec stowo puste nie jest akceptowane ani przez przejécie do stanu akceptujacego,
ani przez opréznienie stosu. Przypusémy, ze automat M zdolal przeczytaé stowo
s € ¥*. Stowo s musi zaczynaé sie literg 0. Stowa postaci 0™, n > 0, zostaja
przez automat M przeczytane, ale wtedy konczy on prace w stanie g i ze stosem
zawierajacym Z" Zy, a wiec nie sg one akceptowane. Jezeli uruchomimy automat
M ze stowem postaci 0"1"F!s, to bedzie pracowaé w nastepujacy sposéb:

(qO, 0n1n+18, Zo) "}Kw (qO, 1n+18, ZnZO) l_M (ql, 1”8, Zn_1Z0)
F}‘M (q17 157 ZO) l7]\4 (q27 1575)'

Stowa tej postaci nie zostana wiec przeczytane i, tym bardziej, nie zostana
zaakceptowane. Takze stowa postaci 0"1™0s, 0 < m < n, nie zostana prze-
czytane przez automat M. Czytajac te stlowa znajdzie sie on w konfiguracji
(q1,08, Z""™Zy) i wtedy albo stanie, albo wykona e-ruch (w przypadku n = m)
przechodzac do konfiguracji (gz2,0s,¢). Moga wiec zostaé jeszcze przeczytane
stowa postaci 0”1, 0 < m < n. Jezeli 0 < m < n, to automat M zakon-
czy czytanie stowa 0"1™ w konfiguracji (¢1,&, 2" ™Zy), a wiec slowa te nie
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zostang zaakceptowane. Moga wiec zostaé zaakceptowane i, jak wiemy, zostang
zaakceptowane stowa postaci 01", n > 0.
Ostatecznie, mamy L(M) = N(M) = {0"1": n > 0}.

Lemat 12.2 Jezeli M jest automatem skoriczonym ze stosem, to jezyk L(M)
jest akceptowany przez pewien skonczony automat ze stosem przez opréznienie
stosu.

Dowéd. Niech
M = <Q527F557QO7Z()5F>'

Dodamy do automatu M dwa nowe stany, nowy symbol stosowy oraz odpowied-
nio zmienimy funkcje przejécia, symbol i stan poczatkowy. Niech wiec

M/ = <QU{q{)aqE}aEaFU{X0}56/3q63X05F>;

gdzie ¢’ jest funkcja spelniajaca

&' (90, €, Xo) {(q0, Z0Xo)},

0'(q,6,X0) = {(ge;€)}, jezeliq € F,

§(q,a,2) = 6(q,a,Z)U{(ge,€)}, jezelige F, a€ LU {e}, Z €T,
§(q,a,2) = 6(q,a,72), jezeliqe Q\ F, a€ X U{e}, Z €T,
3(ge,6,2) = {(qe,€)}, jezeliqe Q\F, Z e TU{Xp},

a we wszystkich pozostalych przypadkach przyjmujaca jako warto$é zbiér pusty.
Przegladajac definicje funkeji 6’ mozna stwierdzié, ze w stanie poczatkowym
automat M’ moze tylko dopisaé¢ do stosu symbol poczatkowy Z; automatu M
i przej$¢ do stanu qg. Dalej automat M’ dziala jak automat M, ale ma tez
dodatkowe mozliwosci. W stanach konicowych (akceptujacych), bez wzgledu na
symbol znajdujacy sie na stosie, moze jeszcze wymazac¢ ten symbol i przejsé do
stanu ¢.. Po znalezieniu sie w stanie g., moze jeszcze usuwaé¢ symbole ze stosu,
bez zmiany stanu i polozenia glowicy.
Nietrudno zauwazy¢, ze

(q757’7> '77\/1 (qla 5/77/) Aand (q7577X0> '77\4’ (q/75/57/X0> (1())

dla dowolnych ¢,¢’ € Q, s,8 € ¥*, ~v,7 € T'*. Implikacja w prawa strong jest
oczywista 1 wynika stad, ze automat M’ wykonuje wszystkie ruchy automatu
M. Implikacja odwrotna jest konsekwencja tego, ze po przejéciu do stanu ze
zbioru ), automat M’ albo wykonuje ruchy automatu M, albo przechodzi do
stanu ¢, i do konica pracy znajduje sie w tym stanie. Ponadto, wykonujac ruchy
automatu M nie moze usunac z dna stosu symbolu Xj.
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Stad latwo otrzymujemy, ze L(M) C N(M'). Jezeli s € L(M), to automat
M przeprowadza konfiguracje (qo, s, Zo) w konfiguracje (¢,e,7’) dla pewnego
ge F i~y eI'* i, wobec tego,

(90, 8, Xo0) Farr (g0, 5, ZoXo) Fiypr (g,6,7' Xo) Far
(Qe7 g, ")/”Xo) F?\J’ (q(ia g, E)'

Tak wiec automat M’ akceptuje stowo s przez opréznienie stosu.

Przypusémy teraz, ze automat M’ akceptuje stowo s przez opréznienie stosu.
Po rozpoczeciu pracy w konfiguracji (g(, s, Xo) automat M’ przechodzi do kon-
figuracji (qo, s, ZoXo), a wiec jest w kofniguracji ze stanem ze zbioru @ i na
dnie stosu znajduje si¢ symbol Xy. Jezeli akceptuje stowo s przez opréznienie
stosu, to musi usunac takze symbol Xy z dna stosu. Jest mozliwe tylko w stanie
ge, albo w stanie ¢ € F réwnoczesnie z przejsciem do stanu g.. Wobec tego,
automat M’, aby zaakceptowadé, musi znaleZ¢ si¢ w stanie q.. Przejscie do stanu
ge jest mozliwe tylko ze stanéw ¢ € F. Automat M’ znalazl si¢ wigc w stanie
q € F, przeszedl do stanu ¢, i po pewnym czasie przeczytal dane stowo do
konca i opréznit stos. Ale przejscie ze stanu g do ¢ 1 dalsze ruchy w stanie g, sg
e-ruchami. Oznacza, to ze przejscie ze stanu ¢ do ¢. moglo mieé¢ miejsce dopiero
po przeczytaniu danego stowa. Tak wiec, jezeli automat M’ akceptuje stowo s
przez oproznienie stosu, to

(90, 8, ZoXo) Fasr (4,€,7X0)
dla pewnego g € F'i v € I'*. Wyzej juz zauwazyliémy, ze wtedy
(qu S, ZO) F7\/1 (q7 g, 7)5

a to oznacza, ze automat M akceptuje slowo s przez przejécie do stanu akcep-
tujacego. O

Lemat 12.3 Jezeli M jest automatem skoriczonym ze stosem, to jezyk N(M)
jest akceptowany przez pewien skonczony automat ze stosem przez przejscie do
stanu akceptujgcego.

Dowdéd. Dowdd jest bardzo podobny do dowodu Lematu 12.2. Niech
M = <Q527F557QO7Z()5F>'

Jak poprzednio, dodamy do automatu M dwa nowe stany, nowy symbol stosowy
i odpowiednio zmienimy funkcje przejscia, symbol i stan poczatkowy. Niech wigc

M/ = <QU{Q6aq6}7ZaFU{Xo}a(slaq(/)vXO;{qE}>7
gdzie ¢’ jest funkcja taka, ze
5/((]6,€,X0) = {(QO,Z()X())},
6/(anaX0) = {(qe,E)},

§(q,a,2) = 6(q,a,7), jezeliqe @, a€ XU{e}, Z€T,



Antoni Koscielski, Jezyki Formalne i Teoria Automatéw. Wyklad 13. 45

i przyjmujaca we wszystkich pozostatych przypadkach jako wartosé zbiér pu-
sty. Automat M’ uruchomiony w stanie poczatkowym sklada na stosie symbol
poczatkowy Zp automatu M i przechodzi do stanu poczatkowego gg. Dalej pra-
cuje jak automat M. Dodatkowo moze usunaé ze stosu symbol X przechodzac
jednoczesnie do stanu g.. W stanie ¢g. automat M’ nie wykonuje zadnego ruchu.

Dla tak zdefiniowanego automatu zachodzi takze wlasnosé (10). Dowodzimy
ja podobnie, jak w dowodzie Lematu 12.2.

Z wtasnodci (10) tatwo daje sie wyprowadzié, ze N(M) = L(M'). Mozna tez
dowiesé, ze L(M') = N(M'). O

Wyktad 13.

13.1 Pewne wlasnosci automatéw skonczonych ze stosem

W dalszym ciaggu bedziemy korzystac¢ z tego, ze obliczenia przez automat skon-
czony ze stosem majg nastepujace wlasnosci:

Lemat 13.1 Dla dowolnego skonczonego automatu ze stosem
M =(Q,%,T,6,qo, Zo, F)
1 dla dowolnych q,q' € Q, s,s',t € ¥*, v,7,£ €™ orazn € N zachodzi
1. jezeli (q,s,7) iy (4,5",7"), to (q,st,78) Fiy (¢, 8'E,77€),
2. jezeli (g, st,y) iy (¢, 8't,%), to (q,8,7) By (d',8',7"),
3. jezeliy # € i(q,8,7¢) Fu (¢',8,7€), to (q,8,7) bu (8", 7).

Krétko mowiace, obliczenia automatu skoniczonego ze stosem sa prowadzone w
tak samo niezaleznie od jeszcze nie przeczytanych symboli i niezaleznie od sym-
boli znajdujacych sie na dnie stosu. Nieco inna sytuacja ma miejsce w trzecim
przypadku. Usuwanie symboli z dna stosu nie moze doprowadzi¢ do opréznienia
stosu. Konieczne wigc jest dodatkowe zalozenie i nieco ostrozniejsze sformuto-
wanie.

13.2 Automaty skonczone ze stosem akceptuja jezyki bez-
kontekstowe

Twierdzenie 13.2 Jezeli G jest gramatyke w postaci mormalnej Greibach, to
jezyk L(G) jest akceptowany przez opréznienie stosu przez pewien automat skori-
czony ze stosem.

Dowdd. Dla gramatyki
G = (V,T,PS)



Antoni Koscielski, Jezyki Formalne i Teoria Automatéw. Wyklad 13. 46

w postaci normalnej Greibach definiujemy automat
M = <{q0}7Ta V557QO5S5®>7
z funkcja przejscia § okreslona wzorami

8(qo,a,Z2) = {(q0,7): Z —¢ av},
5(Q07€7Z) @

dla wszystkicha e T1Z € V.
Zauwazmy, ze dla tak zdefiniowanego automatu mamy

(g0, 8, Z) Fiy (qo,6,7) = Z =5 sy (11)

dla dowolnych s € T* i v € V*.
Dowdéd implikacji od lewej strony do prawej prowadzimy przez indukcje ze
wzgledu na s. Przypusémy, ze

(qusaaZ) F?w (QO,G,X’Y) F (quEa’y/’Y)

Nietrudno zauwazy¢, ze sposob pracy automatu M wymagajacy przynajmniej
jednego ruchu mozna przedstawi¢ w takiej postaci. Jest to konsekwencja nie
wykonywania e-ruchéw przez automat M. Z zalozenia indukcyjnego i Lematu
13.1.2 otrzymujemy, ze Z =¢ sX~. Natomiast na podstawie definicji funkcji
przejscia § stwierdzamy, ze wykonanie ostatniego ruchu jest mozliwe tylko wtedy,
gdy X —¢ ay’. Tak wiec Z =, say’y i to konczy dowdd rozwazanej implikacji.

Implikacje odwrotng udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na dlugosé wy-
prowadzenia. Zalézmy, ze Z =¢, s7. Jezeli w pierwszym kroku wyprowadzenia
sv korzystaliSmy z produkcji Z —¢ a dla pewnegoa € T, to s = a, v = €1, zgod-
nie z definicja funkcji 4, (go, €) € 6(qo, a, Z). Wobec tego (qo, s, Z) Far (qo,€,7)-

Przyjmijmy teraz, ze w pierwszym kroku tego wyprowadzenia korzystaliSmy
z produkcji Z —g aZ; ... Zx. Na mocy Lematu 8.7 oznacza to, ze stowo sy jest
konkatenacja ac . ..ay stéw takich, ze Z; =¢ a; dlai =1,..., k. Poréwnujac
stowa sviaq; ..., stwierdzamy, ze najwyzej jedno ze stéow «; zawiera symbole
terminalne i nieterminalne. Ustalmy, Ze jest to stowo «;, i jest ono konkatena-
cja B € T* 1 B € V*. W dalszym dowodzie pominiemy prostsze przypadki
zakladajac, ze 31 i B2 sa niepuste. Oczywiscie, zachodzi

s = aoy...qp-101, (12)

v = Bedigy1 ..o

Stowa «; naleza do T™ dla dowolnego i < ig. Dla wyprowadzen stow ay,
1 < 1, korzystamy z zalozenia indukcyjnego. Mamy wiec, ze

(qo, iy Zi) By (qo, €5 €)
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dla 7 < ig oraz

(qu ﬁla Zlo) l_?(\/[ (qu g, 52)

Stad, korzystajac z Lematu 13.1.1 otrzymujemy

(qo,aar .. .ai 101, Z) Fu (qo, 01 ... 0101, 21 ... Zy)
(qo,a1...aio_lﬁl,Zl...Zk) "}Kw (qoaa2---aio—lﬁlaZQ---Zk)

(90, Qig—151, Zig—1---Zx) Far (q0,51, Zig - .- Z)
(90,61, Ziy .- Zk) i (0.6, 02Zig41 - Zi).

Korzystajac z faktu, ze w gramatyce w postaci normalnej Greibach wyprowa-
dzenie stowa «; € V* ze zmiennej Z; jest mozliwe tylko wtedy, gdy «; = Z;,
oraz z réwnosci (12) otrzymujemy

(90, 8. Z) Fag (058, B2Zig11 - - - Zi) = (qo, €, Boig+1 - - - k) = (o0, €,7)

i tym samym dowiedliémy réwnowaznosé (11).

Postawiajac w réwnowaznosci (11) S zamiast Z i e zamiast y otrzymujemy,
ze

(qO,S,S) '77\4 (q07€7€) <~ S:>Z‘ S,
a wigc N(M) = L(G). O
13.3 Bezkontekstowosé jezykow akceptowanych przez au-
tomaty ze stosem

Twierdzenie 13.3 Jezeli M jest automatem skoriczonym ze stosem, to N (M)
jest jezykiem bezkontekstowym.

Dowéd. Niech
M = (Q,%,T,6 q,20,F)
bedzie automatem skoniczonym ze stosem. Zdefiniujemy gramatyke
G = (@QxT'xQU{SHZX, PLS).
Zmiennymi tej gramatyki, oprécz zmiennej S, sa tréjki, w ktérych pierwsza i
ostatnia wspélrzedna jest stanem ze zbioru @, a w érodku znajduje sie symbol

stosowy. Mozna si¢ spodziewad, ze w dalszym dowodzie beda pojawiac sie ciagi
takich zmiennych. Przyjmijmy, ze

1, Z1Z5 ... Zy, Q1]
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oznacza ciag zmiennych postaci

(q1,Z1,62)(q2, Z2,q3) - - - (ks Zks Qrt1)

dla pewnych stanéw qs, ..., qx. Oznaczenie to nie jest w pelni precyzyjne, ale
bedziemy si¢ nim postugiwaé zachowujac troche wiecej ostroznosci.

Zbiér produkeji P gramatyki G sklada sie¢ z nastepujacych rodzajow pro-
dukgcji:

S — (g0, Z0,q) dla dowolnego ¢q € Q,

(9, 2,q) — alq1, Z1 22 ... Zk, q] dla dowolnych ¢, ¢/, ¢1 € Q i wszyst-
kich ciagéw postaci [q1,21Z2... Zk,{]
pod warunkiem, ze (q1,Z122...2) €
d(q,a,2),dlak>0ia€X,

(¢,7,¢) — a dla dowolnych ¢, ¢’ pod warunkiem, ze
(¢',e)€dg,a,Z)iaEe X,

(¢,2,q) — [q1,Z1Z5 ... Zk,q] dla dowolnych ¢, ¢/, g1 € Q i wszyst-
kich ciaggéw postaci [q1, 2122 ... Zy,q'] o
ile (q1, 212> ...2y) € 8(q,¢,2),

(q,7,¢') — ¢ dla dowolnych q, ¢’ oile (¢’,¢) € §(q, ¢, Z).

Zauwazmy, ze
(@.Z.4)=6s = (¢.52)Fy (de.0). (13)

dla s € T*. Podstawiajac w implikacji (13) qo zamiast ¢ i Zy zamiast Z otrzy-
mujemy

(qu Zqu/) :>Z‘ s = (q075720) F?\J (q/,E,E).

W gramatyce G, stowa wyprowadzane z S sa wyprowadzane takze ze zmiennej
postaci (qo, Zo,q"). Wobec tego mamy L(G) C N(M).

Aby dowiesé (13) zastosujemy indukcje ze wzgledu na diugosé wyprowadze-
nia w gramatyce G. Wyprowadzajac stowo s € T* ze zmiennej (¢, Z, ¢') musimy
zastosowaé przynajmniej jedna produkcje. Jezeli pierwsza zastosowang jest pro-
dukcja trzeciego lub piatego rodzaju, to prawdziwos¢ implikacji sprawdzamy
bezposrednio i nie jest to trudne. Przypu$émy wiec, ze pierwszag zastosowana
jest produkcja (¢, Z,q') — alq1, 2123 . . . Zy, ¢'], to na mocy Lematu 8.7,

s = asy...Sg
dla pewnych stow s; oraz standéw ¢; takich, ze

(95 Zi, Giv1) =& Si-
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Wyprowadzenia stow s; sg krétsze od wyprowadzen stowa s, wiec mozemy za-
stosowaé zatozenie indukcyjne. Stad otrzymujemy, ze

(qia Si, ZZ) F?W (Qi+1a g, 5)
dla i < k (gr+1 jest réwne ¢') oraz, na mocy definicji P i Lematu 13.1.1,

(q,asl...sk,Z) I—M (ql,sl...sk,Zl...Zk)
(ql,sl...sk,Zl...Zk) F}Kw (q2,SQ...Sk,ZQ...Zk>

(qk» Sky Zk)
(¢',¢e,¢)

(Qh—1, Sk—15ks Zk—12Zk) iy
(> 865 Z1)  Fiy
i tym samym implikacja (13) zostala w tym przypadku udowodniona. Dowo-
dzimy ja tak samo, jezeli pierwsza wykorzystana jest produkcja czwartego ro-
dzaju.
Pozostato do wykazania, ze N(M) C L(G). Wynika to z wlasnosci

(q,8,7) Fiy (d'ye,6) = [q,7,¢] =& s dla pewnego ciagu zmiennych [q, v(44)

prawdziwej dla dowolnego, niepustego v. Wykazemy to przez indukcje ze wzgledu
na n rozwazajac dwa przypadki.

Najpierw zaktadamy, ze ~ jest zmienna Z i analizujemy pierwszy ruch auto-
matu M. Przyjmijmy, ze pracuje on w nastepujacy sposéb

(q,as’,Z) l_M (QhS/ﬁ/) |_7](471 (q/aEaE)‘

dla niepustego 7/. Wtedy, na mocy definicji P i zalozenia indukcyjnego, w

gramatyce G mozna wyprowadza¢ w nastepujacy sposéb
(Qa Za ql) =G a[q1; 'Y/, ql] :Z' as’.

Oczywiscie, automat M moze takze wykonaé¢ inny pierwszy ruch Wtedy impli-
kacje (14) uzasadniamy podobnie.

Przypusémy wiec, ze v ma dlugos$é wigkszg niz 1. Niech v = Z+'. Bedziemy
teraz analizowaé¢ dlugo$é¢ stowa zapisanego na stosie podczas pracy automatu.
Automat ze stosem moze skréci¢ zawartos$é stosu, ale tylko o 1 w pojedynczym
ruchu. Wynika stad, ze jezeli automat oprdznia stos po rozpoczeciu pracy ze
stosem dlugosci m, to jego stos musi mie¢ w pewnym momencie dlugo$é i dla
dowolnego i < m. Niech (q1, $2,7') bedzie pierwsza konfiguracja, w ktérej auto-
mat M, po uruchomieniu w konfiguracji (¢, s, Z+'), ma stos o dlugosci | Z~'| — 1.
Jest oczywiste, ze stosu bedzie wtedy zawieraé¢ stowo +'. Wobec tego, automat
M pracuje w nastepujacy sposob

(qa S, Z’yl) l_f\/[ (qla 52, ’7’) l_f\/[ (qla g, E)'
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Zalézmy, ze podczas pierwszych ruchéw czyta stowo s1, czyli s = s182. Wtedy
tez jest zawsze dizszy od slowa 7/, wiec Lemat 13.1.3 implikuje, ze

(qula Z) '77\4 (Q17575)-

Do obu fragmentéw pracy automatu mozemy zastosowaé zalozenie indukcyjne.
W ten sposéb otrzymujemy, ze

(0. Z,q1) =& s1 oraz g1, q'] =G s2

dla pewnego ciagu [g1,7,¢']. Tak wiec, dla odpowiednio dobranego stowa
lg: 2/, ¢'] mamy

4, 27,d'1 = (¢, Z, 1) a1, Y -4'] =& silar, V' -¢'] =& s152 = s.

Jest oczywiste, ze wlasnosé (14) implikuje zawieranie N(M) C L(G). Tym
samym konczymy dowo6d twierdzenia 13.3.
Twierdzenia 13.2 i 13.3 pozwalaja na wykazanie, ze

Twierdzenie 13.4 Jezyk L jest bezkontekstowy wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest
akceptowany przez automat skornczony ze stosem (przez przejscie do standw ak-
ceptujacych lub przez opréznienie stosu). O

Wyktad 14.

14.1 Lemat o nadymaniu dla jezykéw bezkontekstowych

Przypu$émy, ze mamy gramatyke G = (V, T, P, S) w postaci normalnej Chom-
sky’ego. Niech a € T™ bedzie stowem spelniajacym S =7 o. Najpierw be-
dziemy rozwazaé¢ pewne binarne drzewo D, wyznaczone przez stowo « (lub
przez jego wyprowadzenie).

Wierzchotki drzewa D, beda etykietowane parami (X, §) spelniajacymi X =,
818 € T*. Korzen drzewa D,, bedzie etykietowany para (S, ). Dalsza definicja
drzewa bedzie indukcyjna. Przypu$émy wiec, ze w drzewie D, jest wierzcholek
etykietowany para (X, 3). Jezeli 8 € T, to taki wierzchotek bedzie lisciem. Je-
zeli B ¢ T, to wyprowadzenia (§ ze zmiennej X wymaga uzycia przynajmniej
jednej produkcji postaci X —g X1 Xo. W takim przypadku, korzystajac z Le-
matu 8.7, stowo [ rozbijamy na dwie czesci 81, f2 (niepuste, a wiec rézne od
A" takie, ze

B = pife,

Xl :>z; 51 i XQ :>z; 62

i do drzewa D, dodajemy dwdch synéw wierzchotka (X, 3): lewego, etykieto-
wanego para (X1, (1) i prawego, etykietowanego (X3, 32).
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Otrzymane drzewo ma kilka wlasnosci. Po pierwsze, jego liscie sa uporzadko-
wane. Dla kazdych dwdch lisci [1 i I jest wierzchotek taki, ze [; jest potomkiem
lewego syna tego wierzchotka, a lo — prawego syna. Lisé¢ [; bedacy potomkiem
lewego syna tego wierzchotka uwazamy za znajdujacy sie po lewej stronie liscia
I3 bedacego potomkiem prawego syna (I; jest wczesniejszy od [3).

Po drugie, jezeli utworzymy konkatenacje liter z par etykietujacych liscie, w
kolejnosci zgodnej z porzadkiem lidci, od lewej do prawej strony, to otrzymamy
stowo . Przez indukcje tatwo dowie$é analogiczna wlasnosé poszczegdlnych
wierzchotkéw drzewa D,,: konkatenacja liter z etykiet lisci podrzewa o korzeniu
z etykieta (X, ) jest réwna (. Jest to oczywiste w przypadku lidci. Nie ulega
tez watpliwodci, ze wierzchotek ma te wlasnosé, jezeli maja ja jego synowie. Tak
wiec drzewo D, ma tyle lici, ile liter ma stowo a.

Trzecia wlasnos$é stwierdza, ze jezeli wierzcholek z etykieta (Z,7) jest po-
tomkiem wierzcholka z etykieta (X, §), to dla pewnych stéw 31 i S mamy

X =5 01ZB2 oraz (= [1yfa.

Te wlasno$¢ dowodzimy bez trudu przez indukcje ze wzgledu na dtugo$é drogi
miedzy wierzchotkami (X, 5) i (Z,7).

Twierdzenie 14.1 (Lemat o nadymaniu) Jezeli L jest jezykiem bezkontek-
stowym, to dla pewnej statej n € N, kazde ze stow s € L, o dlugosci przynag-
mniej réwnej n daje sie podzielié na pieé czesciu, v, w, x iy (a wiec s = vvwzry)
tak, aby stowo vx bylo niepuste, stowo vwzr mialo dlugosé mniejszg od n lub

réwng n oraz tak, aby dla dowolnego i € N, stowo wv'wx'y nalezalo do jezyka
L.

Dowéd. Lemat o nadymaniu wystarczy dowies¢ dla niepustych jezykéw bez-
kontekstowych nie zawierajacego stowa pustego. Kazdy taki jezyk jest gene-
rowany przez gramatyke w postaci normalnej Chomsky’ego. Bedziemy wiec
dowodzié lemat o nadymaniu (Twierdzenie 14.1) dla jezyka L(G), gdzie G =
(V,T, P,S) jest gramatyka w postaci normalnej Chomsky’ego.

Niech n = 2!Vl (|V| oznacza liczbe elementéw V7).

Wezmy stowo s € L(G) o dlugosci wiekszej od n. Opisane wyzej drzewo Dj
ma wiecej niz 2/VI=1 ligci. Jedna z galezi tego drzewa musi skladaé sie z przy-
najmniej |V| krawedzi. Znajduje sie wiec na niej wiecej niz |V'| wierzchotkéw.
Z zasady Dirichleta otrzymujemy, ze dwa wierzchotki tej galezi sa etykietowane
parami z ta sama zmienng. W rozwazanym drzewie jest wigc wierzcholek z
etykieta (X, ), ktéry ma potomka z etykieta (X,v). Wybierzmy dwa takie
wierzchotki zadajac jeszcze, ze poddrzewo z korzeniem z etykieta (X, ) ma
mozliwie mala wysokos¢.

Nietrudno zauwazyé, ze wysoko$¢ poddrzewa o korzeniu z etykieta (X, )
nie przekracza |V|. Bowiem w przeciwnym razie, w tym poddrzewie tez mozna
by znalezé takie dwa wierzcholtki. Poddrzewo to ma wiec najwyzej 2!VI lisci.
Tym samym dlugos$é stowa 3 jest mniejsza lub réwna n.
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Fakt, ze wierzcholek z etykieta (X, () jest potomkiem korzenia z etykieta
(S, s) implikuje, ze
S =6 uXy

dla pewnych stéw u i y spelniajacych
s = ufy.
W ten sam sposob uzasadniamy, ze
X =svXz
dla pewnych stéw v i x spelniajacych

B = vy,

gdyz wierzcholek z etykieta (X, ) jest potomkiem wiercholka z etykieta (X, 3).
Jezeli przyjmiemy, ze w = -, to zdefiniujemy podzial stowa s na pie¢ czesci, taki
jak w tezie Twierdzenia 14.1.

Stowo vx jest niepuste, gdyz [ # ~.

Dlugosé stowa vwzx jest mniejsza lub réwna n, poniewaz vwz = (.

Bez trudu tez pokazemy, ze wszystkie stowa uviwaiy naleza do L(G). Mamy
bowiem

S =& uXy =5 wXry =5 w?Xa?y =5 ...
=4 w T X i ly =5 uvtwr'y.

To konczy dowdd Lematu o nadymaniu. O

Przyklad 14.2 Lemat o nadymaniu pozwala wykazaé¢ o wielu jezykach, ze nie
sa bezkontekstowe. Na przyklad pozwala to dowies¢ o jezyku

L = {012": i N}.

Jezeli jezyk L jest bezkontekstowy, to spelnia teze lematu o nadymaniu (Twier-
dzenia 14.1). Znajdujemy wiec stala n o wlasnodciach wymienionych w tezie
Twierdzenia 14.1.

Wezmy stowo 071"2". Stowo to nalezy do L i daje si¢ podzieli¢ na 5 czesci,

0"1"2" = wvwzy

zgodnie z Twierdzeniem 14.1.

Jezeli |u| > n, to stowo uv?wr?y ma mniej zer niz jedynek lub dwéjek.

Jezeli |u| < n, to stowo wvwzr ma dlugo$é mniejsza niz 2 - n i, wobec tego,
stowo uv?wz?y ma mniej dwéjek niz zer lub jedynek.

W obu przypadkach stowo uv?wz2y nie nalezy do L wbrew lematowi o na-
dymaniu. Sprzeczno$é ta dowodzi, ze jezyk L nie jest bezkontekstowy.

2



