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Niech p > 5 bedzie pewna liczby pierwsza, a L, jezykiem tych stow nad {0,1} ktore
czytane jako liczba w zapisie binarnym daja, jako reszte z dzielenia przez p, jedna z liczb
{1,2,...(p — 1)/2}, przy czym liczby czytamy ,od prawej”, czyli od najmniej znaczacego
bitu (to znaczy pierwszy znak stowa jest ostatnia cyfra liczby).

Zadanie Al. Czy istnieje niedeterministyczny automat skonczony o mniej niz p+ 3 stanach
rozpoznajacy jezyk L,?

Zadanie A2. Czy istnieje deterministyczny automat skorniczony o mniej niz 2p stanach roz-
poznajacy jezyk L,?

Zadanie A3. Jezyk L € {0,1}* jest regularny. Czy wynika z tego, ze jezyk
VL ={we {0,1}*: 3z,y € {0,1}* wr=y A |y| = |w*}
jest regularny?

Zadanie A4. Czy zbior takich stow nad alfabetem {0,1}, ktore maja parzysta dtugosé, i
w ktorych pierwszej polowie jest przynajmniej tyle samo jedynek, co w drugiej potowie, jest
bezkontekstowy?

Zadanie A5. Na wyktadzie udowodnili$émy, ze rozszerzenie definicji automatu skonczonego
0 mozliwo$¢ poruszania sie po stowie wejéciowym w obie strony nie zmieni klasy rozpoznawa-
nych jezykoéw. Czy podobnie jest w przypadku automatéw ze stosem? Mowige doktadniej,
rozwazamy automaty, ktérych relacja przejScia zawiera sie w

(Q@QxTxU)x(QxU*x{L,R})

gdzie @ jest skoriczonym zbiorem stanow (,w jakim stanie jestem”), T jest zbiorem symboli
tasmowych (,co widze na tasmie”), U zbiorem symboli stosowych (z analogicznymi jak dla
zwyklych automatow ze stosem zalozeniami dotyczacymi symbolu dna stosu), zas L i R
nalezy rozumie¢ jako instrukcje ,idz w lewo” i ,idz w prawo”. Automaty takie sg uruchamiane
dla stéw, ktorych koniec i poczatek zaznaczone sa dodatkowym symbolem ta§mowym, nie
wystepujacym wewnatrz stowa. Czy kazdy jezyk jaki mozna rozpoznaé przy pomocy takiego
automatu jest bezkontekstowy? Wskazowka: wystarczy rozwazaé takie deterministyczne
automaty akceptujgce po osiggnieciu jakiego$ koncowego stanu akceptujgcego.

Niech A bedzie skonczonym alfabetem i niech L C A*. Przez Lustro(L) bedziemy w
kolejnych zadaniach rozumieli jezyk {wvf € A* : wv € L}

Zadanie A6. Pokaz, ze jesli L jest regularny, to Lustro(L) rowniez jest regularny.



Zadanie AY7. Pokaz, ze deterministyczny automat skoniczony rozpoznajacy jezyk Lustro(L)
moze potrzebowaé liczby stanéw wykladniczo wiekszej niz deterministyczny automat skon-
czony rozpoznajacy jezyk L.

Zadanie A8. Czy teza Zadania 6. pozostanie prawdziwa, jesli oba wystapienia stowa ,re-
gularny” zmienimy w nim na ,bezkontekstowy”?

W kolejnych dwoch zadaniach niech M,, bedzie jezykiem tych stow nad alfabetem {1,2,...n}
(gdzie n jest pewna liczbiparzyst@) w ktorych wystepuja wszystkie litery alfabetu oprocz
by¢ moze jednej. Przez M, rozumiemy dopetnienie jezyka M,, do zbioru {1,2,...n}*.

Zadanie A9. a. Jaka minimalna liczbe stan6w musi mie¢ deterministyczny automat skori-
czony rozpoznajacy M, 7

b.  Jaka minimalng liczbg stanéw musi mie¢ niedeterministyczny automat skoriczony
rozpoznajacy M, ?

Zadanie A10. Udowodnij, ze kazdy niedeterministyczny automat skonczony rozpoznajacy
jezyk M, musi mie¢ wiecej niz 27 ~! stanow.

Wskazéwka. Dla liczby naturalnej k, takiej, ze 1 < k < n/2 nazwijmy pare liczb {2k — 1,2k}
rodzing. Powiemy Ze stowo x € {1,2,...n}* nie rozdziela rodzin, jesli zawsze wtedy, gdy
jedna z liter z jakiejs rodziny wystepuje w stowie x, w stowie tym wystepuje rowniez druga z
tych liczb. Powiemy zZe stowo x jest rosngce, gdy kazda jego kolejna litera jest liczbg wiekszq
niz poprzednia. Ile jest stow nie nalezgcych do M, ktore sq rosngce i nie rozdzielajq rodzin?

Zadanie A11. Niech L, = {0™ : k nie dzieli n}. Dla jezyka regularnego L niech d(L) ozna-
cza minimalng liczbe stanéw automatu deterministycznego rozpoznajacego L, zas m(L)
niech oznacza minimalng liczbe stanéw automatu niedeterministycznego rozpoznajacego L.
Podaj nieskoniczenie wiele liczb naturalnych & dla ktorych zachodzi d(Ly) = n(Ly), i nie-
skoniczenie wiele k£ naturalnych dla ktérych ta réwnosé nie zachodzi.

Zadanie A12. Pokaz, ze L C {0}* jest bezkontekstowy wtedy i tylko wtedy gdy jest regu-
larny.

Zadanie A13. Przez funkcje liniowq bedziemy w tym zadaniu rozumieé¢ funkcje postaci
h(z) = ax + b, gdzie a,b sa liczbami naturalnymi.

Instancjg problemu skaczqcej pchty bedzie w tym zadaniu skonczony ciag funkcji linio-
wych = (f1,91,... fx,gr). Powiemy, ze instancja c= (f1,91,... fr,gr) problemu skaczqcej
pchly ma rozwigzanie jesli istnieje niepusty ciag si, sa,. .. s liczb ze zbioru {1, 2, ...k} taki,
7e punkt (fs, fs,_y -+ fs1(0),95,9s,_, - - - 95, (0)) lezy na prostej y = z (zatem wyobrazamy
sobie, ze pchta zaczyna skaka¢ w punkcie (0,0), w kazdym kolejnym skoku umie przemiesci¢
sie z punktu (z,y) do dowolnego sposrod (f;(x), g;(y)); pytamy o to, czy potrafi kiedykolwiek
znow znalez¢ sie w punkcie o obu wspoétrzednych réwnych).

Pokaz, ze problem skaczacej pchty, to znaczy problem czy dla danej instancji istnieje
rozwiazanie, jest nierozstrzygalny.

Zadanie A14. Niech A, B beda podzbiorami zbioru liczb naturalnych. Zaltézmy, ze f jest
redukcja §wiadczaca o tym, ze A <, B. Zaldzmy, ze f jest ,na” (tzn. jej obrazem jest caly
zbior liczb naturalnych). Pokaz, ze w takim razie zachodzi rowniez B <, A.



Zadanie A15. Niech ¢(z,y) bedzie pewna formula arytmetyki liczb naturalnych z doda-
waniem i mnozeniem, z dwiema zmiennymi wolnymi.

Napisz zdanie ¢ arytmetyki liczb naturalnych z dodawaniem i mnozeniem, ktére bedzie
prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczba [ > 1 i skoniczony ciag liczb naturalnych
ai,as,...a;, taki, ze a; = 1, q; = 2, oraz taki, ze dla kazdego 1 < i < [ — 1 zachodzi
P(ai,a; +1).

Wskazéwka: Mozesz na przyktad uzyé chiniskiego twierdzenia o resztach (choé sq réwniez
inne rozwigzania). Postuz sie makrami, podobnymi do tych, ktérych wzywalismy na wyktadzie
— na przyktad Pierwsza(z), Kolejne-Pierwsze(z,t).

Zadanie A16. Podzbiér zbioru liczb naturalnych nazywamy co-r.e. jesli jego dopelnienie
jest rekurencyjnie przeliczalne. Odcinkami poczatkowymi zbioru liczb naturalnych nazy-
wamy zbiory postaci {1,2,...n} dla n € . Oznaczmy przez B zbiér numeréw tych pro-
gramow, ktoérych dziedziny sa odcinkami poczatkowymi zbioru liczb naturalnych.
a. Czy zbiér B jest co-r.e.?

b. Udowodnij, ze istnieje zbior trojek liczb naturalnych A, ktory jest co-r.e. i ktérego
rzut na pierwszg oS jest zbiorem B. Uwaga. Wymaga to oczywiscie milczgcego rozszerzenia
definicji zbioréw co-r.e. na zbiory trojek liczb.

W kolejnych dwoch zadaniach, po napisanym na skoriczonej tasmie stowie poruszaja sie
zuczki. Dwa albo trzy. Kazdy z zuczkéw jest rodzajem dwukierunkowego deterministycz-
nego automatu skoriczonego, to znaczy ma skonczony zbior stanow i funkcje przejscia (inna
dla kazdego zuczka), ktora w zaleznodci od tego w jakim jest stanie, jaki symbol widzi w
aktualnej komérce tasmy, i ktoére z pozostatych zuczkéw znajduja sie wraz z nim w aktual-
nej komoérce tasmy kaze mu odpowiednio zmienié¢ stan i poruszy¢ sie w lewo lub w prawo
(dla porzadku zaktadamy, ze korice stowa oznaczone sg unikalnymi symbolami, dzieki czemu
zuczek nigdy nie opusci tasmy i ze na poczatku wszystkie zuczki stoja na poczatku stowa,
w pewnym ustalonym stanie poczatkowym). Kolejny ruch zuczka, czyli wykonanie funkcji
przejécia, nastepuje zawsze wtedy, gdy ustyszy on tykniecie zegara.

Przez problem niepustosci rozumiemy pytanie, czy dla danych funkcji przejscia zuczkow
istnieje stowo, ktore zuczki zaakceptuja, to znaczy takie, na ktérym ktoérys z nich osiagnie,
po skoniczonej liczbie krokéw, ustalony stan akceptujacy.

Zadanie A17. Dwa synchroniczne zuczki. Pokaz, ze problem niepustosci jest nierozroz-
strzygalny jesli rozwazamy pary (funkcji dla) zuczkow i zaktadamy, Ze sa one synchroniczne,
to znaczy oba stysza tykanie tego samego zegara.

Zadanie A18. Trzy asynchroniczne zuczki. Pokaz, ze z tezy Zadania 17 wynika, ze nieroz-
strzygalny jest rowniez problem niepustosci dla tréjek (funkeji dla) zuczkow jesli zaktadamy,
ze sg one asynchroniczne, to znaczy w kazdej komoérce tasmy stychaé osobny zegarek, ktory
tyka jak chce (np. czasem wolniej czasem szybciej). Uwaga. Rdzne zachowania zegarkow
mogq tu skutkowaé roznymi obliczeniamsi, czyli roznymi zachowaniami Zuczkow. Myslimy o
tym jak o obliczeniu niedeterministycznym: stowo zostaje zaakceptowane, gdy istnieje za-
chowanie zegarkow, ktore prowadzi do obliczenia akceptujgcego.
Komentarz. Nie znam rozwigzania zadania o dwéch asynchronicznych zuczkach.

W kolejnych zadaniach rozwazamy ptaszczyzne, po ktorej biega k psow. Startuja one
jednoczesnie z poczatku uktadu wspoétrzednych, a nastepnie kazdy z nich, w kazdej jednostce
czasu, przesuwa sie o jednostke odlegtosci na poéinoc, potudnie, wschod lub zachéd (zatem
po kazdym takim kroku psy znajduja sie w punktach kratowych plaszczyzny). O kierunku
kolejnego ruchu psa decyduje jego funkcja przejicia (psy sa rézne, i moga mieé¢ rézne funkcje
przejscia). Argumentami funkcji przejscia sa: aktualny stan psa (kazdy pies ma skoriczona



liczbe stanéw) oraz zapach punktu kratowego aktualnie zajmowanego przez psa. Przez
zapach pola rozumiemy tu informacje o tym, ktore psy odwiedzity juz to pole.

Wsrod stanéw kazdego psa wyrdzniamy jeden stan szczekajacy.

Moéwige bardziej formalnie, funkcja przejscia i-tego psa §; ma typ 6; : Q; X Z —
Q; x {N,S,E, W}, gdzie Q; to skoriczony zbior stanow i-tego psa, zas Z = P({1,...k})
jest zbiorem zapachow (czyli rodzing wszystkich pozdbioréw zbioru wszystkich biegajacych
pséw). Funkcja ruchu i-tego psa §; definiowana jest przy pomocy ¢; w naturalny dla teorii
automatoéw skonczonych sposob. Wreszcie zapach z(p,t) punktu kratowego p w chwili ¢ jest
rowny z(p,t—1)US(p,t—1), gdzie S(p, t) to zbiér numeréw pséw znajdujacych sie w punkcie
p w chwili t. W chwili zerowej zapachem wszystkich punktéw jest zapach pusty.

Problem szczeku dla ukladu k& pséw jest nastepujacy: dane funkcje przejscia k psow,
oraz informacja o tym ktore stany sg szczekajace. Czy ktory$ z biegajacych zgodnie z tymi
funkcjami pséw osiggnie kiedy$ stan szczekajacy?

Zadanie A19. Czy problem szczeku dla uktadu 3 pséw jest rozstrzygalny? Wskazowka:
Czy punkt kratowy w pierwszej ¢wiartce uktadu wspdtrzednych ma cos wspdlnego z konfigu-
racjg automatu z dwoma licznikami?

Zadanie A20. Czy problem szczeku dla uktadu z jednym psem jest rozstrzygalny? Wska-
zowka: Zadanie z trzema psami jest znacznie tatwiejsze.

Zadanie A21. Jaka jest ztozonosé¢ problemu 3-kolorowania graféw, jesli ograniczymy sie do
grafow o stopniu wierzchotkéw réwnym co najwyzej 47

Zadanie A22. Rozwazmy nastepujacy Problem Tréjek Klasowych (PTK).

Rodzice uczniow kazdej klasy w szkole wybieraja sposrod siebie (do roznych niezmiernie
waznych zadan) trojke — zwana trojka klasowa. Poniewaz mozna by¢ rodzicem wiecej niz
jednego dziecka w szkole, mozna by¢ czlonkiem wiecej niz jednej takiej trojki.

Sposrod cztonkoéw tych trojek dyrektor szkoly chce powotaé szkolny komitet rodzicielski,
do ktoérego nalezy dokladnie jeden cztonek kazdej trojki klasowej. PTK jest problemem
rozstrzygniecia, czy, dla danej listy trojek klasowych, powotanie takiego komitetu jest moz-
liwe.

Udowodnij, konstruujac odpowiednig redukcje, ze 3SCOL<pPTK.

Zadanie A23. Jaka bedzie ztozono$é problemu z poprzedniego zadania, jesli kazde wysta-
pienie stowa tréjka zamienimy w nim stlowem dwdjka?

Zadanie A24. Przez liczbe chromatyczng grafu nieskierowanego G = (V, E) rozumiemy
najmniejsza liczbe naturalna n dla ktorej istnieje funkcja I : V' — {1,2,...n} taka, ze
zachodzi formuta Ve, y € V. E(x,y) = l(x) # l(y). Liczbe chromatyczng grafu G oznaczamy
przez x(G)

Udowodnij, ze jezeli istnieje wielomianowy algorytm ktéry, dla danego grafu G, zwréci
zawsze jedna z liczb {x(G), x(G) + 1}, to PTIME=NP

Przez pokrycie cyklowe nieskierowanego grafu G = (V| F) rozumiec bedziemy zbior roz-
tgcznych (wierzchotkowo) cykli o wierzchotkach w V' i krawedziach w FE, taki, ze kazdy
wierzchotek ze zbioru V nalezy do ktorego$ z tych cykli. Moc pokrycia wierzchotkowego to
liczba cykli z ktorych to pokrycie sie sktada. Dla grafu G przez o(G) oznaczmy minimalna
moc pokrycia cyklowego G (poniewaz wierzchotek jest sam w sobie cyklem, wiec liczba o(G)
jest zawsze okreslona i nie wieksza od liczby wierzchotkow G).



Zadanie A25. Niech ¢ > 3. Jaka jest zlozono$¢ problemu stwierdzenia, dla danego grafu
G, czy 0(G) < n/c, gdzie n to liczba wierzchotkow G?

Zadanie A26. Zal6ézmy, ze istnieje wielomianowy algorytm, ktory dla kazdego grafu G ta-
kiego ze o(G) = 1 zwraca pokrycie cyklowe G sktadajace sie z nie wiecej niz dwoch cykli.
Pokaz, ze w takim razie P=NP.

Zadanie A27. a. (od -1 do 7 punktéw) Pokaz, ze jesli P jest rozne od NP to funkcja
0(G) nie moze by¢, przez zaden wielomianowy algorytm, aproksymowana z dokladnoscia
do stalej multiplikatywnej. Moéwiagc doktadniej, pokaz ze nie istnieje wtedy wielomianowy
algorytm M i liczba ¢ > 0 taka, ze dla kazdego grafu G algorytm M uruchomiony dla G
zwroci jego pokrycie cyklowe o mocy nie wiekszej niz co(G).

Zadanie A28. Czy istnieje jezyk L € PT'IME, ktéry nie daje sie rozpoznawaé, na maszy-
nie Turinga, w czasie kwadratowym ? (Przez czas kwadratowy rozumiemy czas ograniczony
przez c(n?+1) gdzie n jest wielkocig wejscia a c pewna stala niezalezna od wielkoci wejécia).

Niech G = (V, E) bedzie grafem nieskierowanym. Przypominam, ze klika w G nazywamy
zbior U C V taki, ze Va,y € U {x,y} € E, za$ zbiorem niezaleznym w G nazywamy zbior
U CV taki, ze Va,y € U {x,y} € E.

W ponizszych dwoch zadaniach wolno korzystaé ze wszystkiego, czego w czasie wyktadu
i ¢wiczen dowiedzieliscie sie o ztozonosci réznych wersji problemu spelnialnosci formut bo-
olowskich. Nie wolno natomiast korzysta¢ z zadan o ztozonosci problemu kliki, ani innych
probleméw grafowych.

Zadanie A29. a. Jaka jest zlozono$¢ problemu rozstrzygniecia, dla danego grafu G =
(V, E), czy istnieje klika U C V taka, ze V \ U jest zbiorem niezaleznym?

b. Jak zmieni sie ztozonoé¢ problemu z punktu a., jezeli dodatkowo zazadamy, aby moc
U byta doktadnie potowg mocy V7?7

Zadanie A30. Jaka jest zlozonos¢ problemu rozstrzygniecia, dla danego grafu G = (V, E),
czy istnieja klika U C V i zbiér niezalezny ¥ C V, oba o mocy nie mniejszej niz jedna
czwarta mocy V.

Zadanie A31. Problem wesotego dwukolorowania zdefiniujemy w tym zadaniu nastepujaco.
Instancja problemu jest graf nieskierowany. Pytamy, czy da sie pokolorowaé wierzcholki tego
grafu dwoma kolorami w taki sposéb, aby kazdy wierzchotek mial wéréd swoich sgsiadéow
przynajmniej po jednym wierzchotku kazdego koloru. Pokaz, ze problem wesotego dwuko-
lorowania jest NP-zupelny.

Wskazowka: Wolno skorzystaé z NP-zupetno$ci problemu not-all-equal-3-SAT. Instan-
cjami tego problemu sq formuly w postaci 3-CNF, a pytamy, czy istnieje takie wartoScio-
wanie zmiennych, ze w kazdej klauzuli jest przynagmniej jeden literat zwartoSciowany jako
prawdziwy i przynajmniej jeden literat zwartosciowany jako falszywy.

Zadanie A32. Gre w kompromis definiujemy, na potrzeby tego zadania, nastepujaco. Plan-
sze do gry stanowi skierowany graf dwudzielny (V, E) (gdzie V = L U P jest podzialem V
wynikajacym z dwudzielno$ci grafu; zakladamy ponadto, ze minimalny stopieii wyjsciowy



wierzchotka jest > 2), z wyr6znionym wierzchotkiem ¢g € L zwanym poczatkowym, i ze zbio-
rem W C L, zwanym zbiorem pozycji wygrywajacych. W kompromis graja dwaj gracze, L
i P, wykonujacy ruchy na przemian.

Protokoét ruchu gracza L jest nastepujacy. Zastaje on plansze z kamieniem umieszczonym
w jakim§ wierzchotku s € L. Nastepnie wybiera dwa rézne wierzcholtki ¢1,t; € P takie, ze
zachodzi E(s,t1) 1 E(s,t2) 1 moéwi: wybierz sobie bracie, gdzie chcesz bym sie ruszyt. Jego
przeciwnik wybiera jeden spoéréd wierzchotkéw tq,¢s, a gracz L przesuwa tam kamier.
Protokét ruchu gracza P jest analogiczny, z tym ze zamienione sg role zbioréw P i L.

Na poczatku gry kamien lezy w cg, zatem pierwszy ruch wykonuje gracz £. Gra konczy
sie zwyciestwem gracza P gdy uda mu sie postawi¢ kamienn w wierzchotku nalezacym do W.
Gra koriczy sie zwyciestwem gracza L jesli gracz P nie wygra w ciagu 2|V| ruchow.

Jaka jest zlozono§é¢ problemu rozstrzygniecia, dla danej planszy do gry w kompromis,
ktory z graczy ma w niej strategie wygrywajaca?

Wskazowka: The owls are not what they seem.

Na planecie Nijak uzywa sie logiki o trzech wartosciach: T (prawda), F (falsz) i M (mhm).
Spojniki logiczne V, A i - sa dla wartosci T' i F okreslone tak jak na Ziemi, =(M) = M, za$
ViA sgsymetrycznei MVM =MAM =M, TVM=TNM=TiFVM=FAM=F.
Definicje postaci CNF, 2CNF itd. sg na Nijak takie same jak na Ziemi. Podobnie, formuta
jest na Nijak spetnialna jesli istnieje wartoSciowanie zmiennych przy ktéorym ma ona wartosé
logiczna T

Zadanie A33. Jaka jest na Nijak ztozonosé problemu spetnialnosci formut w postaci 2CNF?

Zadanie A34. Jaka jest na Nijak ztozonosé problemu spetnialnosci formut w postaci SCNF?
W zadaniu tym zakladamy, ze literalami sg zmienne, negacje zmiennych, oraz state T,F i M.

Zadanie A35. Jaka jest na Nijak ztozonosé problemu spetnialnosci formut w postaci SCNF?
W zadaniu tym zakladamy, ze literalami sa zmienne i negacje zmiennych, ale nie sg nimi
stale T)F i M.



