Egzamin licencjacki — 3 lipca 2009

Z zestawu szeSciu zadan (Matematyka I, Matematyka II, Programowanie, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych i Metody numeryczne) ponizej nalezy wybraé i
przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zadan. Za brakujace (do trzech) zada-
nia zostanie wystawiona ocena nieostateczna z urzedu. Egzamin uwaza sie za zaliczony, jesli
student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zadania. Wtedy ocena z egzaminu jest
Srednig arytmetyczng ocen z trzech wybranych zadan. Na rozwiazanie zadan przeznacza sie
czas 3x40=120 minut. Po wyjéciu z sali egzaminacyjnej w czasie egzaminu nie ma mozliwosci
powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.

Matematyka 1

Za poprawne rozwiazanie calego zadania mozna otrzymac¢ 9 punktéw. 3 punkty daja ocene
dostateczna, 4 — dostateczng z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, a 7 — ocene bardzo
dobra.

1. (1 punkt) Podaj definicje

e funkcji réznowartoséciowej
e funkcji ,,na”

e zlozenia funkcji
2. (3 punkty) Rozwaz dwa stwierdzenia ponizej.

Stwierdzenie 1. Dla dowolnych zbioréw A i B oraz dowolnych takich funkcji f: A — B
ig: B — A, ze zlozenie gf jest funkcja identycznodciowa na zbiorze A, funkcja g jest
funkcja réznowartosciows.

Stwierdzenie 2. Dla dowolnych zbioréw A i B oraz dowolnych takich funkcji f: A — B
ig: B — A, ze zlozenie gf jest funkcja identyczno$ciowa na zbiorze A, funkcja g jest
funkcja ,,na”.

Ktoére z tych stwierdzen sa prawdziwe? Uzasadnij odpowiedz, tzn. podaj dowdéd praw-
dziwoéci tych sposréd powyzszych dwoch stwierdzen, ktére sa prawdziwe oraz podaj
odpowiednie kontrprzyktady dla tych sposréod powyzszych dwéch stwierdzen, ktore sa
fatszywe.

3. (2 punkty) Sformutuj zasade indukcji matematycznej (w takiej postaci, ktéra pozwoli
na rozwiazanie nastepnej czesci zadania).

4. (3 punkty) Udowodnij indukcyjnie!, ze kazdy graf prosty (tj. nieskierowany graf bez
petli w wierzchotkach i bez krawedzi wielokrotnych) o n wierzchotkach ma co najwyzej
n(n —1)/2 krawedzi.

'Uwaga. W tym zadaniu chcemy sprawdzié, czy umiesz postugiwaé sie indukcjg matematyczna. Dlatego
kazdy inny (nieindukcyjny) dowédd tego twierdzenia bedzie oceniony na 0 punktéw. Doldz szczegdlnych staran,
aby w swoim dowodzie wykazaé, ze wszystkie zatozenia zasady indukcji sformutowanej w poprzednim punkcie
sg spelnione.



Matematyka 11

Za poprawne rozwiazanie calego zadania mozna otrzymac¢ 9 punktéow. 3 punkty daja ocene
dostateczna, 4 — dostateczna z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, a 7 — ocene¢ bardzo
dobra.

1. (3 punkty) Sprawdzié, czy wektory [3,2,2], [4,1,1] i [1,1,0] sa niezalezne:
(a) w przestrzeni R? nad cialem R,
(b) w przestrzeni Z3 nad cialem Zs.

2. (3 punkty) W ciele Z;7 rozwiaza¢ réwnanie 15z + 3 = 1.

3. (3 punkty) Czy zbiér V = {(z1,72,23,74) € R* : 21 + 29 — 223 = 0} jest podprze-
strzenia przestrzeni liniowej R*? Jedli tak, podaé¢ przyktadowa baze.

Programowanie

Za zadanie mozna otrzymac¢ 20 punktéw. Aby otrzymac ocene dostateczna, nalezy zdoby¢ 7
punktéw, prog dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Czesé 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a, b} dana jest za pomoca
nastepujacego zbioru produkcji:

{S —aSa, S—bSbh, S — ¢}

Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b} dana jest za pomoca nastepu-
jacego zbioru produkcji:

{§—aS,S—aSbh;S — S5, S5 — ¢}
a) Czy gramatyka G jest jednoznaczna (odpowiedz uzasadnij)? (2)

b) Niech Ay = L(G1) N L(G2). Czy Ay zawiera stowo konczace sie na b7 Czy Ay zawiera
stowo, w ktérym wystepuje zaréwno a jak i b? Obie odpowiedzi uzasadnij. (3)

¢) Niech Ay = (L(G1) U L(G2)). Przedstaw gramatyke generujaca As. (1).
d) Niech A3 = Az N L((aa*b*)) Przedstaw gramatyke generujaca As. Uzasadnij krétko, ze

istotnie generuje ona As. Czy As jest jezykiem regularnym? (4)

Czes¢ 2. Bedziemy rozwazaé zadanie sortowania listy liczb catkowitych przez wybor (to
znaczy, ze wybieramy najmniejsza liczbe na liScie, umieszczamy ja na poczatku listy wynikowej
itd.). Zadanie to ma dwa warianty, z ktérych musisz wybraé jeden. Jezeli w odpowiedzi znajda
sie oba, to bedzie sprawdzany tylko pierwszy.

Wariant funkcjonalny

Mozesz uzywaé Haskella albo SML-a. W specyfikacji zadania uzywamy typéw Haskellowych.
Kazdy podpunkt wart jest (2.5).

a) Napisz funkcje getMin :: [Int] -> Int, ktéra dla listy liczb zwraca najmniejsza liczbe
z tej listy.



b) Napisz funkcje delElem :: Int -> [Int] -> [Int], ktéra dla liczby oraz niepustej listy
liczb zwraca liste liczb, powstala z listy wejSciowej po usunieciu pierwszego wystapienia
wskazanego elementu.

c) Napisz funkcje selectSort :: [Int] -> [Int], ktéra zwraca posortowana liste wejscio-
wa i realizuje algorytm sortowania przez wybor.

d) Czy funkcja selectSort, ktéra napisale$ ma ogdlniejszy typ i zastosowanie, niz podane w
zadaniu? Podaj najbardziej ogdlne zastosowanie i typ, odpowiedZ uzasadnij.

Wariant logiczny

W tym wariancie powinienes uzywaé¢ Prologa. Kazdy podpunkt wart jest (2.5).

a) Napisz predykat getMin(L,M), prawdziwy, gdy M jest najmniejsza liczba calkowita wéréd
liczb na liscie L. (2)

b) Napisz predykat delElem(A,L,R), prawdziwy, gdy lista R powstala przez usuniecie z listy

L pierwszego wystapienia elementu A.

c) Napisz predykat selectSort(L,R), prawdziwy gdy R jest roznaco uporzadkowana permu-
tacja listy L. Predykat powinien realizowaé¢ algorytm sortowania przez wybor.

d) Czy predykat selectSort nadaje sie jedynie do sortowania list liczb catkowitych? Podaj
najbardziej ogdlne zastosowanie tego predykatu. OdpowiedZ uzasadniej.

Matematyka dyskretna

1. W totolotku skreslamy 6 liczb z 49. Losowanych jest tez 6 liczb. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze na kuponie mamy dokladnie trzy prawidtowo skreslone liczby? A co w
przypadku, gdy mozemy skregli¢ 7 liczb (losowanych jest nadal 6)?

2. Niech x.(G) oznacza indeks chromatyczny. Pokaz, ze dla dowolnego grafu G = (V, E),

5]
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Algorytmy i struktury danych

Za poprawne rozwiazanie calego zadania (3 czesci) mozna otrzymaé 9 punktéw. 3 punkty
daja ocene dostateczna, 4 — dostateczna z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 —
ocene bardzo dobra.

Cze$é 1: wyszukiwanie w uporzadkowanej macierzy kwadratowej (3 punkty)
Dana jest kwadratowa macierz T o rozmiarach n X n, w ktorej zapisane sa liczby rzeczy-
wiste. Liczby w tej macierzy sa posortowane po wierszach i po kolumnach:

E,j,1§1}7j dla 7;:0...71*1,]':1...%*1
E,ngnJ dla izl...n—l,j:O...n—l

Skonstruuj wydajny algorytm, ktéry w tablicy T[0...n —1][0...n — 1] bedzie szukal zadanej
warto$ci x. Uzasadnij poprawno$¢ dzialania przedstawionej metody i oszacuj jej ztozonosé
CZasowq..



Czesé 2: kopce dwumianowe (3 punkty)
Opisz strukture danych zwana kopcem dwumianowym:

e (1.0 pkt.) Opisz budowe kopca dwumianowego.

e (1.5 pkt.) Jakie operacje sa efektywnie zaimplementowane w tej strukturze danych i jaka
jest ich ztozonosé czasowa? Opisz doktadniej operacje taczenia kopcow dwumianowych.

e (0.5 pkt.) Narysuj kopiec dwumianowy zawierajacy 21 réznych liczb naturalnych.
Cze$é 3: najdluzszy wspdlny podciag (3 punkty)
Opisz zadanie znajdowania najdiuzszego wspolnego podciggu:

e (2.0 pkt.) Opisz dokladnie na czym polega problem (co jest dane i jakich oczekujemy
wynikéw) znajdowania dlugosci najdiuzszego wspélnego podciagu. Jaka technika roz-
wiazuje sie to zadanie? Opisz dziatanie algorytmu rozwiazujacego to zadanie, uzasadnij
jego poprawnosé i przeanalizuj ztozonos$¢ obliczeniowa.

e (1.0 pkt.) Znajdz dlugosé najdtuzszego wspdlnego podciagu dla pary stéw ACBCCAB
i BACAABC. Przeprowadz stosowne obliczenia, umieszczajac w odpowiedniej tabeli
wyniki rozwigzan czeSciowych. Na podstawie tej tabeli skonstruuj i wypisz jeden taki

podciag.

Metody numeryczne

1. Dana jest macierz tréjprzekatniowa A € R™*" postaci

bi a1
az by co
az by c3
ag by ¢y
Ap—1 bnfl Cn—1
L G, by
oraz wektor d = [dy,ds,...,d,]T € R

(a) Zaproponuj efektywny sposob rozwiazywania ukladu réwnan liniowych
Azx =d (x € R").

Podaj ztozonosé swojego algorytmu w zalezno$ci od rozmiaru n macierzy A.

(b) Jak sprawnie obliczy¢ wyznacznik macierzy A?



