Egzamin licencjacki — 4 lipca 2008

Z zestawu szedciu zadan (Matematyka I, Matematyka II, Programowanie, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych i Metody numeryczne) ponizej nalezy wybraé
i przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwigzania trzech zadan. Za brakujace (do trzech)
zadania zostanie wystawiona ocena nieostateczna z urzedu. Egzamin uwaza si¢ za zaliczony,
jesli student rozwigze z oceng dostateczng co najmniej 2 zadania. Wtedy ocena z egzaminu
jest $rednig arytmetyczna ocen z trzech wybranych zadan. Na rozwiagzanie zadan przeznacza
sie czas 3x40=120 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie egzaminu nie ma
mozliwosci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.

Matematyka 1

Za poprawne rozwigzanie catego zadania mozna otrzymac 9 punktow. 3 punkty daja ocene
dostateczna, 4 — dostateczng z plusem, 5 — dobrg, 6 — dobra z plusem, a 7 — ocene
bardzo dobra.

1. (2 punkty) Podaj formute réwnowazna formule p < (¢ A r) i majaca:

(a) koniunkcyjna postaé normalna

(b) dysjunkcyjna postaé¢ normalna

2. (1 punkt) Wykaz, ze jesli a i b sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi spetniajacymi
warunki a <1ib>1toa+b>ab+ 1.

3. (1 punkt) Sformutuj zasade indukcji matematycznej.

4. (5 punktéw) Wykaz indukcyjnie, ze jesli iloczyn dodatnich liczb rzeczywistych
T1Ty... Ty Wynosi 1 tox; + a9+ ...+, > n.

Matematyka 11

Rozwazmy przeksztalcenie £ : R* — R?® dane wzorem L((z,y,2)) = (x —y + 22,2 — y, 2).

1. (2 pkt.) Udowodnij, ze L jest przeksztalceniem liniowym.

2. (2 pkt.) Jak wyglada jadro przeksztatcenia L7 Podaj jego dowolna baze.

3. (2 pkt.) Jak wyglada obraz przeksztatcenia £? Podaj jego dowolna baze.

4. (2 pkt.) Skonstruuj ortogonalna baze obrazu L. Uzyj standardowego iloczynu ska-
larnego.

Skala ocen: 3 punkty — dostateczny, 4 punkty — +dostateczny, 5 punktéw — dobry, 6
punktéw — +dobry, 7 punktéow — bardzo dobry.



Programowanie

Za zadanie mozna otrzymac¢ 20 punktéow. Aby otrzymac ocene dostateczna, nalezy zdoby¢
7 punktow, prog dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Czes¢ 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b} dana jest za
pomocg nastepujacego zbioru produkeji:

{S—aB, S—bA, S —¢e, A—bAA, A—aS, B— aBB, B— bS}
a) Opisz zbidr stéw akceptowanych przez te gramatyke. (1p)

b) Zdefiniuj gramatyke zawierajaca tylko jeden symbol nieterminalny, ktéra akceptuje ten
sam jezyk. (2p)

¢) Niech A; = L(G1) N L(a*b*). Czy A; jest jezykiem regularnym? UdpowiedZ uzasadnij
(1p) W zaleznosci od odpowiedzi na Twoje pytanie podaj wyrazenie regularne lub
gramatyke bezkontekstowa definiujaca A; (2p).

d) Niech Ay = L(G1) N L((ab*)*). Przedstaw mozliwie prosta gramatyke bezkontekstowsa
lub wyrazenie regularne generujace As. (1p) Napisz funkcje w jezyku C, int in_a2(char *s)
zwracajaca wartos¢ logiczna, méwiaca czy napis s jest stowem, ktore nalezy do As. (3p)

Przypominam, ze L(G) to jezyk generowany przez gramatyke G, a L(r) to jezyk gene-
rowany przez wyrazenie regularne r.

Czesé 2. Bedziemy rozwazaé zadanie sortowania ciggéw binarnych, to jest takich, ciagdéw
liczb naturalnych, ktére zawieraja jedynie zera i jedynki. Ta cze$¢ egzaminu ma dwa wa-
rianty (do wyboru przez studenta, w przypadku rozwiazania obu sprawdzany jest tylko
ten wariant, ktory w odpowiedzi pojawia sie jako pierwszy). W obu wariantach nalezy
zaprezentowaé rozwigzania dziatajace w czasie liniowym.

Wariant funkcjonalny

Mozesz uzywaé¢ Haskella albo SML-a. W specyfikacji zadania uzywamy typow Haskello-
wych.

a) Napisz funkcje binsort :: [Int] -> [Int], ktéra sortuje w czasie liniowym liste zer
i jedynek. (8p). Zwr6é uwage na czytelnos¢ rozwiazania.

b) Czy zdefiniowana przez Ciebie funkcja ma nastepujaca wlasnosé: diugosé listy bedacej
argumentem jest rowna diugosci listy bedgcej wynikiem funkcji. Odpowiedz uzasadnij
(2p)



Wariant logiczny

W tym wariancie powinienes uzywac¢ Prologa.

a) Napisz dziatajacy w czasie liniowym predykat binsort (A,B), o nastepujacej whasnosci:
jezeli zostanie wywotany z pierwszym argumentem bedacym lista zer i jedynek, wowczas
po zakonczeniu dziatania drugi argument powinien zunifikowaé sie z lista, bedaca upo-
rzadkowana permutacja pierwszego argumentu. Zwroc¢ uwage na czytelnosé rozwigzania.

(8p)

b) Czy zdefiniowany przez Ciebie predykat ma nastepujaca wlasnosé: Po zakoriczonym
sukcesem dziataniu predykatu, oba argumenty zunifikowane sq z pewnymi listami o tej
samej dlugosci. Odpowiedz uzasadnij (2p)

Matematyka dyskretna

Czy mozna znalez¢ takg potege liczby 3, ktéra w uktadzie dziesietnym konczy sie cyframi
000017 Odpowiedz uzasadnij.

Algorytmy i struktury danych

Za poprawne rozwigzanie catego zadania mozna otrzymac 9 punktow. 3 punkty daja ocene
dostateczna, 4 — dostateczna z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 — ocene bardzo
dobra.

Cze$¢ 1 (4 punkty). Jakie operacje powinna efektywnie realizowaé struktura danych
zwana stownikiem? Wymien trzy znane Ci przyktady efektywnej realizacji tej struktury
danych, zbudowane na drzewach ukorzenionych. Sposréd wymienionych wybierz i opisz
jedng wybrana implementacje stownika. Przeanalizuj zlozono$¢ czasows poszczegdlnych
operacji.

Czes¢ 2 (5 punktéw). Niech S bedzie stownikiem, ktorego elementy pochodza ze zbioru
z porzadkiem liniowym z relacja <. Do operacji stownikowych dodajemy jeszcze operacje
lessthan(x) okreslajaca ile elementéw w stowniku przyjmuje wartosci mniejsze od x, zdefi-
niowang formalnie w nastepujacy sposob:

S.lessthan(z) = |[{a € S : a < x}|

Zaprojektuj taki stownik, w ktérym kazda operacja stownikowa i operacja lessthan(z) maja
pesymistyczna ztozonosé czasowa O(logn), gdzie n = |S].

W zadaniu wykorzystaj znang Ci strukture danych realizujaca efektywnie operacje stow-
nikowe. Procedure lessthan(z) napisz w pseudokodzie i opisz jej dzialanie. Krétko ale pre-
cyzyjnie opisz, jak zmodyfikowales pozostate procedury stownikowe.



Metody numeryczne
1. Podaj definicje naturalnej funkcji sklejanej trzeciego stopnia.

2. Korzystajac z definicji, znajdz naturalng funkcje sklejang trzeciego stopnia dla da-
nych

3. Jak widomo, przy wyznaczaniu naturalnej funkcji sklejanej trzeciego stopnia nalezy
m.in. rozwiaza¢ nastepujacy uktad rownan liniowych:

(2My + Mo = Ji,
Ao My + 2My + paMs = fa,
ANsMy + 2M5 +  psMy = fa

MM+ 2My + pusMs = fa,

)\n—2Mn—3 + 2Mn—2 + ,Un—2Mn—1 = fn—2>
L )\n—an—2 + 2Mn—1 = fn—lv

gdzie pp := 1 — Ay oraz Ay i fx, (k= 1,2...,n — 1) sa dane. Zaproponuj algorytm
rozwiazywania podanego uktadu, ktérego zlozonosci wynosi O(n).



