Egzamin licencjacki — 6 lipca 2007

Z zestawu szeSciu zadan (Matematyka I, Matematyka II, Programowanie, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych i Metody numeryczne) ponizej nalezy wybraé i
przedstawi¢ rozwiazanie trzech zadan. Za brakujace (do trzech) zadania zostanie wystawiona
ocena nieostateczna z urzedu. Egzamin uwaza sie za zaliczony, jesli student rozwiaze z ocena
dostateczng co najmniej 2 zadania. Wtedy ocena z egzaminu jest Srednig arytmetyczna ocen
z trzech wybranych zadan. Na rozwiazanie zadan przeznacza si¢ czas 3x40=120 minut. Po
wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie egzaminu nie ma mozliwosci powrotu do tej sali i
kontynuowania pisania egzaminu.

Matematyka I

Za poprawne rozwigzanie catego zadania mozna otrzymaé 9 punktow. 3 punkty dajg oceng
dostateczng, 4 — dostateczng z plusem, 5 — dobrq, 6 — dobrg z plusem, a 7 — ocene bardzo
dobrg.

1. (3 punkty) Nie uzywajac znaku negacji (mozna uzywaé znaku ¢) napisz formuly réw-
nowazne zanegowanym formutom ponizej.

(a) Vi<nieX)=n+1leX
(b)Vi<n (ieX=n+1€X)
(c) VnIi (1 <nAig€X)Vn+1eX)

2. (1 punkt) Czy dla dowolnych zbioréw A, B,C réwnos¢ AN B = AN C implikuje
rownos¢ B = C'7 Odpowiedz uzasadnij.

3. (2 punkty) Sformuluj zasade indukcji matematycznej.
4. (3 punkty) Niech liczby F), dla n € N beda zdefiniowane réwnaniami

o FO - 0)
[ ] F1 == —1,
o [io=F,+ F,41 dla wszystkich n € N.

Udowodnij indukcyjnie, ze dla wszystkich n € N zachodzi F;, < 0.

Matematyka I1

1. Podaj przyklad trzech wektoréw, ktére sa liniowo niezalezne w przestrzeni R? nad cia-
tem R oraz liniowo zalezne w przestrzeni Z3 nad cialem Zs. Podany przyklad uzasadnij.

2. Wykaz, ze przy dowolnie ustalonym elemencie b grupy G odwzorowanie a — bab™! jest
izomorfizmem grupy G na siebie.

3. W pierscieniu Zg rozwiaz rownanie 2z = 4.



Programowanie

Za zadanie mozna otrzymaé 20 punktéw. Aby otrzymac ocene dostateczna, nalezy zdoby¢ 7
punktéw, prég dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Cze$¢ 1. Gramatyka 1 z symbolem startowym S nad alfabetem {a, b} dana jest za pomoca
nastepujacego zbioru produkcji:

{S—aSb, S—bSa S— SS,S— Sb,S —bS, S —¢e}
a) Czy gramatyka ta jest jednoznaczna (odpowiedZ uzasadnij)? (2)

b) Czy jest mozliwe usuniecie jednej produkcji z tej gramatyki i otrzymanie w ten sposéb
gramatyki Ga, takiej ze L(G1) = L(G2). Odpowiedz uzasadnij. (3)

c) Niech A1 = L(G1) N L((aa*b)*). Czy A; jest jezykiem regularnym? UdpowiedZ uzasadnij
(2)

d) Niech Ay = L(G1) N L(a*b*a*). Przedstaw mozliwie prosta gramatyke bezkontekstowa lub
wyrazenie regularne generujace As. (3)

Przypominam, ze L(G) to jezyk generowany przez gramatyke G, a L(r) to jezyk genero-
wany przez wyrazenie regularne r.

Czes¢ 2. Bedziemy rozwazac¢ zadanie odwracania listy, czyli, na przyktad, zamiany [1,2,3,4]
na [4,3,2,1]. Ta czeé¢ egzaminu ma dwa warianty (do wyboru przez studenta, w przypadku
rozwigzania obu sprawdzany jest tylko ten wariant, ktéry w odpowiedzi pojawia sie jako
pierwszy).

Wariant funkcjonalny

Mozesz uzywaé Haskella albo SML-a. W specyfikacji zadania uzywamy typéw Haskellowych.

a) Napisz funkcje append :: [a]l -> [a] -> [a], ktéra laczy dwie listy (tzn wykonuje ich
konkatenacje). (2)

b) Wykorzystujac funkcje append napisz funkcje reverse :: [a]l -> [al, ktéra odwraca
liste. Postaraj sie, by rozwiazanie byto mozliwie naturalne. (2)

c¢) Dlaczego powyzszy program wykonuje O(N?) operacji, gdzie N jest dlugoécia listy? (2)

d) Napisz wersje funkcji z punktu b), ktéra wykonuje O(N) operacji. (4)

Wariant logiczny

W tym wariancie powinienes uzywac¢ Prologa.

a) Napisz predykat append(A,B,C), prawdziwy, gdy listy A oraz B po konkatenacji dadza liste
B. (2)

b) Wykorzystujac predykat append napisz predykat reverse(A,B), prawdziwy, gdy lista B
jest odwrdcona lista A. Postaraj sig, by rozwiazanie bylo mozliwie naturalne. (2)

c¢) Dlaczego powyzszy program wykonuje O(N?) operacji, gdzie N jest dlugoécia listy? (2)

d) Napisz wersje predykatu z punktu b), ktéra wykonuje O(N) operacji. (4)



Matematyka dyskretna

Rozwigz zaleznos¢ rekurencyjna a, = 4a,—1 — 4an_o przy warunkach poczatkowych ag =
O, ap = 2.

Algorytmy i struktury danych

Rozwazmy problem mnozenia diugich liczb catkowitych: dla zadanych n—cyfrowych liczb A =
(ap—1ap—2...a0) 1 B = (bp—1bp—2...bo) nalezy obliczy¢ iloczyn C' = A - B, przy czym C =
(con—1Co2n—2...co) bedzie juz liczba (2n)-cyfrowa. Opisz algorytm oparty na metodzie dziel
1 zwyciezaj, ktory efektywnie rozwigzuje to zadanie. Uzasadnij poprawnos$é przedstawionego
rozwiazania i przeanalizuj jego zlozonosé obliczeniowa (mozesz zalozyé, ze n jest potega 2).

Podaj przyktady dwéch innych probleméw, ktére mozna rozwiazaé technika dziel ¢ zwy-
ciezaj i oszacuj ztozonosé obliczeniows zastosowanych algorytmow.

Metody numeryczne

1. (a) Niech dane beda parami rézne punkty xg, x1 ..., zy iliczby yo, y1 - . . , yn. Podaj po-
sta¢ Newtona wielomianu interpolacyjnego L,, spelniajacego nastepujace warunki:

1) L, € I,; 2) Lp(z;)=vy; (1=0,1,...,n).
(b) Znajdz wielomian interpolacyjny Ls € II5 dla danych

ap || -3]-2]-1] 1 [2]3
y || =3 ] -2 —1]2007]2]3

2. (a) Zaproponuj efektywny algorytm obliczania wyznacznika nieosobliwej macierzy
A € R™" (n moze byé¢ duze). Jaka jest zlozonosé Twojego algorytmu?



