Liczby zmiennoprzecinkowe

1 Liczby zmiennoprzecinkowe

Najprostszym sposobem reprezentowania liczb rzeczywistych byltaby reprezentacja statopozy-
cyjna: zakladamy, ze mamy n bitéw na cze$¢ calkowita oraz m na cze$¢ ulamkowa. Wada
takiego rozwigzania jest stosunkowo niewielki przedzial, z ktérego liczby mozemy reprezentowaé:
czesto podczas obliczen uzywamy zaréwno wartosci bardzo duzych jaki i bardzo matych. Dlatego
w komputerach przechowuje sie liczby rzeczywiste w postaci zmiennoprzecinkowej (ang. floating
point): £m - b°. Pamietamy osobno znak, mantyse m oraz wykladnik e. Podstawa b jest
ustalona (zazwyczaj 2) i nie jest jawnie przechowywana.

W konkretnej reprezentacji na mantyse i wykladnik przeznaczone sa odpowiednie, ustalone
liczby bitéw. Zatem potrafimy reprezentowaé skonczong liczbe warto$ci. Im dluzsza mantysa,
z tym wieksza doktadno$cia mozemy reprezentowaé liczby. Z kolei im dtuzszy wyktadnik, tym
wiekszy przedzial z jakiego liczby potrafimy reprezentowac.

Kazda liczbe mozna zapisa¢ w postaci zmiennopozycyjnej na wiele sposobéw. W konkretnych
reprezentacjach ustala sie postaé¢ jednoznaczng, tzw. znormalizowana. Zazwyczaj przyjmuje
sie, ze przecinek w mantysie ustawiony jest bezposrednio przed pierwsza cyfra znaczaca lub za
nia. W przypadku podstawy reprezentacji b = 2 pierwsza cyfra znaczaca — 1 nie jest zazwyczaj
jawnie pamietana. Méwimy wtedy o ukrytej 1. Zauwazmy, ze przy takim zalozeniu nie mozna
reprezentowaé liczby 0. Dlatego 0 jak i kilka innych wartosci traktowanych jest wyjatkowo i
przypisywane sa im specjalne ciagi bitow.

1.1 Prosta modelowa reprezentacja

Rozwazmy prosta modelowa reprezentacje, w ktorej liczby pamietane sg jako ciggi szesciobi-
towe zeemmm, gdzie z oznacza bit znaku (0 - plus, 1 — minus), ee to dwubitowy wykladnik
pamietany z przesunieciem o 2 (tzn. liczba x jest pamietana jako naturalny kod binarny liczby
x + 2; reprezentacja z przesunieciem jest standardem dla wykladnikow), a mmm to trzy bity
znormalizowanej mantysy. Zaktadamy, ze pierwsza jedynka w mantysie nie jest ukryta, a zero
reprezentowane jest jako specjalny ciag 000000.

Reprezentowalne wartosci przedstawione sg na rysunku 1. Najmniejsza reprezentowalna war-
tos¢ dodatnia to % — wstawiamy najmniejsza mozliwa mantyse: 0.100 oraz najmniejszy wyktad-
nik: —2. Odpowiedni ciag bitéw to 000100. Podobnie, najwieksza wartoscia jest 1%: 011111.
Zauwazmy, ze pomiedzy reprezentowalnymi liczbami pojawiaja sie rézne odstepy — im wieksze
wartosci, tym wieksze odstepy. I tak najmniejszy odstep wynosi 3—12 (gdy wykladnik jest rowny
-2 i zmieniamy mantyse o i, a najwiekszy — 1, gdy wykladnik jest réwny 2. Za to mniej wiece]
stata jest wzgledna odleglo§é: stosunek wartosci liczby do wartosci jej sasiada. Zatem mozemy
powiedzie¢, ze w naszej reprezentacji mamy mniej wiecej staly wzgledny btad przyblizenia.

Zauwazmy teraz, ze nie wszysktkie ciagi bitow w naszej reprezentacji sa poprawne: niepo-
prawne sa te, ktore maja 0 jako pierwsza cyfre mantysy (z wyjatkiem ciagu 000000). Zatem
nasza reprezentacja pozwala przechowywaé 33 rézne wartoséi.
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Rysunek 1: Liczby reprezentowalne w naszym modelu

Jeszcze jedna charakterystyczng cecha reprezentacji zmiennopozycyjnej (znormalizowanej)
jest stosunkowo duzy odstep pomiedzy zerem a pierwsza reprezentowalng wartoscia. Przedziat
pomiedzy zerem a pierwsza wartoscia reprezentowalng nazywany jest niedomiarem (odpowied-
nio dodatnim lub ujemnym). Méwimy takze o nadmiarze (réwniez dodatnim lub ujemnym) —
jest to przedzial powyzej (ponizej) najwiekszej (najmniejszej) reprezentowalnej wartosci.

O arytmetyce zmiennopozycyjnej bedziemy méwié nieco dalej, teraz sprobujmy wykonaé w
naszej reprezentacji proste dziatanie a + b dla ¢ = 0.2 i b = 0.7. Przeksztalémy nasze utamki na
system binarny: a = 0.00110011... = 0.110 - 272,b = 0.10110... =~ 0.101 - 2°. Poniewaz mozemy
pamietaé tylko trzy bity mantysy, to juz na poczatku tracimy precyzje. Wyréwnujemy wyktadniki
zwiekaszajac pierwszy do 0: a = 0.001 - 2°. Ponownie tracimy precyzje (w rzeczywistosci moze
by¢ ciut lepiej, bo obliczenia podrednie wykonywane sa zazwyczaj na rozszerzonej reprezentacji
— zawierajacej dodatkowe bity). Dodajemy mantysy: a + b = 0.110 - 2. Otrzymujemy zatem
0.75.

Podobne btedy napotykamy w rzeczywistosci. Oto prosty przyklad ilustrujacy blad wyni-
kajacy z braku dokladnej reprezentacji dla pewnych liczb. Uruchom nastepujace programy w
jezyku C:

int main{}

{
float suma=0;
long i;
for (i=0; i<100000; ++i)
suma=suma+0.6;
printf{"%f", suma);
}

int main{}

{
float suma=0;
long i;

for (i=0; i<100000; ++i)
suma=suma+0.5;



printf{"%f", suma);

W pierwszym przypadku wynik odbiega od oczekiwanego, w drugim jest poprawny. Wynika
to z faktu, ze 0.6, w przeciwienistwie do 0.5 nie ma doktadnej reprezentacji w systemie dwojkowym
(z ograniczona liczba bitow po przecinku).

2 Standard IEEE 754

Norma IEEE 754 jest powszechnie obowigzujacym standardem w jakim przechowywane sg we
wspolczesnych komputerach liczby zmiennopozycyjne. Oprécz formatu danych okresla on tez
pewne zasady wykonywania obliczenn arytmetycznych, dzieki czemu mozna zalozy¢, ze ten sam
program, napisany np. w jezyku C, uruchomiony na réznych maszynach da te same rezultaty.

Mamy dwa formaty: 32-bitowy — pojedynczej precyzji (float w C) i 64-bitowy (podwodjnej
precyzji) (double w C). Dodatkowo definiowane sg formaty pomocnicze: rozszerzony pojedynczej
precyzji i rozszerzony podwdjnej precyzji. Stuza one do wykonywania obliczen posrednich.
Format pojedynczej precyzji Mantysa: 23 bity (znormalizowana, ukryta 1 przed przecin-
kiem), wyktadnik: 8 bitoéw (przesuniecie 127), zakres liczb dodatnich: 10738 10738 liczba repre-
zentowalnych wartosci: 1,98 - 231,
Format podwojnej precyzji Mantysa: 52 bity (znormalizowana, ukryta 1 przed przecin-
kiem), wykladnik: 11 bitéw (przesuniecie 1023), zakres liczb dodatnich: 1073%8 10%3%8  liczba
reprezentowalnych wartogci: 1,99 - 263

Niektore sekwencje bitow sa interpretowane w specjalny sposéb. Sa to sekwencje z wyktad-
nikiem skladajacym sie z samych zer lub samych jedynek:

e same 0 w wykladniku, same zera w mantysie: reprezentuja 0 (dodatnie lub ujemne...)

e same 0 w wyktadniku, niezerowa mantysa: liczb zdenormalizowana (bit na lewo od prze-
cinka jest zerem, wykladnik wynosi -126 lub -1022); pomyst na redukcje odstepu pomiedzy
zerem a najmniejsza dodatnig (ujemna) liczba reprezentowalna.

e same 1 w wykladniku, same 0 w mantysie: plus lub minus nieskonczonosé

e same 1 w wykladnkiu, niezerowa mantysa: NalN (not a number) sytuacja wyjatkowa

3 Arytmetyka zmiennoprzecinkowa

Ze wzgledu na zupelnie inna reprezentacje za operacje arytemtyczne na liczbach zmiennopozy-
cyjnych odpowiedzialne sg zupekie inne obwody procesora niz za operacje catkowitoliczbowe.

3.1 Dodawanie i odejmnowanie

1. Sprawdzanie zer.
2. Wyréwnywanie wykltadnikow

3. Dodawanie lub odejmnowanie mantys

>

. Normalizowanie wyniku.
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Mnozenie i dzielenie
Sprawdzanie zer.
Dodawanie lub odejmowanie wyktadnikow
Mnozenie lub dzielenie mantys, ustawianie znaku
Normalizowanie wyniku

Zaokraglanie

Rysunek 2: Mnozenie zmiennopozycyjne




Rysunek 3: Dzielenie zmiennopozycyjne



