
Liczby zmiennoprzecinkowe

1 Liczby zmiennoprzecinkowe

Najprostszym sposobem reprezentowania liczb rzeczywistych byªaby reprezentacja staªopozy-
cyjna: zakªadamy, »e mamy n bitów na cz¦±¢ caªkowit¡ oraz m na cz¦±¢ uªamkow¡. Wad¡
takiego rozwi¡zania jest stosunkowo niewielki przedziaª, z którego liczby mo»emy reprezentowa¢:
cz¦sto podczas oblicze« u»ywamy zarówno warto±ci bardzo du»ych jaki i bardzo maªych. Dlatego
w komputerach przechowuje si¦ liczby rzeczywiste w postaci zmiennoprzecinkowej (ang. �oating
point): ±m · be. Pami¦tamy osobno znak, mantys¦ m oraz wykªadnik e. Podstawa b jest
ustalona (zazwyczaj 2) i nie jest jawnie przechowywana.

W konkretnej reprezentacji na mantys¦ i wykªadnik przeznaczone s¡ odpowiednie, ustalone
liczby bitów. Zatem potra�my reprezentowa¢ sko«czon¡ liczb¦ warto±ci. Im dªu»sza mantysa,
z tym wi¦ksz¡ dokªadno±ci¡ mo»emy reprezentowa¢ liczby. Z kolei im dªu»szy wykªadnik, tym
wi¦kszy przedziaª z jakiego liczby potra�my reprezentowa¢.

Ka»d¡ liczb¦ mo»na zapisa¢ w postaci zmiennopozycyjnej na wiele sposobów. W konkretnych
reprezentacjach ustala si¦ posta¢ jednoznaczn¡, tzw. znormalizowan¡. Zazwyczaj przyjmuje
si¦, »e przecinek w mantysie ustawiony jest bezpo±rednio przed pierwsz¡ cyfr¡ znacz¡c¡ lub za
ni¡. W przypadku podstawy reprezentacji b = 2 pierwsza cyfra znacz¡ca � 1 nie jest zazwyczaj
jawnie pami¦tana. Mówimy wtedy o ukrytej 1. Zauwa»my, »e przy takim zaªo»eniu nie mo»na
reprezentowa¢ liczby 0. Dlatego 0 jak i kilka innych warto±ci traktowanych jest wyj¡tkowo i
przypisywane s¡ im specjalne ci¡gi bitów.

1.1 Prosta modelowa reprezentacja

Rozwa»my prost¡ modelow¡ reprezentacj¦, w której liczby pami¦tane s¡ jako ci¡gi sze±ciobi-
towe zeemmm, gdzie z oznacza bit znaku (0 - plus, 1 � minus), ee to dwubitowy wykªadnik
pami¦tany z przesuni¦ciem o 2 (tzn. liczba x jest pami¦tana jako naturalny kod binarny liczby
x + 2; reprezentacja z przesuni¦ciem jest standardem dla wykªadników), a mmm to trzy bity
znormalizowanej mantysy. Zakªadamy, »e pierwsza jedynka w mantysie nie jest ukryta, a zero
reprezentowane jest jako specjalny ci¡g 000000.

Reprezentowalne warto±ci przedstawione s¡ na rysunku 1. Najmniejsza reprezentowalna war-
to±¢ dodatnia to 1

8 � wstawiamy najmniejsz¡ mo»liw¡ mantys¦: 0.100 oraz najmniejszy wykªad-
nik: −2. Odpowiedni ci¡g bitów to 000100. Podobnie, najwi¦ksz¡ warto±ci¡ jest 1 3

4 : 011111.
Zauwa»my, »e pomi¦dzy reprezentowalnymi liczbami pojawiaj¡ si¦ ró»ne odst¦py � im wi¦ksze
warto±ci, tym wi¦ksze odst¦py. I tak najmniejszy odst¦p wynosi 1

32 (gdy wykªadnik jest równy
-2 i zmieniamy mantys¦ o 1

8 , a najwi¦kszy � 1
4 , gdy wykªadnik jest równy 2. Za to mniej wi¦cej

staªa jest wzgl¦dna odlegªo±¢: stosunek warto±ci liczby do warto±ci jej s¡siada. Zatem mo»emy
powiedzie¢, »e w naszej reprezentacji mamy mniej wi¦cej staªy wzgl¦dny bª¡d przybli»enia.

Zauwa»my teraz, »e nie wszysktkie ci¡gi bitów w naszej reprezentacji s¡ poprawne: niepo-
prawne s¡ te, które maj¡ 0 jako pierwsz¡ cyfr¦ mantysy (z wyj¡tkiem ci¡gu 000000). Zatem
nasza reprezentacja pozwala przechowywa¢ 33 ró»ne warto±¢i.
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Rysunek 1: Liczby reprezentowalne w naszym modelu

Jeszcze jedn¡ charakterystyczn¡ cech¡ reprezentacji zmiennopozycyjnej (znormalizowanej)
jest stosunkowo du»y odst¦p pomi¦dzy zerem a pierwsz¡ reprezentowaln¡ warto±ci¡. Przedziaª
pomi¦dzy zerem a pierwsz¡ warto±ci¡ reprezentowaln¡ nazywany jest niedomiarem (odpowied-
nio dodatnim lub ujemnym). Mówimy tak»e o nadmiarze (równie» dodatnim lub ujemnym) �
jest to przedziaª powy»ej (poni»ej) najwi¦kszej (najmniejszej) reprezentowalnej warto±ci.

O arytmetyce zmiennopozycyjnej b¦dziemy mówi¢ nieco dalej, teraz spróbujmy wykona¢ w
naszej reprezentacji proste dziaªanie a + b dla a = 0.2 i b = 0.7. Przeksztaª¢my nasze uªamki na
system binarny: a = 0.00110011... ≈ 0.110 · 2−2, b = 0.10110... ≈ 0.101 · 20. Poniewa» mo»emy
pami¦ta¢ tylko trzy bity mantysy, to ju» na pocz¡tku tracimy precyzj¦. Wyrównujemy wykªadniki
zwi¦kaszaj¡c pierwszy do 0: a = 0.001 · 20. Ponownie tracimy precyzj¦ (w rzeczywisto±ci mo»e
by¢ ciut lepiej, bo obliczenia po±rednie wykonywane s¡ zazwyczaj na rozszerzonej reprezentacji
� zawieraj¡cej dodatkowe bity). Dodajemy mantysy: a + b = 0.110 · 20. Otrzymujemy zatem
0.75.

Podobne bª¦dy napotykamy w rzeczywisto±ci. Oto prosty przykªad ilustruj¡cy bª¡d wyni-
kaj¡cy z braku dokªadnej reprezentacji dla pewnych liczb. Uruchom nast¦puj¡ce programy w
j¦zyku C:

int main{}

{

float suma=0;

long i;

for (i=0; i<100000; ++i)

suma=suma+0.6;

printf{"%f", suma);

}

int main{}

{

float suma=0;

long i;

for (i=0; i<100000; ++i)

suma=suma+0.5;
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printf{"%f", suma);

}

W pierwszym przypadku wynik odbiega od oczekiwanego, w drugim jest poprawny. Wynika
to z faktu, »e 0.6, w przeciwie«stwie do 0.5 nie ma dokªadnej reprezentacji w systemie dwójkowym
(z ograniczon¡ liczb¡ bitów po przecinku).

2 Standard IEEE 754

Norma IEEE 754 jest powszechnie obowi¡zuj¡cym standardem w jakim przechowywane s¡ we
wspóªczesnych komputerach liczby zmiennopozycyjne. Oprócz formatu danych okre±la on te»
pewne zasady wykonywania oblicze« arytmetycznych, dzi¦ki czemu mo»na zaªo»y¢, »e ten sam
program, napisany np. w j¦zyku C, uruchomiony na ró»nych maszynach da te same rezultaty.

Mamy dwa formaty: 32-bitowy � pojedynczej precyzji (float w C) i 64-bitowy (podwójnej
precyzji) (double w C). Dodatkowo de�niowane s¡ formaty pomocnicze: rozszerzony pojedynczej
precyzji i rozszerzony podwójnej precyzji. Sªu»¡ one do wykonywania oblicze« po±rednich.
Format pojedynczej precyzji Mantysa: 23 bity (znormalizowana, ukryta 1 przed przecin-
kiem), wykªadnik: 8 bitów (przesuni¦cie 127), zakres liczb dodatnich: 10−38, 10+38, liczba repre-
zentowalnych warto±ci: 1, 98 · 231.
Format podwójnej precyzji Mantysa: 52 bity (znormalizowana, ukryta 1 przed przecin-
kiem), wykªadnik: 11 bitów (przesuni¦cie 1023), zakres liczb dodatnich: 10−308, 10+308, liczba
reprezentowalnych warto±ci: 1, 99 · 263.

Niektóre sekwencje bitów s¡ interpretowane w specjalny sposób. S¡ to sekwencje z wykªad-
nikiem skªadaj¡cym si¦ z samych zer lub samych jedynek:

• same 0 w wykªadniku, same zera w mantysie: reprezentuj¡ 0 (dodatnie lub ujemne...)

• same 0 w wykªadniku, niezerowa mantysa: liczb zdenormalizowana (bit na lewo od prze-
cinka jest zerem, wykªadnik wynosi -126 lub -1022); pomysª na redukcj¦ odst¦pu pomi¦dzy
zerem a najmniejsz¡ dodatni¡ (ujemn¡) liczb¡ reprezentowaln¡.

• same 1 w wykªadniku, same 0 w mantysie: plus lub minus niesko«czono±¢

• same 1 w wykªadnkiu, niezerowa mantysa: NaN (not a number) sytuacja wyj¡tkowa

3 Arytmetyka zmiennoprzecinkowa

Ze wzgl¦du na zupeªnie inn¡ reprezentacj¦ za operacje arytemtyczne na liczbach zmiennopozy-
cyjnych odpowiedzialne s¡ zupeªnie inne obwody procesora ni» za operacje caªkowitoliczbowe.

3.1 Dodawanie i odejmnowanie

1. Sprawdzanie zer.

2. Wyrównywanie wykªadników

3. Dodawanie lub odejmnowanie mantys

4. Normalizowanie wyniku.
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3.2 Mno»enie i dzielenie

1. Sprawdzanie zer.

2. Dodawanie lub odejmowanie wykªadników

3. Mno»enie lub dzielenie mantys, ustawianie znaku

4. Normalizowanie wyniku

5. Zaokr¡glanie

Rysunek 2: Mno»enie zmiennopozycyjne
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Rysunek 3: Dzielenie zmiennopozycyjne
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