
Arytmetyka caªkowitoliczbowa

1 Mno»enie

1.1 Mno»enie maszynowe liczb w naturalnym kodzie binarnym

Najpierw przyjrzymy si¦ mno»eniu liczb nieujemnych. Na rysunku 1 przedstawiamy ukªad sy-
muluj¡cy mno»enie pisemne. Bierzemy pierwsz¡ od prawej cyfr¦ mno»nika Q. Je±li napotkamy
jedynk¦ to dodajemy mno»n¡ M do rejestru A i przesuwamy bity ci¡gu rejestrów CAQ o jeden
w prawo. Ko«cowy wynik zawarty jest w rejestrach AQ. Oczywi±cie je±li dane wej±ciowe s¡
liczbami n-bitowymi to wynik daje si¦ zapisa¢ na 2n-bitach.

Rysunek 1: Schemat blokowy ukªadu mno»¡cego oraz przykªad oblicze«: 1011 · 1101
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Oczywi±cie taki schemat mno»enia nie dziaªa w przypadku reprezentacji uzupeªnie« do dwóch
i liczb ujemnych. Najprostsze rozwi¡zanie tego problemu: przed mno»eniem przeksztaªci¢ oby-
dwie liczby na liczby dodatnie, przemno»y¢ i na koniec, je±li wej±ciowe liczby miaªy ró»ne znaki,
zamieni¢ wynik na ujemny. Nie jest to sposób zbyt elegancki. Mo»emy za to u»y¢ algorytmu

Bootha, o którym opowiemy za chwil¦.

1.2 Mno»enie matrycowe

Wykonuj¡c pewne operacje równolegle mo»emy uzyska¢ caªkowity czas mno»enia liniowy wzgl¦-
dem n (je±li u»ywamy zwykªego sumatora kaskadowego, to metoda z poprzedniego podrozdziaªu
ma oczywi±cie czas proporcjonalny do kwadratu n). Pomysª jest prosty: u»ywamy jednej bramki
AND na pomno»enie ka»dego bitu mno»nika przez ka»dy bit mno»nej, a nast¦pnie sumujemy uzy-
skane iloczyny cz¦±ciowe (u»ywaj¡c sumatorów). Oczywi±cie zysk czasowy uzyskujemy kosztem
zªo»ono±ci ukªadu: u»yta liczb bramek jest proporcjonalna do kwadratu n.

Rysunek 2: Ukªad realizuj¡cy mno»enie matrycowe (array multiplier)

1.3 Algorytm Booth'a

Algorytm Bootha, oprócz tego, »e b¦dzie dziaªaª poprawnie dla reprezentacji uzupeªnie« do
dwóch (w jednakowy sposób dla liczb dodatnich jak i ujemnych), to w dodatku b¦dzie potra�ª
�przeskakiwa¢� szybko zarówno nad ci¡gami zer jak i ci¡gami jedynek w mno»niku (przedsta-
wiony poprzednio algorytm dla liczb dodatnich dobrze radzi sobie tylko z zerami � wtedy wy-
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konuje jedynie operacj¦ przesuni¦cia, bez sumowania; oczywi±cie aby wykorzysta¢ t¡ wªasno±¢
nale»aªoby odpowiednio zaimplementowa¢ ten algorytm sprz¦towo - w rozwi¡zaniu sugerowanym
przeze mnie na wykªadzie czas dziaªanie caªego ukªadu jest niezale»ny od tego jakie liczby s¡ na
wej±ciu) ). Prosta wªasno±¢ jaka jest tu wykorzystwywana: ci¡g jedynek na pozycjach o wagach
2u do 2v odpowiada warto±ci 2u+1 − 2v. Np. 001110 ma warto±¢ 24 − 21 = 14.

Zaªó»my, »e danymi wej±ciowymi s¡ M = bn−1bn−2 . . . b1b0 oraz Q = qn−1qn−2 . . . q1q0. Przyj-
mijmy q−1 = 0 oraz S = 0. Przegl¡damy kolejne bity q zaczynaj¡c od prawej strony (dla
i = 0, 1, . . . n − 1). Je±li qi = qi−1 nie robimy nic. Je±li qi = 1 oraz qi−1 = 0 (pierwsza jedynka)
odejmujemy od S liczb¦ M · 2i. Je±li qi = 0 oraz qi−1 = 1 (poprzednia jedynka byªa ostatnia)
dodajemy do S liczb¦ M · 2i.

Dlaczego algorytm dziaªa, je±li dane podamy w reprezentacji uzupeªnie« do 2? W rzeczywi-
sto±ci wyliczamy warto±¢ nas¦puj¡cego wyra»enia: (q−1−q0) ·M ·20 +(q0−q1) ·M ·21 . . . (qn−2−

qn−1) ·M ·2n−1, które mo»na zapisa¢ jako M · (−qn−1 ·2n−1 +
n−2∑
i=0

qi ·2i). A wyra»enie w nawiasie

to dokªadnie warto±¢ liczby Q (przypomnij sobie jakie wagi maj¡ bity w reprezentacji uzupeªnie«
do 2).

Na rysunku 3 przedstawiamy blokowy zapis algorytmu Booth'a w wersji przeznaczonej do
implementacji sprz¦towej. Mno»nik i mno»na umieszczane s¡ w rejestach Q i M . Dodatkowo
u»ywamy jednobitowego rejestru Q−1. Logicznie rejestry uªo»one s¡ w ci¡g AQQ−1. Uwaga:
przesuni¦cie jakie wykonujemy, gdy kolejne bity s¡ jednakowe jest przesuni¦ciem arytme-

tycznym: je±li najbardziej znacz¡cy bit kopiowanej liczby jest równy 1, to zwalniane przez
niego pole uzupeªniamy równie» jedynk¡, je±li jest równy 0 - uzupeªniamy zerem (sprawdzili±my
na wykªadzie, »e dopisanie kopii najbardziej znacz¡cego bitu z lewej strony liczby nie zmienia jej
warto±ci w reprezentacji uzupeªnie« do dwóch).

Rysunek 3: Algorytm Booth'a
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Na rysunkach 4 i 5 przedstawione s¡ przykªady dziaªania algorytmu Bootha.

Rysunek 4: Przykªad zastosowania algorytmu Booth'a

Rysunek 5: Przykªady zastosowania algorytmu Booth'a

W pewnych sytuacjach algorytm Booth'a mo»e by¢ gorszy od prostego algorytmu przedsta-
wionego na pocz¡tku. Rozwa»my ci¡g bitów 01010101. W algorytmie Booth'a musimy wykona¢
a» osiem dodawa« i odejmowa«, podczas gdy algorytm prosty wymaga tylko czterech. Istniej¡
usprawnienia algorytmu Booth'a gwaratnuj¡ce, »e dodawa« i odejmnowa« b¦dzie najwy»ej n/2.
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2 Usprawnienie ukªadów realizuj¡cych dodawanie i odejmo-

wanie

Na jednym z poprzednich wykªadów przedstawili±my ukªad sumatora kaskadowego. Wad¡ tego
ukªadu byª dªugi czas oblicze«: sumator dodaj¡cy i-te bity liczb wej±ciowych dawaª poprawny
wynik dopiero po tym jak otrzymaª poprawne przeniesienie z sumatora i − 1. Zakªadaj¡c, »e
pojedynczy sumator podaje poprawne przeniesienie po czasie t, caªe n-bitowe dodawanie trwa
mniej wi¦cej nt. Nieco dokªadniej: zaªó»my, »e ka»dy poziom bramek logicznych powoduje
opó¹nienie o 1 jednostk¦ czasu (uproszczenie!). Wtedy ka»dy sumator produkuje wynik w czasie
2 (dwie bramki XOR), a przeniesienie w czasie 3 (XOR, AND, OR). Je»eli przeniesienie zapiszemy
jako ci+1 = aibi + aici + bici dostajemy przeniesienie w czasie 2. U»yjmy tej zmody�kowanej
wersji. Jaki jest caªkowity czas oblicze« sumatora, np. 64-bitowego: 2 · 64 = 128.

Jednym z pomysªów na ulepszenie ukªadu sumatora kaskadowego jest wyliczenie przeniesie«
dla kolejnych sumatorów szybciej, bez czekania na obliczenia poprzednich. Omówione poni»ej
rozwi¡zanie nazywa si¦ metod¡ podgl¡du przeniesienia (carry-lookahead).

Oznaczmy gi := aibi (generowanie przeniesienia na i-tym poziomie) oraz pi := ai + bi (pro-
pagowanie poprzedniego przeniesienia). Mo»emy zapisa¢: ci+1 = gi + pici. I dalej ci+i =
gi + pi(gi−1 + pi−1ci−1). A» do: ci+1 = gi + pigi−1 + pipi−1gi−2 + . . . + pipi−1pi−2 · . . . · p1p0c0.
Zatem mo»emy ka»de przeniesienie wyliczy¢ w czasie staªym (trzy bramki opó¹nienia). Caªy
64-bitowy sumator mo»e dziaªa¢ wtedy w czasie 1+2+2=5 (wyliczenie pi oraz gi + wyliczenie
ci + dziaªanie pojedynczego sumatora). Oczywisty problem: liczba wej±¢ bramek AND i OR -
potrzebujemy bramek o 64 wej±ciach. Niepraktyczne.

Pierwsze rozwi¡zanie: zbudujmy ukªad dziaªaj¡cy tak jak opisano wy»ej dla 4-bitów i trak-
tujmy go jako �blok�. Przeniesienia mi¦dzy blokami podajemy w standardowy sposób. Zauwa»my,
»e drugi blok dostaje przeniesienie po czasie 5, trzeci po czasie 9 (pi i gi liczy si¦ wcze±niej), itd.
czwarty po 13, itd. Ostatni 16 ma przeniesienie wej±ciowe po czasie 61. Caªkowity czas: 65.
Wystarcz¡ w tym przypadku bramki 4-wej±ciowe.

Kolejny pomysª: wprowad¹my funkcje propagowania P i G wy»szego poziomu (jeden Blok
wy»szego poziomu b¦dzie si¦ skªadaª z czterech bloków ni»szego): P0 = p3p2p1p0 - blok 0 pro-
paguje przeniesienie, je±li ka»dy jego bit propaguje. G0 = g3 + p3g2 + p3p2g1 + p3p2p1g0 - blok
0 generuje przeniesienie je±li generuje je który± z jego bitów i propagowane jest ono na wyj±cie
bloku. Analogicznie: P1 = p7p6p5p4 oraz G1 = g7 + p7g6 + p7p6g5 + p7p6p5g4, i tak samo dla
i = 2, 3.

Teraz: c4 = G0 +P0c0, c8 = G1 +P1c4, c12 = G2 +P2c8. Podobnie jak poprzednio rozwijamy
te wzory podstawiaj¡c odpowiednie wyra»enia pod zmienne ci pojawiaj¡ce sie po lewych stronych
równo±ci.

Mo»emy wprowadzi¢ jeszcze jeden poziom i wylicza¢ przeniesienia pomi¦dzy Blokami drugiego
poziomu: c16, c32, c48.

Stosuj¡c t¡ technik¦ dla sumatorów n-bitowych uzyskujemy w efekcie sumator o czasie dzia-
ªania rz¦du log n.
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