Arytmetyka catkowitoliczbowa

1 Mnozenie

1.1 Mnozenie maszynowe liczb w naturalnym kodzie binarnym

Najpierw przyjrzymy sie mnozeniu liczb nieujemnych. Na rysunku 1 przedstawiamy uklad sy-
mulujacy mnozenie pisemne. Bierzemy pierwszg od prawej cyfre mnoznika @. Jesli napotkamy
jedynke to dodajemy mnozng M do rejestru A i przesuwamy bity ciggu rejestrow CAQ o jeden
w prawo. Koricowy wynik zawarty jest w rejestrach AQ. Oczywiscie jeS§li dane wejSciowe sa
liczbami n-bitowymi to wynik daje sie zapisa¢ na 2n-bitach.
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Rysunek 1: Schemat blokowy ukladu mnozacego oraz przyklad obliczer: 1011 - 1101



Oczywiscie taki schemat mnozenia nie dziata w przypadku reprezentacji uzupekien do dwoch
i liczb ujemnych. Najprostsze rozwiazanie tego problemu: przed mnozeniem przeksztatci¢ oby-
dwie liczby na liczby dodatnie, przemnozy¢ i na koniec, jesli wejéciowe liczby miaty rézne znaki,
zamieni¢ wynik na ujemny. Nie jest to sposéb zbyt elegancki. Mozemy za to uzy¢ algorytmu
Bootha, o ktérym opowiemy za chwile.

1.2 Mnozenie matrycowe

Wykonujac pewne operacje rownolegle mozemy uzyska¢ catkowity czas mnozenia liniowy wzgle-
dem n (jesli uzywamy zwyklego sumatora kaskadowego, to metoda z poprzedniego podrozdziatu
ma oczywiscie czas proporcjonalny do kwadratu n). Pomyst jest prosty: uzywamy jednej bramki
AND na pomnozenie kazdego bitu mnoznika przez kazdy bit mnoznej, a nastepnie sumujemy uzy-
skane iloczyny czesciowe (uzywajac sumatorow). Oczywiscie zysk czasowy uzyskujemy kosztem
ztozonodci uktadu: uzyta liczb bramek jest proporcjonalna do kwadratu n.
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Rysunek 2: Uktad realizujacy mnozenie matrycowe (array multiplier)

1.3 Algorytm Booth’a

Algorytm Bootha, oprocz tego, ze bedzie dzialal poprawnie dla reprezentacji uzupelnien do
dwoch (w jednakowy sposob dla liczb dodatnich jak i ujemnych), to w dodatku bedzie potrafit
,brzeskakiwa¢”’ szybko zaréwno nad ciagami zer jak i ciagami jedynek w mnozniku (przedsta-
wiony poprzednio algorytm dla liczb dodatnich dobrze radzi sobie tylko z zerami — wtedy wy-



konuje jedynie operacje przesuniecia, bez sumowania; oczywiscie aby wykorzysta¢ ta wlasnosé
nalezaloby odpowiednio zaimplementowaé ten algorytm sprzetowo - w rozwiazaniu sugerowanym
przeze mnie na wykladzie czas dzialanie calego uktadu jest niezalezny od tego jakie liczby sa na
wejsciu) ). Prosta wlasnosé jaka jest tu wykorzystwywana: ciag jedynek na pozycjach o wagach
2" do 2¥ odpowiada wartosci 24! — 2Y. Np. 001110 ma wartoéé 24 — 2! = 14.

Zalozmy, ze danymi wejSciowymi sa M = b,,_1b,,—2 ... b1bg oraz Q = Gn—_1qn—2 - - . q1qo- Przyj-
mijmy g_1 = 0 oraz S = 0. Przegladamy kolejne bity ¢ zaczynajac od prawej strony (dla
1=0,1,...n—1). Jedli ¢; = g;—1 nie robimy nic. Jesli ¢; = 1 oraz ¢;—; = 0 (pierwsza jedynka)
odejmujemy od S liczbe M - 2¢. Jedli ¢; = 0 oraz ¢;_; = 1 (poprzednia jedynka byta ostatnia)
dodajemy do S liczbe M - 2°.

Dlaczego algorytm dziala, jesli dane podamy w reprezentacji uzupelnien do 2?7 W rzeczywi-
stoéci wyliczamy warto$é¢ nasepujacego wyrazenia: (g—1—qo) M -2°+(qgo—q1) - M -2' ... (gn_2—

n—2 .
qn-1)-M-2"~1 ktére mozna zapisaé jako M - (—q,—1-2" "1+ Y ¢;-2%). A wyrazenie w nawiasie
i=0

to doktadnie warto$é liczby @ (przypomnij sobie jakie wagi maja bity w reprezentacji uzupetnien
do 2).

Na rysunku 3 przedstawiamy blokowy zapis algorytmu Booth’a w wersji przeznaczonej do
implementacji sprzetowej. Mnoznik i mnozna umieszczane sy w rejestach @ i M. Dodatkowo
uzywamy jednobitowego rejestru (Q_;. Logicznie rejestry ulozone sa w ciag AQQ_;. Uwaga:
przesuniecie jakie wykonujemy, gdy kolejne bity sa jednakowe jest przesunieciem arytme-
tycznym: jesli najbardziej znaczacy bit kopiowanej liczby jest réwny 1, to zwalniane przez
niego pole uzupelniamy réwniez jedynka, jesli jest rowny 0 - uzupelniamy zerem (sprawdzilismy
na wykladzie, ze dopisanie kopii najbardziej znaczacego bitu z lewej strony liczby nie zmienia jej
wartosci w reprezentacji uzupelnien do dwoch).
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Rysunek 3: Algorytm Booth’a



Na rysunkach 4 i 5 przedstawione sa przyklady dzialania algorytmu Bootha.
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Rysunek 4: Przyklad zastosowania algorytmu Booth’a
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Rysunek 5: Przyklady zastosowania algorytmu Booth’a

W pewnych sytuacjach algorytm Booth’a moze by¢ gorszy od prostego algorytmu przedsta-
wionego na poczatku. Rozwazmy ciag bitéw 01010101. W algorytmie Booth’a musimy wykonaé
az osiem dodawan i odejmowan, podczas gdy algorytm prosty wymaga tylko czterech. Istnieja
usprawnienia algorytmu Booth’a gwaratnujace, ze dodawar i odejmnowan bedzie najwyzej n/2.



2 Usprawnienie ukladéw realizujacych dodawanie i odejmo-
wanie

Na jednym z poprzednich wyktadéw przedstawiliSmy uktad sumatora kaskadowego. Wada tego
uktadu byt dlugi czas obliczen: sumator dodajacy i-te bity liczb wejéciowych dawal poprawny
wynik dopiero po tym jak otrzymal poprawne przeniesienie z sumatora ¢ — 1. Zakladajac, ze
pojedynczy sumator podaje poprawne przeniesienie po czasie t, cale n-bitowe dodawanie trwa
mniej wiecej nt. Nieco dokladniej: zaldézmy, ze kazdy poziom bramek logicznych powoduje
opoZnienie o 1 jednostke czasu (uproszczenie!). Wtedy kazdy sumator produkuje wynik w czasie
2 (dwie bramki XOR), a przeniesienie w czasie 3 (XOR, AND, OR). Jezeli przeniesienie zapiszemy
jako ¢;11 = a;b; + a;c; + bic; dostajemy przeniesienie w czasie 2. Uzyjmy tej zmodyfikowanej
wersji. Jaki jest catkowity czas obliczel sumatora, np. 64-bitowego: 2 - 64 = 128.

Jednym z pomystéw na ulepszenie uktadu sumatora kaskadowego jest wyliczenie przeniesieri
dla kolejnych sumatoréw szybciej, bez czekania na obliczenia poprzednich. Omoéwione ponizej
rozwiazanie nazywa sie metoda podgledu przeniesienia (carry-lookahead).

Oznaczmy g; := a;b; (generowanie przeniesienia na i-tym poziomie) oraz p; := a; + b; (pro-
pagowanie poprzedniego przeniesienia). Mozemy zapisa¢: c¢;11 = g; + pic;. 1 dalej ¢y =
gi + pi(gi—1 + pi—1ci—1). Az do: ciy1 = gi + pigi—1 + PiPi—19i—2 + ...+ PiPi—1Pi—2 - - - . - P1P0Co-
Zatem mozemy kazde przeniesienie wyliczy¢ w czasie stalym (trzy bramki opoéznienia). Caly
64-bitowy sumator moze dziala¢ wtedy w czasie 1+2+2=5 (wyliczenie p; oraz g; + wyliczenie
¢; + dzialanie pojedynczego sumatora). Oczywisty problem: liczba wejsé bramek AND i OR -
potrzebujemy bramek o 64 wejsciach. Niepraktyczne.

Pierwsze rozwiazanie: zbudujmy uktad dzialajacy tak jak opisano wyzej dla 4-bitéw i trak-
tujmy go jako ,blok”. Przeniesienia miedzy blokami podajemy w standardowy sposéb. Zauwazmy,
ze drugi blok dostaje przeniesienie po czasie 5, trzeci po czasie 9 (p; 1 g; liczy sie wezedniej), itd.
czwarty po 13, itd. Ostatni 16 ma przeniesienie wejsciowe po czasie 61. Calkowity czas: 65.
Wystarcza w tym przypadku bramki 4-wejsciowe.

Kolejny pomyst: wprowadzmy funkcje propagowania P i G wyzszego poziomu (jeden Blok
wyzszego poziomu bedzie si¢ sktadal z czterech blokéw nizszego): Py = pspepipo - blok 0 pro-
paguje przeniesienie, jesli kazdy jego bit propaguje. Go = g3 + p3g2 + p3p291 + P3p2p190 - blok
0 generuje przeniesienie je§li generuje je ktory$ z jego bitéw i propagowane jest ono na wyjscie
bloku. Analogicznie: P = prpepspa oraz G1 = g7 + prge + PrPegs + PrPePsga, 1 tak samo dla
i=2,3.

Teraz: ¢y = Go+ Pycy, cs = G1 4 Picy, 12 = Go+ Pycg. Podobnie jak poprzednio rozwijamy
te wzory podstawiajac odpowiednie wyrazenia pod zmienne ¢; pojawiajace sie po lewych stronych
réwnosci.

Mozemy wprowadzi¢ jeszcze jeden poziom i wyliczaé przeniesienia pomiedzy Blokami drugiego
poziomu: cig, C32, C48-

Stosujac ta technike dla sumatoréw n-bitowych uzyskujemy w efekcie sumator o czasie dzia-
tania rzedu log n.



