Minimalizacja uktadow logicznych

1 Wstep

Notatki do tego wykladu nie sa najpelniejsze. Jezeli kto§ nie byl na wykladzie, to by¢ moze
bedzie musial poszukaé¢ dodatkowych Zrédet. Nie powinno byé z tym problemu - w sieci mozna
znalez¢ mnoéstwo informacji na temat omawianych metod.

1.1 Kryteria minimalizacji

Kryteria, wedlug ktérych minimalizujemy uktady moga by¢ rozne: liczba uzytych bramek, szyb-
kosé¢ dziatania (czyli liczba poziomoéw bramek). Zazwyczaj mamy tekze ogranieczenia na rodzaje
uzywanych bramek. My bedziemy minimalizowa¢ wyrazenia w postaci dysjunkcyjnej, tak aby
uzyska¢ najmniejsza mozliwg liczbe iloczynow oraz (w drugiej kolejnosci) minimalna liczbe lite-
ratéw. Przypominam, ze wynik wciaz nie musi by¢ jednoznaczny: wyrazenia xy+2Z y + T Zz oraz
Ty + T Y + yz sa rébwnowazne, a kazde rownowazne im wyrazenie w dysjunkcyjnej postaci nor-
malnej musi mie¢ co najmniej trzy iloczyny. W dadatku kazdy z nich musi zawiera¢ co najmniej
po dwie zmienne (lub ich negacje).

1.2 Metody minimalizacji

1. Przeksztalcenn formalnych - czasami trudne, wymaga pomystowosci, nie zawsze mamy gwa-
rancje, ze uzyskaliSmy optymalny wynik

2. Metody algorytmiczne: metoda siatek Karnaugha, metoda Quinea-McCluskey’a (impli-
kantow prostych). Metody algorytmiczne bazuja oczywiscie réwniez na przeksztatceniach
formalnych.

Siatki Karnaugha sy wygodne dla funkcji co najwyzej czterech zmiennych. Dla wiekszej liczby
zmiennych latwiej uzywac¢ metody Quine’a-McCluskey’a.

Metody algorytmiczne bazuja na dwoch operacjach, ktérych poprawno$é wynika z wtasnosci
algebry Boole’a: sklejania (af; + af; = a) i pochlaniania (a + af; = a). Duza role odgrywa
pojecie implikanta prostego. Dla danej funkcji f implikantem jest taki iloczyn zmiennych i
ich negacji, ze jesli dla pewnej kombinacji wartoéci zmiennych staje sie on prawdziwy, to przy
tej kombinacji wartosci rowniez cata funkcja jest prawdziwa. Implikant prosty, to taki, ze po
usunieciu z niego jednego literalu przestaje on by¢ implikantem.

Poszukiwana posta¢ minimalna jest suma pewnych implikantéw prostych danej funkcji: w jej
sktad wchodza wszystkie implikanty zasadnicze (implikant jest zasadniczy, jesli jako jedyny
jest prawdziwy dla pewnej kombinacji wejSciowej, dla ktorej funkcja zwraca 1) oraz pewien
minimalny podzbiér pozostatych implikantéow prostych.



1.3 Sposéb reprezentowania funkcji logicznej

Na ¢éwiczeniach bedziemy uzywali nastepujacego sposobu reprezentowania funkcji. Zapis f =
>7(0,1,4,5) oznacza funkcje f(x,y,2) =Ty Z+T gz + 27 Z + 2yz. Kazda z liczb pojawiajacych
sie po znaku Y oznacza jeden minterm. To jak on wyglada mozna odczyta¢ przeksztalcajac ta
liczbe do systemu dwojkowego (0 = 000(z),1 = 001(2y,4 = 100(2),5 = 101(5y). Liczba zmiennych
jest domyslna.

2 Minimalizacja ukladéw logicznych metoda siatek (map)
Karnaugha

Omowilismy dzitanie siatek dla 3 i 4 zmiennych (takze z tzw. kombinacjami nadmiarowymi)
Istnieja siatki dla 5 i 6 zmiennych, ale sa raczej niepraktyczne.

3 Metoda Quine’a-McCluskey’a

Przyklad. f=>{2,3,5,6,7,10,11,15}

Zaczynamy od podgrupowania pod wzgledem liczby niezanegowanych zmiennych implikantéw
odpowiadajacych mintermom w niezminimalizowanej dysjunkcyjnej postaci f (lewa tabelka).
Nastepnie dla kazdej pary implikantéw rézniacych sie na dokladnie jednej pozycji wpisujemy do
drugiej tabeli nowy implikant, eliminujac zmienng, ktéra rozréznia dane implikanty (na jej pozycji
piszemy ,-”). Dla kazdego implikantu, ktory udalo sie¢ w ten sposob potaczyé¢ z jakim$ innym
stawiamy w pierwszej tabeli znak ,v”. Zauwaz, ze szukajac dajacych sie polaczyé implikantow
wystarczy rozwazaé tylko sasiednie grupy. Krok powtarzamy, uzyskujac na podstawie drugiej
tabeli tabele trzecia (imlikanty z dwoma kreskami). Usuwamy powtarzajace sie z niej imlikanty.

Xyzt

xyzt (2,3) | 001- v
(2) | 0010 v (2,6) | 0-10 v xyzt
3) [ 0011 v (2,10) | 010 v 2367 | 0-1-
(5) | 0101 v B7) | 011 v (2,3,10,11) | -01-
(6) | 0110 v (6,7) | 011- v (2,6,3,7) | 0-1-
(10) | 1010 v (5,7) | 01-1 (2,10,3,11) | -01-
@ |01l v (311) | 011 v (3,7,11,15) | -11
(11) | 1011 v (10,11) | 101- v (3,11,7,15) | -11

(15) | 1111 v (7.15) | -111 v

(11,15) | 1011 v

Zauwazamy, ze w trzeciej tabeli nic juz sie nie da potaczyé. Wypisujemy wszystkie implikanty,
przy ktoérych nie postawiliémy znaku ,y”. Zauwaz, ze sg to implikanty proste. W naszym przy-
padku: 01-1 (pokrywajacy kombinacje 51 7), 0-1- (2,3,6,7) -01- (2,3,10,11), -11 (3,7,11,15). Tylko
one beda brane pod uwage przy tworzeniu postaci minimalnej. W naszym przypadku wszystkie
uzyskane implikanty sg zasadnicze, czyli dla kazdego z nich istenieje kombinacja wejsciowa po-
krywana tylko przez niego (np. dla piewrszego jest to kombinacja 5). Implikanty zasadnicze z
definicji musza znalezé sie w wyniku. Uzyskujemy juz zatem odpowiedz: f = Tyt + Tz +7yz + zt.

W trudniejszych przyktadach moze sie okaza¢, ze implikanty zasadnicze nie pokrywaja wszyst-
kich wejsé¢ (a moze nawet w ogdle nie ma implikantow zasadniczych). Wtedy potrzebna jest do-
datkowa procedura. Zostala ona oméwiona na wykladzie na przyktadzie funkeji g = > {0, 2,3,4,5,7}.
Tak naprawde, w przypadkach z jakimi spotkamy sie na ¢wiczeniach taka procedura nie jest nie-



bedna - zazwyczaj tatwo ,zgadna¢” minimalny zestaw implikantéow i uzasadnié, ze mniejszego
rzeczywiscie nie ma.

3.1 Uwaga o zlozonosci

Problem ,dla zadanej w postaci tabeli wej$¢ funkcji sprawdz, czy istnieje wyrazenie w postaci
dysjunkcyjnej zawierajace najwyzej k sktadnikow jest NP-zupelny (zauwaz, ze rozmiarem wejscia
jest tutaj 2", gdzie n to liczba zmiennych). Dlatego, dla duzej liczby wej$¢ stosuje sie algorytmy
heurystyczne znajdujace szybko przyblizone rozwiazania. Trudna okazuje sie gléwnie czeé¢ druga,
czyli procedura znajdowania minimalnego zestawu implikantéw prostych.

Uwaga o terminologii

Jedna ze studentek zwrocita mi uwage, ze w niestandardowy (albo moéwigce brutalniej: w niepoprawny)
sposob uzywam pojecia minterméw i maksterméw. Zgodnie ze standardowa definicja powinny one za-
wiera¢ wystapienia wszystkich zmiennych (by¢ moze w postaci zanegowanej). Przepraszam wszystkich,
ktorych w ten sposob zmylitem. Poprawilem juz wcze$niejsze materiaty i nie powinno by¢ juz w nich tej
niescistosci.



