
Minimalizacja ukªadów logicznych

1 Wst¦p

Notatki do tego wykªadu nie s¡ najpeªniejsze. Je»eli kto± nie byª na wykªadzie, to by¢ mo»e
b¦dzie musiaª poszuka¢ dodatkowych ¹ródeª. Nie powinno by¢ z tym problemu - w sieci mo»na
znale¹¢ mnóstwo informacji na temat omawianych metod.

1.1 Kryteria minimalizacji

Kryteria, wedªug których minimalizujemy ukªady mog¡ by¢ ró»ne: liczba u»ytych bramek, szyb-
ko±¢ dziaªania (czyli liczba poziomów bramek). Zazwyczaj mamy tek»e ogranieczenia na rodzaje
u»ywanych bramek. My b¦dziemy minimalizowa¢ wyra»enia w postaci dysjunkcyjnej, tak aby
uzyska¢ najmniejsz¡ mo»liw¡ liczb¦ iloczynów oraz (w drugiej kolejno±ci) minimaln¡ liczb¦ lite-
raªów. Przypominam, »e wynik wci¡» nie musi by¢ jednoznaczny: wyra»enia xy + x y + x z oraz
xy + x y + yz s¡ równowa»ne, a ka»de równowa»ne im wyra»enie w dysjunkcyjnej postaci nor-
malnej musi mie¢ co najmniej trzy iloczyny. W dadatku ka»dy z nich musi zawiera¢ co najmniej
po dwie zmienne (lub ich negacje).

1.2 Metody minimalizacji

1. Przeksztaªce« formalnych - czasami trudne, wymaga pomysªowo±ci, nie zawsze mamy gwa-
rancj¦, »e uzyskali±my optymalny wynik

2. Metody algorytmiczne: metoda siatek Karnaugha, metoda Quinea-McCluskey'a (impli-
kantów prostych). Metody algorytmiczne bazuj¡ oczywi±cie równie» na przeksztaªceniach
formalnych.

Siatki Karnaugha s¡ wygodne dla funkcji co najwy»ej czterech zmiennych. Dla wi¦kszej liczby
zmiennych ªatwiej u»ywa¢ metody Quine'a-McCluskey'a.

Metody algorytmiczne bazuj¡ na dwóch operacjach, których poprawno±¢ wynika z wªasno±ci
algebry Boole'a: sklejania (afi + afi = a) i pochªaniania (a + afi = a). Du»¡ rol¦ odgrywa
poj¦cie implikanta prostego. Dla danej funkcji f implikantem jest taki iloczyn zmiennych i
ich negacji, »e je±li dla pewnej kombinacji warto±ci zmiennych staje si¦ on prawdziwy, to przy
tej kombinacji warto±ci równie» caªa funkcja jest prawdziwa. Implikant prosty, to taki, »e po
usuni¦ciu z niego jednego literaªu przestaje on by¢ implikantem.

Poszukiwana posta¢ minimalna jest sum¡ pewnych implikantów prostych danej funkcji: w jej
skªad wchodz¡ wszystkie implikanty zasadnicze (implikant jest zasadniczy, je±li jako jedyny
jest prawdziwy dla pewnej kombinacji wej±ciowej, dla której funkcja zwraca 1) oraz pewien
minimalny podzbiór pozostaªych implikantów prostych.
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1.3 Sposób reprezentowania funkcji logicznej

Na ¢wiczeniach b¦dziemy u»ywali nast¦puj¡cego sposobu reprezentowania funkcji. Zapis f =∑
(0, 1, 4, 5) oznacza funkcj¦ f(x, y, z) = x y z + x yz + xy z + xyz. Ka»da z liczb pojawiaj¡cych

si¦ po znaku
∑

oznacza jeden minterm. To jak on wygl¡da mo»na odczyta¢ przeksztaªcaj¡c t¡
liczb¦ do systemu dwójkowego (0 = 000(2), 1 = 001(2), 4 = 100(2), 5 = 101(2)). Liczba zmiennych
jest domy±lna.

2 Minimalizacja ukªadów logicznych metod¡ siatek (map)
Karnaugha

Omówili±my dziªanie siatek dla 3 i 4 zmiennych (tak»e z tzw. kombinacjami nadmiarowymi)
Istniej¡ siatki dla 5 i 6 zmiennych, ale s¡ raczej niepraktyczne.

3 Metoda Quine'a-McCluskey'a

Przykªad. f =
∑

{2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 15}
Zaczynamy od podgrupowania pod wzgl¦dem liczby niezanegowanych zmiennych implikantów

odpowiadaj¡cych mintermom w niezminimalizowanej dysjunkcyjnej postaci f (lewa tabelka).
Nast¦pnie dla ka»dej pary implikantów ró»ni¡cych si¦ na dokªadnie jednej pozycji wpisujemy do
drugiej tabeli nowy implikant, eliminuj¡c zmienn¡, która rozró»nia dane implikanty (na jej pozycji
piszemy �-�). Dla ka»dego implikantu, który udaªo si¦ w ten sposób poª¡czy¢ z jakim± innym
stawiamy w pierwszej tabeli znak �v�. Zauwa», »e szukaj¡c daj¡cych si¦ poª¡czy¢ implikantów
wystarczy rozwa»a¢ tylko s¡siednie grupy. Krok powtarzamy, uzyskuj¡c na podstawie drugiej
tabeli tabel¦ trzeci¡ (imlikanty z dwoma kreskami). Usuwamy powtarzaj¡ce si¦ z niej imlikanty.

xyzt

(2) 0010 v

(3) 0011 v
(5) 0101 v
(6) 0110 v
(10) 1010 v

(7) 0111 v
(11) 1011 v

(15) 1111 v

xyzt

(2,3) 001- v
(2,6) 0-10 v
(2,10) -010 v

(3,7) 0-11 v
(6,7) 011- v
(5,7) 01-1
(3,11) -011 v
(10,11) 101- v

(7,15) -111 v
(11,15) 1011 v

xyzt

(2,3,6,7) 0-1-
(2,3,10,11) -01-
(2,6,3,7) 0-1-
(2,10,3,11) -01-

(3,7,11,15) �11
(3,11,7,15) �11

Zauwa»amy, »e w trzeciej tabeli nic ju» si¦ nie da poª¡czy¢. Wypisujemy wszystkie implikanty,
przy których nie postawili±my znaku �v�. Zauwa», »e s¡ to implikanty proste. W naszym przy-
padku: 01-1 (pokrywaj¡cy kombinacje 5 i 7), 0-1- (2,3,6,7) -01- (2,3,10,11), �11 (3,7,11,15). Tylko
one b¦d¡ brane pod uwag¦ przy tworzeniu postaci minimalnej. W naszym przypadku wszystkie
uzyskane implikanty s¡ zasadnicze, czyli dla ka»dego z nich istenieje kombinacja wej±ciowa po-
krywana tylko przez niego (np. dla piewrszego jest to kombinacja 5). Implikanty zasadnicze z
de�nicji musz¡ znale¹¢ si¦ w wyniku. Uzyskujemy ju» zatem odpowied¹: f = xyt+xz + yz + zt.

W trudniejszych przykªadach mo»e si¦ okaza¢, »e implikanty zasadnicze nie pokrywaj¡ wszyst-
kich wej±¢ (a mo»e nawet w ogóle nie ma implikantów zasadniczych). Wtedy potrzebna jest do-
datkowa procedura. Zostaªa ona omówiona na wykªadzie na przykªadzie funkcji g =

∑
{0, 2, 3, 4, 5, 7}.

Tak naprawd¦, w przypadkach z jakimi spotkamy si¦ na ¢wiczeniach taka procedura nie jest nie-
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b¦dna - zazwyczaj ªatwo �zgadn¡¢� minimalny zestaw implikantów i uzasadni¢, »e mniejszego
rzeczywi±cie nie ma.

3.1 Uwaga o zªo»ono±ci

Problem �dla zadanej w postaci tabeli wej±¢ funkcji sprawd¹, czy istnieje wyra»enie w postaci
dysjunkcyjnej zawieraj¡ce najwy»ej k skªadników jest NP-zupeªny (zauwa», »¦ rozmiarem wej±cia
jest tutaj 2n, gdzie n to liczba zmiennych). Dlatego, dla du»ej liczby wej±¢ stosuje si¦ algorytmy
heurystyczne znajduj¡ce szybko przybli»one rozwi¡zania. Trudna okazuje si¦ gªównie cz¦±¢ druga,
czyli procedura znajdowania minimalnego zestawu implikantów prostych.

Uwaga o terminologii

Jedna ze studentek zwróciªa mi uwag¦, ze w niestandardowy (albo mówi¡c brutalniej: w niepoprawny)
sposób u»ywam poj¦cia mintermów i makstermów. Zgodnie ze standardow¡ de�nicj¡ powinny one za-
wiera¢ wyst¡pienia wszystkich zmiennych (by¢ mo»e w postaci zanegowanej). Przepraszam wszystkich,
których w ten sposób zmyliªem. Poprawiªem ju» wcze±niejsze materiaªy i nie powinno by¢ ju» w nich tej
nie±cisªo±ci.
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