Algebra Boole’a i logika cyfrowa

7.X. 2009

1 Aksjomatyczna definicja algebry Boole’a

Do opisywanie uktadéw cyfrowych bedziemy uzywali formalizmu nazywanego algebra Boole’a.
Formalnie algebra Boole’a to struktura matematyczna zlozona z uniwersum B i zdefiniowanych
na nim trzech dziatan: dwuargumentowych and i or, oznaczanych przez - i + oraz jednoargu-
mentowego not, oznaczanego przez — (pozioma kreska nad argumentem). Priorytet operatorow:
not, and, or. Podajemy nastepujacy zestaw aksjomatéw algebry Boole’a (spotykane sa tez inne
warianty):

1. lacznosc i przemiennos$c + i -

2. istnieje element neutralny dziatania 4+, oznaczany przez 0, czyli

x4+ 0 = z dla dowolnego x € B;

3. istnieje element neutralny dziatania -, oznaczany przez 1, czyli
x -1 =z dla dowolnego x € B;

r+z=1

z-T=0

prawo podwojnego zaprzeczenia: T = x

rozdzielno§é - wzgledem +, czyliz - (y+2) =2 -y+z- 2

rozdzielno$é¢ + wzgledem -, czyliz + (y-2) = (x +y) - (x + 2)
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+ 7 (prawo de Morgana)
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Ty:

10. z+y =7 -y (prawo de Morgana)
Z aksjomatéw tych wynika szereg dodatkowych wlasnosci, m.in.:

1.0-z=0,142=1
2. idempotentnosé: r+zrz =z, v -x =2z

3. prawo absorpcji: z(z+y) =z, z+zy ==z

Modelami algebry Boole’a sa rodziny podzbioréw ustalonego zbioru, z dziataniami przekroju,
sumy i dopelnienia zbioréw. Model, ktéry nas bedzie interesowal: Zbior B = {0, 1} z dziataniami
logicznej sumy, iloczynu i negacji. Elementy 0,1 sa czasem nazywane fatszem i prawdg. Jak sie
niedlugo przekonamy w takim modelu bardzo wygodnie opisuje sie dziatanie cyfrowych uktadow
komputerowych. Tak naprawde nasz model jest izomorficzny ze zbiorem podzbioréw zbioru
1-elementowego.



2 Wyrazenia i funkcje boolowskie

Od teraz bedziemy sie porusza¢ w naszym modelu dwuelementowym. Uzywajac symboli dziatan,
statych 0 i 1 oraz zmiennych (zazwyczaj x,vy, z, . . .) mozemy budowaé wyrazenia boolowskie.
Kazde wyrazenie w naturalny sposéb definiuje funkcje boolowska. Funkcje taka mozemy opisaé
uzywajac tabeli prawdy. Przyktad:
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Czasem konstruujac tablice prawdy dodajemy jeszcze dla wygody kolumny posrednie (np. §z).

Okazuje sie, ze kazda funkcja boolowska da sie opisa¢ za pomoca wyrazenia boolowskiego. Do-
wod: konstrukcja wyrazenia w dysjunkcyjnej postaci normalnej (...). Dwa wyrazenia boolowskie
nazywamy réwnowaznymi jesli opisywane przez nie funkcje boolowskie sg identyczne. Oczywi-
Scie kazde wyrazenie ma nieskonczenie wiele wyrazen rownowaznych, a stad kazda funkcja moze
by¢ zapisana na nieskoriczenie wiele sposobdéw. Najlepsze sa reprezentacje mozliwie najprostsze
(w jakim§ sensie).

2.1 Upraszczenie wyrazen boolowskich

Uzywajac aksjomatow i praw algebry Boole’a mozemy probowaé upraszczaé¢ wyrazenia boolow-
skie (proces ten jest odpowiednikiem upraszczenia obwodéw cyfrowych komputera). Przyklad:
F(z,y,z) = Tyz + Tyz + xz. Upraszamy: Ty(z + Z) + zz = Ty(1) + ©z = Ty + zz. Trudniejszy
przyktad:

F(z,y,2) =2y +Tz +yz

xy + Tz + yz(1) (el. neutralny)

=zy + Tz + yz(x + T) (uzupelnienie)
=y + Tz + (yz)z + (y2)T (rozdzielnosé)
=zy + Tz + z(yz) + T(yz) (przemiennosc)
=zy +Zz + (zy)z + (T2)y (tacznosc)

xy + (2y)z + Tz + (Tz)y (przemiennosc)
=zy(l 4 2) + Tz(1 4+ y) (rozdzielnosé)

= a:y(l) +7Tz(1)

=Ty +TZ

W podobny sposéb mozemy dowodzi¢ praw algebry Boole’a (czyli uzasadnia¢, ze dwa rézne
wyrazenia boolowskie opisuja ta sama funkcje).

Upraszczajac wyrazenia na podstawie praw algebry Boole’a zdajemy sie nie tyle na algorytm
co na wlasng pomystowosé. Co wiecej zauwazmy, ze my w zasadzie nie wiemy co to znaczy naj-
prostsza posta¢ wyrazenia... Zdefinujmy zatem pewne standardowe ,proste”’ postacie wyrazenia.
Dowodzac, ze kazda funkcja boolowska moze by¢ zapisana jako wyrazenie boolowskie uzyliSmy
wyrazen boolowskich o szczegblnej budowie: w dysjunkcyjnej postaci normalnej. Wyraze-
nia w dysjunkcyjnej postaci normalnej to sumy iloczynéw: F(z,y,z) = axy + Tyz + yz. Kazda



funkcje boolowska mozna zapisa¢ w tej postaci. Podobnie mozemy wprowadzi¢ koniunkcyjna
posta¢ normalng — posta¢ iloczynu sum. Iloczyny w d.p.n. nazywamy mintermami. Sumy
w k.p.n. to makstermy. Zauwaz, ze funkcja wciaz moze mie¢ wiele reprezentacji w d.p.n. Dla
nas najlepsze beda te, ktére maja najmniejsza mozliwg liczbe minterméw, a wsréd reprezentacji
z jednakowg liczba minterméw preferowaé bedziemy te, ktore majg mniej zmiennych w min-
termach. Niestety takie okreslenie wciaz nie definiuje jednoznacznej minimalnej postaci. Np.
TYy+zy+Tz=7TYy+ xy+ yz, to dwie minimalne postaci tego samego wyrazenia.

3 Bramki logiczne

Rysunki w tym rozdziale zostaty pobrane z oficjalnej strony podrecznika Lindy Null i Julii Lobur.

Dobra strona o logice cyfrowej: http://www.play-hookey.com/digital/ (zawiera opisy
ukladow, interaktywne diagramy, ...).

Bramki logiczne sa podstawowymi elementami z jakich budujemy komputery. W zaleznosci
od typu bramka logiczna zbudowana jest z jednego, dwoch lub kilku tranzystoréw. Na po-
czatek wprowadzamy bramki odpowiadajace operatorom algebry Boole’a — bramki AND, OR,
NOT. Oprocz bramek dwuwejsciowych mozemy uzywac ich naturalnych kilkuwejsciowych wersji.
Czasami, oprécz podstawowego wyjscia bramki dorysowujemy jej drugi wyjscie, bedace negacja
pierwszego. Czasem, zamisat rysowac¢ bramke negacji, na wejsciu kolejnej bramki rysujemy puste
koéteczko.

AND Gate OR Gate NOT Gate

Rysunek 1: Symbole podstawowych bramek logicznych
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Rysunek 2: Trzywejsciowa bramka OR

Uzywajac diagraméow logicznych mozemy reprezentowaé¢ wyrazenia boolowskie. Przyktad
F(z,y,z) =z +7z.

Ogolnie bramki odpowiadaja dwu- lub kilkuagrumentowym funkcjom logicznym. Jest zatem
24 typow bramek o dwoch wejsciach. Niektore z nich sa popularniejsze od innych i maja swoje
wlasne symbole i nazwy. Czesto wykorzystywana bramka jest bramka XOR (rys. 4). Kolejne
bramki: NOR (rys. 5) i NAND (rys. 6).

Moéwimy, ze zbiér bramek (lub odpowiadajacych im funkcji logicznych) jest funkcjonalnie
pelny jesli mozna za jego pomoca wyrazi¢ kazda funkcje logiczna. PokazaliSmy juz, ze zbior
{ AND, OR, NOT } jest funkcjonalnie peiny (konstrukcja wyrazenia w dysjunkcyjnej postaci
normalnej). Latwo wyeliminowa¢ z niego bramke AND lub OR (uzywajac prawa de Morgana
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Rysunek 3: Prosty diagram logiczny

X y X XOR y
0 0 0
1 0 1 )
y
1 1 0
(a) (b)

Rysunek 4: Bramka XOR i jej tablica prawdy

X (x+y) X g Xy = (X+
y y—=-9

Rysunek 5: Bramka NOR: tablica prawdy, symbol, realizacja za pomocg AND i NOT

X (x7) X X+7 = (X7)
Y — 4

Rysunek 6: Bramka NAND: tablica prawdy, symbol, realizacja za pomoca OR i NOT

xNOR y

3

2|2 |lo|o |x
o= |0 =

o|o|o|=

x NAND y

w|lo|=|o <

2 |la|lo|lo | x

f= N IS S

symulujmemy jedna za pomoca drugiej i negacji). Okazuje sie, ze bramka NAND (podobnie jak
i NOR) stanowi sama w sobie zbior funkcjonalnie pelny. Dowo6d: realizujemy AND, OR i NOT
przez NAND (rys. 7). Wynika stad, ze w pelni funkcjonalny komputer mozna by zbudowac
uzywajac tylko bramek NAND. W praktyce uzywa sie bramek roznego typu, bo to po prostu
pozwala budowa¢ mniej skomplikowane obwody.

Wiadomo, ze konstruujac obwody logiczne warto stara¢ sie uzywac jak najmniejszej liczby
bramek. Zwrdéémy jeszcze w tym miejscu uwage na jedng rzecz jaka warto bra¢ pod uwage.
Popatrzmy na przyklad: F = ((ab+ ¢)d) + e = abd + cd + e. Ktora postac jest lepsza i dlaczego?
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Rysunek 7: Realizacja AND, NOT i OR przez NAND

Roznica polega na liczbie pozioméw bramek (narysuj oba obwody). Fizyczna realizacja drugiej
wersji bedzie wyliczata warto§¢ wyrazenia nieco szybciej niz pierwsze;j.

Poniewaz kazde wyrazenie mozna zapisa¢ w dysjunkcyjnej postaci normalnej, wiec kazdy
obwo6d mozna zrealizowaé uzywajac tylko dwoéch pozioméw bramek. Nie znaczy to, ze zawsze
jest to praktyczne i pozadane (podstawowa niedogodnosé: potrzebujemy do tego celu bramek o
duzej liczbie wejsé, ktore same w sobie musza by¢ skomplikowane).



