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x1 = 10 (minimum na bdb)

1. Sprawd¹, »e zbiór {0, 1} z okre±lonymi na wykªadzie dziaªaniami + i · speªnia aksjomaty algebry
Boole'a. Nie wolno Ci korzysta¢ z podanych na wykªadzie praw, a jedynie z tabeli prawdy
dziaªa« + i ·.

2. Wyka», »e zbiór o trzech elementach a, b, c, z operatorami binarnymi + i · zde�niowanymi na-
st¦puj¡co:

+ a b c

a a a a
b a b b
c a b c

· a b c

a a b c
b b b c
c c c c

nie tworzy algebry Boole'a, nizale»nie od tego, jak¡ przyjmiemy de�nicj¦ dziaªania ·.

3. Korzystaj¡c z podanych na wykªadzie aksjomatów algebry Boole'a udowodnij nast¦puj¡ce prawa:

a) 0 · x = 0, 1 + x = 1

b) x + x = x, x · x = x

c) x(x + y) = x, x + xy = x

4. Korzystaj¡c z podanych na wykªadzie aksjomatów i praw algebry Boole'a udowodnij nast¦puj¡ce
równowa»no±ci:

b) xy + xy = x

c) (x + y) · (x + y) = x

5. Korzystaj¡c z podanych na wykªadzie aksjomatów algebry Boole'a upro±¢ wyra»enia:

a) xz + xyz

b) x + y · x + y

c) x + xy + x y

d) (xy + wz)(wx + yz)

6. Napisz wyra»enie odpowiadaj¡ce dopeªnieniu funkcji F , a nast¦pnie upro±¢ je stosuj¡c prawo de
Morgana:

F (w, x, y, z) = xyz(yz + x) + (wyz + x)

7. Utwórz tablice prawdy dla nast¦puj¡cych wyra»e«:

a) xyz + xy z + x y z

b) (x + y)(x + z)(x + z)

8. Zde�niujmy nowe dziaªanie ⊕ (odpowiadaj¡ce bramce XOR) na zbiorze {0, 1}: x⊕y = 1 wtedy,
gdy dokªadnie jeden z argumentów x, y jest równy 1. Udowodnij lub obal nast¦puj¡ce prawo:

x⊕ (y · z) = (x⊕ y) · (x⊕ z).



9. Poka», jak operator ⊕ wyrazi¢ za pomoc¡ tylko alternatywy i negacji.

10. Oto tablica prawdy pewnej funkcji boolowskiej:

x y z F
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

Zapisz odpowiadaj¡ce jej wyra»enie w dysjunkcyjnej postaci normalnej.

11. Zapisz wyra»enie z poprzedniego zadania w koniunkcyjnej postaci normalnej. Udowodnij, »e
ka»da funkcja boolowska mo»e by¢ opisana przy u»yciu wyra»enia w koniunkcyjnej postaci nor-
malnej.

12. Udowodnij, »e wyra»enie x y + xy + xz nie da si¦ zapisa¢ w dysjunkcyjnej postaci normalnej
przy u»yciu mniej ni» trzech mintermów.

Na koniec zadanie dodatkowe dla ambitnych studentów. Tak naprawd¦, to nie jest ono ±ci±le zwi¡zane

z naszym przedmiotem, ale poniewa» wprowadzili±my poj¦cie algebr Boole'a, to mo»e kto± b¦dzie miaª

ochot¦ zbada¢ pewn¡ ich wªasno±¢. W zadaniu tym oczekuj¦ ±cisªego, matematycznego dowodu.

13. (∗, 3 pkt.) Udowodnij, »e liczba elementów ka»dej sko«czonej algebry Boole'a jest pot¦g¡ dwójki.
Wskazówka: Poka», »e elementy algebr Boole'a zachowuj¡ si¦ tak, jak podzbiory w zbiorze podzbiorów

pewnego zbioru sko«czonego. Mówi¡c ±ci±lej poka», »e ka»da algebra Boole'a jest izomor�czna ze zbio-

rem podzbiorów pewnego zbioru sko«czonego (z dziaªaniami sumy, przekroju i dopeªnienia zbiorów).

Rozpocz¡¢ mo»esz od wskazania odpowiedników podzbiorów jednoelementowych - b¦d¡ nimi elementy,

które nie dadz¡ si¦ zapisa¢ w postaci a ∨ b w sposób nietrywialny.
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