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M7.1.

l‘jSLESLEjJ,_l
a+j-h<z<a+({G+1)-h

j-h<z—a<(G+1)-h

Niech j = [%32], oraz jezeliz =bto j =n —1.Wiec j =0,1,2,...

1. Zauwazmy, ze:
Iole — x| < |(z — ;) - (& — z541)] - Pz) - Q)

Poniewaz zo < ... <z; <2 <241 < ... <2y to"

P(z) =TH_g(z — ;) = I/ |& — @]

Q(r) = H?:j-i-Z(xi —z)= H?=j+2|$i -z = H?=j+2|53 — ]

|(x —25) - (v —2jp1)| = o — 25| |2 — 244

j—1
M ole — il < (@ =) - (z = @) - TGZg (@ — @) - T o (s — ) = T2 — 4]

na przedziale x € [z}, z;1]:

2

—x2+$'($j+$j+1)—xj'xj+1—ZSO

0= (zj+aj1)? —4- (2 aj01) = B = (2 — 2j51)° = 1 = [(&; — 2j41) = B] - [(¢5 — 2j41) +h] =0
widzimy ze funkcja ta ma ramiona skierowane w dot i jedno miejsce zerowe wiec |(x — ;) - (€ — z;41)| < TZ



3. < ay < o < @y wiee Vigi1mip — @ > @ — 3y czyli P(ajan) = (2541 — 25) > g (v_2;) = P(x)
analogicznie dla Q(x)

Zauwazmy ze:

P(xj1) = T g (201 — ) = W g (a+(j+1)-h—a—i-h) =T (j+1=i)-h = (j+1)-h-j-he.-2:-h = (j+1)1- B

Qlz;) = H?:j+2(1’i - ;) = H?:j+2(a+i~hfa—j'h) = H?:j-s-z(i*j)'h =2-h-..-(n—j) h= (n*j)!'hnijil

wiec:

Plajia) - Q) = 1+ 1 B+ (= ) 107 = (i DL (o= )t <

Miole — 2] < |(x —2j) - (x —zjp)| - Pla) - Qz) < (& —x5) - (& — zjpa)] - Plzj) - Qx;) = i ~h" ol

M7.2.

Niech L,, bedzie wielomianem interpolujacym f(x) = sin(2z) w rownoodlegtych punktach z; = % (1=0,1,...n). Wiemy,
ze f(x) = sin(2z) jest funkcja ciagta, oraz ze kazda jej pochodna jest ciagta, gdyz:

(sin(22))™ = (=1)"*12"sin or cos(2z)

Zatem zawsze prawdziwym jest wzor:

Mn+1 . Pn+1
_ < nas T nwe

gdzie
Moia 0%a21 ’f (m)’ 2

oraz, dla réwnoodleglych weztéw postaci z, =0+ k - % dla (i =0,1,...n) :

Py <nl-n !

zatem: 4 1
2T . pl 2™
_ < —
0215%(1 |f(1') Ln($)| = (n + 1)! . pntl (n F 1) .pntl

jaka warto$é n gwarantuje nam, ze zachodzi:

2n+1
Policzmy kilka poczatkowych wyrazéw:
n+1
1 2
2 0.3333
3 0.04938
4 0.00625
5 | 0.000068266

Nieréwnosé¢ zachodzi zatem dla n > 5.



M7.3.

Niech L,, bedzie wielomianem interpolujacym f(z) = exp(x) w zerach (n + 1)szego wielomianu Czebyszewa. Wiemy, ze
f(z) = e jest funkcja ciagla, oraz ze kazda jej pochodna jest ciggla. Zatem zawsze prawdziwym jest wzor:

Mn+1 . Pn+1
_ < —
_mex |f(z) = Ln(2)] < (n+1)!
gdzie M, 41 = max_1<z<1 ‘f(m—l)(x)’ =eoraz Py =2- (%)RH =2 2=
zatem: €
_ < —
7{%;1};1 |f(£L') Ln($)| = on ., (’I’L + 1)'

jaka wartosé n gwarantuje nam, ze zachodzi:

m <10 % ee< w = 271828.18--- < 2" - (n + 1)
liczymy pare wyrazéw poczatkowych:
0| 2" (nt1) |
4 1920
5 23040
6 322560

Zatem nieréwnos¢ jest spelniona dla n > 6.

M7 4.

24+2x—-1 forxe[-1,0
s = [ 1,0]
2 —x—1 forxel0,1]

S'(z) = 322 +1 forx € [-1,0]
322 -1 forx €]0,1]

() = 6x for x € [—1,0]
6z for z € [0,1]
1. Widzimy ze S’(x) nie jest ciagta na przedziale [—1,1]

2. 04 8"(—1) # 8"(—1) #0

Wiecej rzeczy nie sprawdzimy bo nie wiemy jaka funkcje intrapolujemy i nie znamy wezlow

M7.5.

M7.5.1. indukcja

Dowd6d indukeyjny, teza:
My, = up + qx - M1 dla(k=n-2,...,1)
My 1 =1up1

poniewaz M, = 0 wystarczy pokazaé¢ jedynie pierwszy wzor:

1. k£ =0 Poniewaz gy = ug = 0:
My=uo+qo- M1 =0

2. k =1 Podstawiamy do réwnania:
MNeMp_1 4+ 2My + (1 — A\g) Myy1 = di

0+2M; + (1= M\)Mypy =dy



p1My = uip1 + Aug + qupr M1

My = uy + g1 M1

3. zakladamy, ze teza zachodzi dla k — 1 czyli:

My_1 =up—1+ qe—1 - My,

4. sprawdzamy dla k: rozpiszmy jedno z réwnan ukladu:

)\k(uk,

Mo M1+ 2Mj + (1 — M) My1 = dy,

1+ qr—1 - My) + 2M + (1 — X)) M1 = dye

Atg—1 + (Aegr—1 + 2)Mi + (1 — Ag) Mpy1 = di

()\qu,1 + Q)Mk =d + (>\k — 1)M}€+1 — ApUk—1

M7.5.2. koszt algorytmu

n — 1 razy obliczamy px, qi, U

n — 2 razy obliczamy M,

My - pr = qr - Di - M1 + ug - P

My, = u + qi - M4

Obliczenie pi to 1 dodawanie i 1 mnozenie

qx to 1 dodawanie i 1 mnozenie

ug to 1 dodawanie i 2 mnozenia

M, to 1 dodawanie i 1 mnozenie

W sumie: 4 -n — 5 dodawani i 5 - n — 6 mnozen

M7.6. nie chce mi sie

M7.7.

Mozna zgapi¢ tez ze str 349 pdf’a kinkejda twierdzenie 6.4.1, str 34 skryptu SLE Twierdzenie Holladay’a

M7.7.1.

/[s”(x)]zdx = §'(2)s"(z) — /sl(x)s(g)(x)dm = §(2)s"(z) — s®(2) — /s'(x)dm = §(2)s"(z) — s©)(2)s(z)da

Tk

/ [s"(2)] da = s (21,)s" (1)~ (wr—1)s" (z5-1) —s(

Tk—1

=" (zp) My — 8" (1) My, _1 —

My, — My

hi

Tp—1+ Tk

5 V[s(xr)—s(zr—1)] bo 87 jest odwzorowaniem liniowym

[f(xr) = f(zr—1)] = 8" (wx) Mg — 8" (xp—1) M1 — (My, — My—1) flwp—1, z%]



A zatem, zmieniajac zakresy caleczkowania:
n

b n Tk n
/[Sn(x)fdff => / [s"(2)]" dz = [s'(xx) My — 8" (wp—1) My—1] = D (Mg — My_1) flax—1, 24] =
a k:1£k71 k=1

k=1

= ' (xn) My — ' (20) Mo — Y My flaw—r,zx] + > My_1 flaw—r,ax] = > Miflog, appa] — Y Miflrr—1, 2%
k=1 k=1 k=1 k=1

M7.7.2. wersja z dokltadnym opisem

b
Pokazemy, ze ze [[s"]*dx = ZZ:(f[fﬂk,xkﬂ} — fler—1,zx])) My

a
Rozktadamy nasza catke na sume calek z przedzialow [xy_1; 2], by nastepnie rozwali¢ nasza caleczke przez czesei:

b b n Tk
/[s”]de — /S// .s'dx = Z (S/ . S//) £:71 _ / §'s"dx
a a k=1 Th_1
Wiemy, ze S € [[;, wiec S € [],, czyly jest stala! A stale mozemy wyrzuci¢ przed caleczke, wigc:
n Tl
Z (S/ . 8”) i:_l _g". / s'dx
k=1 Zho1

A calka z S’ to przeciez S, wiec:

n
noQ|Tk
S (i, =Sz

k=1

> s"(x) — 8" (wp-1) - " (wp—1) = 8" - (s(ar) — s(21-1)))

k=1

Rozwalamy na dwie sumy, zauwazajac, ze przeciez s”(xy) = M

n n

(s () My — 8" (1) - M—1) = > (8" - (s(ax) — s(wx-1)))

k=1 k=1
No i teraz zauwazamy, ze w pierwszej sumie wszystkie sktadniki oprécz k = 0 i k = n sie zeruja, zostaje tylko
s (xp) M, — s'(xo) My, ale My = M,, = 0, wiec jajco. Zostaje druga suma:

_ zn: (8(3) - (s(zp) — s(xk_1)))

k=1

wiemy, ze s(zy) = f(xg):

=30 (59 (Flaw) — Flanr))
k=1

Oczywiscie dlatego, ze s jest liniowa, to s(3) bedzie stata i rowna wspotczynnikowi a w s”(2) = ax +b, znamy wartosci

§"(xy) = My,wiec mozemy rozwiazaé uklad rownan:

s"(ky1) = axpy1 + 0
s"(z) = axk + b

, odejmujemy stronami:
Mii1 — My, = a(zpe1 — o) +b—0

M1 — My,

3) _ , _
s a=
(Tpa1 — k)



No to wstawiamy do sumy:

_Z(MW>+Z(MJ%>—J%>>

Tk — Tk—1 Tk — Tk—1

Teraz widzimy, ze w pierwszej sumie ostatni sktadnik bedzie zawieral M,, = 0, a w drugiej pierwszy sktadnik My = 0,
wiec:

- i (M - flox—v, k) + > (My—1 - flox—1, o))
k=1 k=2

przesuwamy granice sumowania, zeby bylood k=1don —1

n—1 n—1 n—1
= (M- flan—v,zi]) + Y (M- flan, ziia]) = Y My - (Flog, waga] — flon—1, z])
k=1 k=1 k=1



