Cwiczenia z analizy numerycznej M6.
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MS6.1.

Pokzaemy najpierw, ze: f[zg,...,x,] = kzn:_o H?_O]J;SE;L ) Indukcja ze wzgledu na n:

1. Dlan=0

P—iCo Flao)/1 = (o)

f = = f(x = f(x

o) I;J H?:o,#o(@"k — ;) ’ ’

2. Dlan=1
1
_ flxy) _ [f(=o) fl@1) flwo] = flaa] _ flaa] — flzo]
fleo. ] = kz:;) H;:o,j;sk(xk — ;) (w0 — 1) " (1 —w0) wo—m  x1—x

3. zakladamy ze dla n zachodzi, sprawdzamy n + 1 :

1
T m o
f[ﬂﬁo o 1] _ f[l‘1, e ,-Tn+1] - f[x(Jv e 7xn] _ k=1 H;L:Lj#k(‘rk - ‘rj) k=0 Hj:ovj?fk(xk xﬂ) _
’ T In+1 — 2o Tn+1 — Xo
n
fnin) f) oy ( ! ! )
- xk) 1 ~ Tqn
_ H?:l(wil — ;) H?:l(xO — ;) 4 k=1 H?:l,j;ﬁk(xk - ;) Hj:O,j;ék(mk — ;) _
Tn4+1 — 2o Tn+1 — Zo
k— %) — (T — Tt
Z f(xk) n+1 =
_ f(@nt1) n f(xo) = IT5 20,20 (2 — 25) _
H?:o(xn-i-l - zj) H;lill(xo —xj) Tn41 — Zo
1
s f(@x)
= —
im0 120 @k — 25)
Pokazalismy tym samym, ze f[Zo,...,Tn, Tni1] = f[zl"”’z;:ﬂ:’;gzo """ Zn]



M6.2.

Indukcja po n...

1. Dlan=0
0

flzo] = Zg[xo, ooy i) [Tk, ... xo] = glzo] - hlxo] = f(z0)
k=0

2. zaktadamy ze dla itemoéw < n zachodzi, sprawdzamy n + 1 :

zadl. 1
f[x(),"-axn-ﬂ—l} = 7(f[l’1,...,$n+1} 7f[5130,...,33n]) =
Tn+1 — Lo
1 n+1 n
= glx1, ..,z bz, o Xng] | — glxo, ..., xk) - hlzg, ..., 2] =...
krotkie wyjasnienie:
glz1,.xi]—glro,. . xr—1] _
P = glzo, ...,z
stad:
glx1, ..., xx] = (2 — o) - g[zo, - ., k] + g[To, . - - s Tr—1]
oraz:
hlzg, ..., xn] = (=1)  (Tpg1 — xk) - b[Try - o Tpg1] + b[Trt1, - Tota)
n+1 n+1
1
= - ( Z(ﬂ;‘k — xo) . g[l‘o, . ,mk] . h[xk, e ,.Z‘n+1] + Z g[xo, e ,mk,l] . h[l’k, e ,$n+1]—
Tnt1 = To \ 5 o1

- Z(mk — Tpt1) - hlxg, .oy Tny1] - glxo, - k] — Zg[:ro, ooy k) BTy, - ,xn+1]> =
k=0

k=0
1 n n
- (Z(Ik — g — Tk + Tpy1) - g[To, -, k] - ATk, . o] +Zg[1’0,...,zk] chlrg +1,. .., xn]—
Tnt1 = Lo \ ;3 k=0
n
*x
- 9[3307 cee 7%] 'h[$k+17 cee ,33n+1] + (33n+1 —330) '9[330, cee ,$n+1] 'h[$n+1] - (330 —Jin+1) 'h[l‘o, e 7'Tn+1] '9[%]) =
k=0
n
*x 1 *k ko
= Zg[xo, e Xl h[Tk, . T [ ———— ((xn+1—m0)-g[aco, oy Zpg1 ] h[En1]—(@o—Xny1)-h[z0, - . . ,xn+1]~g[:c0]) =
=1 Tn+1 — Lo
n+1
= glro, ., xk]  hlxg, ..., Tota]
k=0

oznaczone przejécia:

* — sprowadzamy dwie sumy zawierajace () do wspolnych zakresow i odejmujemy je od siebie
*x — w jednej z sum zmniejszamy zakres, dzieki czemu mozemy obie sumy wyzerowaé

* % * — zjadamy dwa pozostale elementy wielka suma



M6.3.

Rozwazmy funkcje h(z) = z, wtedy f(x) =z - g(z) = h(z) - h(z)

h[.’L‘o,l‘l] _ h($1) — ]’L(l‘o) _ 1 — X9 -1
1 — Xo 1 — Xo
1-1
h[,’L‘o,Qﬁl,J}Q] = =0
T2 — o
wobec tego:
rg forz =0,
hlzo,...,zx] = forz =1,

0 forxz>2.

Teraz korzystamy ze wzoru z zadania 2:

. 7xn] = Tp - 9[3307 cee 733'”] +g[3307 cee 733n—1]

flzo, -\ xn) :Zg[mo,...,xk]---h[mk,..
k=0

Mozna dalej rozwinaé ale po co?

M6.4.

bylo twierdzenie, ze interpolujac wielomian n-tego stopnia wystarczy n+1 weztéw, zeby otrzymaé tozsamy z nim.
W interpolacji newtona mamy:

n k—1
L(z) = Zf[l‘o, ey T H(x )
i=0 Jj=0

W naszym przypadku mamy 6 wezléw. Z tego $miesznego twierdzenia wiadomo, ze wystarcza 4 wezly, zeby uzyskaé
nasz wielomian, biorac wiecej otrzymamy tez ten wielomian. Mamy wiec

5 k—1 3 k—1 3 4
L(z) =Y flao, oo ws) [ [ (@ =) L(x) =D flwo, o ws] [[@—25)+ flwo, oo wa] [ [ (2 =) + flwo, 5] [ [ (=)
i=0 j=0 i=0 j=0 7=0 7=0

Dwa ostatnie sktadniki musza byé wiec réwne zero, wystarczy wiec pokazaé, ze ilorazy 4 i 5 stopnia sa réwne zeru.

i | @i | fl@) | floimy, @] | flrice, .o x| fleizs, o x] | flwica, oo @] | fleies, ..o a)
o2 1 - - - - -
11| 4 3 ; ; ; -
20l 0| 11 7 2 ; ; -
3 1 16 5 -1 -1 - -
4 2 13 -3 -4 -1 0 -
5 3 -4 -17 -7 -1 0 0
M6.5.

indukcja po n:
1 =cos0 = cos(0 - arccos x)
T1(z) = x = cos(arccos )
Zaktadamy, ze wzor zachodzi dla k < n, sprawdzamy dla n + 1:

Tot1(z) =2 -2 -T,(x) — T,—1(x) = 2 - cos(arccos x) - cos(n - arccos x) — cos ((n — 1) arccosx) =

wWzor ma sume Ccosinusow

cos ((n + 1) arccos x) + cos ((n — 1) arccos ) — cos ((n — 1) arccos x) =

= cos ((n + 1) arccos x)



M6.6.

Pokazemy, ze wielomian n 4 1-ty ma n + 1 pierwiastkow:

cos((n + 1) arccosx) = 0 < (n+ 1) arccosx = g +k-m gdzie k € ZN[—%,n+ 1]

dalej:
2k+1 2k+1
arccosx:2ni27r<:>x:cos2n127r dla k € {0,1,...,n}
Przeciwdziedzina arccos € [0, 7] wiec: gﬁiéw € 0,7, gﬁié € [0,1]. Stad juz wida¢ bardzo dobrze, ze k € {0,1,...,n}

M6.7. trzeba uogélnié¢ lub uzasadnié

Dla z € [-1,1].. a wiec zle:

~

|cos(n - arccosx)| =1 < n-arccosz =k - ke Zn[o,n

o

T

k-m
arccos r = & T =cos—— ke{0,1,...,n}
n

*|

jest tak bo przeciwdziedzina arccos € [0, 7]

M6.8.

Niech wy, (z) = - Cy - To(2) + Cps1 - Ti(z) + - -+ + Cy - Ty—i(z), pokazemy, ze (B, — Bj12) =wy, (z), da nam to szukana

zaleznosc, bo wy (z) = wy, ().

1. k=n 1 1 1

2. k=n-1
1 1 1 1 1 ~
g(anl - Bn+1) = §Bn71 = 5(237371 -0+ Cnfl) = icnfl + B, = icnfl + xC’n =Wn+1 ((E)

3. Zakldamy, ze wzor zachodzi dla k' > k + 1:

1 1 1
i(Bk — Biy2) = 5(2$Bk+1 —2Bji2 + Ck) = §Ck +aBgy1 — Bryo =

1 1 1
= §Ok + xBpy1 — §Bk+2 - §Bk+2 =
1 1 1
= 501@ + xBpi1 — §Bk+2 - 5(3k+3 28 — Biya + Cry2) =
1 1 1 1
= §Ck + 2z - 5(31@4-1 — Bjt3) — 5(3k+2 — Biya) — §Ck+2 =
]. ~ ~ ].
= §Ck + 2z Wiy (%)= Wiyo (z) — §Ck+2 =
1
= §C]g + $C}g+1 + Ck+2 (2£ET1 (QIJ) — /T()(.’E)) + Ck+3 (21'T2({E) — T1 (.’E)) + ...

e+ Oy (QITn—k—l(x) - Tn—k—Q) =

1
= §Ck + Ck+1T1($> + -4+ CnTn,k(x)



