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Interpolacja Lagrange’a

DEFINICJE, TWIERDZENIA, ALGORYTMY

1 Postaci wielomianu

OzNACZENIE: Symbol IL,, (n € N) bedzie oznaczaé zbiér wszystkich wielomianéw stopnia nie wyzszego niz

n.

1.1 Postaé naturalna (potegowa)

n

w(z) = Zakxk (w € II,,).

k=0

Algorytm 1.1 (Horner) Dla danej wartosci argumentu x obliczamy wielkosci pomocnicze
Wo, W1, ..., Wn 24 POTMOCG WZOTOW

Wn, i= Qn,

Wk := Wk41 X T + ak (k=n—-1,n—2,...,0).
Otrzymugemy w(z) = wo.

Twierdzenie 1.2 Algorytm Hornera jest numerycznie poprawny.

1.2 Postaé Newtona

Dla danego uktadu parami réznych punktéw rzeczywistych xo, x1, ... okreslmy takie wielomiany po, p1, - -

zepr € (k=0,1,...)1ze

(1.1) po(z) =1,
(1.2) pe(z) = (x —z0)(z —21) ... (T — TR—1) (k=1,2,...).

Definicja 1.3 Niech bedzie w € 11,,. Nastepujgcy wzdr podaje postaé Newtona wielomianu w:
(1.3) w(z) =Y bepr(z).
k=0

Algorytm 1.4 (uogdlniony algorytm Hornera)

Wn = bn;
Wy = Wet1 (T — k) + bi (k=n—-1,n-2,...,0);

w(zx) = wo.

i8]
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1.3 Postaé¢ Lagrange’a

Dla danego uktadu parami réznych punktéw rzeczywistych xo, x1, ...z, wielomian w € II,, mozna zapisaé
w postaci Lagrange’a

(1.4) w(t) = me(a&Z H (t —z;),

gdzie

oi =1 H i—z)  (i=0,1,...,n).
Jj=0,j#i

Stalte o}, wystepujace we wzorach (1.4) oblicza si¢ stosujac nastepujacy algorytm:

Algorytm 1.5 (Werner, 1984)

1. Obliczamy pomocnicze wielko$ci a,(;) wg wzordw

aéo) =1, aéo) = (k=1,2,...,n),
() (=D
a’ =a, 7 [(wE — ), (i .
. i1=1,2,...,n; k=0,1,...,i—1),
al(-k'H) = agk) — agj)

2. Wéwczas oy 1= a,(cn) (k=0,1,...,n).

1.4 Kombinacja liniowa wielomianéw Czebyszewa

Definicja 1.6 Wielomiany Czebyszewa (pierwszego rodzaju) Tk definiujemy w nastepujgecy sposéb reku-
rencyjny:

T(CC) QCL‘Tk 1—Tk 2 (ki=273,...).

Kazdy wielomian w € II,, mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

(1.5) Z ceTr(z) = *COTO )+ ZCka

Wartos$é wielomianu podanego w powyzszej postaci mozna oblicza¢ za pomoca nastepujacego algorytmu
Clenshawa:

Algorytm 1.7 Aby obliczyé wartos$é wielomianu (1.5) w punkcie x okreslamy pomocniczo wielkosci Bo, B, . . .

wWZOTami

Bn+2 = Bn+l =0
By :=2xBir11 — Bry2 +ck (k=n,n~-1,...,0).

Wéwezas w(z) = 5(Bo — Ba).

2 Interpolacja Lagrange’a

2.1 Posta¢ Lagrange’a wielomianu interpolacyjnego

Zadanie interpolacyjne Lagrange’a. Dla danych: n € N, zo, z1,...,Z, (x; # z; dla i # j), funkcji f
okreslonej w punktach {xo,z1,...,%,} znalezé wielomian L, € Il,, spelniajacy nastepujace warunki:

(2.1) Ly (z:) = f(zi) (i=0,1,...,n).
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Twierdzenie 2.1 Zadanie interpolacyjne Lagrange’a ma zawsze jednoznaczne rozwigzanie, ktére mozna
wyrazi¢ wzorem

(2.2) La(2) =Y fl@) (@),
k=0

gdzie

n

(2.3) A () := H

J=0,j#k

228 (k=0,1,.n).

Tk — Ty

Definicja 2.2 Wielomian L, nazywamy wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a. Wzor (2.2) nazy-
wamy wzorem interpolacyjnym Lagrange’a.

2.2 Posta¢ Newtona wielomianu interpolacyjnego

Definicja 2.3 Niech funkcja f bedzie okreslona w parami réznych punktach xo,x1,... lloraz réznicowy
k-tego rzedu (krdcej: k-ty iloraz réznicowy) (kK =0,1,...) funkcji f w punktach xo,x1, ...,z oznaczamy
symbolem f[xo,z1,...,xk] i okreslamy nastepujgcym wzorem:
k
f(zi)

(2.4) flzo,z1, ... 2k := Z

p :
i=0 Hj:o,j;éi(xi )

2.3 Wilasnosci ilorazéw réznicowych

1. Hloraz f[zo,x1,...,2x] jest symetryczng funkcjg zmiennych zo, z1, ..., zk.

2. Tloraz réznicowy zalezy liniowo od funkcji, dla ktérej zostal utworzony, tj. jesli f = g+ch (c - stala),
to flxo, 1, ..., xk] = g[To, z1, ..., xk] + ch[zo, x1,. .., Tk].

3. Jedli w € IL, \ Iin—1, to wlz,z1,...,xk] jest wielomianem stopnia (m — k)-tego zmiennej z; w
szczeg. iloraz w(x, x1, ..., Tm| jest stata, a w[z, 1, ..., Tm+1] jest zerem.

4. Prawdziwy jest zwiazek rekurencyjny

(2.5) Fleo, a1, . 28] = flei,z2, ..o, 2] — flzo, 21, ..., Tp—1] k=1,2,..),
T — X0
gdzie flz;]:= f(z;) (7 2 0).
Wzor interpolacyjny Newtona:
(2.6) Ly(z) = Zf[aco,ml, x|z —zo)(x—21) - (T — TR—1).
k=0

Warto$é wielomianu L, wyrazonego za pomoca wzoru Newtona (2.6) obliczaé stosujac uogélniony schemat
Hornera (zob. algorytm 1.4).

Schemat obliczen wszystkich ilorazéw f[zo, z1,...,zk] ilustruje nastepujac diagram:
o flwo) N
r1 fr) = flxo, mi]
x2  flx2) [l o]
(27)
Tn-1 f(Zn-1) N\ Sfltn—2,Zn-1] - flzo,z1,...,Tn=1] \
Tn fzn) = flzn-1,Zn] R (T T | = flzo,x1,. .., zn]

Strzatki wskazuja, ktére obliczone wczesniej ilorazy wykorzystuje si¢ przy tworzeniu nastepnych. Za-
uwazmy, ze we wzorze (2.6) wystepuja tylko ilorazy z przekatnej gtéwnej tabeli (podkreslone), lecz dla ich
obliczenia trzeba wyznaczy¢ réwniez pozostate ilorazy.
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2.4 Reszta wzoru interpolacyjnego

Twierdzenie 2.4 Niech f bedzie funkcjg okreslong w przedziale [a,b], niech xo,x1,...,2n € [a,b] bedq
parami rézne i niech wielomian L, € I1,, spelnia warunki

(2.8) Lp(z:) = f(x:) (:1=0,1,...,n).
Wéwczas dla kazdego x €< a,b > \{zo,21,...,Zn} zachodzi réwnosé
(2.9) f(z) — Ln(z) = flx, zo, 1, - . -, To|pn+1(x),
gdzie

pn1(z) = (z —mo)(z — x1) -+ (T — n).
Jesli funkcja f ma w przedziale [a,b] ciagla (n + 1)-szq pochodng, wéwczas wzér (2.9) mozna zapisaé w

postact
(210) F@) = Ln(@) = oo I € po 2,

gdzie & jest pewng liczbg (zalezng od x) z przedzialu (a,b).

Twierdzenie 2.5 Jesli f € C""a,b], x,20,%1,...,Ts € [a,b], to istnieje taki punkt &€ € (a,b), Ze

1 n
flz, o, 1, ... xn] = mf( (g).
2.5 Wyboér wezléw interpolacyjnych

Rozwazania powyzsze wskazuja, ze wielkosé btedu interpolacji | f (@) — Ly ()| zalezy od wielkosci maxa<z<p | £ (2)],
a takze od wielko$ci max,<e<p |[Pn+1(z)|, zwiazanej z rozkladem weztéw w przedziale [a, b].
Mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie:

Whniosek 2.6 Jesli funkcja f ma w przedziale [a, b] ciggla (n + 1)-szq pochodng, to

My i1 Poia
2.11 m ~ Ln(z)] < Znttindt
(2.11) Jnax. | () ()] < EE]

gdzie

Mpy1:= (n+1)
+1 algjiibﬁ (z)],

Pry1 = max, [pr+1(2)]-

Prawa strona nieréwnosci (2.11) jest najmniejsza i réwna

o Mni1 (b — a)"“

(2.12) m+ I\ 2

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

b—a\""? 2 b
pn+1(9€):2( a) Tota(t), t= (w*a+ )»

4 b—a 2
ty. gdy wezlami xo,x1,...,Tn S¢ punkly
(2.13) z) = a;rb+ b;“tnﬂ,k (k=0,1,...,n),

gdzie z kolei

2%k + 1
(2.14) tny1k =

cos m
2n +2
(zera (n + 1)-go wielomianu Czebyszewa Ty 11).

(k=0,1,...,n)

W wypadku weztéw réwnoodlegtych zx = a+ kh (k=0,1,...,n; h := (b — a)/n) mamy

_ n+1 _ n+1
Jo-0 () < h s (20

n n

natomiast w wypadku wezléw Czebyszewa (2.13) mamy

b—a)”le

Pn+1:2( 4
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2.6 Zbieznos¢ ciggu wielomianéw interpolacyjnych

Niech {x,} beda punktami przedziatu [a,b] wypelniajacymi tablice tréjkatna

Niech bedzie zn; # xn; (i # j; n=1,2,...). Ponadto niech {L,} bedzie ciagiem wielomianéw interpola-
cyjnych okreslonych tak, by dla ustalonej funkcji f zachodzity warunki

Ly (k) = f(@nk) (k=0,1,...,n; n=0,1,...).
Pytanie. Czy dla dowolnego x € [a, ] jest

lim Ln(z) = f(x)?
Twierdzenie 2.7 (Runge) Niech bedzie f(z) = 1/(1 + 2527%), [a,b] = [-1,1], znx = -1+ 2% (k =
0,1,...,m; n > 0). Cigg {Ln(z)} jest zbiezny do f(z) tylko dla |x| < 0.72668... i rozbiezny dla |x| >
0.72668 . ..

Wezly {znr} byly réwnoodlegle (dla ustalonego n). Moze daloby sie wybraé je tak zrecznie, by proces
interpolacji byl zbiezny? Niestety, nastepne twierdzenie zawiera pesymistyczng odpowiedz.

Twierdzenie 2.8 (Faber) Dla kazdej tablicy wezlow {xni} istnieje taka funkcja ciggla w przedziale [a, b],
do ktérej cigg wielomianéw interpolacyjnych nie jest zbieiny jednostajnie (ij. taka, ze maxq,<az<p|f(z) —

Lu(z)| £ 0).

Dla specyficznych ,,Czebyszewowskich” weztéw interpolacyjnych

(2.15) Tk = COS ™ (k=0,1,...,m;n=0,1,...)
mozna dla dostatecznie regularnych funkcji zagwarantowaé zbieznosé, mianowicie zachodzi nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 2.9 (Krytow) Niech dana bedzie funkcja f € C*[—1,1] i niech {L,} bedzie ciggiem wie-
lomiandw interpolujacych funkcje f w wezlach (2.15). Wéwczas dla kazdego = € [—1,1] jest

lim L,(z) = f(x).

n—oo
Mozna zapytaé, czy - wobec braku zbieznosci ciagu {Ln(z)} do f(z) - interpolacja jest przydatna w
praktyce? Odpowiedz brzmi: ZWYKLE JEST, bowiem najczesciej btad |f(xz) — Ln(x)| maleje dla n =
1,2,...,ncrit. Dla n < nerie mozna otrzymaé dobre przyblizenia, natomiast dla duzych n ODRADZA sie
stosowanie interpolacji.



