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Pracownia z ANALIZY NUMERYCZNEJ

Lista nr 2
Poczatek zapiséw: 8 listopada 2010 r.
Termin realizacji: 5 grudnia 2010 r.

Punktacja (podana przy kazdym zadaniu): 10 albo 12 punktéw

Kazde z zadan moze byé wybrane najwyzej przez cztery osoby
(cztery zespotly dwuosobowe — w wypadku zadan P2.20-P2.24)
sposrod wszystkich zapisanych na pracownie.

P2.1. | 10 punktéw | Wyznaczy¢ rozklad danej macierzy A = [a;;] € R™*™ na iloczyn czynnikéw tréjkatnych.

Korzystajac z powyzszego wyniku rozwigzaé uktad réwnan Az = b. Wykonaé obliczenia m. in. dla macierzy
Hilberta A = [ai;], gdzie

1 .
R (i,j=12,...,n)
i macierzy Pei
d 1 1
A 1 d 1
11 d

(Zauwazmy, ze dla d =~ 1 macierz Pei jest Zle uwarunkowana!) Oméwié wyniki, podajac warto$é ||b — AZ|| o,
gdzie & jest obliczonym rozwiazaniem.

P2.2. |12 punktéw | Zalézmy, ze znany jest juz rozklad LU macierzy nieosobliwej A € R™*". W wielu zadaniach

praktycznych nalezy wyznaczyé rozklad LU macierzy A* danej wzorem A* := A + uv?, gdzie u,v € R" sa
danymi wektorami. Patrz np. [1, §6.3]. Zaproponuj szybki algorytm znajdowania rozktadu LU macierzy A*.
Wykonaj odpwiednie testy numeryczne sprawdzajace jego stabilnosé i skutecznosé.

Literatura
[1] A. Kielbasinski, H. Schwetlick, Numeryczna algebra liniowa, WNT, 1992.

P2.3. | 10 punktéw | Zaproponowaé algorytm rozwiazywania ukladu n réwnan liniowych Az = b (4 = [a;;] €
R™*™) przy zalozeniu, ze elementy a;; sa réwne zeru, jesli i — j| > m, gdzie m jest ustalong liczba, znacznie
mniejsza niz n (np. réwna 1 lub 2). Wykonaé obliczenia kontrolne i oméwié¢ wyniki.

P2.4. | 10 punktéw | Korzystajac z rozkladu danej macierzy A = [a;;] € R™*"™ na iloczyn czynnikéw tréjkatnych,

wyznaczy¢ macierz A~1. Wykonaé obliczenia dla macierzy Hilberta i dla macierzy Pei (zob. zadanie P2.1)
stopnia n, przyjmujac wartosci n = 3, 6, 9, 12 (lub zblizone do nich) oraz rézne wartosci parametru d (dla
d =~ 1 macierz Pei jest Zle uwarunkowanal!). Dla kontroli obliczyé¢ obliczy¢ element o maksymalnej wartosci
bezwzglednej macierzy AB — I, gdzie B = fl(A™1).

P2.5. |12 punktéw | Pseudoodwrotnoscig macierzy A € R™ ™ nazywamy macierz AT € R™*" spelniajaca

nastepujace warunki:
AATA = A, ATAAT = AT (AAT)T = AAT, (ATA)T =ATA

(patrz np. [1, str. 261]; jakie moze by¢ zastosowanie macierzy A*?). Zalézmy, ze rzad r macierzy A jest réwny
jednej z liczb m, n. Opracuj efektywny pod wzgledem numerycznym sposéb wyznaczania pseudoodwrotnosci
danej macierzy A € R™*™.

Literatura

[1] A. Kielbasinski, H. Schwetlick, Numeryczna algebra liniowa, WNT, 1992.
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P2.6. | 10 punktéw | Zaproponowaé algorytm rozwiazywania ukladu n réwnan liniowych Az = b (4 = [a;;] €
R™*™) przy zalozeniu, ze a1, # 0, an1 # 0, a pozostale elementy a;; sa réwne zeru, jesli |i —j| > 1. Wykonaé
obliczenia kontrolne i oméwié¢ wyniki, podajac wartosé¢ ||b — AZ||~, gdzie & jest obliczonym rozwiazaniem.

P2.7. Stosujac metode eliminacji z wyborem czesciowym elementow gtéwnych obliczyé wyznacz-
nik macierzy A. Zauwazy¢, ze dla uniknigcia nadmiaru lub niedomiaru warto informacje o det A podaé
w postaci:
o, log|det Al,

gdzie o := sgn det A. Wykonaé¢ obliczenia kontrolne m.in. dla macierzy Pei i Hilberta (zob. zadanie P2.1)
i oméwi¢ wyniki, przyjmujac rézne wartosci parametréw n i d (w tym — d = 1).

P2.8. |10 punktéw | Niech dana bedzie macierz nieosobliwa A € R™*"™ oraz wektory by, ba, ..., b, € R". Za-
proponuj i zrealizuj szybki algorytm rozwiazywania m uktadéw réwnan postaci

Az =b, (k=1,2,...,m).

P2.9. |10 punktéw | Niech dana bedzie nieosobliwa macierz A € R™*™ i wektor b € R™. Niech & € R" bedzie

rozwigzaniem ukladu réwnan Ax = b, natomiast & € R™ jego przyblizeniem wyznaczonym w sposéb nu-
meryczny. Przyjmijmy r := b — AZ. Z wiadomych powoddéw, najczesciej r # 6. Niech zatem y € R™ \ {0}
bedzie (nieznanym) wektorem, dla ktérego zachodzi @ = & +vy. Zauwazmy, ze wtedy prawdziwa jest réwnosé
Ay = r, ktérej mozna uzy¢ do numerycznego wyznaczenia przyblizenia wektora y. Wykorzystaj podang
wyzej obserwacje do zaproponowania atrakcyjnej numerycznie metody rozwiazywania ukladu rownan linio-
wych. Przeprowadz odpowiednie testy numeryczne i wyciagnij wnioski.

P2.10. |10 punktéw | Zaproponowaé warianty metody eliminacji

a) bez wyboru elementéw gtéwnych,

b) z wyborem czeSciowym elementéw gléwnych,
rozwiazania uktadu réwnan liniowych Az = b o macierzy A € R™*"™ postaci

ailr  ap2 0 0 0 0 0 0 0
any 22 Q23 0 0 0 0 0 0
A— 0 as9 ass asq4 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 cee 0 an—l,n—Q an—1,n—-1 Gn—1,n
Gpl Ap2 ap3 Gap4  Ans <o OGpn-—3 Gp,n—2 An,n—1 Apn

Wykonaé obliczenia kontrolne i oméwié¢ wyniki, podajac wartosé ||b — AZ||«o, gdzie & jest obliczonym roz-
wiazaniem.

P2.11. |10 punktéw | Opracowaé oszczedny algorytm wyznaczajacy rozklad tréjkatny LU niemal trojprzekqt-
niowej macierzy
al C2 bl

ktora rézni sie od tréjprzekatniowej tylko obecnodcia naroznych elementéw by i ¢;. Warto wykorzystaé to
pokrewienstwo i algorytm rozkladu LU macierzy tréjprzekatniowej. Wykonaé obliczenia kontrolne i omowic
wyniki.

P2.12. | 10 punktéw | Dla danej macierzy symetrycznej dodatnio okreslonej A = [a;;] € R™"*" wyznaczy¢ ma-

cierz tréjkatna dolna L = [I;;] € R"*" o dodatnich elementach na gléwnej przekatnej i taka, ze LLT = A.
Wykorzystaé powyzszy wynik do rozwigzania ukladu réwnan Az = b. Wykonaé obliczenia m. in. dla ma-
cierzy Hilberta i dla macierzy Pei (zob. zadanie P2.1) stopnia n, przyjmujac wartosci n = 3, 6, 9, 12 (lub
zblizone do nich) oraz rézne wartosci parametru d (dla d ~ 1 macierz Pei jest Zle uwarunkowana!); wektor b
mozna np. dobraé tak, by wektor &7 = [1, 1,...,1] byl rozwiazaniem ukladu. Dla kazdego zestawu danych
podaé wartosé ||b — AZ||~, gdzie & jest obliczonym rozwiazaniem.
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P2.13. | 10 punktéw | Macierz X € R™*" odwrotna do danej macierzy nieosobliwej A € R™*" spelnia réwnanie

AX =1, gdzie I € R™ " jest macierzg jednostkowa. Zaproponowaé algorytm wykorzystujacy ten fakt do
wyznaczenia macierzy X. Wykona¢ obliczenia kontrolne i oméwi¢ wyniki.

P2.14. Jak wiadomo, rzedem macierzy A € R™*™ nazywamy maksymalg liczbe jej liniowo nie-
zaleznych kolumn. Wykorzystujac wiadomosci podane na wykladzie z algebry liniowej, opracuj efektywny
spos6éb wyznaczania rzedu macierzy. Nastepnie, wykonujac odpowiednie testy numeryczne, sprawdz pod
wzgledem dokladnosci, skutecznosci i stabilnosci zaproponowang metode.

P2.15. Uktad Az = b warto niekiedy zmodyfikowa¢, wprowadzajac nowe zmienne y; = d; x;, gdzie
d; sa dodatnie. W symbolice macierzowej mamy tu wzér y = Dz, gdzie D jest macierza przekatniowa, o ele-
mentach dy,ds,...,d, na przekatnej. Nowym ukladem réwnan jest AD 'y = b. Jedli d; = maxi<i<n |aij,
to przeksztalcenie nazywamy wywazaniem kolumn.

Napisaé¢ program rozwigzujacy uktad Ax = b metoda eliminacji z pelnym wyborem elementéw gltéwnych,
a) bez dodatkowych przeksztalcen ukladu,

b) z zastosowaniem wywazania kolumn,

¢) z zastosowaniem analogicznie okreslonego wywazania wierszy.
Wykonaé obliczenia kontrolne i oméwié¢ wyniki, podajac dla kazdego z wariantéw wartoéé ||b— AZ| o, gdzie
T jest obliczonym rozwiazaniem.

P2.16. | 10 punktéw | Zaproponowaé algorytm rozwiazania ukladu réwnan postaci

d1 C1 Z1 bl

a1 do Co L2 ba

as dz c3 T3 bs
An—2 dn—l Cn—1 Tn—1 bn—l

Ap—1 dn Tn bn

Czy uprosci sprawe (jak?) zalozenie, ze stale a;, ¢;, d; spelniaja nieréwnosci
|ai—1| - |d1| + ‘Ci| <0 (Z = 1727 -o-5 Mg Qo t= Cp t= O)?

Wykonaé obliczenia kontrolne i oméwié¢ wyniki, podajac warto$é |b — AZ||~, gdzie & jest obliczonym roz-
wigzaniem.

P2.17. Waznym z punktu widzenia zastosowan jest zadanie rozwiazywania wielkich ukladow
rownan liniowych Az = b, gdzie A € R™"*" jest macierza symetryczna dodatnio okreslona. Jedna z czesto
stosowanych metod jest tzw. metoda Czebyszewa, ktérej zwiezly opis mozna znalezé np. w [2, §6.8.3] (po-
réwnaj tez z [1, str. 215]). Wykonujac odpowiednie testy numeryczne, sprawdz pod wzgledem dokladnosci,
skutecznosci i stabilnosci powyzsza metode. Poréwnaj ja z innymi omoéwionymi na wykladzie sposobami
iteracyjnego rozwiazywania ukltadéw réwnan liniowych.

Literatura
[1] W. Cheney, D. Kincaid, Analiza numeryczna, WNT, 2006.
[2] M. Dryja, J. i M. Jankowscy, Przeglad metod i algorytmdw numerycznych, cz. 2, WNT, 1988.

P2.18. |10 punktéw | Za pomoca metod iteracyjnych Jacobiego i Seidela wyznaczy¢ przyblizone rozwiazanie &
ukladu réwnai linjowych Az = b (A = [a;;] € R™*™), przyjmujac & := x*), gdzie k jest najmniejsza liczba
naturalna, dla ktérej zachodzi nieréwnos¢

Iz — & ® Voo /®]|oc <e.

Wykonaé obliczenia kontrolne m.in. dla macierzy Pei i Hilberta (zob. zadanie P2.1) i oméwié wyniki, podajac
wartosé ||b— Az ||, gdzie & jest obliczonym rozwigzaniem, jak réwniez przyjmujac € = 5-1075, 5-1077 oraz
rézne wartosci parametréw n i d. Mozna zalozyé, ze rozwiazaniem doktadnym jest wektor e := [1,1,...,1]T
lub, inaczej méwiac, ze b := Ae.
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P2.19. Dla danej macierzy kwadratowej A € R™*"™ warto$¢ wlasna A i odpowiadajacy jej wektor
wlasny @ € R" spelniajg rownanie Ax = \x. Zastosowaé tzw. metode Jacobiego diagonalizacji rzeczywistej
macierzy symetrycznej A € R"*™ do znajdowania wszystkich jej wartosci (wektoréw) wilasnych. Zobacz
np. [1, §10.4.1, s. 497]. Wykonaé odpowiednie do$wiadczenia numeryczne z analiza zlozonosci, zbieznosci
i stabilnosci opracowanej metody.

Literatura
[1] A. Ralston, Wstep do analizy numerycznej, PWN, 1965.

P2.20. ’ Zadanie dla dwuosobowego zespotu. 12 punktéw | Poréwnaé¢ na wybranych przyktadach cztery warianty
metody eliminacji rozwiazywania uktadow réwnan liniowych — pod wzgledem dokladnosci wynikow:
a) bez wyboru elementéw giéwnych,

b) z pelnym wyborem elementéw gléwnych,
¢) z wyborem elementéw gléwnych w kolumnach,

d) z wyborem elementéw gléwnych w wierszach.
Wykonaé obliczenia kontrolne i oméwié¢ wyniki, podajac dla kazdego z wariantéw warto$é ||b — AZ|| o, gdzie
& jest obliczonym rozwiazaniem.

P2.21. ’ Zadanie dla dwuosobowego zespotu. 12 punktéw‘ Zrealizowaé nastepujaca metode rozwiazywania ukla-

déw rownan liniowych
Ax =10 (A = [aij] c Rnxn)
a) Stosujac metode eliminacji z wyborem czeSciowym elementéw gléwnych wyznaczyé takie macierze tréj-
katne L (dolna, z jedynkami na przekatnej) i U (gérna) oraz macierz permutacji P, ze LU = PA.
b) Rozwiazaé¢ uklady tréjkatne Ly = Pb i Ux =y, otrzymujac xq := fl(x).

¢) Dlak=0,1,...,knax wykonaé czynnosci:
i. Obliczyé¢ wektor ry := b — Az, z podwdjna precyzja.

ii. Obliczy¢ rozwiazanie hy uktadu Ahy = 7y, wyznaczajac kolejno rozwiazania ukladéw trojkatnych
Lg,, = Pry, Uhy = g,,.
iii. Obliczy¢ k41 =z + hy.
iv. Jesli warto$é ||hg|eo jest dostatecznie mala, przerwaé obliczenia.
d) Ostatni wyznaczony wyraz ciagu {xy} przyjaé za poprawione rozwiazanie ukladu.
Wykonaé obliczenia kontrolne m.in. dla uktadéw o macierzy Pei i Hilberta (zob. zadanie P2.1) przyjmujac

rézne wartosci parametréw n i d. Mozna zalozyé, ze rozwiazaniem dokladnym jest wektor e := [1,1,...,1]T
lub, inaczej méwiac, ze b := Ae.

P2.22. ’ Zadanie dla dwuosobowego zespotu. 12 punktéw | Kazda macierz kwadratowa A € R™*™ mozna przed-

stawi¢ w postaci A = QR, gdzie Q € R™*" jest macierzq ortogonalng spetniajaca warunek QQ = I,, (I,
— macierz jednostkowa stopnia n), natomiast R € R™*™ jest macierza trojkatna gérna. Opracuj metode
znajdujaca rozklad QQ R danej macierzy kwadratowej A, a nastepnie wykorzystaj go do opracowania efektyw-
nej metody rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych. Poréwnaj, pod wzgledem ztozonosci obliczeniowej
i skutecznosci numerycznej, zaproponowang metode z eliminacjg Gaussa.

P2.23. ’Zadanie dla dwuosobowego zespotu. 12 punktéw‘ Macierz kwadratowg A € R™*™ mozna przedstawic¢

w postaci iloczynu macierzy ortogonalnej Q@ € R™ ™ spelniajacej warunek QQT = I, (I, — macierz jed-
nostkowa stopnia n) i macierzy tréjkatnej gornej R € R"*™ tzn. A = QR. Opracuj metode wyznaczajaca
rozktad QR danej macierzy kwadratowej A, a nastepnie wykorzystaj go do opracowania efektywnej metody
znajdowania macierzy A~'. Poréwnaj, pod wzgledem zlozonosci obliczeniowej i skutecznosci numerycznej,
zaproponowana metode ze sposobem znajdowania macierzy odwrotnej wykorzystujacej rozklad LU macierzy.

P2.24. ’ Zadanie dla dwuosobowego zespotu. 12 punktéw | Zrealizowaé nastepujaca metode sprzezonych gra-
dientow rozwiazania uktadu

Ax =0b

o macierzy A € R™*™ symetrycznej, dodatnio okreslonej. Dla danych: n, A, b, €, 6 oraz przyblizenia poczat-
kowego rozwiazania a1 obliczamy nastepujace state i wektory pomocnicze:
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— . . N S
ri:=b—Ax; vi:=7r1; =TT

dlak=12. .n
o jedli (v}wg)'/? < 4, to skocz do (1);

o zp = Avy;

— T, .
o dk = ck/vkzk,
0 Tpyr = Xk + dpU;
O Tpy1 =T — dp2k;

T )

O Ck+1 ‘= Tpy1Tk+15
o jesli ¢xq1 < €, to skocz do (1);
0 Vpt1 1= Thy1 + (Chy1/Cr)Vk;

o drukuj k41, ®pt1, Trr1;

(1) @ := ostatni wyznaczony wyraz ciagu {xy}.

Wykonaé obliczenia m. in. dla macierzy Hilberta i dla macierzy Pei (zob. zadanie P2.1) stopnia n, przyjmujac
wartoéci n = 3, 6, 9, 12 (lub zblizone do nich) oraz rézne wartosci parametru d (dla d = 1 macierz Pei jest
7le uwarunkowanal).



