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P3.1.

P3.2.

Pracownia z ANALIZY NUMERYCZNEJ

Lista nr 3
Poczatek zapiséw: 7 grudnia 2009 r.
Termin realizacji: 14 stycznia 2010 r.

Punktacja (podana przy kazdym zadaniu): 10 albo 12 punktow

Kazde z zadan mozZe byé wybrane najwyzej przez cztery osoby
(cztery zespoly dwuosobowe — w wypadku zadari P3.19-P3.22,
P3.32 i P3.33) sposéréd wszystkich zapisanych na pracownie.

10 punktéw | Wielomian I,, € IT,, interpolujacy funkcje f w weztach

2% +1
mt+2

ty41,k = COS (k=0,1,...,n)

mozna zapisa¢ w postaci

n

In(e) = = 3 3 fltnnt )it | T2,

i=0
a wielomian J, o wlasnosci Jp, (un—1%) = f(un—1%) (k = 0,1,...,n), gdzie up_1, = cos(km/n),
(k=0,1,...,n), mozna zapisa¢ wzorem
2 n n
T, _z " 7 . To(up 1) | T .
)= 23 (S s o)) 70

Wielomian K,, € II,, podany wzorem

n n+1
Kn(z) = ni 1 > (Z“f(unk)Tk(Unj)> Tj(x)

j=0 \k=0

jest n-tym wielomianem optymalnym w sensie aproksymacji jednostajnej dla funkcji f na zbiorze
{tno, Un, .-, Un,nt1}, gdzie up = cos(km/(n+1)) (k=0,1,...,n+ 1). Dla wybranych funkcji f
i wartosci n obliczyé¢ (w przyblizeniu) bledy aproksymacji jednostajnej funkeji f za pomoca I,,, J,
i K,, w przedziale [—1,1].

Uwaga. Symbol Z/ oznacza sume, ktorej pierwszy sktadnik nalezy podzielié¢ przez 2, a E" — sume,
ktorej pierwszy i ostatni sktadnik nalezy podzielié¢ przez 2.

10 punktéw | Przyblizong warto$é pochodnej funkeji f w punkcie 2 podaje wyrazenie

p(h) : f@+h) = flz =),

:ﬁ[

gdzie h > 0. Jesli f jest dostatecznie regularna, woéwczas mozna skonstruowaé tréjkatna tablice
przyblizenn pochodnej wedlug wzordéw

Do := o(ho/2™) (m=0,1,...)
Dok = (1 + )\k)Dm’kfl — )\kDmfl,szl (k =12,....m=k,k+1,.. .),
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gdzie A\ := 1/(4% — 1), hg jest ustalone (np. hg = 1).

Dla danych f, x i e skonstruowaé M + 1 poczatkowych wierszy tablicy {D.}, gdzie M jest
najmniejsza liczba naturalna, dla ktérej zachodzi nieré6wnosé

|[Dyne — Davi—1,m—1| < €|Darmal-

Zapewni¢ mozliwos¢ drukowania pelnej tablicy btedow {|f'(z) — Dpmi|/|f'(z)|}. Sprawdzié¢ dziatanie
programu miedzy innymi dla f(z) = lnz ix = 3, f(z) = tgx i * = arcsin0.8 oraz f(z) =
sin(z? + 3z) iz = 0.

10 punktéw | Zrealizowaé algorytm, ktory dla danej funkcji f ciaglej w przedziale [a, b], liczby

naturalnej n oraz uktadu n+ 2 punktow D,, := {xg,x1,...,Zns1} C [a, b] wyznacza n-ty wielomian
optymalny w; w sensie aproksymacji jednostajnej dla funkcji f na zbiorze D,,. Wykonaé obliczenia
dla wybranych funkcji f i wartosci n w wypadku, gdy

. b—a .. a+b b—a km
(i) xi :a—i—km; (i) x = 5 T 3 S (k=0,1,...,n+1).
Naszkicowa¢ wykres funkcji e, := f — w}; w przedziale [a, b].

10 punktéw | Zrealizowa¢ nastepujacy algorytm Clenshawa obliczania warto$ci wielomianu s,, :=

n
Z wy, Py, gdzie wspotezynniki wg, wy, ..., w, sa dane, a {Py} jest ciagiem wielomianow, spelnia-
k=0
jacym zwiazek rekurencyjny postaci

Py(x) = ag, Py(x) = (a1z — b1) Po(x),
Pk(.’ﬂ) = (akx — bk)Pk_l(:C) - CkPk_Q(.T) (k = 2,3, . .),

przy czym ay, by, cr sa danymi statymi.
Obliczamy pomocnicze wielkosci By, By, ..., Byt wedtug wzoréw
By, = wp+(ag+12—bk+1) Bit1—Cr+2Bit2 (k=n,n—1,...,0),
gdzie Bp11 =0, B2 = 0. Woéwczas jest s, (z) = aoBo.

Wykonaé obliczenia kontrolne miedzy innymi dla wielomianéw I, i J,, podanych w zadaniu
P3.1 w postaci kombinacji wielomianéw Czebyszewa T}, oraz ich pochodnych I/ i J/. Wska-
zowka: Zauwazyé, ze T] = kUyp_1 (k =0,1,...), gdzie Uy, sa wielomianami Czebyszewa II rodzaju,
speliajacymi zwiazek rekurencyjny Uy(z) = 22Ui_1(z) — Ug—2(x) (k = 2,3,...) z warunkami
poczatkowymi Ug(x) = 1, Uy (z) = 2.

10 punktéw | Dla danego n i danych weztow xq,x1, ..., z, wWyznaczy¢ wspotczynniki kwadratury

interpolacyjnej
1 n
| f@ydex Y Ausan
-1 k=0

stosujac wzor

1 Uow(x
A = o) [1 . _( zk dz, wx)=(x—x)(x —x1)...(x — ).
Rozwazy¢ (a) wezly rownoodlegle, (b) wezly bedace zerami (n 4+ 1)-go wielomianu Czebyszewa,
(c) punkty ekstremalne n-tego wielomianu Czebyszewa. Wykona¢ obliczenia kontrolne miedzy
innymi dla funkcji podcatkowych:

1 272(1 + )

he) = PO =006,

sinm(1 + ).
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10 punktéw | Zadanie polega na realizacji metody Romberga obliczania catki I := f; f(z)dx. Dla

danych a, b, fie > 0 nalezy skonstruowa¢ K poczatkowych wierszy tablicy Romberga {T,,x}, gdzie
K jest najmniejsza liczba naturalna, dla ktorej zachodzi nieréwnosé

|Tro — Tr—1,0] < €|Tkol-

Zapewni¢ mozliwosé drukowania pelnej tablicy btedéw {|I — T,,x|/|I|}. Wykonaé obliczenia kon-
trolne miedzy innymi dla funkcji podcatkowych:

1 1 2

f1($):ma fQ(x):W’ fd($):m

(Uwaga: wynik dokladny I jest rowny odpowiednio 1.582233, 0.866970 i 1.15470054; w pierwszym
wypadku jest [a, b] = [-1, 1], a w pozostalych [a, b] = [0, 1]).

10 punktéw | Nalezy zrealizowa¢ podany nizej adaptacyjno-rekurencyjny wariant metody Romberga

obliczania calki
b
(1) [ s,

Niech {Ti[;’b]}, gdzie 0 < 4,7 < m, a m jest ustalone, bedzie fragmentem tablicy Romberga dla

calki (1), w ktorej teoretycznie najlepszym przyblizeniem jest T,E‘:(’)b]. Niech € > 0 bedzie zadana
]

doktadnoscia obliczenn. Oznaczmy przez A[ga’b
Idea algorytmu jest nastepujaca:

Krok 1. Obliczamy wielkosci I := T oraz Ip = T%% + T.0", gdzie s == (a+b)/2.

m0 m0

Krok 2. Jesli |I; — 1| < €, to warto$¢ Is akceptujemy jako dobre przyblizenie calki, przyjmujemy

wynik obliczany za pomoca opisywanego algorytmu.

[5,]

Aéa’b] := I i koriczymy obliczenia.

Krok 3. W przeciwnym razie obliczamy A[Ea’b] = A[Ea’s] + A[Es’b]7 gdzie wielkosci A[sa’s] i A[ss’b] wyzna-

czamy postepujac, jak poprzednio (rekurencyjnie). Uwaga: Nalezy pamieta¢ o tym, ze przyblizenia
la,s] . nls,b] .. . . , .. . .. , .

T..o 1T, sajuz obliczone, jak rowniez o rozsagdnym ograniczeniu liczby wywolail rekurencyjnych.

Przeprowadzi¢ eksperymenty m. in. dla calek f_ll cos(1000z)dz, f_ll V1 —22de = 7/2, fol |z — 1|da,

fil(x — %) sin(xi% )dx = 0.76331437094006142 . . . Dla wybranych calek przedstawi¢ wykresy zalez-

nosci liczby wywotan funkcji podcatkowej od wartosci e. Na podstawie eksperymentéow oszacowaé
optymalna warto$é m (ograniczy¢ sie do zakresu 2 < m < 10).

P3.8. |10 punktéw | Zrealizowa¢ podany nizej adaptacyjno-rekurencyjny wariant kwadratury Gaussa-Le-

gendre’a obliczania catki
b
) [ fas.

Niech ng ’b], gdzie n jest ustalone, bedzie (n + 1)—punktowa kwadratura Gaussa-Legendre’a dla
calki (2). Niech € > 0 bedzie zadana dokladnoscia obliczen. Oznaczmy przez A[ga’b] wynik obliczany
za pomocy opisywanego algorytmu. Idea algorytmu jest nastepujaca:

Krok 1. Obliczamy wielkosci I := Q,[f’b] oraz Iy := QL?’S] + ng’b]7 gdzie s := (a+b)/2.

Krok 2. Jesli |I) — Iz| < e, to warto$é I akceptujemy jako dobre przyblizenie calki, przyjmujemy
ALa’b] := I, i koriczymy obliczenia.

Krok 3. W przeciwnym razie obliczamy A[Ea’b] = A[ga’s] + A[Es’b], gdzie wielkos$ci Al[f’s] i A[Es’b] wyzna-
czamy postepujac, jak poprzednio (rekurencyjnie). Uwaga: Nalezy pamieta¢ o tym, ze przyblizenia
QL? <1y Q,[f bl sa juz obliczone, jak réwniez o rozsadnym ograniczeniu liczby wywotan rekurencyjnych.
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Przeprowadzié¢ eksperymenty m.in. dla przyktadéw podanych w zadaniu P3.7. Dla wybranych
calek przedstawi¢ wykresy zaleznosci liczby wywotan funkcji podcatkowej od wartosci €. Na pod-
stawie eksperymentow oszacowaé optymalna warto§¢ n (ograniczy¢ sie do zakresu 1 < n < 33).
Tabele weztow 1 wspolezynnikow kwadratur Gaussa-Legendre’a (na odcinku [—1,1]) mozna znalezé
pod adresem http://www.ii.uni.wroc.pl/ pkl/GL.dat.

10 punktéw | Wyprowadz wzory na wspoétezynniki kawadratury Newtona-Cotesa

(a) z dwoma weztami (wzdr trapezow),
(b) z trzema weztami (wzdr Simpsona),
(¢) z czterema weztami itd.

Nastepnie wykorzystaj otrzymane wzory do skonstruowania odpowiednich kwadratur ztozonych.
Przeprowad?z eksperymenty numeryczne m.in. dla catek typu
x

/ ' Pla)ds, / b Sﬁx

gdzie P i @) sa wielomianami, a R — funkcja wymierna dwu zmiennych. Wyciagnij wnioski.

12 punktéw | Wykorzystujac poznane metody numerycznego obliczania catek oznaczonych, zapro-
ponuj i zrealizuj algorytmy wyznaczania przyblizonej wartosci catki podwdjnej

bd
//f(x,y)dydx.

Przeprowadz eksperymenty numeryczne m.in. dla catki

b
idx, / R(sinz, cos z)dz,

dyd
//# = 0.639510351870311001962693085427323679 . . .
r+y*+1

Literatura: J. i M. Jankowscy, Przeglad metod i algorytmow numerycznych, cz. 1, WNT, 1988, str.
164-166. A. Ralston, Wstep do analizy numerycznej, PWN, 1971, str. 139-140.
10 punktéw | Zrealizowaé algorytm konstrukeji takiego wielomianu w mozliwie najnizszego stopnia,

ktory — dla danej liczby dodatniej € — spelnia nieréwnosé

/0 2f (@) — w(z)2dx < <.

Wykonaé obliczenia kontrolne migdzy innymi dla funkeji f(x) = /z.

12 punktéw | Niech dana bedzie funkcja f € C[—1,1] majaca zera w punktach —1 i +1, tzn.

f(=1) = f(4+1) = 0. Zaproponuyj i zrealizuj algorytm wyznaczania wielomianu w} € II,, (n>2)
spelniajacego warunek

If —wplle = min [[f —wall2,

wn€lly

1
gdzie II,, := {w € I, : w(~1) = w(+1) =0}, a||g]|3 := / [9(z)])? dz. Przedstaw wnioski z ekspe-
-1

rymentéw numerycznych przeprowadzonych dla odpowiednio dobranych funkeji f.
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O funkcji f € C]0, 1] wiadomo, ze f(0) = a, a f(1) = b. Opracuj efektywny algorytm

wyznaczania wielomianu w}, € II,, (n > 2) spelniajacego warunek

1f —wpll2 = min [|f —wyl]2,
wy, €Iy,

1
gdzie TI,, := {w €10, : w(0) =a, w(l) =b}, a ||g||5 = / [9(x)]? dz. Wykonujac odpowiednie

0
testy numeryczne, sprawdz pod wzgledem dokladnosci, skutecznosci i stabilnosci zaproponowana
metode.

10 punktéw | Obliczy¢ przyblizong wartosé catki ff f(z) dx przy zalozeniu, ze znane sa tylko
wartosci f w zadanych z gory punktach a = tg < t; < --- < t, = b. Zastosowaé co najmniej dwie

rozne metody! Wykonaé obliczenia kontrolne m.in. dla funkcji podcatkowych:

1 4 21%(1
122409 fa(z) = - f3(z) = Msinw(l + ).

hiz) = (L +22) 1-2)31a)

10 punktéw | Zrealizowaé nastepujaca metode obliczenia przyblizonej wartosci catki nieoznaczonej
I(x)::/ flt)dt dlaa<z<b

przy zalozeniu, ze znane sa tylko wartosci funkcji f w zadanych z géry punktach a = tg < t; <
e <ty =0

(i) Wyznaczy¢ naturalna funkcje sklejana IIT stopnia s, interpolujaca f w punktach tg,t1,...,t,.
(i) Przyjac¢ I(z) ~ [ s(t) dt.

Oceni¢ dokladnos$é¢ metody na podstawie wykonanych obliczeil kontrolnych.

10 punktéw | Zrealizowaé nastepujaca metode obliczania przyblizonej wartosci catki

b
(3) I:= / flz) da.

Podzieli¢ przedzial catkowania na N podprzedzialéw o réwnej dlugosci, a nastepnie zastosowaé do
obliczenia calki w kazdym z podprzedzialéw — po uprzedniej liniowej zamianie zmiennej catkowania
— dwupunktows kwadrature Gaussa-Legendre’a

Qi) = f (—%) Ty (jg) ~ [ 11 f(x) d.

Przyblizenie calki (3) daje suma przyblizen calek w podprzedziatach. Powtorzy¢ czynnosci dla
N := 2N i poréwnaé¢ otrzymane wyniki. Wykonaé¢ obliczenia kontrolne m.in. dla calek podanych
w zadaniu P3.6.

10 punktéw | Za pomocy, wzorow

Prno == 1(ho/2™) (m=0,1,...)
Py = (1 + )\k)Pm,k—l - AkPm—l,k—l (k =1L2,...;,m= kak +1,.. ')7

gdzie
1

V(h) =35 [f(2) = 2f(@+h) + flz+20)],  A:=1/(4" = 1),
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a hg jest ustalone (np. hg = 1), okreslamy nastepujaca tablice przyblizeni wartosci drugiej pochodnej
funkcji f w punkcie x:

Poo

Py P

Py Por Pao

Pm() Pm1 Pm2 P Pmm

Dla danych f, z i € skonstruowa¢ N + 1 poczatkowych wierszy tablicy {P,,x}, gdzie N jest naj-
mniejsza liczba naturalna, dla ktorej zachodzi nieréwnosé |Pyy — Pnv—1,n—-1| < €|Pnn|. Sprawdzi¢

dzialanie programu m.in. dla f(z) =Inz i z = 3 oraz f(z) = sin(z® + 3z) i z = 0.

P3.18. | 12 punktéw | Rozwazy¢ nastepujace sugestie co do sposobu obliczenia catek

1 1 .
cos T sin x
1. := dx, I ::/ dx.

(a) Uzy¢ zlozonego wzoru trapezow z n+ 1 rownoodleglymi weztami, jignorujac” osobliwosé w x =
0 (tj. przyjmujac arbitralnie zerowg wartos¢ funcji podcatkowej dla = = 0). Wykona¢ obliczenia
dla » = 100(100)1000.

(b) Wybra¢ mate h > 0, uzy¢ zlozonego wzoru trapezoéw z n rownoodlegltymi weztami do obliczenia

catki |, hl oraz (odpowiednio przeksztalconego) wzoru

Y1 4 2
7 7g(t) dt = 29(0) + 39(1)
0
do obliczenia calki foh. Wykona¢ obliczenia dla n = 100(100)1000.

(c) Zamieni¢ zmienna catkowania wedtug wzoru = = t2, a nastepnie uzy¢ ztozonego wzoru trape-
zow 7 n + 1 rownoodlegltymi weztami. Wykona¢ obliczenia dla n = 20(20)200.

(d) Uzy¢ kwadratury Gaussa-Legendre’a do obliczenia calek otrzymanych w punkcie 3.18c. Wy-
konaé obliczenia dla n = 1(1)4.

Skomentowaé otrzymane wyniki. Uwaga: I. = 1.809045218947. .., I, = 0.620549071924 . . ..

P3.19. ’Zadanie dla dwuosobowego zespotu. 12 punktéw‘ Wielomiany Bernsteina n-tego stopnia definiu-
jemy wzorem

’_L)ui(1 —w)" (i=0,1,...,n).
1

Bi(u) = (

Korzystajac z tozsamosci

t = (TD h Zn: <Z> Bni(t),  Bui(t) = zn:(_l)ﬂrk <Z> (Z> g

j=1 k=i

opracowaé algorytmy przeksztalcenia postaci potegowej wielomianu p € I1,,, tj.
n
(4) p(t) = ait’
i=0
na postaé Béziera tego wielomianu

(5) p(t) = 3 BiBilt).
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jak rowniez przeksztalcenia odwrotnego. Warto§¢é wielomianu p dla danego argumentu ¢ € [0, 1]
mozna w wypadku, gdy ma on postaé (4), oblicza¢ za pomoca schematu Hornera, natomiast jesli
ma on postaé¢ (5), mozna uzyé nastepujacego algorytmu:

Niech pomocnicze wielkosci ﬁi(k) (k=0,1,...,n; i=0,1...,n— k) beda okreslone wzorami

o (=010 ),
B =1 -t Y (k=120 i=0,1...,n k).

K2

Wowczas p(t) = g5,
Poréwnaé te dwa algorytmy na przyktadach pod wzgledem efektywnosci oraz odpornosci na zabu-
rzenia danych.

Zadanie dla dwuosobowego zespotu. 12 punkto’w‘ Wielomiany Bernsteina n-tego stopnia definiu-
Jjemy wzorem

aﬂm(

Przesuniete wielomiany Czebyszewa T} s prosto zwiazane z wielomianami T}:

T,L)ui(l —w)" (i=0,1,...,n).
1

k
Ti(t) :=Te(2t —1) =) (2215) i1 (k=0,1,...).

i=0
Wielomianom przesunietym odpowiada wobec tego przedzial [0, 1].

Opracowaé algorytm przeksztalcenia wielomianu p € II,, podanego w postaci Béziera
(6) p(t) = BiBui(t)

na kombinacje liniows, przesunietych wielomianéw Czebyszewa:

n

(7) p(t) =Y Ty (D).

i=0

Wartosé wielomianu (7) dla danego argumentu t € [0, 1] mozna oblicza¢ za pomoca wariantu
algorytmu Clenshawa, natomiast wielomianu (6) — za pomoca algorytmu de Casteljau:

Niech pomocnicze wielkosci Bi(k) (k=0,1,...,n; i=0,1...,n— k) beda okreslone wzorami
B = g, (i=0,1,...,n),
B = (1 =)™ 4% (k=1,2...,n;i=0,1...,n— k).

Wowczas p(t) = B3

Zbada¢ na na przyktadach efektywnosé obu algorytméw oraz ich odpornosé na zaburzenia danych.

’ Zadanie dla dwuosobowego zespotu. 12 punktéw‘ Zrealizowaé nastepujaca metode obliczania przy-
blizonej wartosci catki

1
(8) I:= [1 f(z)dz.

Dla danego n parzystego funkcje f przyblizamy za pomoca wielomianu

n
2 :/

Jn = CL]‘ZTJ',
=0
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gdzie

n
€ . .
aj = EJ Z//f<unfl,k)Tk(unfl,j) (J=0,1,....m5 ¢, =2, gdy j <m, €, = 1),
k=0

k
un_Lk.:cos—7r (k=0,1,...,n),
n

a nastepnie za przyblizenie calki (8) przyjmujemy liczbe

1
In Z:/ Jn($)d$:2(b1+b3++bn_1),
-1

gdzie

A2k—2 — G2k
4k — 2

W prostszej wersji zadania wartosé n jest wybierana przez prowadzacego obliczenia. W wersji

ambitniejszej warto$¢ ta powinna by¢ wyznaczona tak, by |I,, — In_1| < &|l,|, gdzie € > 0 jest

dane. (Dla bezpieczenistwa warto podaé¢ ograniczenie z gory wartosci n). Przyktadowe calki podano

w zadaniu P3.6.

bgk_l = (k:l,Z,...,n/Q).

P3.22. ’ Zadanie dla dwuosobowego zespotu. 12 punktéw ‘1 Zaltozmy, ze dany jest obraz o rozdzielczosci M,
na M, punktéw Zadanie polega na przeksztatceniu go do obrazu o rozdzielczosci N, na IV, punktow
Poniewaz zmiana rozmiaru odbywaé si¢ ma w poziomie i w pionie niezaleznie od siebie, wiec — dla
uproszczenia — opis algorytmu ogranicza sie jedynie do obrazéw o rozmiarze M na 1 punktow.

Obraz taki mozna traktowaé jako ciagg wartosci kolorow w punktach t1 = 1,t0 =2, ..., t)y = M.
Zmiana rozmiaru polega na wyznaczeniu wartosci koloru K (-) w punktach

M-1
N -1

pi=1+(-1)

gdzie N jest nowym rozmiarem obrazu. Mozna to zrobié¢ na kilka sposobow:

(a) metodg najblizszego sgsiedztwa, wyznaczajac wartosci K (p;) w sposob nastepujacy:
K(p;) := K(round(p;)) (i=1,2,...,N),

(b) skonstruowa¢ taka funkcje sklejana S pierwszego stopnia, ze S(t;) = K(t;) dlai =1,2,..., M,
a nastepnie przyjac
K(pl):S(pZ) (i:1727'-~7N)7

(c) skonstruowaé taka naturalng funkcje sklejana Z trzeciego stopuia, ze Z(t;) = K(t;) dla i =
1,2,..., M, a nastepnie przyjaé
K(p;) = Z(p:) (t=1,2,...,N),

przy czym wartos$ci wykraczajace poza przedziatl dopuszczalnych wartosci dla koloru sa zaste-
powane koricami tego przedzialu (np. warto$¢ -2 zostanie zastapiona przez 0, a 256 przez 255;
zakladamy przy tym, ze kolor jest liczba catkowita z przedzialu [0,255]).

W wypadku obrazéw, ktéorych oba wymiary sa wieksze od 1, zmieniamy rozdzielczo$é najpierw
w pionie, a nastepnie w poziomie (albo najpierw w poziomie, a potem w pionie).

Nalezy

(i) przetestowaé trzy podane wyzej metody zmiany rozdzielczosci obrazka,

! Realizacja zadania wymaga umiejetnosci przeksztalcania obrazu (bitmapy) o 256 odcieniach szarosci na tablice liczb,
i odwrotnie.



P3.23.

P3.24.

P3.25.

P3.26.

P3.27.
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(ii) sprawdzi¢, czy istotne jest to, w ktorym kierunku obraz jest najpierw przeskalowywany; mozna
np. generowaé ,obraz roznicy” o kolorach |K (M (-,-) = K(3)(.,.)|, gdzie K1) jest kolorem otrzy-
manym pierwszym sposobem, a K() — drugim (warto rozwazy¢ tez sytuacje, w ktorych jeden
wymiar jest zwigkszany, a drugi zmniejszany),

(iii) poréwnaé czasy dzialania trzech podanych wyzej algorytmow,

(iv) (nieobowigzkowe) porownaé (wizualnie) najlepszy z powyzszych algorytmow z profesjonalnym
programem obrobki obrazéw,

(v) (nieobowigzkowe) zastosowaé najlepszy z algorytméow do zmiany rozmiaru obrazéow kolorowych
(obraz kolorowy, to w istocie nalozone na siebie trzy obrazy jednobarwne); powtorzy¢ punkt
(iv) dla kolorowych obrazkow.

10 punktéw | Wyznaczy¢ rozklad danej macierzy A = [a;;] € R™*™ na iloczyn czynnikéw trojkat-
nych. Korzystajac z powyzszego wyniku rozwigza¢ uktad rownan Az = b. Wykonaé¢ obliczenia
m.in. dla macierzy Hilberta A = [a;;], gdzie

1
= T g =1,2,...
W=y (0 n)

d 1 . 1
A 1 d . 1
1 1 d

(Zauwazmy, ze dla d =~ 1 macierz Pei jest zle uwarunkowana!) Omoéwié wyniki, podajac wartosé
Ib — AZ||, gdzie & jest obliczonym rozwigzaniem.

Literatura: [1, §5.3, §5.5], [2, §4.2], [3, §6.4, §6.6], [4, §5, §6], [5, §9.1-§9.5], [6, §4.1-§4.6].

10 punktéw | Zaproponowaé algorytm rozwiazywania uktadu n réwnan liniowych Az = b (A =

[a;j] € R™*™) przy zalozeniu, ze elementy a;; sa rowne zeru, jesli |i — j| > m, gdzie m jest ustalong
liczba, znacznie mniejsza niz n (np. rowna 1 lub 2). Wykona¢ obliczenia kontrolne i oméwi¢ wyniki.

Literatura: patrz zadanie P3.23 oraz [1, §5.4.2], [2, §4.3, str. 171], [4, §6.4], [6, §4.1, str. 176].

10 punktéw | Zaproponowaé algorytm rozwiazywania uktadu n réwnan liniowych Az = b (A =

a;;] € R ™) przy zalozeniu, ze ai, # 0, an1 0, a pozostale elementy a;; sa réwne zeru, jesli
J przy P Y Qij Sa J

li — j| > 1. Wykona¢ obliczenia kontrolne i oméwié wyniki, podajac wartosé ||b — AZ||, gdzie &
jest obliczonym rozwiazaniem.

Literatura: patrz zadanie P3.24.

10 punktéw | Korzystajac z rozktadu danej macierzy A = [a;;] € R™*" na iloczyn czynnikow troj-

katnych, wyznaczyé¢ macierz A~'. Wykonaé¢ obliczenia dla macierzy Hilberta i dla macierzy Pei
(zob. zadanie P3.23) stopnia n, przyjmujac wartosci n = 3, 6, 9, 12 (lub zblizone do nich) oraz
rozne wartosci parametru d (dla d &~ 1 macierz Pei jest zle uwarunkowanal!). Dla kontroli obliczy¢
obliczy¢ element o maksymalnej wartosci bezwzglednej macierzy AB — I, gdzie B = fi(A™1).

Literatura: patrz zadanie P3.23 oraz 1, §5.3.6], [3, §6.7], [4, §6.5], [5, §9.9].

10 punktéw | Stosujagc metode eliminacji z wyborem czesciowym elementow gltownych obliczyé wy-
znacznik macierzy A. Zauwazy¢, ze dla unikniecia nadmiaru lub niedomiaru warto informacje o
det A poda¢ w postaci:

o, log|det A|,

gdzie o := sgn det A. Wykonaé¢ obliczenia kontrolne m.in. dla macierzy Pei i Hilberta (zob.
zadanie P3.23) i oméwi¢ wyniki, przyjmujac rézne wartosci parametrow n i d (w tym — d ~ 1).

Literatura: patrz zadanie P3.23 oraz [3, §6.7], [4, §5, str. 170-171].
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P3.28. | 10 punktéw | Zaproponowaé warianty metody eliminacji

(i) bez wyboru elementow gtownych,
(ii) z wyborem czesciowym elementéow glownych,

rozwigzania uktadu réwnan liniowych Az = b o macierzy A € R™*"™ postaci

ail ai12 0 0 0 N 0 0 0 0
a1 a29 a23 0 0 . 0 0 0 0
A= 0 as2 azs a34 0 PN 0 0 0 0
0 0 0 0 0 e 0 An—1n—2 0apn—1n—1 Aan—-1n
Gnl Apn2 ap3 Apn4 Qps5 ... QApnp-3 Gn,n—2 An,n—1 Ann

Wykonaé obliczenia kontrolne i omoéwi¢ wyniki, podajac wartosé ||b— AZ| oo, gdzie & jest obliczonym
rozwigzaniem.

Literatura: patrz zadanie P3.24.

P3.29. | 10 punktéw | Macierz X € R™*"™ odwrotna do danej macierzy nieosobliwej A € R™*"  spetnia row-

nanie AX = I, gdzie I € R™"*" jest macierza jednostkowg. Zaproponowaé algorytm wykorzystujacy
ten fakt do wyznaczenia macierzy X. Wykonaé obliczenia kontrolne i oméwié¢ wyniki.

Literatura: patrz zadanie P3.23.

P3.30. | 10 punktéw | Zaproponowaé algorytm rozwiazania uktadu rownan postaci

d1 C1 Z1 bl

a; da co T2 ba

as d3 c3 T3 bs
n—2 dp_1 Cp_1 Tp—1 bn—1

Ap—1 dn Tn bn

Czy uprosci sprawe (jak?) zalozenie, ze stale a;, ¢;, d; spelniaja nieréwnosci
la;—1] —|d;| + |ei] <O (i=1,2,...,n; ag:=cp :=0)?
Wykonaé obliczenia kontrolne i oméwi¢ wyniki, podajac wartosé ||b— A&, gdzie & jest obliczonym

rozwiazaniem.

Literatura: patrz zadanie P3.24.

P3.31. Jak wiadomo, rzedem macierzy A € R™™ nazywamy maksymala liczbe jej liniowo
niezaleznych kolumn. Wykorzystujac wiadomosci podane na wyktadzie z algebry liniowej, opracuj
efektywny sposoéb wyznaczania rzedu macierzy. Nastepnie, wykonujac odpowiednie testy nume-
ryczne, sprawdz pod wzgledem dokladnosci, skutecznodci i stabilnosci zaproponowana metode.

P3.32. ’Zadanie dla dwuosobowego zespotu. 12 punktéw | Poréwnaé¢ na wybranych przykladach cztery wa-
rianty metody eliminacji rozwiazywania ukladéw réwnain liniowych — pod wzgledem dokladnosci
wynikow:

(i) bez wyboru elementow gtownych,
(ii)
)
)

(iii
(iv) z wyborem elementéw gléwnych w wierszach.

z pelnym wyborem elementéw gltéwnych,

z wyborem elementow gltownych w kolumnach,



Wykona¢ obliczenia kontrolne i oméwic¢ wyniki, podajac dla kazdego z wariantow wartosé |b—AZ|| oo,
gdzie & jest obliczonym rozwigzaniem.

Literatura: patrz zadanie P3.23 oraz [2, §4.3], [4, §5.2].

P3.33. ’ Zadanie dla dwuosobowego zespotu. 12 punktéw‘ Zrealizowa¢ nastepujacy algorytm rozwiazywania
uktadéw réwnan liniowych

Ax =b (A = [aij] S Rnxn).

(i) Stosujac metode eliminacji z wyborem czesciowym elementow glownych wyznaczyé takie ma-
cierze trojkatne L (dolna, z jedynkami na przekatnej) i U (gorna) oraz macierz permutacji P,
ze LU = PA.

(ii) Rozwigzac uktady trojkatne Ly = Pb i Uz = y, otrzymujac xg := fl(x).

(iii) Dla k=0, 1,..., kmax wykonaé czynnosci:

i. Obliczy¢ wektor 7y := b — Axy, z podwbdjna precyzja.
ii. Obliczy¢ rozwiazanie hj ukltadu Ah, = 7, wyznaczajac kolejno rozwiazania uktadow
trojkatnych Lg, = Pry, Uh, = g;,.
iii. Obliczy¢ 41 := x + hy.
iv. Jesli wartosé ||hg||eo jest dostatecznie mata, przerwaé obliczenia.

(iv) Ostatni wyznaczony wyraz ciagu {xy} przyja¢ za poprawione rozwiazanie uktadu.

Wykonaé obliczenia kontrolne m.in. dla uktadéw o macierzy Pei i Hilberta (zob. zadanie P3.23)
przyjmujac rézne wartosci parametréow n i d. Mozna zalozyé, ze rozwiazaniem dokladnym jest
wektor e := [1,1,...,1]T lub, inaczej moéwiac, ze b := Ae.
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