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Pracownia z ANALIZY NUMERYCZNEJ

Lista nr 1
Poczatek zapiséw: 12 pazdziernika 2009 r.
Termin realizacji: 8 listopada 2009 r.
Punktacja (podana przy kazdym zadaniu): 8, 10, albo 12 punktow

Kazde z zadan mozZe byé wybrane najwyzej przez cztery
osoby (cztery zespoly dwuosobowe — w wypadku zadan P1.21
i P1.22) sposrdod wszystkich zapisanych na pracownie.

P1.1. | 10 punktéw | Ciag x), := 2Fsin ;—k (k=1,2,...) jest zbiezny do m. Wykazaé, ze ciag ten spelnia

kazdy z nastepujacych trzech zwigzkéw rekurencyjnych:

(1) $k+12k\/2 (1 1(Ik/2k)2> (k=1,2,...; 21 =2);

2xy,

Tht1 = \/2 (1 N W)

(2) (k=1,2,...; 11 =2);

2(Ek
3 Thtl = _ k=223,...; =2 = 2v2).
( ) Th+1 Tk T + Th1 ( 39y ; 11 , L2 \f)

Stosujac oddzielnie wzory (1)—(3) oblicza¢ — z pojedyncza, a nastepnie z podwojna precyzja —
kolejne wyrazy ciagu {xx} do chwili, gdy dwa kolejne wyrazy maja 5 identycznych poczatkowych
cyfr. Powtorzyé obliczenia zadajac stabilizacji 8 cyfr. Wyciagna¢ wnioski.

P1.2. |10 punktéw | Nastepujacy algorytm sumowania z poprawkami pozwala obliczy¢ z duza dokladno-
Scia sume s = > | z;, w standardowej arytmetyce fi:

s:=x[1]; c:=0;

for i from 2 to n

do
yi=c+x[i];
ti=s+ty;
c:=(s-t)+y;
s:=t

end

Dowodzi sie, ze fi(s) = > i, (1 + &)z, gdzie |&] <2277+ O(n272"). Oblicz sume
10000
> K
k=1

stosujac

(a) algorytm sumowania sktadnikow w naturalnej kolejnosci (i) z pojedyncza precyzja, nastepnie
(ii) z podwojna precyzja, a takze

(b) algorytm sumowania z poprawkami, w arytmetyce z pojedyncza precyzja.

Poréwnaj wyniki. Podaj wnioski.
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P1.3. |10 punktéw | Stosujac strategie dziel i zwyciezaj warto$é sumy 22:1 ar mozna wyznaczy¢ wyko-

nujac obliczenia zgodnie z nastepujacym diagramem:

aq as as Qy as Qg ar as
N\ s N\ / N\ / N\ s
512 534 856 578
N\ 7 N\ 7
S14 858
N\ /
518
gdzie s;; := a; + a;+1 + ... + aj. Zaproponuj podobny sposéb wyznaczania wartosci wyrazenia

> on_, ak, gdzie n := 2™ dla pewnego m € N i poréwnaj go pod wzgledem jakosci numerycznej
z tradycyjna metoda sumowania. Przeprowadz eksperymenty wykonujac obliczenia z pojedyncza

i podwojng precyzja dla odpowiednio dobranych elementéow aj,as,...,a,. Czy inne uporzad-
kowanie elementéw aj co$ zmienia? Co mozemy zaobserwowaé dla duzych wartosci n? Jak to
wyttumaczy¢?

P1.4. Niech z := 1+7/10%. Oblicz 2" dlan =k x 10°, k = 1,2, ..., 10, stosujac arytmetyki
z pojedyncza i podwdjna precyzja; oblicz blad wzgledny p,, wyniku obliczonego w arytmetyce
z pojedyncza precyzja w odniesieniu do wyniku obliczonego w arytmetyce z podwdjna precyzja.
(Jaka powinna by¢, w przyblizeniu, wartos¢ 2™ dla n = 105?) Dla podanych wyzej wartosci n
wydrukuj: n, ", pn, pn/(n X €), gdzie € jest bledem reprezentacji maszynowej.

P1.5. |10 punktéw | Wartosé skoniczonego utamka taricuchowego

a
Cn = bo + 1a2
b1 + a,
b2 + ...+ E
mozna obliczy¢ metoda ,,schodami w gdre”, uzywajac wzordw
Un = b'ru
Ukzak+1+bk (k=n—-1,n—-2,...,0),
Uk+1
C, =Up.

Metoda ,,schodami w doét” jest nastepujaca: obliczamy pomocnicze wielkosci Py 1 Q wg wzoréw
Py =1, Py=bo, Py = b Pr1 + apPy—2 (k=1,2,...,n);
Q-1=0, Qo=1, Qr = bpQr—1 + arQr_2 (k=1,2,...,n).
Wowezas Cp, = P, /Qn.
(a) Poréownaj te metody pod wzgledem kosztu realizacji i wlasnogci numerycznych.
(b) Wykonaj obliczenia dla nastepujacych danych:
Lar=1,a3=1a3=9, a1 =25 a5=49,...,bp=0, by =1, by =2 (k > 2); sprawdz,

czy dla dostatecznie duzego n jest C), =~ 7w /4;
il. bop=2, ap =by =k+1 (k> 1); sprawdz, czy dla dostatecznie duzego n jest C, = e.

(a) Napisz program obliczajacy warto$¢ sumy

N

Sy =Y _[1/n=1/(n+1)]

n=1

bez zadnych przeksztalcen wstepnych! Jaka jest doktadna wartosé sumy Sy? Wykonaj
obliczenia dla N = 10,100, 1000, ..., 1000000 i wydrukuj |fI(Sx) — Sn|. Omoéw wyniki.

(b) Powtorz czynnosci czesci (a) w stosunku do iloczynu py := HnN:1 [n/(n+1)].
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P1.7. Obliczaj wyrazy ciaggow

P1.8.

P1.9.

P1.10.

P1.11.

P1.12.

n n

(@) sp=> (-DFEI™2,  (b) tn:=) kI

k=0 k=0

do chwili, gdy dwa kolejne wyrazy sa rowne w wybranej arytmetyce maszynowej. (Wybierz odpo-
wiedni sposob generowania sktadnikéw sum!)

10 punktéw | Funkcja cosinus ma nastepujace rozwiniecie w szereg potegowy, zbiezne dla kazdej

wartoscl x:
o0 2k

i L
cosx = ’;O(—l) eIk
Przyblizona warto$¢ cos x mozna otrzymac jako wartosé¢ wielomianu
n 22k
can(@) = > (1) G-

k=0

(a) Wykonaj obliczenia w arytmetyce z pojedyncza precyzja dla n = 0,1,2,...,12 oraz dla
wybranych wartosci = z przedziatu [0, 10].

(b) Sporzadz wykresy wielomiandéw cs, ¢y, . .., o4 W tym przedziale.

(c¢) Skomentuj wyniki.

Wartosci funkeji f(z) = (z — 1)® mozna obliczaé¢ na rézne sposoby, np:

(a) 2% — 827 4 2825 — 562° + 702* — 5623 + 282? — 8z + 1,
(b) (((((((x — 8)x + 28)x — 56)x + 70)x — 56)x + 28)x — 8)x + 1,
(€) (z—=D -1 -1 -1)(-1)=-1)(-1)(z-1),

@ {77},

Poréwnaj podane wyzej metody obliczania f(x) dla € [0.99,1.01] (np. w N réwnoodlegtych
punktach tego przedziatu). Wyniki eksperymentu przedstaw na odpowiednich wykresach, prze-
analizuj je i skomentuj.

10 punktéw | Wykorzystujac jedynie podstawowe dzialania arytmetyczne (+, —, *, /), zaproponuj

efektywny sposéb wyznaczania wartosci funkcji f(z) = arctan x z doktadnoscia bliska doktadnosci
maszynowej. Opracowany algorytm poréwnaj z funkcja biblioteczna.

10 punktéw | Wykorzystujac jedynie podstawowe dzialania arytmetyczne (+, —,*, /), zaproponuj
efektywny sposob wyznaczania wartosci funkcji sinus i cosinus z dokladnoscia bliska doktadnosci
maszynowej. Opracowany algorytm poréwnaj z funkcjami bibliotecznymi.

10 punktéw | Niech {s,} bedzie ciggiem zbieznym do granicy s. Cigg A? Aitkena

2
_ SnSn+2 — Sy
Sn42 — 25n+1 + Sn

(n=0,1,...)

jest w wielu wypadkach zbiezny do s szybciej niz {s,}, tzn.

. th, — S
lim =0.
n—oo S, — §
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(a) Oblicz 20 poczatkowych wyrazow ciagow {s,} i {t,} oraz {e, := s, — s} i {d,, = t,, — s}
w wypadku

sy =) (125 +1)7", s = m/4 ~ 0.7853981634;
=0

n
s, =» k792, s~ 2.612375348685488.
k=1
Czy mamy do czynienia z istotnym przyspieszeniem zbieznosci? Powtorz doswiadczenie dla
innych danych.
(b) Zauwaz, ze zbieznos¢ ciagu {t,} mozna przyspieszy¢ w analogiczny sposob, definiujac ciag
{un} wzorem
tntn+2 - t%+1
tny2 — 2thi1 +1n
Korzystajac z tej obserwacji wykonaj kilka doswiadczenn obliczeniowych, m.in. dla danych
z punktu 1.12a.
(c¢) Uogodlniajac metode, zaproponuj sposdb przyspieszenia ciagu {u,}. Sprawdz eksperymen-
talnie jego skutecznosé.

Up = (7’7/20,17)

P1.13. |10 punktéw | Ciag {y,} jest okreslony wzorem y,, := fol thet dt (n=0,1,...).

(a) Sprawdz, ze ciag {y,} monotonicznie maleje do zera.

(b) Sprawdz, ze zachodzi zwiazek y,+1 = e—(n+1)y, (n =0,1,...) i wyznaczy¢ warto$¢ poczat-
kowa yg. Korzystajac z tego wyniku oblicz w standardowej arytmetyce wyrazy yo, y1,-- ., YN
dla N = 20. Czy otrzymane wyniki sa wiarygodne?

(¢) Oto inny sposob realizacji tego samego zadania. Zauwaz, ze wobec nieréwnosci %_H <yp <
nil (sprawdzi¢!) ciag jest wolno zbiezny, wiec yy 1 yn—_1 sa prawie sobie rowne; z rownania
yn = e — Nyy_1 wynika wowczas, ze w przyblizeniu jest yy = e/(N + 1). Nastepnie za
pomoca podanego wczesniej zwigzku rekurencyjnego oblicz yy_1, yn—2, - - -, yo- Czy wartosé
Yo jest dokladna? A inne wyrazy ciagu? Podsumuj wyniki doswiadczen.

P1.14. | 10 punktéw | Funkcja Bessla ma nastepujace rozwiniecie w szereg potegowy, zbiezne dla kazdej

wartoscl x:

& 2 2k
o) = (-0
k=0
Zalozmy, ze chcemy wykorzystac to rozwiniecie dla obliczenia przyblizonej wartosci Jo(z) z btedem
< %10*6. Dla wybranych, umiarkowanych oraz duzych wartosci argumentu z, np. = = 20,
odpowiedz na nastepujace pytania:

(a) Tlu skladnikow szeregu trzeba uzy¢?
(b) Jaki jest najwiekszy co do modutu uzyty skladnik?
(c) Jakie zjawisko obserwujemy?

P1.15. | 10 punktéw | Ciag funkcji Bessla J, okreslamy wzorem

In(z) == %/0 cos(zsint —nt) dt (n=0,1,...).

Latwo zauwazy¢, ze |Jp,(z)| < 1. Wiadomo, ze zachodzi zwiazek
2n
Jnt1(z) = ?Jn(x) — Jn_1(2) (n=1,2,...).

(a) 1. Wykorzystaé ten zwiazek oraz znane wartosci Jo(1) = 0.765197865,
J1(1) = 0.4400505857 do obliczenia w arytmetyce z pojedyncza precyzja wartosci

Jo(1), J1(1), ..., J20(1).

Co mozna powiedzie¢ o wiarygodnosci wynikow?
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ii. Rozwazy¢ nastepujacy algorytm.
e Wybraé¢ N > 20 i okresli¢ pomocnicze wartosci

(N)

ey = 0; C(N) = 1.0,
N 2k (N N
c,(ci)l:zzc,(i) §€+)1 (k=N,N—-1,...,1).

e Nastepnie obliczy¢ stata A := Jo(x)/ cgN) oraz wielkosci

iM =AM (k=0,1,...,N).
e Wowczas jest j,gN) ~ Ji(z) dlak=0,1,...,N.
Wykonaé¢ obliczenia w arytmetyce z pojedyncza precyzja dla © = 1 oraz dla N = 25
i N = 30. Przedyskutowaé¢ wyniki.
(b) Powtoérzy¢ obliczenia z punktu 1.15a w arytmetykach z podwyzszona precyzja. Przedyskuto-
waé¢ wyniki.

P1.16. | 12 punktéw | Wiadomo, ze suma szeregu

(@ 5=y O

wynosi 0.36398547250893341852488170816398 . .. Sprobuj wyznaczy¢ wartosé tej liczby z doktad-
noscia 10 i 16 cyfr za pomoca sum czesciowych szeregu (4). Nastepnie zauwaz, ze

1)k+1 2 oo 1)k+1
Z 2 2 Sy — 5 Z 2
k k: +1)’ 720 = k4 k +1)

i wykorzystaj te zwiazki, aby przyspieszy¢ obliczenia. Postepujac podobnie, zaproponuj efektywny
spos6b wyznaczania wartosci szeregu

Sh ::iﬂ (n=2,4,6,...).

P1.17. Niech bedzie Aup = up+1 — ug. Sprawdz, ze

P1.18.

P1.19.

n

Z Aug = Upy1 — Ug.

k=1
Oblicz warto$é po lewej stronie powyzszej rownosci z pojedyncza precyzja (bez zadnych prze-
ksztalcen wstepnych!), a warto$¢ po prawej stronie — z podwojna precyzja dla ugx = In(1 + k)
oraz n = 1000(1000)10000. Wydrukuj tabelke réznic miedzy tymi wartosciami. Oblicz Yy _, uy
z pojedynczg i podwdjna precyzja. Objasnij wyniki.
12 punktéw | Zaproponuj efektywny numerycznie program wyznaczajacy rozwiazania réwnania
algebraicznego postaci

az® 4+ bz? +cx+d =0,
gdzie a,b, c i d sa liczbami rzeczywistymi.

Opracowaé i sprawdzi¢ na przyktadach procedury funkcyjne, obliczajace z doktadno-
Scia bliska doktadnosci maszynowej wartosci nastepujacych funkcji matematycznych:

gi(z) i =x4+e® =, go(x):=logx —1, g3(x):=+Va2+1-1.

W kazdym wypadku zbadaé, czy istnieje grozba utraty cyfr znaczacych wyniku i — w razie potrzeby
— zaproponowaé sposob unikniecia grozby.



P1.20.

P1.21.

P1.22.
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10 punktéw | Sprawdzié, ze dla dowolnych stalych A i B ciag
zr=A1+V3)*+B(1—V3)*
spelia zwiazek rekurencyjny

Tk :2($k71+$k72) (k:3,47...).

Sprawdzi¢, ze jesli 1 = 11 x5 = 1 — /3 sg poczatkowymi dwoma wyrazami ciggu, to A =01 B =
(1 —+/3)~1. Obliczy¢ (w arytmetykach z pojedyncza i podwyzszona precyzja) 100 poczatkowych
wyrazoOw ciggu nastepujacymi trzema sposobami, a nastepnie poréwnaé wyniki:

(a) za pomoca zwiazku rekurencyjnego,

(b) za pomoca wzoru xy = B (1 —/3)F,

(c) za pomoca wzoru zj, = A (1 +/3)* + B (1 — /3)*, gdzie A := 2~ (blad reprezentacji liczb
rzeczywistych w arytmetyce maszynowej).

’Zadanie dla dwuosobowego zespotu. 12 punktéw‘ Wykorzystujac jedynie dzialania arytmetyczne

+, —, *, /, zaproponuj efektywny sposob wyznaczania wartosci funkcji sinus w dziedzinie liczb
zespolonych z doktadnoscia bliska doktadnosci maszynowe;j.

’Zadanie dla dwuosobowego zespotu. 12 punktéw‘ Niech X i Y beda macierzami kwadratowymi

stopnia n, gdzie n jest liczba parzysta. Iloczyn macierzy
Z=XY

definiujemy nastepujaco:
n

(5) Zp = @y ((=1,2,...,m5 j=12,...,n),
k=1

gdzie z;; jest elementem i-tego wiersza i j-tej kolumny macierzy Z (wielkosci x;; 1 y;; maja zna-
czenie analogiczne). Aby wyznaczyé iloczyn macierzy korzystajac ze wzoru (5) nalezy wykonaé n®
mnozen. Macierze Z, X 1 Y mozemy zapisa¢ w tzw. postaci blokowe;j:

R S A B E G
=7 o) x=[en] r-[F Al
Jesli Z = XY, to

R=AE+BF, S=AG+BH, T=CE+DF, U=CG+DH.

W tym wypadku musimy obliczy¢ 8 iloczynéw macierzy stopnia n/2, czyli ponownie wykonaé
8(n/2)?® = n® mnozen. Sprawdz jednak, ze prawdziwe s réwnosci:

R=P+P,—P+F, S=P+P, T=P+P, U=P+P —P;—PF;,
gdzie
P, = A(G - H), P, =(A+ B)H, P;=(C+ D)E, Py=D(F—-E),
Ps=(A+D)(E+ H), Ps=(B—-D)(F+H), Pr=(A-C)E+G).

Stosujac powyzsza procedure obliczamy tylko 7 iloczynéw macierzy stopnia n/2. Wykonujemy
zatem 7/8 - n® mnozen. Jesli n = 2%, to iloczyny macierzy stopnia n/2 obliczamy podobnie (jesli
n nie jest potega dwojki mozemy rozszerzy¢ macierze uzupelniajac je zerami do odpowiedniego
rozmiaru). Powyzsze postepowanie nosi nazwe algorytmu Strassena mnozenia macierzy.
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1. Poréwnaj pod wzgledem szybkosci i doktadnosci tradycyjny algorytm mnozenia macierzy (wzor
(5)) z algorytmem Strassena. 2. Obliczenia przeprowadz dla macierzy o rozmiarach od 4 do 500.
Dla macierzy X o znanej macierzy odwrotnej X ~! (konsultacje) oblicz wartosci btedow

AXXE—T), AXTIX —1),
gdzie I jest macierza jednostkowa, natomiast A(X) := Z Z xlzj 3. Dla danych macierzy X, Y

i=1 j=1

iV oblicz A(XY)V — X(YV)). 4. Skomentuj wyniki.



