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2 Problemy, algorytmy, programy

Zakladam, Ze wszyscy znaja te pojecia. PoniZzej podajemy przyktady dwdch problemdw
oraz réznych algorytmoéw rozwiazujacych je.

Przyktad 1 MnoZenie liczb naturalnych.
PROBLEM.
dane:  a,beN

wynik: iloczyn liczb a i b

ALGORYTM 1. a razy dodaé do siebie liczbe b
ALGORYTM 2. "Pomnozy¢ pisemnie”

ALGORYTM 3. MnozZenie “po rosyjsku”

1. oblicz ciag ai,az, ...,ax taki, Zze a1 = a, ar =1, a;41 = [ %] (dlai=1,...k - 1),

2. oblicz ciag by, ba, ..., by taki, ze by = b, bip1 =2b; (dlai=1,....,k — 1),

k
3. oblicz _Zlbi

a; nieparzyste

UWAGA: Pézniej poznamy jeszcze dwa inne (niebanalne) algorytmy mnozenia liczb.

Przyktad 2 Obliczanie n-tej liczby Fibonacciego.
PROBLEM.
dane: neN

wynik:  warto$é n-tej liczby Fibonacciego modulo stala c

ALGORYTM 1. Metoda rekurencyjna

fibrek(intn)
{ if (n<1)return 1;
return (fibrek(n — 1) + fibrek(n — 2)) mod c;

ALGORYTM 2. Metoda iteracyjna



fibiter(intn)
{ inti,t,f0, f1;
fO— fl—1;
for (: =2;5 <mn;i++)
{t « f0; fO + f1; f1 « (t + f0) mod ¢; }
return f1;

}

ALGORYTM 3. Metoda "macierzowa”

BErAEE
EREE

Wystarczy wiec podnie$¢ macierz do odpowiedniej potegi (wykonujac obliczenia mo-
dulo ¢) a nastepnie wynik przemnozy¢ przez wektor [1,1]7. 0

Korzystamy z tego, Ze

Stad

UWAGI:

e Bedziemy zajmowaé sie tylko problemami okreslonymi na nieskoniczonej dziedzinie
(zbiorze danych). Dla problemu mnozenia jest nia A2, a dla problemu obliczania
liczb Fibonacciego N.

e Do zapisu algorytméw bedziemy stosowaé roézne formalizmy: od jezyka C, poprzez
pseudopascal do opisu stownego.

3 Zlozonosé algorytmoéw i problemoéow
Efektywnosé (ztozonosé¢) algorytméw mozna poréwnywaé empirycznie badz teoretycznie.
Wada pierwszej metody jest jej zaleZzno$é od implementacji oraz fakt, Zze zwykle mozna

przetestowaé tylko niewielka grupe danych. Bedziemy zajmowacé sie gtéwnie druga metoda.
Ztozonosé algorytmow bedziemy okresla¢ funkcja rozmiaru danych.

Przyktad 3 Przyktady okreslenia rozmiaru danych.

Problem Rozmiar danych

Wyszukiwanie elementu w ciggu # elementéow w ciggu

MnoZenie macierzy Rozmiary macierzy

Sortowanie ciggu liczb # elementow w ciggu

Przechodzenie drzewa binarnego # weztow w drzewie

Rozwigzywanie uktadu rownarn # rownan lub # zmiennych lub obie
Problemy grafowe # wierzchotkow lub # krawedzi lub obre.



Bedzie nas interesowaé:
- ZtoZonosé czasowa - liczba jednostek czasu potrzebnych na wykonanie algorytmu.

- ZloZono$é pamieciowa - liczba jednostek pamieci (np. komorek, bitéw) potrzebnych
na wykonanie algorytmu.

Jednostka czasu - czas potrzebny na wykonanie elementarnej operacji. Aby nasze rozwa-
zania byly precyzyjne musimy okresli¢ model komputera. Dla nas podstawowym modelem
bedzie maszyna RAM (jej krotki opis zamieszczony jest na koricu notatki). Zwykle be-
dziemy przyjmowaé nastepujace:

e kryterium jednorodne - koszt kazdej operacji maszyny RAM jest jednostkowy.

Kryterium jednorodne jest nierealistyczne w przypadku algorytmoéw operujacych na wiel-
kich liczbach. W takich przypadkach bedziemy postugiwaé sie:

e kryterium logarytmicznym - koszt operacji maszyny RAM jest rowny sumie dtugosci
operandéw.

UWAGA: Stosujac kryterium logarytmiczne nalezy uwzgledniaé koszt obliczania adresu

w trakcie wykonywania rozkazéw stosujacych adresowanie posrednie.

Oczywiscie analizujac algorytmy nie bedziemy ich zapisywaé¢ w jezyku maszyny RAM.
Bedzie ona jedynie naszym punktem odniesienia podczas analizy kosztéw konstrukeji al-
gorytmicznych wyzszego rzedu.

Przyktad 4 Dwa algorytmy sortowania ciggu liczb.

Procedure insert(T[1..n]) Procedure select(T'[1..n])
for i — 2 ton do fori—1ton—1do
z—T[il;j—i-1 minj «— i;minz — T[i]
while j > 0 and z < T[j] do for j — i+ 1 tondo
Tl5+ 1] « T[j] if T[j] < minz then minj — j
je—j—1 minx — T[j]
Ti+1] «—= T[ming] < Ti]

T[i] < minz

Idea tych algorytmoéw:

e Insert: w i—tej iteracji element T'[i| wstawiamy w odpowiednie miejsce do uporzad-
kowanego ciagu T'[1],...,T[i — 1].

e Select: po i — 1-szej iteracji elementy T'[1],...,T[i — 1] sa uporzadkowane i mniejsze
od kazdego elementu Ti],...,T[n]; w i-tej iteracji wybieramy minimalny element
sposréd Til, ..., T[n] i wstawiamy go na pozycje T'[i].



Ztozonos¢ czasowa (przy kryterium jednorodnym):

e Select - zawsze rzedu n?.
UZzASADNIENIE: Najpierw zauwazamy, Ze instrukcja if sprowadza si¢ do wykonania stalej
liczby instrukcji maszyny RAM. Podobnie jest z inicjalizacja i jednokrotng iteracja petli
for . Instrukcje petli wewnetrznej wykonuja sie ©(n?) razy. Kazda ich iteracja to koszt
statej liczby instrukcji maszyny RAM, tak wiec w sumie koszt wykonania tych instrukcji jest
O(n?). Koszt pozostalych instrukcji jest mniejszy i nie wyprowadza poza ©(n?).

e Insert - dla niektorych danych rzedu n?, dla niektorych jedynie rzedu n.
UZzASADNIENIE: Koszt procedury zalezy od poczatkowego uporzadkowania tablicy T. W
najgorszym przypadku element T[] wstawiany jest na poczatek tablicy co wymaga i operacji
przesuniecia. Latwo sprawdzié, ze gdy taka sytuacja ma miejsce dla kazdego i = 2,...,n (tj.
gdy poczatkowo tablica uporzadkowana jest malejaco), to koszt procedury wynosi ©(n?).
7 drugiej strony, gdy poczatkowo tablica jest uporzadkowana rosngco, to dla kazdego ¢ =
2,...,n petla while ma koszt staly, a wiec cala procedura wykonuje si¢ w czasie liniowym
(tj. ©(n)).

O

PowyZsze spostrzezenia prowadza nas do pojecia zloZonosci najgorszego i Sredniego przy-
padku:

- ztoZonosé najgorszego przypadku (inaczej ztozonosé pesymistyczna) - maksimum kosztu
obliczenn na danych rozmiaru n.

- ztoZonosé Sredniego przypadku (inaczej ztozonosé oczekiwana) - $redni koszt obliczen
na danych rozmiaru n.

UWAGA: Przy obliczaniu $redniej ztoZonosci nalezy uwzglednia¢ rozktad prawdopodobieni-
stwa z jakim algorytm bedzie wykonywany na poszczegolnych danych (zwykle jest to bardzo
trudne do ustalenia).

Powracajac do naszego przyktadu widzimy, Ze ztozono§é pesymistyczna obydwu algo-
rytméw sortowania jest rzedu n?. Jak poézniej pokazemy obydwa algorytmy maja takze

taka sama ztoZzonos¢ w Srednim przypadku.

Stajac przed dylematem wyboru ktéregos sposrod algorytmoéw nalezy postepowaé bar-
dzo rozwaznie i uwzglednié¢ szereg czynnikéw. W przypadku powyzszych algorytméw czyn-
nikami takimi sg m.in.:

e Rozklad danych. Co prawda w $rednim przypadku insert nie jest lepszy od select, jednak
stwierdzenie to jest prawdziwe przy zalozeniu jednostajnego rozkladu danych. W praktyce
czesto mamy do czynienia z innymi rozkladami, w tym czesto z danymi prawie uporzadko-
wanymi. Taka sytuacja przemawia za wyborem insert.

e Wielko$é rekordéw. Czesto sortujemy nie tyle same klucze, co rekordy, zawierajace klu-
cze jako jedno ze swych pol. Jesli rekordy sa duze, to nalezy uwzglednié fakt, Zze operacja
przestawienia elementow jest kosztowna. Poniewaz select wykonuje zawsze O(n) operacji



przestawienia elementow, a insert moze ich wykonywaé¢ nawet Q(n?), wiec taka sytuacja
moze przemawiaé za wyborem select.

W takiej sytuacji mozna tez rozwazyé uzytecznosé wersji insert operujacej na kopiach klu-
czy 1 wskaznikach do rekordéw. Wskazniki te stuza do przestawienia rekordéw zgodnie z
otrzymang poprzez sortowanie permutacja kluczy.

e Stabilnosé. Czasami zalezy nam, by rekordy o jednakowych kluczach pozostawaly w tablicy
wynikowej w takim samym wzglednym porzadku w jakim byty poczatkowo. O procedurach
sortowania zachowujacych taki porzadek moéwimy, ze sg stabilne. Latwo zauwazy¢, ze insert
jest stabilny, a select nie.

e Intensywnos¢ wykorzystania algorytmu. Jesli algorytm ma by¢ bardzo intensywnie wyko-
rzystywany, np. jako czes¢ sktadowa wiekszego systemu, wowczas nawet drobne usprawnienia
moga prowadzi¢ do istotnej poprawy efektywnosci catego systemu. W tym przypadku warto
zwrocié uwage na mozliwo$é dokonania takich usprawnieri w algorytmach jak redukcja liczby
rozkazow w najbardziej wewnetrznych petlach algorytmu, mozliwo$é¢ zastosowania szybkich
operacji maszynowych, itp... Warto tez duzy nacisk poloZyé na poréwnanie empiryczne
algorytmow.

Na zakoriczenie jeszcze uwaga o ztoZonosci problemow. Definiuje sie ja jako ztoZzonosé

najlepszego algorytmu rozwiazujacego dany problem. Zwykle jest ona duzo trudniejsza do
okreslenia niz ztozono$é konkretnego algorytmu.
Zatozmy, ze chcemy okreslié ztozonosé problemu P. Skonstruowanie algorytmu A rozwig-
zujacego P pozwala nam jedynie na sformulowanie wniosku, Ze ztozonosé¢ P jest nie wiecksza
niz ztozonosé¢ A (moéwimy, ze algorytm A wyznacza granice gorng na ztozonosé P). Aby
doktadnie wyznaczyé¢ ztozonoéé P nalezy ustali¢ jeszcze granice dolng, a wiec wykazaé, Ze
zaden algorytm nie jest w stanie rozwiazaé¢ P szybciej. Twierdzenia tego typu sa bardzo
trudne i stanowia prawdziwe wyzwanie dla naukowcéw. W trakcie wykladu zapoznamy sie
tylko z kilkoma przyktadami takich twierdzen i to tylko dla ograniczonego (w stosunku do
maszyny RAM) modelu obliczen.

4 Notacja dla rzedow funkcji

OZNACZENIA:
R* - zbiér nieujemnych liczb rzeczywistych,
R* - zbior dodatnich liczb rzeczywistych,
analogiczne oznaczenia dla N

Definicja 1 Niech f: N — R* bedzie dowolng funkcjq.
o O(f(n)) ={t: N = R* | Jecr+Tnoen'Vnzn, t(n) < cf(n).}
o Q(f(n)) ={t: N = R | Jeer+Inoen'Vnzn, t(n) > cf(n).}
e O(f(n)) = O(f(n)) NQf(n)).

UWAGA: Czasami Q(f(n)) jest definiowana jako {t : N'— R* | I .cr+VnoeNTn>n, t(n) >

cf(n).}



5 Podstawowe struktury danych

Zaktadam znajomosé takich struktur danych (i ich implementacji) jak: tablice, rekordy,
listy, kolejki, stos, drzewa, grafy (listy incydencji, macierz sasiedztwa),... .

6 Dodatek: Krotki opis maszyny RAM

CZESCI SKLADOWE:

- tasma wejSciowa - ciag liczb catkowitych; dostep jednokierunkowy;

tasma wyjsSciowa

pamieé: komorki adresowane liczbami naturalnymi; kazda komérka moze pamietaé
dowolna liczbe catkowita.

akumulator - komorka o adresie 0.

- procesor.

INSTRUKCIJE:
LOAD  argument STORE  argument
ADD argument SUB argument
MULT  argument DIV argument
READ  argument WRITE argument
JUMP  etykieta JGTZ etykieta
JZERO etykieta HALT

Operacje przestania i arytmetyczne majg dwa argumenty - drugim jest akumulator. W
nim umieszczany jest wynik operacji arytmetycznych.

RODZAJE ARGUMENTOW:

postac znaczenie

=liczba stata

liczba adres

* liczba adresowanie posrednie
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7  Schemat ogdélny.

Typowe zadanie rozwiazywane metoda zachtanng ma charakter optymalizacyjny. Mamy
dany skoniczony zbiér C. Rozwigzaniami zadania sa pewne podzbiory zbioru C. Znamy
kryterium pozwajace na poréwnywanie jakosci rozwiazan. Chcemy znale"x¢é rozwiazanie,
ktore jest optymalne wzgledem tego kryterium.

Przyktad
PROBLEM:
Dane: liczba naturalna R oraz zbidr liczb naturalnych cq,co,. .., cg;
(interpretacja: R jest kwota, ktora chcemy rozmieni¢, a ¢; sa nominalami
monet).

Zadanie: rozmieni¢ kwote R na mozliwie najmniejsza liczbe monet (przy zalozeniu, ze
dysponujemy nieograniczong liczba monet kazdego nominatu).

W tym przykladzie zbiorem C' jest zbiér monet (zauwaz, Ze zbior ten jest skoriczony,
poniewaZz mozemy przyjaé, ze nalezy do niego nie wigcej niz R monet o nominale ¢;, dla
kazdego i = 1,...,k). Rozwiazaniami problemu sa te podzbiory zbioru C, ktorych ele-
menty sumujg si¢ do kwoty R. Kryterium jako$ci rozwiazania jest liczba jego elementéw.

O

Algorytm zachtanny konstruuje rozwiazanie, nazwijmy je S, stopniowo (zwykle startu-
jac od zbioru pustego). W kazdym z kolejnych krokow, algorytm rozwaza jeden element
z C, powiedzmy x. Element ten jest umieszczany w S, jesli algorytm uzna, ze S U {x}
da sie rozszerzy¢ do rozwigzania. Niezaleznie od decyzji, x jest usuwany z C. Wybor z-a
dokonywany jest na podstawie lokalnego (zachtannego) kryterium optymalnosci.

Algorytmy zachtanne nie podejmuja Zadnych (lub prawie Zadnych) dziatan sprawdza-
jacych czy konstruowany zbiér ma szanse by¢ optymalnym rozwigzaniem. W efekcie algo-
rytmy zachtanne sa proste i szybkie, ale moga dawaé¢ rozwiazania nieoptymalne, a nawet
nie dawaé¢ rozwigzan. Dlatego waznym zadaniem jest analiza poprawnosci algorytmu za-
chtannego. Jesli algorytm produkuje rozwigzania nieoptymalne, warta rozwazenia moze
by¢ kwestia "jak dalece nieoptymalne": czasami mogg one by¢ akceptowalnie bliskie opty-
malnym. Z takimi zagadnieniami zapoznamy si¢, gdy bedziemy omawiaé¢ algorytmy aprok-
symacyjne.

Przyktad

Strategia zachtanna dla problemu wydawania reszty moze polega¢ na tym, by w kolej-
nych krokach do konstruowanego rozwiazania wstawia¢ monete o najwickszym nominale
nie przekraczajacym kwoty pozostatej do wydania.



Mozna tatwo wykazac, Ze dla zbioru nominatow {1,2, 5,10, 20,50, 100} taka strategia pro-
wadzi zawsze do rozwiazania optymalnego. Natomiast dla zbioru {1,2,5,9,10} czasami
daje rozwiazania nieoptymalne: np. dla R = 14 znajdzie rozwiazanie 10,2,2, chociaz wy-
starczaja dwie monety.

7.1 Konstrukcja minimalnego drzewa rozpinajacego

Rozwazamy grafy nieskierowane G = (V| E;c), gdzie V oznacza zbior wierzchotkow, E -
zbior krawedzi, a ¢ : E — Ry jest funkcja wagowa. Waga podgratu G’ = (V', E') grafu G
nazywamy sume wag krawedzi z E’.

Definicja 2 Drzewem rozpinajacym grafu G = (V, E;c¢) nazywamy dowolne drzewo T =
(V,E"), takie, 2e E' C E. Drzewo rozpinajgce T nazywamy minimalnym, jesli ma mini-
malng wage sposrod wszystkich drzew rozpinajgocych grafu G.

PROBLEM:
Dane: graf G = (V, E;¢)

Zadanie: Wyznaczy¢ minimalne drzewo rozpinajace T = (V, E') grafu G.

Jak tatwo zauwazy¢ zadanie sprowadza sie¢ do wyznaczenia zbioru krawedzi drzewa
rozpinajacego. Wiele znanych algorytméw rozwigzujacych ten problem opartych jest na
strategiach zachtannych. PonizZej przedstawiamy trzy z nich.

e Strategia 1: Algorytm Kruskala
Rozpoczynamy od pustego E’. Zbior C jest poczatkowo rowny E. W kolejnym
kroku rozpatrujemy krawed"x z C' o minimalnej wadze. Dodajemy ja do E’, o ile nie
powoduje to powstania cyklu.

e Strategia 2: Algorytm Prima
Inicjujemy E’ wstawiajac do niego minimalng krawed"x sposrod krawedzi incydent-
nych z wierzchotkiem v (v - wybierany jest arbitrarnie). Podobnie jak poprzednio
zbior C' jest poczatkowo rowny E. W kolejnym kroku rozpatrujemy minimalna kra-
wed"x z C incydentna z jakas krawedzig z E' . Dodajemy ja do E’, o ile drugi z jej
koncéw nie jest incydentny z E’.

e Strategia 3: Algorytm Sollina
Strategia ta nieco odbiega od ogolnego schematu. Zbior E' budujemy fazami. W
kazdej fazie wykonujemy dwa kroki:

- Dla kazdego wierzchotka z G znajdujemy najkrotsza incydentna z nim krawed"x;
krawedzie te dotaczamy do zbioru E’.

- Tworzymy nowy graf G’. Wierzchotki w G’ (nazwijmy je superwierzchotkami)
odpowiadajg spojnym skltadowym w E’. Dwa superwierzchotki Sy i So laczymy
krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy jaki§ wierzcholek z S byl potaczony w G
krawedzig z jakim$ wierzchotkiem z Sy, Jako wage tej krawedzi przyjmujemy
minimalng wage krawedzi w G pomiedzy wierzchotkami z Sy i Ss.

Za G przyjmujemy G’ i przechodzimy do nowej fazy.



UWAGI:

- algorytm Sollina jest szczegdlnie przystosowany do implementacji na maszynach
rownolegtych;

- algorytm ten dziala poprawnie, gdy wszystkie krawedzie maja rozne wagi (to
jednak zawsze potrafimy zagwarantowac).

Dowody poprawnosci tych algorytméw sa podobne. Latwo zauwazyé, Ze wszystkie
algorytmy znajdujg drzewa rozpinajace. Strategie Kruskala i Sollina gwarantuja bowiem,
ze w kazdym momencie krawedzie z E’ tworza las drzew, a strategia Prima gwarantuje,
ze krawedzie z FE' tworza drzewo. O ile graf G jest spojny, to po zakorniczeniu dziatania
algorytmu graf (V, E') takze jest spojny (w przeciwnym razie minimalna krawed"x sposrod
krawedzi o koricach w roéznych sktadowych nie bytaby dolaczona przez algorytm do E’
- sprzeczno$é?!), a wiec jest drzewem rozpinajacym. Minimalno$¢é wyznaczonych drzew
wynika z faktu, Zze w kazdym momencie konstrukcji zbioru E’ jest on rozszerzalny do
minimalnego drzewa rozpinajacego.

7.2 Szeregowanie zadan

Rozwazymy teraz dwa przyktady prostych probleméw teorii szeregowania zadan. Oby-
dwa dotycza szeregowania dla pojedynczego procesora i daja si¢ rozwigzaé¢ algorytmami
zachtannymi. Pod tym wzgledem sa wyjatkowe, poniewaz wiekszos¢é probleméw szerego-
wania jest NP-trudna.

7.2.1 Szeregowanie zadan dla pojedynczego procesora

SCENARIUSZ: System z jednym serwerem (procesorem) ma do obstuzenia n zlecen. Za-
wczasu znany jest czas obstugi kaZzdego zlecenia. Przez czas przebywania zlecenia w syste-
mie rozumiemy czas jaki uplynat od momentu zgloszenia zlecenia systemowi do momentu
zakonczenia jego obstugi. Zaktadamy, Ze wszystkie zlecenia zgloszone zostaly jednocze$nie
i Ze obstuga zlecenn odbywa sie bez przerwan, wiec czas przebywania zlecenia w systemie
jest réwny sumie czasu oczekiwania na zlecenie i czasu obslugi. Za czas jaki zlecenia
przebywaja w systemie, system ptaci kare proporcjonalna do tego czasu, dlatego naszym
zadaniem jest ustawienie zleceri w kolejnosci minimalizujacej kare.

PROBLEM:
Dane: ciag t1,...,t, dodatnich liczb rzeczywistych;

(interpretacja: t; - czas obsltugi j-tego zadania w systemie).
Zadanie: ustawi¢ zadania w kolejnosci minimalizujacej wartosé:
T =31 (czas przebywania i-tego zadania w systemie)

Strategia zachlanna: Zadania ustawiamy w kolejnosci rosnacych czaséw obstugi.

DowOD POPRAWNOSCI: Zauwazamy , Ze jeSli zadania realizowane sa w kolejnosci zadane;j

permutacja m = (i1,%92,...,4,) liczb (1,2,...,n), to zwiazany z tym koszt wynosi:
n
T(m) =tiy + (tiy +ti) + .-+ (i + .. = (n—k+ 1)ty
k=1
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Zalozmy, Ze mw jest optymalnym porzadkiem oraz Ze istnieja x,y takie, ze x < y oraz
ti, > t;,. Zamieniajac i, oraz i, miejscami otrzymujemy nowy porzadek 7’ o koszcie:

n
T(n') = (n—x+1t;, +(n—y+1)t;, + Z (n—k+1)t,.
k=1,k#x,y

Nowy porzadek jest lepszy, poniewaZ
T(r)—T(r")=n—2+1)(t, —t;,) +(n—y+1)(t;, —ti,) = (y —x)(t;, —t;,) >0

co jest sprzeczne z zatoZeniem optymalnosci 7. O

7.2.2 Szeregowanie z terminami

SCENARIUSZ: System z jednym procesorem ma do wykonania n zadan. Kazde z nich wy-
maga jednej jednostki czasu procesora. Dla kazdego zadania znany jest zysk jaki otrzyma
system za jego wykonanie oraz termin. Za wykonanie zadania po terminie system nie otrzy-
muje zadnego zysku. Naszym celem jest ustawienie zadari w kolejnosci maksymalizujacej
zysk.

Definicja 3 Cigg zadan (i1,is...10,) taki, Ze Yi=1., k < d;, nazywamy wykonalnym.
Zbidr zadan jest wykonalny, jesli wszystkie jego elementy mozna ustawié w cigg wykonalny.

PROBLEM:
Dane: ciag dy, . ..,d, liczb naturalnych oraz
ciag g1, .., gn dodatnich liczb rzeczywistych;
(Interpretacja: d;-termin dla i-tego zadania; g;-zysk za i-te zadanie).
Zadanie: znale"x¢ wykonalny podzbior zadan S C {1,...,n} maksymalizujacy sume

ZieS Gi-

Strategia zachlanna: Startujac od zbioru pustego konstruujemy wykonalny zbioér zadai,
na kazdym kroku dodajac do niego zadanie o najwickszym g; sposréd zadani jeszcze nie
rozwazonych (pod warunkiem, 7Ze zbiér pozostaje wykonalny).

DOWOD POPRAWNOSCI (SZKIC): Zalézmy, Ze nasz algorytm wybral zbior zadan I, podczas
gdy istnieje zbiér optymalny J # I. Pokazemy, Ze dla obydwu zbioréw zysk za wykonanie
zadan jest taki sam. Niech 7y, mj-wykonalne ciagi zadan z I i J. Dowdd przebiega w
dwoéch etapach:

1. Wykonujac przestawienia otrzymujemy ciagi m; oraz n'; takie, ze wszystkie wspolne
zadania (tj. z I N J) wykonuja sie w tym samym czasie.

2. Pokazujemy, Ze w pozostalych jednostkach czasowych 7} oraz 7/, maja zaplanowane
wykonanie zadan o tym samym zysku.

Ad.1. Niech a € I NJ bedzie zadaniem umieszczonym na réznych pozycjach w 7y oraz 7.
Niech beda to pozycje odpowiednio ¢ oraz j. Bez zmniejszenia ogblnosci mozemy
zalozyé, ze i < j. Niech ponadto Vi.; na pozycji k ciagi w; oraz m; maja albo
zadania spoza I N J albo takie samo zadanie z I N J.

Zadanie a w ciaggu 7; mozemy zamieni¢ miejscami z zadaniem znajdujacym si¢ na
pozycji j, nazwijmy to zadanie b. Otrzymamy ciag wykonalny, gdyz:
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- do > j, poniewaz a znajduje sie na pozycji j w 7y,

- dp > i, poniewaz b znajduje si¢ na pozycji j w .

Liczba zadan z I N J rozmieszczonych na réznych pozycjach w 7y i nowym ciagu 7y
zmniejszyta si¢ o co najmniej 1. Iterujac postepowanie otrzymujemy teze.

Ad.2. Rozwazmy dowolna pozycje i, na ktorej roznig si¢ 77 oraz ;.
Zauwazamy, ze zaréwno w7 jak i 7’ maja na tej pozycji umieszczone jakies zada-
nie, nazwijmy je a i b odpowiednio. Gdyby bowiem 7/, mialo t¢ pozycj¢ wolna, to
moglibySmy umiesci¢ na niej a otrzymujac ciag wykonalny dla J U {a}, co przeczy
optymalnosci J. Z drugiej strony, gdyby n} mialo te pozycje wolna to algorytm
zachtanny umiescitby b w rozwiazaniu.

Wystarczy teraz pokazaé, Ze g, = gp:
- gdyby g, < ¢p, to algorytm zachtanny rozpatrywalby wczesniej b niz a; po-
niewaz zbior I\ {a} N {b} jest wykonalny (a wiec wykonalny jest takze i ten

jego podzbior, ktory byt skonstruowany w momencie rozpatrywania b), wiec b
zostatoby dotaczone do rozwiazania.

- gdyby g4 > @b, to J \ {b} N {a} dawalby wiekszy zysk niz J7!
O
Pozostaje problem: jak moZna ustala¢ czy dany zbiér J ztozony z k zadan jest wykonalny

(oczywiscie sprawdzanie wszystkich k! ciagéw nie jest najlepszym pomystem). Ponizszy
prosty lemat mowi, Ze wystarczy sprawdzaé¢ wykonalnosé tylko jednego ciagu.

Lemat 1 Niech J bedzie zbiorem k zadari i niech o = (81,82 ... s) bedzie permutacjq tych
zadan takq, Ze dg, < dg, < ... <d,. Wowczas J jest wykonalny iff o jest wykonalny.
7.2.3 Prosta implementacja

Zaktadamy, Ze zadania utozone sa wedlug malejacych zyskow, tj. g1 > g2 > ... > gp.

Prosta implementacja polega na pamietaniu skonstruowanego fragmentu wykonywal-
nego ciggu zadan w poczatkowym fragmencie tablicy. Zadania umieszczane sg tam wedtug
rosngcych wartosci terminéw w sposéb podobny jak w procedurze sortowania przez wsta-
wianie.

Fakt 1 Taka implementacja dziata w czasie Q(n?).

7.2.4 Szybsza implementacja

Kluczem do szybszej implementacji jest nastepujacy lemat.

Lemat 2 Zbior zadarn J jest wykonalny iff nastepujgca procedura ustawia wszystkie zadania
z J w cigg wykonalny:

Vies ustaw i-te zadanie na pozycji t, gdzie t jest najwiekszq liczbg catkowitq,
takq Ze 0 < t < min(n,d;) i na pozycji t nie ustawiono jeszcze Zadnego zadania.

12



Efektywna realizacja tej procedury uzywa struktur danych do pamietania zbioréw roztacz-
nych. Poznamy je, gdy bedziemy omawia¢ problem UNION-FIND. Uzyskany czas dziatania
algorytmu bedzie bliski liniowego.

UwAGA: Trzeba jednak pamietaé, Ze jesli zadania nie sg, jak to zatozyliémy, wstepnie
uporzadkowane wedlug wartosci ¢;, to czas dzialania algorytmu zostanie zdominowany
przez sortowania.
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Notatki z AiSD. Nr 3. 16 marca 2005
METODA DZIEL I ZWYCIEZAJ.

ITUWe. 1T rok informatyki. Opracowat: Krzysztof Lorys

8  Schemat ogdélny.

Algorytmy skonstruowane metoda “dziel i zwyciezaj” sktadajg sie z trzech zasadniczych
krokow:

1. transformacja danych x na dane z1,...,z; o mniejszym rozmiarze;
2. rozwiazanie problemu dla danych z; (i =1,...,k);
3. obliczenie rozwiazania dla danych x na podstawie wynikéw otrzymanych w punkcie 2.

W naturalny sposéb implementowane sa jako procedury rekurencyjne:

function DiZ(x)
if x jest mate lub proste then return AdHoc(x)
1. przeksztaté x na x1,...,x; 0 mniejszym rozmiarze niz x
2. for i+—1to kdo y; — DiZ(x;)
3. na podstawie y; ...y oblicz rozwigzanie y dla x
return y

gdzie AdH oc jest algorytmem uzywanym do rozwigzania problemu dla "tatwych"danych.

9 Wazne réwnanie rekurencyjne.

Twierdzenie 1 Niech a,b,c € N'. Rozwigzaniem réwnania rekurencyjnego

T(n) = b dlan =1
| aT'(n/c)+bn dlan>1

dla n bedgcych potegq liczby c jest

©(n) jezeli a < c,
T(n) =1 O(nlogn) jezelia = c,
O(n'98<?)  jeselia > c

DowoOD. Niech: n = ¥, czyli k = log,n. Stosujac metode podstawiania otrzymujemy:

k i
T(n) = a*on/c* + a*1bn/cFt 4 ... +abn/c +bn = bnz (%) )
i=0

Rozwazamy 3 przypadki:
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l.a<e
Wowezas ¢ < 1, wigc szereg Zf:o (%)Z jest zbiezny do pewnego m € RT. Stad
T(n) = bmn.

2.a=c
Wowezas ¢ = 1, wige SF o (9) =k 41 =0(og.n). Stad T(n) = O(nlog.n).

[

3.a>c
Wowezas ¢ > 1, wigc:

T(n) = bc’“g (%) - bck(c(g)i_l _

[

k+1 _ k1
p2 ™ _ b qlogen _ C_bn — b_aalogcn —O(n).
a—cC a—cC a—cC a—cC

PoniewaZ n jest O(CLIOgCn) = O(nlOgca)’ WIQC T(n) — @(alc’gc n)

O
INTERPRETACJA: Twierdzenie okredla ztozono$é algorytméw opartych na strategii dziel i
zwyciezaj, ktore:

e redukuja problem dla danych o rozmiarze n do rozwiazania tego problemu dla a
zestawow danych, kazdy o rozmiarze n/c.

e wykonuja kroki 1 i 3 schematu ogdlnego w czasie liniowym.

10 Przyktlady.

10.1 Sortowanie
Nasze przyktady rozpoczniemy od zaprezentowania dwdch strategii Dziel i Zwyciezaj dla

problemu sortowania.

PROBLEM:
Dane: tablica T'[1..n] elementéw z uporzadkowanego liniowo uniwersum

Zadanie: uporzadkowaé T'

10.1.1 Strategia 1: Sortowanie przez scalanie.

Strategia ta oparta jest na tym, ze dwa uporzadkowane ciagi potrafimy szybko (w czasie
liniowym) scali¢ w jeden ciag. Aby posortowaé tablice wystarczy wiec podzieli¢ ja na dwie
czesci, niezaleznie posortowaé kazda z czesci a nastepnie scalié je.
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procedure mergesort(T[1..n])
if n jest mate then insert(T)
else
X[1.. [n/2]] T ..[n/2]]
Y. [n/2]] = T[1+[n/2]..n]
mergesort(X); mergesort(Y)
T «— merge(X,Y)

Czas dzialania algorytmu wyraza sie rownaniem ¢(n) = t([n/2])+t(|n/2])+0O(n), kto-
rego rozwiazaniem jest t(n) = ©(nlogn). Jak pé"xniej pokaZzemy jest to asymptotycznie
optymalny czas dziatania algorytméw sortowania.

Mankamentem tego algorytmu jest fakt wykorzystywania dodatkowych tablic (poza
tablica wejsciowa) podczas scalania ciagéw. Niestety nie jest znany sposob usuniecia tej
wady. Co prawda znane sg metody “scalania w miejscu” w czasie liniowym, lecz sg one
bardzo skomplikowane, co sprawia, ze stale w funkcjach liniowych ograniczajacych czas
dziatania sg nieakceptowalnie wielkie.

Przy okazji prezentacji tego algorytmu chcemy zwrdci¢ uwage na niezwykle wazny, a
czesto zaniedbywany, aspekt implementacji algoryméw typu Dziel i Zwyciezaj: staranne
dobranie progu na rozmiar danych, ponizZej ktérego nie optaca sie stosowaé algorytmu
rekurencyjnie. Przykladowo powyzej zastosowaliémy dla malych danych algorytm nsert.
Moze on wymagaé czasu kwadratowego, ale jest bardzo prosty i tatwy w implementacji,
dzieki czemu w praktyce jest on dla maltych danych szybszy od rekurencyjnej implementacji
sortowania przez scalanie. Teoretyczne wyliczenie wartosci progu jest zwykle trudne i
zawodne. Jego wartos$¢ zalezy bowiem takZe od efektywnosci implementacji a nawet od
typu maszyny, na ktérym program bedzie wykonywany. Dlatego, jesli zaleZzy nam na
optymalnym “dostrojeniu” programu (na przyktad z tego powodu, Ze jest on bardzo czesto
wykonywang procedura, wazaca na efektywnosci catego systemu), powinnismy wyznaczy¢
ten prég poprzez starannie dobrane eksperymenty.

10.1.2 Strategia 2: Quicksort

Najistotniejszym krokiem algorytmu sortowania przez scalanie jest krok 3 (laczenie wy-
nikow podprobleméw). Natomiast krok 1 jest trywialny i sprowadza sie do wyliczenia
indeksu srodka tablicy (ze wzgledéow technicznych potaczylismy go powyzej z kopiowaniem
elementow do tablic roboczych).

W algorytmie Quicksort sytuacja jest odwrotna: istotnym krokiem jest krok 1. Polega
on na podziale elementéw tablicy na dwa ciagi, takie, Ze kazdy element pierwszego z nich
jest nie mniejszy od kazdego elementu drugiego z nich. Jedli teraz kazdy z tych ciagéw
zostanie niezaleznie posortowany, to krok 3 staje sie zbyteczny.
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procedure Quicksort(7[1..n])
if n jest mate then insert(T)
else
wybierz element dzielgcy x
(* niech k réwna sie liczbie elementéw tablicy T' nie wiekszych od z*)
przestaw elementy tablicy T tak, ze Vi<j T[i] <z
Quicksort(T'[1..k]); Quicksort(T[(k + 1)..n]);

Analizie zloZzonosci algorytmu Quicksort poSwiecimy oddzielny wyktad. Woéwezas omo-
wimy takzZe sposoby implementacji kroku 1.

10.2 Mnozenie bardzo duzych liczb.

PROBLEM:
Dane:  liczby naturalne a i b

komentarz: liczby a i b sg dlugie.
Wynik: iloczyn a - b

Dla prostoty opisu przyjmijmy, Ze obydwie liczby maja te sama diugos¢ (réowna n =
2F). Narzucajacy sie algorytm oparty na strategii Dziel i Zwyciezaj polega na podziale
n-bitowych czynnikow na czesci n/2-bitowe, a nastepnie odpowiednim wymnozeniu tych
czesci.

Niech a = a3 - 2%+ ag i b= by - 2° + by, gdzie s = n/2; 0 < ay,ag,b1,bg < 2°. lloczyn
a - b moZemy teraz zapisa¢ jako

ab=cy-2% 4 ¢ -2° + ¢,
gdzie co = a1b1; ¢ = agby + a1bg; cog = apbg.

Jak widaé jedno mnoZenie liczb n-bitowych mozna zredukowaé¢ do czterech mnozeri liczb
n/2-bitowych, dwoch mnozen przez potege liczby 2 i trzech dodawan. Zaréwno dodawania
jak 1 mnoZenia przez potege liczby 2 moZna wykona¢ w czasie liniowym. Taka redukcja
nie prowadzi jednak do szybszego algorytmu - czas dzialania wyraza sie¢ wzorem T'(n) =
4T (n/2) + O(n), ktorego rozwiazaniem jest T'(n) = O(n?). Aby uzyskaé¢ szybszy algorytm
musimy potrafi¢ oblicza¢ wspotczynniki co, ¢1,co przy uzyciu trzech mnozen liczb n/2-
bitowych. Uzyskujemy to przez zastapienie dwéch mnozeri podczas obliczania c¢; jednym
mnozeniem i dwoma odejmowaniami:

c1 = (a1 + ao)(b1 + bo) — co — ca.
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multiply(a,b)
n «— max(|al,|b]) (* |z| oznacza dtugos¢ liczby x *)
if n jest mate then pomnéz a i b klasycznym algorytmem
return obliczony iloczyn
P n/2]
a1 < |a/2?]; ap — a mod 2P
b1 — Lb/2pJ, b() «— b mod 2P
z «— multiply(ag, bo)
y « multiply(ai + ag, b1 + bo)
x — multiply(ay, b1);
return 2%z +2°(y —x — 2) + 2

Fakt 2 Ztoionosé czasowa powyZszego algorytmu wynosi O(n!°83).

DOwWOD: (Zaktadamy, ze a i b sa liczbami n - bitowymi i n jest potega liczby 2.)
Wystarczy pokazaé, Ze czas dziatania algorytmu wyraza sie wzorem:

k dlan=1
Tn) = { 3T(n/2)+©(n) dlan>1

Jedyng watpliwos¢ moze budzié¢ fakt, ze wskutek przeniesienia liczby a1 + ag i b1 + by
moga by¢ (n/2) 4+ 1-bitowe. W takiej sytuacji a; + ag zapisujemy w postaci a’2"/2 + a”, a
by + by w postaci b'2"/2 + b, gdzie o/ i V' sa bitami z pozycji (n/2) + 1 liczb a i b, a a” i
b" sa ztozone z pozostalych bitow. Obliczenie y mozemy teraz przedstawié jako:

(al +a0)(b1 +b0) _ a/b,Qn—l— (a/b//+a//b/)2n/2 +a”b”

Jedynym skladnikiem wymagajacym rekurencyjnego wywolania jest a”’b” (obydwa czyn-
niki sa n/2-bitowe). Pozostate mnozenia wykonujemy w czasie O(n), poniewaz jednym z
czynnikow jest pojedynczy bit (a’ lub ') lub potega liczby 2.

Tak wiec przypadek, gdy podczas obliczania y wystepuje przeniesienie przy dodawaniu,
zwicksza zloZzonosé jedynie o pewng stala, nie zmieniajac klasy ztozonosci algorytmu. O

10.2.1 Podzial na wiecej czesci

Pokazemy teraz, ze powyzsza metode mozna uogolni¢. Niech k € N bedzie dowolng stala.
Liczby a i b przedstawiamy jako

k—1 k—1

i=0 i=0
gdzie wszystkie a; oraz b; sa liczbami co najwyzej n/k-bitowymi. Naszym zadaniem jest
policzenie liczb cg,cq, ..., cor takich, ze dla j =0,...,2k:

J
Cj = Z arbj,r.
r=0
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Niech liczby wq, ..., war11 beda zdefiniowane w nastepujacy sposéb:

k—1 ) k—1 )
(s (Z aitl) . (Z bitl).
1=0 =0

Latwo sprawdzi¢, Ze w; = Z?io cjt/. Otrzymalismy wigc uklad 2k + 1 rownai z 2k + 1
niewiadomymi cg, c1, ..., cor. Fakt ten moZzemy zapisaé¢ jako

U-[coscty- s Con1,cor)t = [wi,wa, ... wop, wari1]”,

gdzie elementy macierzy U = u;; saréwne u;; = i/ (dlai = 1,...,2k+1oraz j =0,...,2k).
Poniewaz U jest macierza nieosobliwa (jest macierza Vandermonde’a), istnieje rozwiaza-
nie powyzszego ukladu. Jesli wi, ..., wory1 potraktujemy jako wartosci symboliczne, to
rozwigzujac ten uklad wyrazimy c¢; jako kombinacje liniowe tych wartosci. To stanowi
podstawe dla nastepujacego algorytmu:

1. Oblicz rekurencyjnie wartosci wy, ..., Wok+1.
2. Oblicz wartosci cg, ..., Cok.
3. return Z?ﬁo ¢;2in/k,
Fakt 3 Powyzszy algorytm dziata w czasie ©(n'osx(k+1)),

Pomijamy formalny dowdd tego faktu. Wynika on z tego, Zze w kroku 1 wywolujemy
2k + 1 razy rekurencyjnie funkcje dla danych o rozmiarze n/k oraz z tego, ze kroki 2 i 3
wykonuja sie w czasie liniowym.

Jakkolwiek zwickszajac k mozemy z wyktadnikiem nad n dowolnie blisko przyblizy¢
sie do 1, to jednak zauwaZmy, Ze otrzymane algorytmy maja znaczenie czysto teoretyczne.
State wystepujace w kombinacjach obliczanych w punkcie 2 juz dla niewielkich wartosci k
sa bardzo duZe i sprawiaja, Ze algorytm dziata szybciej od klasycznego mnozenia pisemnego
dopiero dla danych o astronomicznie wielkich rozmiarach.

10.3 Roéwnoczesne znajdowanie minimum i maksimum w zbiorze.
PROBLEM: Minmax

Dane:  zbior S = {ay,az,...,a,} !
Wynik: min{a; |i=1,...,n} maz{a; |i=1,...,n}

KOMENTARZ: Ograniczamy sie do klasy algorytméw, ktore danych wejsciowych uzy-
waja jedynie w operacjach poréwnania. Interesuja nas dwa zagadnienia:

e znalezienie algorytmu z tej klasy, ktory rozwigzuje problem Minmax, uzywajac jak
najmniejszej liczby poréwnan.

e doktadne wyznaczenie dolnej granicy na liczbe poréwnan.

!Termin ”zbior” jest uzyty tu w dos¢ swobodnym znaczeniu. W zasadzie S jest multizbiorem - elementy
moga sie w nim powtarzaé. O ile jednak nie bedzie to "xrédtem dwuznacznosci, w przyszlosci termin
7zbiér” bedziemy stosowaé takze w odniesieniu do multizbioréw.
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Proste podejscie do tego problemu polega na tym, by szukane liczby znale"x¢ nieza-
leznie, np. najpierw minimum a potem maksimum. Takie rozwigzanie wymaga 2n — 2
poréwnan. Jego nieoptymalno$é wynika z tego, Ze algorytm podczas szukania maksimum
nie wykorzystuje w Zaden sposob informacji jakie nabyl o elementach zbioru S w czasie
wyszukiwania minimum. W szczegdlnoéci w trakcie szukania maksimum beda braty udziat
w poréwnaniach te elementy S-a, ktore podczas szukania minimum byty poréwnywane z
wiekszymi od siebie elementami, a wiec nie moga by¢ maksimum. To spostrzeZenie prowa-
dzi do nastepujacego algorytmu:

MinMaz1(S)
Sy — Sy — 0
for i =1 to n div 2 do
poréwnaj a; z a,_;+1; mniejsza z tych liczb wstaw do zbioru S,,,, a wieksza - do zbioru Sy
m <« min{a|a € Sy}
M — maz{a|a € Su}
if n parzyste then return (m, M)
else return (min(m,ar,/21), max(M,ar,/27))

Fakt 4 Algorytm MinMax1 wykonuje [%n — 2] poréwnan na elementach zbioru S.

DowoOD. Niech n = 2m. W petli for wykonywanych jest m poréwnan, a w dwoch
nastepnych wierszach po m — 1 poréwnan. W sumie mamy 3m — 2 = [%n — 2] poréwnari.

Gdy n = 2m + 1, algorytm najpierw znajduje minimum i maksimum w zbiorze S \
{a(n /2] }. Zbior ten ma 2m elementow, a wiec liczba wykonanych poréwnan wynosi 3m — 2.
Ostatnia instrukcja wymaga dwoch poréwnari, co w sumie daje 3m poréwnan. Jak tatwo
sprawdzi¢ 3m = 3(n —1)/2 = [3(n — 1)/2 — 1/2] = [3n —2]. 0

Inne podejscie polega na zastosowaniu strategii Dziel 1 Zwyciezaj: zbior S dzielimy na
dwie czedci, w kazdej czesci znajdujemy minimum i maksimum, jako wynik dajemy mniejsze
z miniméw i wieksze z maksiméw. PoniZzsza, niestaranna implementacja tego pomystu
nie osiaga jednak liczby poréwnan algorytmu MinMazxl i powinna stanowi¢ ostrzezenie
przed niefrasobliwym implementowaniem niedopracowanych algorytméw. Poprawienie tej
implementacji pozostawiamy jako zadanie na éwiczenia.

20



Procedure MinMax2(S)
if |S|=1 then return (ai,a;)
else
if |S|=2 then return (max(ai,az), min(aq,asz))
else
podziel S na dwa réwnoliczne (z doktadnoscia do jednego elementu) podzbiory Sy, S2
(maxl,minl) «— MinMax2(S;)
(max2, min2) «— MinMax2(S2)
return (max(mazl, maz2), min(minl, min2))

10.3.1 Granica dolna.

Algorytm MinMazl wyznacza gbérng granice na ztozonosé problemu jednoczesnego znaj-
dowania minimum i maksimum. Teraz pokaZemy, Ze ta granica jest takze granica dolna, a
wiec doktadnie wyznaczymy ztoZzonosé problemu.

Twierdzenie 2 KaZdy algorytm rozwigzujgcy powyzszy problem (i uZywajacy elementow
zbioru S jedynie w pordwnaniach) wykonugje co najmniej [%n — 2] poréwnan.

DowoOD: RozwaZzmy nastepujaca gre miedzy algorytmem a ztosliwym adwersarzem:

e Sytuacja poczatkowa: adwersarz twierdzi, Ze zna trudny dla algorytmu zbior S, tj.
taki, dla ktorego wskazanie przez algorytm minimum i maksimum bedzie wymagato
wykonania co najmniej [%n — 2] poréwnan. Algorytm nie zna S; wie tylko, ze liczy
on n elementow.

e Cel gry

— algorytmu: wskazanie indekséw elementéw minimalnego i maksymalnego w
3

zbiorze S przy uzyciu mniej niz [5n — 2] poréwnan;
— adwersarza: zmuszenie algorytmu do zadania co najmniej [%n — 2| poréwnari.

e Ruchy

— algorytmu: pytanie o poréwnanie dwoch elementéw ze zbioru S;

— adwersarza: odpowied"x na to pytanie.

e Koniec gry nastepuje, gdy algorytm wskaze minimum i maksimum w S. Woéwczas
adwersarz ujawnia zbioér S.

Teze twierdzenia udowodnimy, jesli pokazemy, Ze adwersarz zawsze, niezaleznie od al-
gorytmu, posiada strategie wygrywajaca.

Strategia dla adwersarza:
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e W trakcie gry adwersarz dzieli S na 4 roztaczne zbiory:

A={i | a; jeszcze nie byl poréwnywany },

B ={i | a; wygral juz jakie§ poréwnanie i nie przegral zadnego },
C ={i | a;przegral juz jakies poré6wnanie i nie wygral zadnego},
D ={i | a; wygral juz jakies poréwnanie i jakie$ juz przegral }.

Poczatkowo oczywiscie | A|= n oraz | B|=|C|=|D|= 0.

e Adwersarz rozpoczyna gre z dowolnymi kandydatami na wartosci elementéow a;. W
trakcie gry bedzie, w razie koniecznosci, modyfikowal te wartosci, tak by spelniony
byt warunek

() VacAVoeBYeecVaep b>d > coraz b>a > c.

Zauwaz, 7ze wystarczy w tym celu zwickszaé¢ wartosci elementéw o indeksach z B
i zmniejsza¢ wartosci elementéw o indeksach z C. Takie zmiany sg bezpieczne dla
adwersarza, poniewaz pozostawiaja prawdziwymi jego odpowiedzi na dotychczasowe
pytania.

Fakt 5 PowyZsza strategia adwesarza jest zawsze wygrywajgca.

DowOD FAKTU: W trakcie gry wszystkie elementy przechodza ze zbioru A do B lub
C, a dopiero stad do zbioru D. Ponadto dla danych spelnajacych (*):

e jedno poréwnanie moze usunaé co najwyzej dwa elementy ze zbioru A,
e dodanie jednego elementu do zbioru D wymaga jednego poréwnania,
e poréwnania, w ktérych bierze udziat element z A, nie zwiekszaja mocy zbioru D.

Dopoki A jest niepusty lub ktorys ze zbiorow B lub C zawiera wiecej niz jeden element
algorytm nie moze udzieli¢ poprawnej odpowiedzi. Na oproznienie zbioru A algorytm
potrzebuje co najmniej [n/2] poréwnan. Nastepnych n — 2 poréwnaii potrzebnych jest na
przestanie wszystkich, poza dwoma, elementéw do zbioru D. O (faktu i twierdzenia)

11 Dodatek

Ponizsza tabela pokazuje w jaki sposéb zmieniaja sie licznosci zbioréw po wykonaniu réz-
nych typow poréownan (przy zatozeniu warunku (*)). Typ XY oznacza, iZ poréwnywany
jest element zbioru X z elementem zbioru Y. Mala litera x oznacza element zbioru X.
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Typ poréwnania | Al | B| |C| |D]| warunek

AA -2 +1 +1 bz

AB -1 bz +1 bz a<b

AC -1 +1 bz bz a>c

AD -1 +1 bz bz a>d
-1 bz +1 bz a<d

BB bz -1 bz +1

BC bz bz bz bz b>c

BD bz bz bz bz b>d

CcC bz bz -1 +1

CD bz bz bz bz c<d

DD bz bz bz bz
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Notatki z AiSD. Nr 4. 16 marca 2005
METODA DZIEL I ZWYCIEZAJ (CD.)

Opracowat: Krzysztof Lorys

ITUWr. II rok informatyki.

Dalsze przyktady

12.1 Sieci przelacznikow

Przetgeznikiem dwustanowym nazywamy urzadzenie o dwoch portach wejsciowych i dwoch

portach wyjsciowych, ktore:

e w stanie 1 przesyta dane z wejscia ¢ na wyjscie @ (dla i =0, 1),

e w stanie 2 przesyta dane z wejscia ¢ na wyjscie (i + 1) mod 2 (dla i =0, 1).

a a a b
b b b a
Stan 1: "nawprost" Stan 2: "na ukos"

Rysunek 1: Przetgcznik dwustanowy

t.aczac ze soba przelaczniki otrzymujemy sieci przetgcznikow, ktoére poprzez rézne usta-

wienia przetacznikéw moga realizowaé rézne permutacje danych.

Rysunek 2: Przyktad sieci przetgeznikow o 6 wejsciach

PROBLEM:
Dane: liczba naturalna n.

Zadanie: skonstruowaé sie¢ Perm,, przetacznikoéw realizujaca wszystkie permutacje n

elementow.

Kryteriami okreslajacymi jako$é sieci sa:
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e liczba przelacznikow;

e glebokosé sieci, tj. dlugo$é maksymalnej drogi od portu wejsciowego do portu wyj-
Sciowego. Dlugosé ta mierzona jest liczbg przetacznikéw znajdujacych si¢ na drodze
(oczywiscie poltaczenia miedzy przelacznikami sa jednokierunkowe).

12.1.1 Konstrukcja

Dla prostoty ograniczymy sie do konstrukcji sieci dla n bedacego potega liczby 2.

Konstrukcja oparta jest za zasadzie Dziel i Zwyciezaj i sprowadza sie do sprytnego
rozestania danych wejsciowych do dwoch (zbudowanych rekurencyjnie) egzemplarzy sieci
o n/2 wejsciach, a nastepnie na umiejetnym polaczeniu portéw wyjsciowych tych podsieci.
Istota tej konstrukcji przedstawiona jest na ponizZszym rysunku.

Podsieci dlan/2 przelacznikow
;

Rysunek 3: Konstrukcja sieci dla n =8

Porty wejsciowe sieci potaczone przelacznikiem w pierwszej warstwie oraz porty wyj-
Sciowe potaczone przelacznikiem w ostatniej warstwie bedziemy nazywaé portami sgsied-
nima.

Fakt 6 Tak skonstruowana sie¢ ma gtebokosé 2logn—1 i zawiera ©(nlogn) przetgcznikow.

DowoOD: Gtlebokosé sieci wyraza sie rownaniem

w1 dla k=1
G2 )_{ G2 +2 dak>1

a liczba przetacznikéw - réwnaniem:

o)1 dla k=1
P2 )_{ 2P(2F" 1)y +2F  dlak > 1

12.1.2 Poprawno$é konstrukcji

Niech 7 bedzie dowolna permutacja n-elementowa. PokaZemy, Ze istnieje ustawienie prze-
tacznikéw sieci realizujace 7, tj. takie, Ze dane z i-tego portu sieci zostana przestane na
m(1)-ty port wyjsciowy (dlai =1,...,n). Istnienie takiego ustawienia bedzie konsekwencja
istnienia odpowiedniego dwukolorowania wierzchotkow w nastepujacym grafie G, = (V, E).
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e Zbior V = V; U Vp U V), sklada sie z:

— n wierzchotkow (podzbior Vi) odpowiadajacych portom wejsciowym sieci;

— n wierzchotkéow (podzbior V) odpowiadajacych przelacznikom z ostatniej war-
stwy sieci (po dwa wierzchotki na kazdy przetacznik);

— n wierzchotkow (podzbior Vis) dodanych ze wzgledow technicznych.
e Wszystkie wierzchotki z V' etykietujemy:
— wierzchotek z V; odpowiadajacy i-temu portowi wejsciowemu otrzymuje etykiete
i
— wierzchotki z Vp, z pary odpowiadajacej j-temu przetacznikowi ostatniej war-
stwy, otrzymuja etykiety i” i k7, takie, ze 2j — 1 = m(i) oraz 2j = w(k) (innymi

stowy na porty wyjsciowe j-tego przetacznika maja by¢ wystane wartosci z i-tego
oraz k-tego portu wejSciowego sieci);

— wierzcholki z Vi otrzymuja w dowolny sposob rézne etykiety ze zbioru {1/,2/,...,n'}.
e 7Zbiér E = Er U Ep U E)y sklada sie z:
— n/2 krawedzi (podzbior Er) taczacych wierzcholki o etykietach 2i — 11 2i, a
wiec takie, ktére odpowiadaja sasiednim portom wejsciowym;

— n/2 krawedzi (podzbior Ep) taczacych wierzcholki odpowiadajace temu samemu
przetacznikowi ostatniej warstwy;

— 2n krawedzi (podzbior E)) taczacych wierzcholki o etykietach i i 4" oraz wierz-
chotki o etykietach 4’ i 7”.

Fakt 7 Graf G, jest sumaq roztacznych cykli parzystej diugosci.

DowoOD: Stopien kazdego wierzchotka w G jest réwny 2. a

7 faktu tego wprost wynika istnienie kolorowania wierzchotkéw G, dwoma kolorami
(powiedzmy bialym i czarnym). Kolorowanie to ma nastepujace wlasnosci:

e Wierzchotki odpowiadajace sasiednim portom (zaréwno wejsciowym jak i wyjscio-
wym) otrzymuja rézne kolory.

e Wierzcholki o etykietach i oraz i’ otrzymuja ten sam kolor (dla kazdegoi =1,...,n).
Stad wnioskujemy istnienie ustawienia przetacznikéw realizujacego :

e Przelaczniki z pierwszej warstwy ustawiamy tak, by dane z portéow biatych (dokltad-
niej: ktorych odpowiadajace wierzcholki otrzymaly kolor bialy) byly przestane do
gornej podsieci Perm,, ;.

e Przelaczniki w gornej podsieci Perm,, /; ustawiamy tak, by permutowala swoje dane
zgodnie z permutacja 7. Dokladniej:
Niech K = ki, ..., k,/2 bedzie ciagiem etykiet bialych wierzchotkéw z Vi w kolejno-
ici ich wystepowania w ciagu {1,2,...,n} a L =1i,...,l, /), ciagiem etykiet biatych
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wierzchotkéw z Vo w kolejnosci ich wystepowania w ciagu m(1),...,m(n). Niech
7o 2 {1,...,n/2} — {1,...,n/2} bedzie permutacja taka, Ze m,(i) = j wtedy i tylko
wtedy gdy [; = kj. Przelaczniki ustawiamy tak, by podsie¢ realizowata permutacje
ma. Takie ustawienie istnieje na mocy indukcji. Podobne rozwazania przeprowa-
dzamy dla dolnej podsieci Permy, s.

e Dla przetacznikéw ostatniej warstwy stosujemy nastepujaca regute:
Niech 7”7 bedzie etykieta biatego wierzchotka z pary odpowiadajacej j-temu prze-
tacznikowi, a k” - etykieta czarnego wierzchotka z tej pary. Jesli ¢ poprzedza k w
permutacji 7 (tzn. i = 7 1(2j — 1) oraz k = 7 1(25)) przelacznik ustawiamy na
wprost, w przeciwnym razie ustawiamy na ukos.

12.2 Para najblizej poloZzonych punktéow

PROBLEM:
Dane: Zbior P = {(z1,91),- -, (Tn,yn)} wspOlrzednych punktéow na plaszczy"xnie.

Zadanie: Znale"x¢é dwa najblizej potozone wzgledem siebie punkty w P, tj. znale"x¢
/L')j takiev Ze d(xl)yla:c])y]) = min{d(:ck,yk,xl,yl) | 1 S k < l S n}) gdZie
(g, Yo w1, 91) = V(@ — 20)? + (ye — w1)*-

Sitowe rozwigzanie, polegajace na wyliczeniu i poréwnaniu odlegtodci miedzy kazda
para punktéw, wymaga czasu 2(n?). Przedstawimy teraz strategie Dziel i Zwyciezaj,
ktora daje algorytm dzialajacy w czasie ©(nlogn).

TERMINOLOGIA: moéwiac o punkcie r bedziemy mieé¢ na mysli punkt o wspétrzednych
(xrayr)-

12.2.1 Strategia Dziel i Zwyciezaj

1. (a) Sortujemy punkty z P wedlug wspohrzednych x i zapamietujemy je w tablicy
X;
(b) Sortujemy punkty z P wedlug wspotrzednych y i zapamietujemy je w tablicy
Y;
(¢) Znajdujemy prosta [ dzielaca P na dwa rownoliczne (z doktadnoscia do 1) pod-
zbiory:
e Pr- podzbiér punktéow leZzacych na lewo od I,
e Pp - podzbiér punktéw lezacych na prawo od [.
Punkty znajdujace sie na prostej [ (o ile sa takie) kwalifikujemy do tych pod-
zbioréw w dowolny sposéb.

2. { rekurencyjnie }
(11,J1) < para punktéw z P, o najmniejszej odleglosci;
(i2, j2) < para punktoéw z Pr o najmniejszej odlegtosei.
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3. Niech (¢/,j') bedzie ta para punktow znaleziona w kroku 2, dla ktorej odleglosé
(oznaczmy ja przez d) jest mniejsza.
Sprawdzamy czy istnieje para punktow (¢, s) odlegtych o mniej niz d takich, ze t € Pr,
i s € Pg. Jesli istnieje, przekazujemy ja jako wynik procedury, w przeciwnym razie
jako wynik przekazujemy pare (i, j').

O

Wyjasnienia wymaga sposob realizacji kroku 3. Oznaczmy przez Po zbior tych punktow

z P, ktore leza w odleglosci nie wiekszej niz d od prostej I. Niech Y’ oznacza tablice Y, z
ktorej usunicto wszystkie punkty spoza Po. Korzystamy z nastepujacego spostrzezenia:

Fakt 8 Jesli (t,s) jest parg punktow odlegtych o mniej niz d takq, Ze t € P i s € Pg, to
t i s nalezqg do Po. Ponadto w tablicy w'Y' pomiedzy t a s lezy nie wiecej niz 6 punktow.

DowOD: Gdyby jeden z punktéw lezal w odleglosci wiekszej niz d od prostej I, to
odleglo$¢ miedzy nimi bytaby wicksza niz d. Oczywiste jest tez, Ze wspolrzedne y-kowe
tych punktéw rdéznia sie nie wiecej niz o d. Tak wiec punkty ¢ i s lezg w prostokacie o
wymiarach d X 2d jak pokazano na rysunku 77.

(@ (b)

Rysunek 4: (a) W kroku 3 pary (t, s) nalezy szukaé tylko w zaznaczonym pasie. (b) Jesli p ma tym
punktem z pary (t,s), ktéry ma wickszq wspdtrzedng y, to drugi punkt z tej pary musi znajdowad
sie w kwadracie B. Ponadto wszystkie punkty znajdujgce sie w'Y miedzy t a s muszq lefe¢ w A
lub w B.

W czesci A lezg tylko punkty z Pr. Poniewaz kazde dwa z nich odlegle sa od siebie o co
najmniej d, wiec moze ich tam znajdowac sie co najwyzej 4. Z analogicznego powodu w cze-
$ci B moze znajdowaé sie nie wiecej niz 4 punkty z Pr. Tak wiec w calym prostokacie znaj-
duje si¢ nie wiecej niz 8 punktow.

Krok 3 sprowadza sie wiec do utworzenia tablicy Y, a nastepnie do obliczenia odlegtosci
kazdego punktu z Y’ do co najwyzej siedmiu punktéw nastepujacych po nim w tej tablicy.

12.2.2 Koszt:
Krok 1:
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— Sortowanie - ©(nlogn).

— Znalezienie prostej [ i podzial P na podzbiory - koszt staty.
Krok 2: 2T'(n/2)
Krok 3:

— Utworzenie Y/ - O(n).
— Szukanie pary (t,s) - ©(n).

Stad koszt catego algorytmu wyraza sie rownaniem 7'(n) = 27'(n/2) + ©(nlogn), kto-
rego rozwiazaniem jest ©(nlog® n). Koszt ten mozna zredukowaé do ©(nlogn). Wystarczy
zauwazy¢ , Ze sortowanie punktéw w kazdym wywolaniu rekurencyjnym jest zbyteczne.
Zbiér P mozemy przekazywaé kolejnemu wywotaniu rekurencyjnemu jako tablice X i Y.
Na ich podstawie moZna w czasie liniowym utworzyé¢ odpowiednie tablice dla zbioréw Pr,
i Pr. Tak wiec sortowanie wystarczy przeprowadzi¢ jeden raz - przed pierwszym wywota-
niem procedury rekurencyjnej.

Po takiej modyfikacji czas wykonania procedury rekurencyjnej wyraza sie réwnaniem
T(n) = 2T'(n/2) + ©(n), ktorego rozwiazaniem jest O(nlogn). Dodany do tego czas
sortowania nie zwigksza rzedu funkcji.

29



PROGRAMOWANIE DYNAMICZNE

Notatki z AiSD. Nr 5. 16 marca 2005

ITUWe. 1T rok informatyki. Opracowat: Krzysztof Lorys

13 Wstep

Zastosowanie metody Dziel i Zwyciezaj do probleméw zdefiniowanych rekurencyjnie jest
w zasadzie ograniczone do przypadkow, gdy podproblemy, na ktore dzielimy problem, sa
niezalezne. W przeciwnym razie metoda ta prowadzi do wielokrotnego obliczania roz-
wigzan tych samych podprobleméw. Jednym ze sposobéw zaradzenia temu zjawisku jest
tzw. spamietywanie, polegajace na pamictaniu rozwigzan podprobleméw napotkanych w
trakcie obliczenn. W przypadku, gdy przestrzeri wszystkich mozliwych podprobleméw jest
nieduza, efektywniejsze od spamietywania moze by¢ zastosowanie metody programowania
dynamicznego. Metoda ta polega na obliczaniu rozwiazan dla wszystkich podproblemoéw,
poczawszy od podprobleméw najprostszych.

PRzZYKLAD 1.

PROBLEM:
Dane:  Liczby naturalne n, k.

Naturalna metoda redukeji problemu obliczenia (}) korzysta z zaleznosci (}) = (Zj) + (";1

Zastosowanie metody Dziel i Zwyciezaj bytoby jednak w tym przypadku nierozwazne, po-
niewaz w trakcie liczenia (Zj) jak i (";1) wywolywaliby$my rekurencyjnie procedure dla
tych samych danych (tj. dlan —2 1k — 1), co w konsekwencji prowadziloby do tego, ze
niektére podproblemy bytyby rozwiazywane wyktadnicza liczbe razy.

Do spamietywania mozemy wykorzystac tablice tab[1..n, 1..k].

for i=1 ton do
for j =0 to k do tab, ; <"'?”
function nPOk(n, k)
if tabp_1,5—1 ="7" then tab,_1 y—1 «<nPOk(n — 1,k —1)
if tab,—1 ="7" then tab,_1  <—nPOk(n — 1,k)
tabn,k = tabn—l,k—l + tabn—l,k
return tab, j

Za zastosowaniem w tym przypadku programowania dynamicznego przemawia fakt, iz
liczba réznych podprobleméw jakie moga pojawié sie w trakcie obliczania (Z) jest niewielka,
a mianowicie O(n?). Podobnie jak w metodzie spamigtywania, algorytm dynamiczny ob-
licza poczatkowy fragment trojkata Pascala i umieszcza go w tablicy tab. W przeciwien-
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stwie jednak do poprzedniej metody, ktora jest metoda "top-down” i jest implementowana
rekurencyjnie, algorytm dynamiczny jest metoda "bottom-up” i jest implementowany ite-
racyjnie. To pozwala w szczegélnosci na wyeliminowanie kosztéw zwiazanych z obstuga
rekursji.

for i =1 to n do tab;p 1

function nPOk(n, k)
for j=1to k do
taij‘ — 1
for i=j+1tondo tabm» — tab,-_Lj_l + tabi_l,j
return tab, j

Fakt, Ze metoda programowania dynamicznego oblicza w sposéb systematyczny rozwia-
zania wszystkich podprobleméw, pozwala czesto na poczynienie dodatkowych oszczednosci
w stosunku do metody spamietywania. W tym przyktadzie mozemy znacznie zredukowaé
koszty pamieciowe. Jak tatwo zauwazyé¢, obliczenie kolejnej przekatnej trojkata Pascala
wymaga znajomosci jedynie wartosci z poprzedniej przekatnej. Tak wiec zamiast tablicy
n x k wystarcza tablica n x 2, a nawet tablica n x 1.

O

Podobnie jak w przypadku metody dziel i zwyciezaj, kluczem do zastosowania pro-
gramowania dynamicznego jest znalezienie sposobu dzielenia problemu na podproblemy w
taki sposob, by optymalne rozwigzanie problemu mozna byto w prosty sposéb otrzymac z
optymalnych rozwiazan podprobleméw (moéwimy wowcezas, Ze problem wykazuje optymalng
podstrukture). Wskazaniem za stosowaniem wowczas programowania dynamicznego a nie
metody dziel i zwyciezaj jest sytuacja, gdy sumaryczny rozmiar podprobleméw jest duzy.
Oczywidcie, jak juz wspominalismy, aby algorytm dynamiczny byt efektywny, przestrzen
wszystkich mozliwych podprobleméw nie moze byé zbyt liczna.

PRZYKLAD 2.

PROBLEM:
Dane:  Tablica {a;;} liczb nieujemnych (i =1,...,n;j=1,...,m)
Wynik: Ciag indeksow i1, ..., i, taki, Ze Vj—1__m—1li; — 4j41] < 1, minimalizujacy
sume > ai;
INTERPRETACJA: Ciag i1,...,%, wyznacza trase wiodacg od pierwszej do

ostatniej kolumny tablicy a. Startujemy z dowolnego pola pierwszej kolumny i
konczymy na dowolnym polu ostatniej kolumny. W kazdym ruchu przesuwamy
sie o jedno pole: albo w prawo na wprost albo w prawo na ukos (jak pokazano
na rysunku 5). Chcemy znale"x¢ trase o minimalnej dtugosci, rozumianej jako
suma liczb z pél znajdujacych sie na trasie.

Jak tatwo sprawdzié¢ liczba wszystkich prawidlowych tras jest wyktadnicza, wiec roz-
wigzanie sitowe nie wchodzi w rachube.
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Rysunek 5: MoZliwe kierunki ruchu w tablicy a.

Rozwazmy najpierw nieco prostsze zadanie, polegajace na znalezieniu dlugosci opty-
malnej trasy. Potem pokazemy w jaki sposéb zorganizowaé obliczenia, by wyznaczenie
samej trasy byto proste.

Niech d; j, oznacza minimalng dlugoé¢ trasy wiodacej od dowolnego pola pierwszej ko-
lumny do pola a;j, a P(i,k) problem wyznaczenia d;j. Rozwiazanie P(i,k) (dla k >
1) mozna latwo otrzymaé z rozwiazan trzech prostszych podprobleméw, a mianowicie
P(i—1,k—1), Pi,k—1)i P(i+ 1,k — 1) (w przypadku P(1,k) i P(n,k) - dwoch
podprobleméw). Problem wykazuje wiec optymalna podstrukture.

Jesli za rozmiar P(i, k) przyjmiemy wartos¢ k, to problem rozmiaru k redukujemy
do trzech podprobleméw rozmiaru & — 1. To zbyt duze rozmiary, by oplacito sie sto-
sowaé¢ metode dziel i zwyciezaj. 7Z drugiej strony przestrzen wszystkich podprobleméw
jest stosunkowo niewielka - sktada sie z nm elementéw (zawiera wszystkie P(i,7) dla
i=1,...,n,7=1,...,m), mozemy wiec zastosowaé programowanie dynamiczne.

for j=1tondody; < dnt1; + 0
fori=1tondo di1 < a1
for j =2 to m do
for i=1to n do d@j — Q4,5 + min{di_m_l,di,j_l,di+17j_1}
return min{d; ,, |1 =1,...,n}

Pozostaje wyjasni¢, w jaki sposéb mozna odtworzy¢ optymalna trase. Niech iy bedzie
wartoscia ¢, dla ktorej osiagane jest min{d; ,,, | i = 1,...,n}, a wiec a; m, jest ostatnim po-
lem optymalnej trasy. Przedostatnie pole mozemy wyznaczy¢ sprawdzajac, ktora z trzech
roznic dig m —dm—1 (dla k € {ig—1,19,i9+1}) jest réwna a;, . Postepujac dalej rekuren-
cyjnie wyznaczymy cala trase. Latwo zauwazy¢, Ze zamiast sprawdzaé powyZsze roznice,
mozemy ograniczy¢ sie do sprawdzenia, ktora z wartosci dy, ;,—1 (dla k € {ig—1,49,40+1})
jest minimalna.
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procedure trasa(i, j)

{ ifj=1then return
Niech i’ bedzie takie, ze d;s j_1 = min{dy ;1 | k € {i —1,4,i+1}}
return concat( trasa(i’,j — 1),1))

}

write( trasa(ig, m))

O

Programowanie dynamiczne jest czesta metoda rozwigzywania probleméw optymaliza-

cyjnych. Przyktad 2 stanowi ilustracje klasycznego sposobu rozwigzania takiego problemu:

najpierw znajdujemy warto$¢ optymalnego rozwiagzania a dopiero potem, na podstawie
wyliczen tej wartosci, konstruujemy optymalne rozwiazanie.

14 Dalsze przyktady

14.1 Najdtuzszy wspolny podciag.
14.1.1 Definicja problemu

Definicja 4 Cigg Z = (z1,29,...,2) jest podciagiem ciggu X = (x1,x9,...,2,), jesl
istnieje Scisle rosnacy cigg indeksow (i1,12,...,ig) (1 <i; <n) taki, Ze

Vi=12..k Ti; = 2.

Jesli Z jest podciggiem zardwno ciggu X jak i ciggu Y, to mowimy, Ze Z jest wspolnym
podciagiem ciggow X ¢ Y.

KoNweNcIA: Dla wygody, w dalszej czedci ciagi bedziemy traktowaé jako napisy nad
ustalonym alfabetem.

PRZYKEAD:
'BABA’ jest wspélnym podciggiem ciaggobw "ABRACADABRA’ i 'RABARBAR’, ale nie
jest ich najdtuzszym wspolnym podciggiem (dtuzszym jest np. 'RAAAR’).

O
OZNACZENIA:

o LCS(X,Y)={Z | Z jest wspolnym podciagiem X i Y o maksymalnej dtugosci}

e przez X; oznaczamy i-literowy prefiks ciagu X = (z1,x2,...,z,), tj. podciag (x1, za, . ..

w szczegdlnodci przez X oznaczamy ciag pusty.

PROBLEM:
Dane:  ciagi X = (x1,29,...,Zm) 1Y = (y1,Y2,- -, Yn)
Wynik:  dowolny ciag Z z LCS(X,Y)
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14.1.2 Redukcja problemu

Problem znalezienia ciagu Z z LCS(X,Y) mozemy zredukowaé do prostszych problemow
na podstawie nastepujacej obserwacji:

e jesli ostatnia litera X i ostatnia litera Y sg takie same, to litera ta musi by¢ ostatnim
elementem kazdego ciagu z LCOS(X,Y).

e jesli X 1Y rozZnia sie na ostatniej pozycji (tj. T, # yn), to istnieje ciag w LCOS(X,Y),
ktory na ostatniej pozycji ma litere rozna od x,, lub istnieje ciag w LCS(X,Y), ktory
na ostatniej pozycji ma litere r6zna od x,,.

W pierwszym przypadku problem znalezienia ciagu z LCS(X,,,Y,) redukujemy do
podproblemu znalezienia ciagu z LCS(X,,—1,Y,-1). Rozwiazaniem bedzie konkatena-
cja znalezionego ciggu i ostatniej litery X-a. W drugim przypadku problem reduku-
jemy do dwoch podprobleméw: znalezienie ciagu z LCS(X,,—1,Y,,) 1 znalezienie ciagu z
LCS(X,Y,—1). W tym przypadku rozwiazaniem bedzie dtuzszy ze znalezionych ciagow.

14.1.3 Algorytm

Najpierw koncentrujemy sie na obliczeniu wartosci rozwiazania optymalnego, ktora w tym
przypadku jest dtugosé elementow z LCS(X,Y). Sposobu na obliczenie tej wartosci do-
starcza nam obserwacja poczyniona w poprzednim paragrafie.

Fakt 9 Niech d;; oznacza diugosé elementow z LCS(X;,Y;). Wowczas:

0 jeslii =0 lub j =0,
d;;j = 1+di—1,-1 jeslii,j > 011 x; =yj,
max(di7j_1, di—l,j) jeslii,5 > 014 x; # Yj

Tablice d mozemy oblicza¢ kolejno wierszami (lub kolumnami), a wynik odczytamy z dy, .

Procedure LCS(X,,,Y,)
for i<~ 1to mdo djo«0
for j«—0to ndo dp; 0
for i—1to mdo
for j<—1to ndo
if z; = Yj then dij — 1+ di—l,j—l
else di,j — max{di,l,j, di’jfl}

Aby wypisaé jaki§ element z LC'S musimy przejsé¢ tablice d jeszcze raz, poczawszy od
elementu d, ,n,, W podobny sposob jak to robilismy w Przyktadzie 2.

Jesli zalezy nam na szybkosci algorytmu, mozemy nieco przyspieszyé te jego faze.
W tym celu, w trakcie obliczania tablicy d, moZemy w dodatkowej tablicy zapamiety-
wacé “droge doj$cia"do poszczegdlnych elementéw tablicy d. Elementy dodatkowej tablicy
przyjmowalyby jedng z trzech réznych wartosci, w zaleznosci od tego czy d; ; powstal przez
dodanie 1 do d;_1 j_1, czy przez przepisanie d;_1 ;, czy teZ wreszcie przez przepisanie d; j_1.
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14.1.4 Koszt algorytmu

Obliczenie kazdego elementu tablicy d odbywa sie w czasie statym. Tak wiec catkowity
koszt wypeknienia tablicy d jest rowny ©(n - m). Koszt skonstruowania najdtuzszego pod-
ciaggu na podstawie tablicy d jest liniowy.

14.2 Wyznaczanie optymalnej kolejnoSci mnoZenia macierzy.
14.2.1 Definicja problemu

Mamy obliczy¢ wartos¢ wyrazenia M postaci My X My X - - - X M,,, gdzie M; sa macierzami.
Zaktadamy, Ze wyrazenie jest poprawne, tj. liczba kolumn macierzy M; jest réwna liczbie
wierszy macierzy M;1q (dlai=1,...,n—1).

Poniewaz mnozenie macierzy jest dziataniem tacznym, warto$é¢ M mozemy liczy¢ na
wiele sposobow. Wybor sposobu moze w istotny sposéb wplynaé na liczbe operacji skalar-
nych jakie wykonamy podczas obliczen.

PRrzYKEAD Niech macierze My, My, M3 maja wymiary odpowiednio d x 1, 1 xdid x 1.
Rozwazmy dwa sposoby obliczenia ich iloczynu:

° (M1 X MQ) X M3
W wyniku pierwszego mnozenia otrzymujemy macierz d x d, wiec jego koszt (nieza-
leznie od przyjetej metody mnozenia macierzy) wynosi co najmniej d2. W drugim
mnozeniu takze musimy wykonaé¢ ©(d?) operacji.

° M1 X (MQ X Mg)
Koszt obliczenia My x Ms wynosi O(d). W jego wyniku otrzymujemy macierz 1 x 1,
wiec koszt nastepnego mnozenia wynosi takze O(d).

Dalsze rozwazania bedziemy przeprowadzaé¢ przy nastepujacym zalozeniu?:

Koszt pomnoZenia macierzy o wymiarach a X b i b X c wynosi abc.

PROBLEM:
Dane: dg,dy,...,d, - liczby naturalne
INTERPRETACJA: d;_1 X d; - wymiar macierzy M;.

Zadanie: Wyznaczy¢ kolejno$¢ mnozenia macierzy My X My X - - - X M,,, przy ktorej koszt
obliczenia tego iloczynu jest minimalny.

14.2.2 Rozwigzanie silowe

Rozwiazanie sitowe, polegajace na sprawdzeniu wszystkich mozliwych sposobéw wykonania
obliczen, jest nieakceptowalne. Liczba tych sposobéw dana jest wzorem

)1 jeslin=1
Sn) = { Sl S(i)S(n — i) jeslin > 1

2Jest to koszt mnozenia wykonanego metoda tradycyjna; p6"xniej poznamy inne, szybsze metody.
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UZASADNIENIE WZORU: Kazde z n— 1 mnoZen jakie wystepuja w ciggu M7 X ... x M,, moze by¢
ostatnim, jakie wykonamy liczac ten iloczyn. Liczba sposobéw mnozenia macierzy, w ktérych i-te
mnozenie jest ostatnim, jest rowna iloczynowi S(i) (tj. liczby sposobéw, na ktére mozna pomnozy¢
i plerwszych macierzy) oraz S(n—1) tj. liczby sposobéw, na ktore mozna pomnozy¢ n — ¢ ostatnich

macierzy).

2n72) _

Rozwiazaniem powyZszego réwnania jest S(n) ="n—ta liczba Catalana"= %( el

Q(i—g) Tak wiec koszt sprawdzania wszystkich mozliwych iloczynéw jest wyktadniczy.

14.2.3 Rozwigzanie dynamiczne

Zauwazamy, Ze problem wykazuje optymalng podstrukture. Jesli bowiem k-te mnozenie
jest ostatnim, jakie wykonamy w optymalnym sposobie obliczen, to iloczyny M7 X ...x My,
oraz My41 X ... x M, tez musialy by¢ obliczone w optymalny sposéb.

Na podstawie tej wlasnosci mozemy utozy¢ nastepujacy algorytm rekurencyjny obli-
czajacy optymalny koszt obliczen.

function matmult(s, j)
ifi=j then return 0
opt «— o0
for k—1i toj—1 do
opt «— min(opt, d;j_1did; +matmult(i, k) + matmult(k + 1, j))
return opt

Algorytm ten, jakkolwiek szybszy od metody sitowej, nadal dziala w czasie wykladniczym
(©(3™)). Przyczyna tkwi w wielokrotnym wykonywaniu obliczeri dla tych samych warto-
$ci parametrow (4, 7). Unikniemy tego mankamentu stosujac programowanie dynamiczne.
Niech

m; j = “minimalny koszt obliczenia M; X M;iq X --- x M;”

Dla wygody przyjmujemy, ze m; j = 0 (dla i > j). Wowczas

mij = min (m; g + mgy1; + di1dxd;).
1<k<j

Sktadnik m;j jest kosztem obliczenia M; X M;y1 X --- X My, sktadnik my4 ; - kosztem
obliczenia M1 X Mj9 X -+ - x M;, natomiast d;_1dd; to koszt obliczenia iloczynu dwoch
powstatych macierzy.
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procedure dyn — matmult(d[0..n]);
int m[l..n,1..n], p[l.n,1..n]
for i+ 1ton do m; « 0;
for s—1ton—1do
for i<—1ton—sdo

je—1i1+s

My — Min;<pe; (Mi g + Miy1,; + dim1did;)

pij < "to k, przy ktérym osiggane byto minimum dla m;;"
return p[l..n,1..n]

Algorytm oblicza wartosci m; ;15 (na podstawie powyzszego wzoru) oraz wartosci p; j+s,
ktore umozliwiaja p6"xniejsze skonstruowanie rozwigzania.

Koszt algorytmu. Tablice m;; liczymy przekatna za przekatng poczawszy od glownej

przekatnej. Koszt policzenia jednego elementu m; ;s na s-tej przekatnej wynosi O(s).
Poniewaz na s-tej przekatnej znajduje sie n — s elementéw, koszt algorytmu wynosi

n—1
T(n)= Z O(s) - (n — s) = O(n3).
s=0

Odtworzenie rozwigzania Odtworzenia rozwigzania dokonujemy w standardowy spo-
sOb na podstawie tablicy p. Zwroé¢ uwage, Ze znalezienie rozwigzania na podstawie samych
tylko wartosci m;; wymagaloby czasu ©(n?).
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PROGRAMOWANIE DYNAMICZNE C.D.

Notatki z AiSD. Nr 6. 16 marca 2005

ITUWe. 1T rok informatyki. Opracowat: Krzysztof Lorys

2.2 Rozpoznawanie jezykéw bezkontekstowych
2.2.1 Definicja problemu

Rozpoczynamy od przypomnienia podstawowych pojeé¢ zwiazanych z gramatykami bez-
kontekstowymi (pojecia te powinny by¢ znane z wyktadu Wstep do Informatyki).

Definicja 5 Gramatyka bezkontekstowa nazywamy system G = (V,Vp, P,S), gdzie

o Vy i Vi sq skoriczonymi roztgeznymi zbiorami (nazywamy je odpowiednio alfabetem
symboli nieterminalnych i alfabetem symboli terminalnych );

e P jest skoriczonym podzbiorem zbioru Vi x (Vi U Vp)* (elementy P nazywamy pro-
dukcjami);

e S € Vy i jest nazywany symbolem poczatkowym gramatyki.
Zwyczajowo produkcje (A, ) zapisujemy jako A — «.
Definicja 6 Jesli kaZda produkcja gramatyki bezkontekstowej G jest postaci:
e A— BC lub
e A—aq,

gdzie A, B,C € Vi i a € Vp, to méwimy, Ze G jest w normalnej postaci Chomsky’ego.

Definicja 7 Niech G = (Vy,Vp, P, S); a, B,y € (VN UVp)* oraz A € V. Mowimy, Ze ze
stowa A mozna w G wyprowadzié¢ stowo ayf3, co zapisujemy cAB = ayf, jesli A — ~
jest produkcjq z P.

Definicja 8 Jezyk L(G) generowany przez gramatyke G = (Vy, Vp, P, S) definiujemy jako
L(G) = {w | w € V§ oraz S = w},
gdzie = oznacza tranzytywne domkniecie relacji = .

PrzYKrAD 1. Niech
L VN - {S)TaLaR})

L4 VT:{(v)}v
e P={S—-S8S8, S—-LT, S—-LR, T—-SR, L—(, R—) }
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Jak latwo sprawdzi¢ L(G) jest jezykiem zawierajacy wszystkie stowa zbudowanie z po-
prawnie rozstawionych nawiasow.
Przyktadowe wyprowadzenie stowa w=(()()):

S= LT = LSR= LSSR= LLRSR = LLRLRR = (LRLRR =

(LRL)R = (L)L)R = (L)) R = (OOR = (00)

O
Dla ustalonej gramatyki bezkontekstowej G = (Vi,Vrp, P,S) w normalnej postaci
Chomsky’ego rozwazamy nastepujacy problem.

PROBLEM:
Dane:  stowo w=aj...a, (a; € Vpdlai=1,...,n)
Wynik: "TAK”’ - jesli w € L(G)
PNIE” - w przeciwnym przypadku.

2.2.2 Algorytm naiwny

Niech M (w) oznacza zbior stow wyprowadzalnych z w w jednym kroku.

Fo — {S}
for i =1 to 2|lw| — 1 do
Fip1 < Uuepi M (u)
if w € Fy|p|—1 then return "TAK” else return "NIE”

PoPRAWNOSC: Kazda produkcja gramatyki w normalnej postaci Chomsky’ego albo
zwicksza o jeden dlugos¢ wyprowadzanej frazy albo zamienia symbol nieterminalny na ter-
minalny. Tak wiec kazde stowo z jezyka o dhugosci n jest wyprowadzane z S po 2n — 1
krokach.

Koszt: Czynnikiem determinujacym koszt algorytmu jest koszt petli wewnetrznej, a
ten w gléwnym stopniu zalezy od wielkosci zbioréow F;. Niestety, nawet dla tak prostych
gramatyk jak ta z Przykladu 1, zbiory F; moga zawiera¢ wyktadniczo wiele stow.

2.2.3 Algorytm dynamiczny

IDEA:

Jesliw = ay ... ay jest stowem z jezyka L(G), to pierwsza produkcja zastosowana w jego
wyprowadzeniu (o ile n > 1) musi mieé¢ posta¢ S — AB. Poniewaz dalsze wyprowadzenie
z symbolu A jest niezalezne od wyprowadzenia z symbolu B, wiec musi istnie¢ i (1 <1i <
n — 1) takie, e A ay...a; 0raz B = aj11...ap .

Na postawie tej obserwacji mozemy tatwo zbudowaé algorym rekurencyjny, jednak czas
jego dzialania moze byé wykladniczy. W szczegblnodci algorytm taki wielokrotnie moze
proébowaé wyprowadzaé ten sam fragment stowa w z tego samego symbolu nieterminalnego.
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PRzZYKEAD 2. Niech gramatyka zawiera (miedzy innymi) produkcje S — AB oraz
A — AA. Na drugim poziomie rekursji rekurencyjna procedura moze by¢ wywotywana dla
Aipodstow ay...a; (dlai=1,...,n —1); wewnatrz kazdego z tych wywolan bedzie ona
znow wywoltywana m.in. dla A i podstow ay...a; (j=1,...,i—1).
O
Podejscie dynamiczne polega na obliczeniu dla kazdego podstowa stowa w (poczawszy
od podstow jednoliterowych a skonczywszy na calym w) zbioru nieterminali, z ktérych da
sie to podstowo wyprowadzi¢. Innymi stowy, celem jest wyznaczenie zbiorow m; ; (1 <1i <
Jj<n):
mivj:{A|A€VN&A:*>ai...aj}

Odpowiedzig algorytmu bedzie wartos¢ wyrazenia S € my .

Zbiory m; j wyznaczy¢ mozna na podstawie nastepujacych zaleznosci:
mi; ={A|(A—a)eP}tdlai=1,...,n

7j—1
mi; = U My @ Mk41,5 dlal1<i<j<n
k=1

gdzie m; , ® mpy1; = {A| (A — BC) € P dla pewnych B € m;} oraz C € myy1,,}

KoszT: Latwo sprawdzié, ze algorytm wykonuje ©(n3) operacji ®. Poniewaz koszt jednej
operacji ® jest staly (patrz Uwagi implementacyjne) , ©(n3) opisuje koszt catego algo-
rytmu.

Uwagi implementacyjne. Elementy obliczanej tablicy sa zbiorami. To stanowi istotna
roznice w stosunku do poprzednich przyktadéw, gdzie elementy tablicy byty prostego typu.
Przyjecie odpowiedniej struktury danych do pamigtania zbioréw m; ; oraz wybér metody
obliczania wyniku operacji ® moze mie¢ istotny wpltyw na koszt algorytmu.

Przykladowo: zbiory m,; ; moZemy pamigtac¢ jako wektory charakterystyczne lub jako
listy. W pierwszym przypadku potrzebujeny ~ (1/2)n?|Vy| bitéow na zapamietanie ta-
blicy. W drugim przypadku ponosimy spore koszty pamieciowe zwiazane z uzywaniem
wska"xnikéw - jednak moga one by¢ optacalne, gdy w $rednim przypadku rozmiar zbioréw
m; ; jest nieduzy. Woéwezas rozsadng metodg obliczania my; p ® my4q; moZe okazac sie
zwykle przegladanie list:

for each B € m;; do
for each C € myyq; do
if BC jest prawa strong produkcji z P
then m; ; «— { symbol z lewej strony tej produkeji }

Przy odpowiednim zapamietaniu informacji o produkcjach, koszt takiego obliczenia nie
zalezy od liczby produkcji i jest proporcjonalny do iloczynu dlugosci list, co w rozwazanym
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przypadku moze by¢ znacznie mniejsze od |V |%. Jedli liczba produkcji jest niewielka
optacalne moze by¢ zastosowanie innego sposobu:

for each (A — BC) € P do
if B € mg g & C e ME41,5 then m; ; «— m; ; U {A}

Sposéb ten jest szczegolnie atrakeyjny przy wektorowej reprezentacji zbiordéw, poniewaz
wowcezas czas odpowiedzi na pytanie o przynaleznosé elementu do zbioru jest staly i koszt
powyzszej petli wynosi ©(|P)).

2.3 Drzewa rozpinajace drabin

Definicja 9 Drabina n-elementowq nazywamy graf D, przedstawiony na rysunku 6.

1 2" 3 4 (h-2' (-1 n'

Rysunek 6: Drabina n elementowa.

PROBLEM:
Dane:  liczby naturalne n, k;
ciag par liczb naturalnych {u;,v;} (i=1,...,m)
INTERPRETACJA:  pary {u;,v;} okreslaja wyrdznione krawedzie w n-
elementowej drabinie;
Wynik: Liczba drzew rozpinajacych o k krawedziach wyr6znionych.

Ideg¢ algorytmu przedstawimy rozwazajac prostszy problem, a mianowicie problem wy-
znaczania liczby drzew rozpinajacych w D, bez uwzgledniania krawedzi wyrdznionych.
Co prawda, w takim przypadku moZna w prosty sposéb wyprowadzi¢ zwiezty wzér na te
liczbe, lecz nie to jest naszym celem.

W dalszym ciagu, méwiac o drabinie D;, bedziemy mie¢ na mysli podgraf drabiny D,
indukowany przez wierzchotki {1,...,4,1',...,}.

Fakt 10 Niech T bedzie dowolnym drzewem rozpinajgcym drabiny D;y1, dla dowolnego
1> 1. Wowczas T N D; jest albo

e drzewem rozpinajgcym drabiny D; albo

o lasem rozpinajgcym drabiny D; ztoZonym z dwoch drzew; jedno z tych drzew zawiera
wierzchotek i, a drugie - wierzchotek 7'.
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Analogiczna wtasno$é zachodzi gdy T jest lasem rozpinajgcym drabiny Diy1, ztoZonym z
dwdch drzew, przy czym jedno z tych drzew zawiera wierzchotek (i + 1), a drugie - weirz-
chotek (i +1)'. O

Niech §; oznacza zbiér drzew rozpinajacych drabiny D;, a N; — zbiér laséw rozpinaja-
cych, o ktérych mowa w Fakcie 10, w drabinie D;. Naszym celem jest policzenie wartosci
|-

IDEA ALGORYTMU: Kolejno dla i =1,...,n liczymy wartosci |S;| oraz |N;|, korzystajac z
zalezno$ci przedstawionych w ponizszym fakcie:

Fakt 11 (a) |Si] = |N;| =1

(b) Dla kazdego i > 1:
S| = 3|Si-1| + [Ni-1],

IN;| = 2|Si—1| + | Ni—1].
DowoDb:
(a) Oczywiste.

(b) Niech K; = {(i—1,7), ((i—1),4), (i,7")} bedzie zbiorem krawedzi, ktorymi D; r6zni
sie od D;_1.
Z dowolnego drzewa rozpinajacego 1T € S;_1 mozna utworzy¢ trzy rézne drzewa
rozpinajace z S; poprzez dodanie do T' dowolnych dwoch krawedzi ze zbioru K;.
Ponadto, dodajac wszystkie krawedzie z K; do dowolnego lasu z N;_1 mozna utworzy¢
jedno drzewo z S;. To uzasadnia pierwszy ze wzordéw.

Dodajac krawed"x (i — 1,4) do drzewa T' € S;_1 otrzymujemy las z N;. Jedno z jego
drzew zawiera wierzchotek ¢, a drugie z drzew sktada si¢ z izolowanego wierzchotka
{#'}. Analogicznie, otrzymujemy jeden las dodajac krawed"x ((i — 1)’,4') do T. Po-
nadto z kazdego lasu z N;_1, po dodaniu dwoch poziomych krawedzi (i — 1,1) oraz
((i = 1)), otrzymujemy jeden las z N;. To uzasadnia drugi wzor.

O

Teraz w prosty sposob mozemy te metode uogélni¢ do rozwiazania problemu liczenia

drzew rozpinajacych z wyréznionymi krawedziami. W tym celu zamiast dwoch zbiorow S; i

N; rozwazamy 2(k+ 1) zbiory: S;(j), N;(j), gdzie parametr j (j = O0,..., k) oznacza liczbe

krawedzi wyrdéznionych. Przyktadowo: S;(j) bedzie si¢ rownac liczbie drzew rozpinajacych

w drabinie D; zawierajacych dokladnie j krawedzi wyréznionych. Wyprowadzenie wzoréw
analogicznych do tych z Faktu 11 pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.
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3 Dolne granice.

Rozwazajac dolne ograniczenia na ztoZzonosé problemu sortowania ograniczymy sie, podob-
nie jak w przypadku problemu jednoczesnego znajdowania minimum i maksimum, do klasy
algorytmoéw, ktére na elementach ciagu wejsciowego wykonuja jedynie operacje poréwna-
nia. Dzialanie takich algorytméw mozna w naturalny sposob reprezentowaé drzewamsi
decyzyjnymi. Niezbyt formalnie mozna je zdefiniowaé jako skoriczone drzewa binarne, w
ktorych kazdy wierzchotek wewnetrzny reprezentuje jakie$ poré6wnanie, kazdy liS¢ reprezen-
tuje wynik obliczenn a krawedzie odpowiadaja obliczeniom wykonywanym przez algorytm
pomiedzy kolejnymi poréwnaniami.

Poniewaz od drzew decyzyjnych wymagamy by byty skoriczone, jedno drzewo nie moze
reprezentowaé dzialania algorytmu dla dowolnych danych. Z reguly przyjmujemy, Ze al-
gorytm reprezentowany jest przez nieskoriczong rodzine drzew decyzyjnych {D;}2,, gdzie
drzewo D,, odpowiada dziataniu algorytmu na danych o rozmiarze n.

PRZYKEAD
Rysunek 7 przedstawia drzewo decyzyjne odpowiadajgce dziataniu algorytmu SelectSort
na ciggach 3-elementowych.

tak

| a<b<c | | a<c<b | | c<a<b | | c<b<a | | b<a<c | | b<c<a | | c<a<b | | c<b<a |

Rysunek 7: Drzewo D3 dla algorytmu sortowania przez selekcje.

O

Jak tatwo zauwazy¢, algorytm Select Sort wykonuje niektére poréwnania niepotrzebnie.

Sa to poréwnania "a<b” znajdujgce sie w odleglosci 2 od korzenia. Po ich usunieciu

otrzymamy inne, mniejsze, drzewo decyzyjne dla sortowania ciagéw 3-elementowych (patrz
Rysunek 8). Pod wzgledem liczby lisci jest ono optymalne.

Fakt 12 Niech A bedzie algorytmem sortujgecym, a {D;}32, — odpowiadajgcqg mu rodzing
drzew decyzyjnych. Wowczas drzewo D,, posiada co najmniej n! lisci, dla kaZdego n.
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Rysunek 8: Optymalne drzewo decyzyjne dla algorytmdow sortujgcych ciggi S-elementowe.

UzASADNIENIE: Kazda permutacja ciagu wejsciowego moze byé wynikiem, a kazdy 1is¢
drzewa D,, odpowiada jednemu wynikowi. a

Wprost z Faktu 12 mamy nastepujace:

Twierdzenie 3 Niech A bedzie algorytmem sortujgcym, a {D;}32, — odpowiadajgcqg mu
rodzing drzew decyzyjnych. Wowczas drzewo Dy, ma wysokos¢ co najmniej Q(nlogn).

UZASADNIENIE: Drzewo binarne o n! lisciach (a takim jest D,,) musi mie¢ wysokos¢
co najmniej log(n!). Ze wzoru Stirlinga, n! mozemy z dotu oszacowaé przez (n/e)”, co daje
nam:

logn! > n (logn —loge) > nlogn — 1.44n

O

Poniewaz wysokosé drzewa D,, odpowiada liczbie poréwnan wykonywanych w najgor-
szym przypadku przez algorytm A dla danych o rozmiarze n, otrzymujemy dolne ograni-
czenie na zlozono$¢ czasowa (w najgorszym przypadku) algorytmoéw sortowania.

Whniosek 1 KaZdy algorytm sortujgcy za pomocqg porownarn cigg n - elementowy wykonuje
co nagmniej cnlogn pordownan dla pewnej statej ¢ > 0.

3.1 Ograniczenie na Srednig ztoZono$é

Dziatanie algorytmu sortowania, ktéry dane wykorzystuje wytacznie w poréwnaniach, za-
lezy jedynie od wzglednego porzadku pomiedzy elementami. W szczeg6lnosci nie zalezy ono
od bezwglednych wartosci elementéw. Dlatego badajac zloZonosé takich algorytmoéw mo-
Zemy ograniczaé sie do analizy zachowania algorytmu na permutacjach zbioru {1,2,...,n},
a $rednia zlozono$é algorytmu na danych rozmiaru n moze byé policzona jako suma:

> Plo]c(o),
o—permutacja zbioru {1,2,....n}

gdzie P[o] jest prawdopodobienstwem wystapienia permutacji o jako danych wejsciowych,
a c(o) jest rowna liczbie poréwnan wykonywanych na tych danych. W jezyku drzew decy-
zyjnych mozna ja wyrazi¢ jako srednia wysoko$é¢ drzewa, tj.

D

v—1is¢ T
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gdzie p, oznacza prawdopodobienistwo dojsécia do liscia v, a d, - jego gltebokosé.

Teraz tatwo widaé, Ze dla wielu rozkladéw danych srednia ZloZonosé algorytmu takze
wynosi (nlogn). Wystarczy bowiem, by istnialy stale ¢ i d takie, ze prawdopodobienstwa
dojscia do lisci znajdujacych sie na glebokosci nie mniejszej niz cnlogn sumuja sie do
wartosci nie mniejszej d. W szczegdlnosci otrzymujemy:

Twierdzenie 4 JeZeli kaZda permutacja ciggu n-elementowego jest jednakowo prawdopo-
dobna jako dana wejsciowa, to wowczas kaZde drzewo decyzyjne sortujgce ciggi n-elementowe
ma Sredniq gtebokosé co najmniej logn!.

UZASADNIENIE: Na glebokosci nie wiekszej niz log(n/e)” — 1 znajduje si¢ mniej niz
n!/2 lisci. Tak wiec co najmniej n!/2 lisci osiagalnych z prawdopodobienstwem 1/n! lezy
na glebokosci wiekszej, co implikuje, Ze $rednia wysokos¢ drzewa decyzynego jest wicksza

niz (1/n!)(n!/2)log((n/e)"). O

4 Quicksort

O algorytmie Quicksort wspomnieliSmy omawiajac strategie dziel i zwyciezaj. Podany tam
schemat algorytmu mozZna zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

procedure quicksort(A[l..n],p,r)
if r — p jest mate then insert — sort(Alp..r])
else choosepivot(A,p,r)
q < partition(A, p,r)
quicksort(A, p,q)
quicksort(A,q+ 1,7)

Kluczowe znaczenie dla efektywnosci algorytmu maja wybor pivota, tj. elementu dzie-
lacego, dokonywany w procedurze choosepivot, oraz implementacja procedury partition
dokonujacej przestawienia elementéw tablicy A.

4.1 Implementacja procedury partition

Zaktadamy, Zze w momencie wywotania partition(A,p,r) pivot znajduje sie w A[p]. Pro-
cedura przestawia elementy podtablicy Alp..r|] dokonujac jej podzialu na dwie czesci: w
pierwszej — A[p..q] — znajda sie elementy nie wieksze od pivota, w drugiej — Alg + 1,7] —
elementy nie mniejsze od pivota. Granica tego podziatu, wartosé¢ q, jest przekazywana jako
wynik procedury.
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procedure partition(A[l..n],p,r)

z— Alp

1+—p—1

je—r+1

while i < j do
repeat j «— j—1 until Afj] <z
repeat i — i+ 1 until Afi] >z
if i < j then zamien A[i] i A[j] miejscami

else return j

Fakt 13 Koszt procedury partition(A[l..n],p,r) wynosi ©(r — p).

4.2 Wybér pivota

Istnieje wiele metod wyboru pivota implementowanych w procedurze quicksort. Decydujac
sie na ktoras$ z nich musimy dokonaé¢ kompromisu miedzy jakoscig pivota a czasem dziata-
nia algorytmu. Nierozwazne wybory pivotéw moga w skrajnym przypadku prowadzi¢ do
takich podzialow tablicy A, w ktorych jedna z podtablic jest jednoelementowa, a to im-
plikuje liniowa glebokosé¢ rekursji i, w konsekwencji, kwadratowy czas dziatania procedury
quicksort.

Wydawaé sie moze, ze idealnym pivotem jest mediana®, poniewaz daje zréownowazone
podziaty tablicy A, co ogranicza glebokosé rekursji do logn. Ponadto istnieja algorytmy
wyznaczajace mediane w czasie liniowym (poznamy je p6"xniej), wiec czas dziatania proce-
dury quicksort wyraza si¢ rownaniem t(n) = t(|n/2])+t([n/2])+0(n), co daje optymalnie
asymptotyczny czas ©(nlogn). Problem w tym, Ze stata ukryta pod © jest zbyt duza, by
taki algorytm byl praktyczny.

4.2.1 Prosta metoda deterministyczna

Najprostsza, do$¢ czesto stosowana, metoda jest wybor pierwszego elementu tablicy A[p..r]
jako elementu dzielacego. W naszym algorytmie sprowadza si¢ ona do pominig¢cia wywo-
lania choosepivot(A,p,r).

Metoda ta oczywidcie moze prowadzi¢ do nieréwnomiernych podziatow. W szczegol-
nosci, czas kwadratowy jest osiagany, gdy dane wejsciowe sa uporzadkowane. 7 drugiej
strony, na losowych danych algorytm dziata bardzo szybko.

4.2.2 Prosty wybér zrandomizowany

Jako pivot obieramy losowy element sposrod elementow Alp..r].

3Mediana zbioru S nazywamy taki jego element, ktory jest wigkszy od doktadnie ||S|/2] elementow
zbioru S. Definicja w naturalny sposob uogolnia sie na wielozbiory.
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procedure choosepivot(A[l..n], p,r)
i « random(p, q);
zamien Alp] i A[i] miejscami

Przy takim wyborze pivota réwniez moze si¢ zdarzyé, ze algorytm bedzie dziata¢ w
czasie kwadratowym, jednak prawdopodobieristwo takiego zdarzenia jest zaniedbywalnie
male.

Zasadnicza rbéznica w stosunku do metody deterministycznej polega na tym, Ze teraz
przebieg algorytmu zalezy nie tylko od danych wej$ciowych, ale takZze od generatora liczb
losowych (pseudolosowych). W szczegdlnosci teraz nie istnieja dane wejSciowe lepsze i
gorsze. Na kazdych algorytm moze dziata¢ jednakowo szybko i na kazdych moze sie zdarzy¢,
7e bedzie dziala¢ w czasie kwadratowym.

4.2.3 Mediana z malej probki

Czesto stosowana metoda jest wybieranie jako pivota mediany z trzech losowo wybranych
elementéw tablicy. To prowadzi do istotnego zmniejszenia prawdopodobienistwa nieréw-
nomiernych podzialéw. Ceng jest koniecznos$é wykonania dwoch dodatkowych poréwnan i
przede wszystkim dwoéch dodatkowych wywotan generatora liczb losowych.

"Mediane z trzech” stosuje sie¢ takze w wersji deterministycznej. Najczesciej wybiera
sie ja wowczas sposrod pierwszego, sSrodkowego i ostaniego elementu tablicy.

Eksperymentalnie stwierdzono, Ze zastosowanie "mediany z trzech’ zamiast prostego
wyboru pivota prowadzi do przyspieszenia quicksortu o kilka do kilkunastu procent (zalez-
nie od zastosowanej wersji wyboru elementéw i sprawnosci implementacyjnej przeprowa-
dzajacego eksperymenty).

Metode te mozna rozszerzaé na liczniejsze probki, jednak uzyskane zyski czasowe sa
znikome.

4.3 Sredni koszt algorytmu

Zalézmy, Ze jako pivot wybierany jest z jednakowym prawdopodobiefistwem dowolny ele-
ment tablicy. Pokazemy, Ze przy tym zaloZeniu Sredni koszt algorytmu quicksort wynosi
©(nlogn). Dla uproszczenia analizy zalozymy ponadto, ze wszystkie elementy sortowanej
tablicy sa rézne.

Niech n = r — p + 1 oznacza liczbe elementow w A[p..r] i niech

rank(z, Alp.r])) L|{j :p<j<ri Al <a}|.

Poniewaz w momencie wywolywania procedury partition w Alp| znajduje sie losowy
element z Alp..r|, wiec wowczas

Vie1.n Prlrank(Afp], Ajp.r]) = i] = %
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Wynik procedury partition w oczywisty sposob zalezy od wartosci rank(A[p], A[p..r]).
Gdy jest ona rowna i (dla ¢ = 2,...,n), wynikiem partition jest p + ¢ — 2. Ponadto,
gdy rank(A[p], A[p..r]) = 1, wynikiem jest p. Tak wiec zmienna ¢ z procedury quicksort
przyjmuje warto$¢ p z prawdopodobienstwem 2/n, a kazda z pozostaltych wartosci (tj.
p+1,p+2,....,r — 1) z prawdopodobieristwem 1/n. Stad oczekiwany czas dzialania
procedury quicksort wyraza si¢ rownaniem

()= 1
{ Tn)= L[(TQ) +T(n— 1)+ $42 (T(d) + T(n — d))] + ©(n)

Zmienna d = ¢ — p + 1 oznacza dtugo§é pierwszej z podtablic.
Poniewaz T'(1) = ©(1) a T(n — 1) w najgorszym przypadku jest rowne O (n?), wiec
1
E(T(l) +T(n—1)) =0(n).
To pozwala nam pominaé¢ ten skladnik, poniewaZ bedzie on uwzgledniony w ostatnim
cztonie sumy. Tak wiec:

1
(T(d) +T(n—d))+ O(n).
1

n

T(n)=

SEES

d

W tej sumie kazdy element T'(k) jest dodawany dwukrotnie (np. T'(1) raz dla ¢ = 1 i raz
dla ¢ = n — 1), wiec mozemy napisac:

2

T(n) = Ti T(k)+©(n) (1)
k=1

3|

Poniewaz mamy silne przestanki, by przypuszczaé, Ze rozwiazanie tego réwnania jest
rzedu O(nlogn), ograniczymy sie do sprawdzenia tego faktu. Niech

n—1
T(n) = % Z T(k)+0O(n) <anlogn+b
k=1

dla pewnych statych a,b > 0. Naszym zadaniem jest pokazanie, Ze takie stale a i b istnieja.
Bierzemy b wystarczajaco duze by T'(1) < b. Dla n > 1 mamy:

27),71 2 n—1 b
T(n) = =3 (aklogh+b)+0(n) < = > klogk+—(n—1)+6(n)
k=1 k=1

Proste oszacowanie Zz;% klog k przez %nQ log n nie prowadzi do celu, poniewaz musimy
pozby¢ sie skladnika O(n). Oszacujmy wiec ZZ;% klog k nieco staranniej:

Fakt 14 Y01 kloghk < In®logn — in?
DowoD. Rozbijamy sume na dwie czedei:

[n/2]-1

Zklogk— Z klogk + Z klog k

k=[n/2]
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Szacujac log k przez log § dla k < [§] oraz przez logn dla k > [§], otrzymujemy:

n—1 [n/2]-1 n—1 [n/2]-1
> klogk < ((logn)—1) Z k+logn Z k= lognZk:— Y k<
k=1 k=[n/2] = k=1
1n n 1 1
—-1)1 ——(=z—-1)= 2] — —n?
—n(n —1)logn 2(2 )2 gnlogn —on

Teraz mozemy napisac

2 1 1 2b
_a( n?logn — 2)+—(n—1)+@(n)§anlogn—gn+2b+@(n):
n \2 3 n 4

anlogn + b+ <@(n) +b— %n)

Sktadowa (©(n)+b— $n) mozemy pomingé, dobierajac a tak, by $n > ©(n) + b.
Zauwazmy, zZe taki dobor zalezy jedynie od stalej b oraz od statej ukrytej pod ©, a wiec za
a mozna przyjaé¢ odpowiednio duza stala.

To konczy sprawdzenie, ze T'(n) < anlogn + b dla pewnych statych a,b > 0.

4.4 Inne usprawnienia

Quicksort jest dos¢ powszechnie uwazany za najszybsza (a przynajmniej jedna z najszyb-
szych) metode sortowania. Jego znaczenie spowodowalo, ze wiele wysitku wloZzono w opra-
cowanie modyfikacji, majacych na celu uzyskanie jak najwickszej efektywnosci. PonizZej
wymieniamy kilka z nich:

e Trojpodzial. W przypadku, gdy spodziewamy sie¢, Ze sortowane klucze moga sie
wielokrotnie powtarza¢ (np. gdy przestrzen kluczy jest mala), optacalne moze by¢
zmodyfikowanie procedury partition tak, by dawata podziat na trzy czesci: elementy
mniejsze od pivota, réwne pivotowi i wieksze od pivota. Oczywiscie quicksort jest
rekurencyjnie wywotywany jedynie do pierwszej i trzeciej czesci. W przypadku, gdy
liczba elementéw réwnych pivotowi jest znaczna, moze to przyniesé istotne przyspie-
szenie.

e Eliminacja rekursji.

— Tak jak w przypadku wszystkich algorytméw opartych na strategii dziel i zwy-
ciezaj, spory zysk mozZna otrzymaé, starannie dobierajac préog na rozmiar da-
nych, ponizej ktérego optaca si¢ zastosowaé prosty algorytm nierekurencyjny w
miejsce rekurencyjnych wywotan procedury quicksort.

— W wielu implementacjach quicksortu przeznaczonych do powszechnego uzytku
(np. w bibliotekach procedur) w ogole wyeliminowano rekursje.

e Optymalizacja petli wewnetrznej, az do zapisania jej w jezyku wewnetrznym proce-
sora.
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e W zastosowaniach, w ktorych krytycznym zasobem jest pamieé¢ (np. w uktadach reali-
zujacych sortowanie hardware’owo), stosowana bywa nierekurencyjna wersja (rekur-
sja wymaga pamieci na stos wywotan) dzialajaca "w miejscu”, a wiec wykorzystujaca
co najwyzej O(1) komorek pamieci poza tymi, ktore zajmuje sortowany ciag.
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ITUWr. II rok informatyki. Przygotowal: Krzysztof Lorys

Na dzisiejszym wyktadzie poznamy algorytmy, sortujace w czasie niZszym niz wynika
to z dolnego ograniczenia poznanego na poprzednim wyktadzie. Jest to mozliwe z dwoch
powodow. Po pierwsze algorytmy te zakladaja pewne ograniczenia na postaé¢ danych, a po
drugie wykonuja one na sortowanych elementach operacje inne niz poréwnania.

5 Counting Sort

POSTAC DANYCH: ciag A[l..n] liczb catkowitych z przedziatu (1, k).

IDEA: Vyea..n obliczy¢ liczbe clx] =[{y : y € A[l.n] &y <z},

procedure Counting — Sort(A[l..n], k, varB[1..n])
for i — 1to k do c[i] — 0
for j — 1 to n do c[A[j]] — c[A[j]] +1
for i — 2 to k do c[i] — c[i] +¢[i — 1
for j — n downto 1 do B]c[A[j]]] — Alj]
c[A[f]] = e[Al] =1

UwAGA: W oczywisty sposéb powyzsza procedura moze by¢ zmodyfikowana do sortowania
rekordow, w ktorych klucz A[j] jest jednym z wielu pol.

Definicja 10 Metode sortowania nazywamy stabilna, jesli w ciggu wyjsciowym elementy
o tej samej wartosci klucza pozostajq w takim samym porzgdku wzgledem siebie w jakim
znajdowaty sie w ciggu wejsciowym.

Fakt 15 Counting — sort jest metodq stabilng.

Koszt: ©(n + k).

6 Sortowanie kubelkowe (bucket sort).

PosTaC DANYCH: Ciag A[l..n] liczb rzeczywistych z przedziatu (0, 1) wygenerowany przez
generator liczb losowych o rozkladzie jednostajnym.

IDEA: Podzieli¢ przedzial (0,1) na n odcinkéow ("kubetkow") jednakowej dlugosci; umie-
$ci¢ liczby w odpowiadajacych im kubetkach; posortowaé poszczegélne kubetki; potaczy¢
kubetki.
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procedure bucket — sort(A[l..n])
fori—0ton—1do B[i] — 0
for i — 1 to n do dotacz AJi] do listy B[|nA[i]]]
for i — 0 to n— 1 do posortuj procedurg insert — sort liste Bli]
potacz listy B[0], B[1],...,B[n — 1]

Koszt: Oczekiwany czas dziatania: ©(n).

7 Sortowanie leksykograficzne ciagoéw jednakowej dtugosci (ra-
dix sort).

Definicja 11 Niech S - zbior uporzqdkowany liniowo oraz si,...,sp,t1,...,tq € 5.
df
(317---7317) < (t17---;tq) — (1) Ellgjgmin(p,q) Sj < t]‘ &Vi<j S =1
albo

(2) p<q&Vicicp si =t

POSTAC DANYCH: Ay, ..., A, - elementy {0,..., k —1}%.

procedure radiz — sort(Ay, .., A,)
for i <— d downto 1 do
metoda stabilng posortuj ciggi wg i—tego elementu

Koszt: Jesli w procedurze Radix — sort zastosujemy counting — sort, to jej koszt wyniesie
O((n + k)d). Jest to koszt liniowy, gdy k = O(n).

8 Sortowanie leksykograficzne ciagéw niejednakowej dlugo-
Sci.

POSTAC DANYCH: Aj,..., A, ciagi liczb caltkowitych € (0,..,k — 1).

Niech l;-dtugosé A;, lypa, = max{l; : i =1,..,n}.

8.1 Pierwszy sposob

IDEA: Uzupehié ciagi specjalnym elementem (mniejszym od kazdego elementu z S), tak
by mialy jednakowa dlugosé i zastosowaé algorytm z poprzedniego punktu.

Koszt: ©((n+ k) - lnaz)-

UWAGA: Jest to metoda nieefektywna, gdy ciagéw dhugich jest niewiele.
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8.2 Drugi sposéb
IDEA:

for ¢ « [, downto 1 do
metoda stabilng posortuj ciagi o dtugosci > ¢ wg i-tej sktadowej

ALGORYTM:

1. Utworz listy nonemptyll] (I =1, .., ) takie, ze

o = € nonempty[l] iff x jest [—ta sktadowa jakiegos ciagu A;.

e nonemptyll] jest uporzadkowana niemalejaco.

2. Utworz listy length[l] (I =1, .., linae) takie, ze length[l] zawiera
wszystkie ciagi A; o dtugosci [.

3. queue «— ()
for j«—0to k—1do q[j] — 0
for | «+ l,,4 downto 1 do
queue — concat(lengthll], queue)
while queue # () do
Y « pierwszy ciag z queue
queue — queue \ {Y'}
a < [-ta sktadowa ciggu Y
qla] < concat(g[a],{Y})
for each j < nonemptyll] do
queue — concat(queue, q[j])

qlj] <0

Operacja concat(K7, Ky) dotacza kolejke Ky do korica kolejki K.

Twierdzenie 5 PowyZszy algorytm mozna zaimplementowaé tak, by dziatal w czasie O(k+
n).
i=1""

UZASADNIENIE: Niech lyptq = Y g li-
Jedynym niezupetnie trywialnym krokiem jest tworzenie list nonempty:

- tworzymy w czasie O(lio1q1) clag S zawierajacy wszystkie pary (I, a), takie, ze a jest
l-ta sktadowa jakiego$ Ali];

- sortujemy leksykograficznie w czasie O(k + liorq) clag S;
- przegladajac S z lewa na prawo tworzymy O (litq1) listy nonempty.

Krok 2 wymaga czasu O(ltotqr)-
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Wewnetrzna petla while dziata w czasie proporcjonalnym do sumarycznej (po wszystkich
iteracjach petli zewnetrznej) dtugosci kolejek queue. Poniewaz w I-tej iteracji queue ma
dtugosé rowna liczbie ciagéw co najmniej l-elementowych, wiec koszt while jest O(lotar)-

Wewnetrzna petla for dziala w czasie proporcjonalnym do sumarycznej (po wszystkich
iteracjach petli zewnetrznej) dtugosci list nonempty. Poniewaz w kazdej iteracji nonempty
jest nie dtuzsza od queue, czas petli for jest rowniez O(liotar)- O

8.3 Przyklad zastosowania

PROBLEM:
Dane: Ti1, Ty -drzewa o ustalonych korzeniach,

Zadanie: sprawdzi¢ czy 11 i Th sa izomorficzne.

IDEA: Wedrujac przez wszystkie poziomy (poczawszy od najnizszego) sprawdzamy czy na
kazdym poziomie obydwa drzewa zawieraja taka sama liczbe wierzchotkéw tego samego
typu. (Wierzcholki sa tego samego typu, jesli poddrzewa w nich zakorzenione sg izomorficzne.)

ALGORYTM:
Bez zmniejszenia ogbdlnosci mozemy zaltozy¢, Zze obydwa drzewa maja te sama wysokosé.

1. Vv —liwT; kOd(U) —0
2. for j « depth(Ty) downto 1 do

3. S; <« zbiér wierzchotkéw T; z poziomu j nie bedacych lis¢mi
4. Vyes, key(v) < wektor (i1,...,ix), taki ze

— i1 <ig <Ll <y

— v ma ksynéw uq,...,ug i i = kod(u;)
5. L; < lista wierzchotkéw z S; posortowana leksykograficznie

wedtug wartosci key

6. L;- — otrzymany w ten sposéb uporzadkowany ciag wektoréw
7. if L) # L, then return ('nieizomorficzne”)

8. Voer; kod(v) «— 1 4 rank(key(v), {key(u) | u € L;})

9. Na poczatek L; dotacz wszystkie liscie z poziomu j drzewa T;

10. return ("izomorficzne”)

Twierdzenie 6 Izomorfizm dwdich drzew o n wierzchotkach moZe byé sprawdzony w czasie

O(n).
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Notatki z AiSD. Nr 10. 16 marca 2005
KOPIEC

ITUWe. 1T rok informatyki. Opracowat: Krzysztof Lorys

9 Definicja

Definicja 12 Niech T bedzie drzewem binarnym o wysoko$ci d, ktdrego wierzchotki zawie-
rajq klucze z liniowo uporzgdkowanego zbioru. Drzewo T nazywamy kopcem iff T' spetnia
nastepujgce warunki:

o Struktura drzewa

— wszystkie jego liscie znajdujg sie na glebokosci d lub d — 1;

— wszystkie liscie z poziomu d — 1 leZg na prawo od wszystkich wierzchotkow we-
wnetrznych z tego poziomu;

— potoZony najbardziej na prawo wierzchotek wewnetrzny z poziomu d — 1 jest
jedynym wierzchotkiem wewnetrznym w T, ktéry moZe mieé¢ jednego syna (co
implikuje, Ze pozostate wierzchotki wewnetrzne majg po dwdch syndw);

o Uporzgdkowanie

— klucz w kaZdym wierzchotku wewnetrznym jest nie mniejszy od kluczy w jego
potomkach.

Warunki okreslajace strukture kopca moga si¢ wydaé nieco skomplikowane. W rzeczy-
wiscto$ci moéwia one, Ze dobrg strukture majg drzewa binarne powstate przez dopisywanie
do poczatkowo pustego drzewa wierzchotkow do kolejnych pozioméw drzewa, zapetniajac
kazdy poziom od lewej strony do prawej strony .

10 Implementacja kopcow

Kopce w bardzo efektywny sposdéb moga by¢ pamietane w tablicach. Do pamietania kopca
n-elementowego uzywamy n-elementowej tablicy K:

e korzen kopca pamietany jest w K[1],
e lewy syn korzenia pamietany jest w K|[2], prawy syn korzenia - w K[3], itd ... .

Uogolniajac: wierzchotki z poziomu k-tego pamictane sg kolejno od lewej do prawej w
K[2F, K[2F +1],..., K[2k! —1].

Fakt 16 Ojciec wierzchotka pamietanego w K[i] znajduje sie w K[i div 2] za$ jego dzieci
(0 ile istniejg) w K[2i] i K[2i + 1].
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10.1 Wazniejsze procedury

10.1.1  Procedury przywracajace tablicy K wtasno$ci kopca

Zmiana klucza w wierzcholku kopca moze spowodowaé zaburzenie wlasnosci (2). Jesli
nowy klucz jest wiekszy od starego, nalezy sprawdzi¢, czy nie jest on wiekszy takze od
klucza znajdujacego sie w ojcu. Jesli tak jest, moZzemy zamieni¢ miejscami te klucze i
sprawdzi¢ czy zaburzenie nie przeniosto sie poziom wyzej. Jesli nowy klucz jest mniejszy
od starego, to moZemy zamieni¢ go z wickszym z kluczy znajdujacych w jego synach, a
nastepnie sprawdzi¢ czy zaburzenie mnie przeniosto sie na niZszy poziom.

procedure zmien — element(K|[1..n],i,u)

if u <z then przesun —nifej(K,1)
else przesun — wyzej(K,1)

procedure przesuri — nifej(K[1..n],4)

k—1i

repeat
Jj—k
if 2j <n and K[2j] > K[k] then k — 2j
if 2j <n and K[2j+1] > K[k] then k—2j+1
Klj] — KIK]

until j =k

procedure przesuri — wyzej(K[l..n],1)
k«—1i
repeat
j—k
if j >1 and K[j div 2] < K[k] then k «— j div 2
Klj] < K[k]
until j =k

10.1.2 Procedura budujaca kopiec

Kopiec mozna budowaé¢ na wiele sposobéw. Mozna np. zaczaé od tablicy jednoelemento-
wej, a nastepnie dodawaé na jej koniec po jednym elemencie, za kazdym razem uzywajac
procedury przesuri-wyzej do przywrocenia wlasnosci (2). Ten sposob realizuje poniZsza

procedura.

procedure wolna — budowa — kopca(K|[1..n])
for : — 2 to n przesun — wyej(K,1)
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Latwo sprawdzié, Ze ta procedura moze wymagaé czasu nlogn, a wiec takiego samego jak
sortowanie np. metoda quicksort, dajac jednak znacznie mniej uporzadkowang strukture.

Inna metoda polega na budowaniu kopca od dotu. Startujemy od kopcow 1-elementowych.
Nastepnie uzywamy tych kopcow oraz nowych elementéw do utworzenia kopcoéw 3-ele-
mentowych: nowy element umieszczamy w korzeniu takiego kopca, a jego synami czynimy
korzenie kopcow 1-elementowych; nastepnie uzywamy procedury przesuni-niZej do przywro-
cenia wlasnosci (2). W analogiczny sposob, dla dowolnego k, tworzymy z dwoch kopcow
(2% — 1)-elementowych i jednego nowego elementu kopiec (2841 — 1)-elementowy.

procedure buduj — kopiec(K[1..n])
for : — (n div 2) downto 1 przesun — niZej(K,1)

Twierdzenie 7 Procedura buduj — kopiec tworzy kopiec w czasie O(n).

11 Zastosowania kopcow

11.1  HEAPSORT - sortowanie przy uzyciu kopca

procedure heapsort(K|[1..n])
buduj — kopiec(K)
for i+ n step —1 to2 do

K[1] & KJi]
przesun — nizej(K[1..i — 1], 1)
return K

Twierdzenie 8 Algorytm heapsort dziata w czasie O(nlogn).

11.1.1 Przyspieszenie heapsortu

Po usunieciu maksimum na szczycie kopca powstaje dziura, w ktoéra heapsort wstawia
element z dotu kopca. Element taki jest, z duzym prawdopodobieristwem, matly i zostanie
przez procedure przesun-niZej zsuniety z powrotem nisko. Przesuwajac go o jeden poziom
w dot przesurni-niZej wykonuje dwa poréwnania. Tak wiec z duzym prawdopodobieristwem
potrzeba bedzie 2-wysoko§¢ kopca poréwnar na przywrocenie wlasnosci kopca.

MozZna postepowaé nieco oszczedniej. Ot6Zz mozna najpierw przesunaé dziure na dot
kopca, nastepnie wstawi¢ w nig ostatni element kopca i uzywajac procedury przesun-wyZej
znale"x¢ dla niego odpowiednie miejsce w kopcu. Oszczednosé wynika z tego, Ze na prze-
suniecie dziury o jedno miejsce w dét potrzeba tylko jednego poréwnania oraz z tego, ze w
$rednim przypadku przesurn-wyZej bedzie przesuwaé element o nie wiecej niz 2 poziomy w
gore.

o7



11.2 Kolejka priorytetowa

Kolejka priorytetowa jest struktura danych przeznaczona do pamietania zbioru S (elemen-
tow z jakiego$ uporzadkowanego uniwersum) i wykonywania operacji wstawiania elementow
do S oraz znajdowania i usuwania najwiekszego elementu z S.

Wprost idealnie do implementacji kolejek priorytetowych nadaja sie kopce.

11.2.1 Procedury realizujace operacje kolejki priorytetowej

function find — maz(K|[1..n])
return K|[1]

procedure delete — maxz(K[1..n])
przesun — nizej(K[l..n — 1],1)

procedure insert — node(K|[1..n],v)
Kln+1] —wv
przesun — wyZej(K[l.n+ 1],n + 1)

11.3 Podwdjna kolejka priorytetowa

Podwdjna kolejka priorytetowa umozliwia wykonywanie operacji znajdowania i usuwania
zaréwno maksymalnego jak i minimalnego elementu.

Prosta implementacja takiej kolejki mogtaby polega¢ na wykorzystaniu dwoch kopcow:
jeden z nich bylby uporzadkowany malejaco, a drugi - rosnaco. Kazdy element kolejki
umieszczany bylby w obydwu kopcach. Na uzytek operacji deletemin i deletemax naleza-
toby powiazaé ze soba elementy kopcéw pamictajace ten sam element kolejki. Zasadniczym
mankamentem takiego rozwiazania jest nieoszczedno$é pamieci. Ponizej przedstawiamy
rozwigzanie wolne od tej wady.

Idea rozwiazania:

1. Wykorzystujemy dwa kopce: L i H.

2. W kopcu H pami¢tamy [n/2] elementéw, a w kopcu L - [n/2| elementéw (n oznacza
liczbe elementow kolejki).

3. Kopiec L uporzadkowany jest malejaco, a H - rosnaco.

4. Kazdy element kopca L jest nie wickszy od odpowiadajacego mu pozycja elementu
z kopca H.

W kopcach H i L w naturalny spos6b zdefiniowane sg Sciezki biegnace od korzenia
kopca L do korzenia kopca H (patrz Rysunek 9). O dwoch wierzchotkach, nazwijmy je u
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i v, bedziemy mowié¢, ze u poprzedza v (jest poprzednikiem v), jesli u lezy bezposrednio
przed v na Sciezce od korzenia L do v. hatwo sprawdzi¢, Ze spelniona jest nastepujaca
wlasnosé:

Na kazdej éciezce obiegnacej od korzenia L do korzenia H klucze upo-
rzadkowane sa niemalejaco.

L

Rysunek 9: Dwie przyktadowe Sciezki taézqce korzenie kopcow.

11.3.1 Implementacja operacji insert(x)

Jesli kolejka zawiera parzysta liczbe elementéw, x wstawiamy do kopca H. W przeciwnym
razie x wstawiamy do kopca L. Wstawienia dokonujemy w zwykly sposob, tj. wstawiajac
element do pierwszego wolnego liscia. Teraz jednak, zanim uzyjemy procedury przesuri-
wyZej, musimy sprawdzié¢, w ktora strone nalezy przesunaé¢ wstawiony element: czy w strone
korzenia kopca H, czy tez w strone korzenia kopca L. ZaldéZzmy, Zze x zostal wstawiony do
H (przypadek wstawienia do L jest symetryczny) . Niech y bedzie poprzednikiem z-a ze
Sciezki prowadzacej do korzenia L (oczywiscie y jest liSciem kopca L). Poréwnujemy x i y.
Jesli x < y, przestawiamy te elementy a nastepnie procedurg przesurn-wyzej przesuwamy
w odpowiednie miejsce w kierunku korzenia L. Zauwazmy, Ze przesuniecie y-ka z kopca L
do H nie zaburzyto porzadku w tym kopcu. Jesli z > y, uzywamy procedury przesurni-wyZej
do ewentualnego naprawienia porzadku w kopcu H.

11.3.2 Implementacja operacji deletemin

Usuwamy element z korzenia kopca L. W jego miejsce wstawiamy ¥ - ostatni element kopca
H (jesli przed operacja kopce L i H byly réwnoliczne) albo ostatni element kopca L (jesli
przed operacja L zawieral o jeden element wiecej niz H). Nastepnie procedura przesuri-nizej
przywracamy porzadek w kopcu L. Jesli procedura przesuni-niZej przesuneta y na sam dot
kopca L, wowczas poréwnujemy y z odpowiednim (znajdujacym sie na tej samej pozycji)
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elementem kopca H. Jesli y jest od niego wiekszy zamieniamy te elementy miejscami, a
nastepnie procedura przesurni-wyiej przesuwamy y na odpowiednie miejsce kopca H.

Pokazemy teraz, Ze po wykonaniu powyzZej opisanej procedury, kopce L i H spelniaja
warunek 4 (pozostate warunki spelnione sa w oczywisty sposob).

Fakt 17 Po wykonaniu operacji deletemin kaZdy element kopca L jest nie wiekszy od znaj-
dujgcego sie na tej samej pozycjyi elementu kopca H .

DowOD Zatézmy, Ze procedura przesuri-wyZej przesuwa y do lidcia kopca L. Niech lq,...,
beda elementami znajdujacymi sie na $ciezce od korzenia kopca L do tego lidcia, a hy, ..., Ay
niech beda odpowiadajacymi im elementami kopca H. Z faktu, Ze L i H sa kopcami wiemy;,
zely <lp <...<lgoraz hy < hiy_1 < ... < h;. Ponadto z wlasnosci 4 mamy [l < hy. Tak
wiec elementy 11, ..., hg, ..., h1 tworza ciag niemalejacy. Latwo sprawdzi¢, Ze procedura
delemin usuwa [ z tego ciagu, a nastepnie wstawia do niego w odpowiednie miejsce element
y tak, Ze ciag pozostaje uporzadkowany. Stad w oczywisty sposdb wynika, Zze wlasnosé 4
zostanie zachowana.

W ten sam sposéb dowodzimy przypadku, gdy y nie zostanie przesuniety na dno kopca
L. O

11.3.3 Implementacja operacji deletemax

Analogicznie do operacji deletemin.

11.3.4 Uwagi koncowe

W literaturze mozna znale"x¢ wiele implementacji kolejek podwéjnych opartych na struk-
turze kopcow. Implementacja podana przez nas oparta jest na symetrycznych kopcach
minimaksowych przedstawionych w [1]. Inne metody mozna znale"x¢ np. w [2], [3] 1 [4].
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Notatki z AiSD. Nr 18. 16 marca 2005
WYBOR k-TEGO ELEMENTU

ITUWe. 1T rok informatyki. Opracowat: Krzysztof Lorys

12 Definicja problemu

Dane:  T[l..n] - ciag elementéw nalezacych do zbioru liniowo uporzadkowanego
k - liczba z przedziatu (1,n).
Wynaik:  k-ty co do wielkosci element ciagu T'

ZALOZENIE (nie zmniejszajace ogdlnosci): wszystkie elementy w T' sa rozne.

MODEL OBLICZEN: na elementach ciagu T dokonujemy jedynie poréwnan.

13 Szczeglblne przypadki

o k=1.
Konieczna i wystarczajaca liczba poréwnan = n — 1.

o k=2
Twierdzenie 1 W tym przypadku potrzeba i wystarcza n — 2 + [logn| pordwnan.

DowoD(szkic)

=

Konstruujemy algorytm, dziatajacy w [logn| rundach: w 1-szej rundzie poréwny-
wane sa pary elementow (T'[2k — 1], T[2k]) (dla k = 1,[%]). "Zwycigzcy” tych po-
rownan (oraz element T'[n] - w przypadku nieparzystego n) przechodza do nastepne;
rundy. W kolejnych rundach postepujemy analogicznie.

Oczywiscie ostatnia runda wyznaczy element najwickszy w T'. Do tej pory algorytm
wykona n — 1 poréwnan. Mozna to tatwo udowodnié, jedli na dziatanie tego algo-
rytmu popatrzeé jako na drzewo binarne o n lisciach: liscie tego drzewa etykietujemy
elementami T'[i], a kazdy wierzchotek wewnetrzny - wieksza sposrod etykiet jego sy-
now. Tak wiec wierzchotki wewnetrzne odpowiadaja poréwnaniom wykonanym przez
algorytm.

Zmnalezienie 2-ego co do wielkosci elementu sprowadza sie teraz do znalezienia naj-
wiekszego elementu poérod tych, ktore byty poréwnywane z elementem najwiekszym.
Poniewaz elementow tych jest [logn], wystarczy teraz [logn] — 1 poréwnan.

P

Rozwazmy dowolny algorytm A wyznaczajacy 2-gi co wielkosci element. Zauwazmy,
ze A wyznacza jednoczesnie element najwiekszy. Niech bowiem X = T'[j] bedzie
rozwigzaniem podanym przez A. Elementem najwickszym jest ten, z ktorym X
"przegral” poréwnanie. Element taki musi istnie¢ (w przeciwnym razie A podalby
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T[j] jako rozwiazanie takze dla takich danych, w ktorych T[j] zwiekszylibysmy do-
wolnie, a pozostale elementy pozostawiliby$my bez zmian) i to doktadnie jeden (w
przeciwnym razie X nie bylby drugim elementem). Tak wiec A musi wykona¢ n — 1
poréwnan, by wyznaczyé¢ element najwickszy. Poréwnania te nie wnosza Zadnej in-
formacji o wzajemnej relacji pomiedzy elementami, ktoére jedynie z nim przegraty
poréwnanie (a X jest najwickszym z tych elementoéw). Tak wiec nasz dowod sprowa-
dza sie do pokazania, Ze w najgorszym przypadku element najwickszy bierze udziat w
co najmniej [log n] poréwnaniach wykonywanych przez A. To bedzie trescia zadania
na ¢wiczenia (rozwiazanie mozesz znale"x¢ w (|7], s.212).

14 Przypadek ogélny

14.1 Algorytm deterministyczny

IDEA  Stosujemy metode Dziel i Rzad"x. Rozdzielamy T na dwa podzbiory: UiV = T\U,
takie ze wszystkie elementy U sa mniejsze od wszystkich elementéow V. Teraz poréwnanie
k z moca U pozwala okresli¢, w ktérym ze zbioréow znajduje sie szukany element. W ten
spos6b redukujemy problem do problemu szukania elementu w zbiorze mniejszym.

Procedure SELECTION(k,T)
1. if |T| mate then sort(T) & return (T'[k])
2. p <« jakis element z T
3. U « elementy T mniejsze od p
4

. if k <|U| then return ( SELECTION (k,U))
else return (SELECTION (k- |U|,T\U))

UwAGA: W powyzszej procedurze zbiory T i U wygodnie jest pamietaé¢ w tablicach.

Aby algorytm byt efektywny, musimy zagwarantowac, ze zbiory U i T\ U sa istotnie
mniej liczne od zbioru T'. W tym celu zbiér T' dzielimy na 5-cioelementowe grupy. W kazdej
grupie wybieramy mediane (tj. srodkowy element) a nastepnie rekurencyjnie wybieramy
mediane tych median.

function Pseudomed(T)

1. Podziel T' na roztaczne podzbiory 5-cioelementowe C; (j =1,...,[|T|/5])
{jesli |T'| nie dzieli si¢ przez 5, to Cfjr|/5] zawiera mniej niz 5 elementéw }

2. for i — 1to [|T]/5] do s; < adhocmed(C;)
3. S—{si|i=1,...,[|T|/5]}
4. return (SELECTION([21],9))
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Twierdzenie 2 Jesli w procedurze SELECTION wybor elementu p dokonywany jest
funkcjo PSEUDOMED, to procedura SELECTION wyznacza k—ty element ciggu T
w czasie O(n).

Pomijamy dowdd poprawnosci procedury Selection. W oszacowaniu jej kosztu kluczowym
punktem jest nastepujacy lemat:

Lemat 1 Jesli element p zostat wybrany funkcja PSEUDOMED, to kaZdy ze zbioréw U
3

i T\ U zawiera nie mniej niz i5n — 4 elementy.
DowoOD: Istnieje co najmniej (a przy zaloZeniu, ze wszystkie elementy w T' sa rozne -
dokladnie) 3[n/5] grup, ktérych mediana jest nie mniejsza od p. W kazdej z tych grup,
poza ta, ktora zawiera najwicksza z median s; znajduja sie co najmniej 3 elementy nie
mniejsze od p (takimi sa na pewno elementy wieksze od mediany w danej grupie). Tak
wiec elementow nie mniejszych od p jest co najmniej 3(% [n/5] —1). W tym wliczony jest
p. PoniewaZ zakladamy, Ze wszystkie elementy sa rézne, wiec elementéw wiekszych od p
jest co najmniej 13—0n — 4.
W podobny spos6b pokazujemy, Ze co najmniej tyle samo jest elementéw mniejszych od p.
O
Koszt Procedury Selection
Niech T bedzie funkcja ograniczajaca z goéry ten koszt. Bez zmniejszenia ogélnosci mo-
zemy zalozyé, ze T jest monotoniczng funkcja niemalejaca. Poniewaz koszt wszystkich
operacji poza rekurencyjnymi wywotaniami Selection mozZna ograniczy¢ funkcja liniowa
otrzymujemy nastepujaca nieréwnos$é rekurencyjna:

T(n) <T([n/5]) +T(Tn/10 +4) + O(n) dla odpowiednio duzych n.

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze T'(n) jest O(n).

UWAGT:
e Stala ukryta w Twierdzeniu 2 pod "duzym O” mozna oszacowaé z gory przez 5.43.

e Obecnie najszybszy asymptotycznie algorytm wykonuje 2.9442n + o(n) poréwnan

(131)-

e Dolna granica - kazdy algorytm deterministyczny wykonuje co najmniej 2n poréwnan.

14.2 Algorytmy zrandomizowane

14.2.1 Algorytm Hoare’a

W procedurze Selection element p wybieramy w sposéb losowy. W ten sposéb otrzymujemy

algorytm o malej $redniej liczbie poréwnan (cho¢ oczywiscie nadal liniowej) (|5],[2]).
Zauwaz podobieristwo tego algorytmu do zrandomizowanego Quicksortu. Podobnie

jak w tamtym algorytmie element rozdzielajacy mozZna wybieraé¢ inaczej, np. jako mediane
sposrod losowej probki kilku elementow zbioru T' ([4]).

63



14.2.2 Algorytm LazySelect

IDEA Ze zbioru S wybieramy losowo préobke R. Probka powinna byé niezbyt liczna, by
mozna bylto szybko ja posortowaé¢. Znajdujemy w R dwa elementy L i H, takie Ze z duzym
prawdopodobiefistw em podzbiér P C S, elementéw wickszych od L i mniejszych od H,
jest nieduzy oraz szukany element nalezy do P (moZemy go wowczas latwo znale"x¢ po
posortowaniu P).

Algorytm LazySelect

1. Wybierz losowo, niezaleznie, z powtdérzeniami probke R ztozong z n elementéw
zbioru S.

2. Posortuj R w czasie O(ni logn).

3.z — kn™1; L — RJl; H — R[h] ,
gdzie | = max{|z — /n],1} oraz h = min{ |z + v/n),n7}

4. Poréwnujac L i H ze wszystkimi elementami z S oblicz:

-rs(L)=#{yeS|y<L}
-P—{yeS|L<k<H)}

5. Sprawd"x czy:
e K-ty element zbioru S znajduje sie w P, tj. czy rs(L) < k < rgs(L)+ |P],
o |P|<4ni+2.
Jesli nie, to powtdrz kroki 1-4.

6. Posortuj P.
return (P(k,TS(L)Jrl)).

Twierdzenie 3 Z prawdopodobieristw em =1—0 (%\/ﬁ) LazySelect potrzebugje tylko jednej
iteracji krokow 1-4 do znalezienia k-tego elementu zbioru S. Tak wiec z prawdopodobieristw
em1l—0 (%\/ﬁ) LazySelect zatrzymuge sie po wykonaniu 2n+o(n) poréwnan.

Dowod tego twierdzenia nie jest trudny, ale wykracza poza zakres wyktadu. MoZna go
znale"x¢ w ksiazce [8] (str. 47-50). Zainteresowani beda mogli go poznaé¢ na wyktadzie z
algorytmow zrandomizowanych (dla IV roku sekcji KiAA).

Teraz ograniczymy sie do podania szkicu:

1. pokazujemy, Ze kn~1 jest wartoscia oczekiwang liczby elementéow w R nie wiekszych
od szukanego,

2. pokazujemy, Ze wariancja tej liczby jest mniejsza od /n,
3. korzystamy z ponizszej Nieréwnosci Czebyszewa.

Twierdzenie 4 (nieré6wnosé Czebyszewa) Jesli X jest zmienng losowq (o wartosciach
rzeczywistych) o wartosci oczekiwanej px i odchyleniu standardowym ox. Wowczas
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Vier, P[|X — px| = tJX] <5
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Notatki z AiSD. Nr 22 16 marca 2005

DRZEWA ZBALANSOWANE:
DrzEwWA CZERWONO-CZARNE

ITUWr. II rok informatyki. Przygotowal: Krzysztof Lory$

15 Drzewa zbalansowane -wstep

Najpowazniejsza wada binarnych drzew przeszukiwan jest brak zabezpieczenia przed nie-
roéwnomiernym rozrastaniem sie, przez co pesymistyczny czas wykonywania operacji na
nich moze by¢ liniowy wzgledem liczby wierzchotkéw. Proste sposoby zaradzenia temu
zjawisku moga by¢ niepraktyczne. Idealnym rozwiazaniem byloby utrzymywanie drzew w
stanie doktadnego zbalansowania, tj. tak, by wszystkie liscie lezaly na co najwyzej dwoch
poziomach. Niestety przywracanie struktury takiego drzewa po zaburzeniu jej operacjami
insert czy delete jest niezwykle kosztowne.

ZADANIE: Skonstruuj dokladnie zbalansowane drzewo T' o n wierzchotkach i znajd"x element x
taki, ze po dopisaniu x do T i zbalansowaniu powstalego drzewa, 2(n) elementéow T zmieni swoje

pozycje.

Innym, niestety takZe zbyt kosztownym, rozwigzaniem byloby pamietanie sumy dlugo-
$ci wszystkich $ciezek od korzenia do wierzchotkéw drzewa i przeorganizowywanie drzewa
dopiero gdy suma ta przekroczy jakas graniczna warto$é¢ (np. 2nlogn).

Znanych jest wiele réznych odmian drzew zbalansowanych. My poznamy drzewa czerwono-
czarne, drzewa AVL oraz B-drzewa. Wspomnimy takZze o drzewach samoorganizujacych
sie oraz tzw. treap’ach.

16 Drzewa czerwono-czarne

16.1 Definicja

Definicja 1 Binarne drzewo przeszukiwar jest drzewem czerwono-czarnym jesli spetnia
nastepujgce warunki:

wl. KaZdy wierzchotek jest czerwony lub czarny.
wl. Kazdy lisé jest czarny.
ws. Jesli wierzchotek jest czerwony, to jego obaj synowie sq czarni.

w4. Na kaZdej Scieice prowadzgceej z danego wierzchotka do liscia jest jednakowa liczba
czarnych wierzchotkow.

KoNweNcJA: Dla wygody przyjmujemy, Ze lisémi sa wierzchotki zewnetrzne odpowiada-

jace NIL. Nie zawieraja one zadnych informacji poza tym, Ze sa lisémi (co implikuje, Ze
sa czarne).
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Definicja 2 Liczbe czarnych wierzchotkéw na Sciezce z wierzchotka x (ale bez tego wierz-
chotka) do liscia nazywamy czarna wysokoscia wierzchotka x i oznaczamy bh(x).

Fakt 18 Czerwono-czarne drzewo o n wierzchotkach wewnetrznych ma wysokosé nie wiek-
szq niz 2log(n + 1).

DowOD. Przez pokazanie, Ze drzewo zakorzenione w dowolnym wierzchotku x zawiera co
najmniej 2°(*) — 1 wierzcholkéw wewnetrznych.

16.2 Operacje stownikowe na drzewach czerwono-czarnych

Operacje wstawiania i usuwania elementu moga powodowaé zaburzenie wtasnosci wi-w4.
W procedurach przywracajacych te wlasnosci podstawowsa role odgrywaja rotacje.

prawa-rotacja(y)

lewa-rotacja(y)

a B B Y

WAZNE WLASNOSCI:
1. Rotacje nie zmieniaja porzadku infiksowego elementéw zapamietanych w drzewie.

2. Pojedyncza rotacje mozna wykonaé¢ w czasie stalym.

16.2.1 Wstawianie elementu

Wstawianie elementu wykonujemy jak w zwyklym binarnym drzewie przeszukiwan. Na-
stepnie nowemu wierzchotkowi nadajemy kolor czerwony i przywracamy drzewu wlasnosci
drzewa czerwono-czarnego.

Latwo widaé, Ze jedyna wtasnoscig jaka mogta zostaé¢ zaburzona jest wé.

Przywracanie wtasnosci ws3.

IDEA:

Poczatkowo w8 moze by¢ zaburzona jedynie w miejscu gdzie nowy wierzchotek = zostat
wstawiony (wtedy gdy ojciec x-a jest czerwony).

Wedrujemy od wierzchotka x w gore. Stosujemy operacje zmiany koloru wierzchotkow,
by przenie§é¢ zaburzenie na przodkéw x-a i operacje rotacji do zlikwidowania zaburzenia
(uwaga: operacja rotacji bedzie wykonana co najwyzej dwa razy). Bedziemy przy tym

67



dbaé¢, by nie zaburzy¢ pozostalych wlasnosci drzewa czerwono-czarnego.

Procedura przywracajaca wlasno$é w3 musi rozwazy¢ nastepujace przypadki (zakladamy,
7e ojciec x-a jest lewym synem swojego ojca; gdy jest prawym synem otrzymujemy syme-
tryczne przypadki):

Przypadek 1. Wujek x-a jest czerwony.

¢ Zmieniamy kolory:

- dziadka z-a malujemy na czerwono (dotad byt czarny, poniewaZ ojciec x-a byt
czerwony i wlasno$¢ w8 byta zachowana),

- ojca i wujka x-a malujemy na czarno.
o x « dziadek z-a.
o wywolujemy procedure rekurencyjnie dla nowego x-a.
Przypadek 2. Wujek x-a jest czarny i x jest prawym synem swojego ojca.
o x « ojciec(x);
o lewa-rotacja(z)

W ten sposéb otrzymujemy przypadek 3.

Przypadek 3. Wujek x-a jest czarny i x jest lewym synem swojego ojca.
¢ Zmieniamy kolory:

- dziadka x-a malujemy na czerwono.

- ojca z-a malujemy na czarno.

o prawa-rotacja(dziadek(x));

16.2.2 Usuwanie elementu

Wykonujemy jak w zwyklym binarnym drzewie przeszukiwan a nastepnie przywracamy
wlasnosci wi-w4.

PRrRzYPOMNIENIE: {Usuwanie wierzchotka w drzewie binarnym.}
Niech y bedzie usuwanym wierzchotkiem.
e jesli y jest lisciem, to usuwamy y;
e jesli y ma jednego syna x, to usuwamy y a x podczepiamy pod ojca y-a;

e jesli y ma dwoch syndw, to y zastepujemy przez x - nastepnik y-a (tj. najmniejszy
element w prawym poddrzewie y-a), usuwamy z a syna z-a (x moze mie¢ co najwyzej
prawego syna), jesli istnieje, poczepiamy pod ojca z-a.
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Jedli usuniety wierzchotek y mialt kolor czarny, to zaburzona zostaje wtasnosé w4 drzewa.
Moze tez zostaé¢ zaburzona wlasnosé ws.

IDEA NAPRAWY: Czarny kolor z y-a (nazwijmy go extra czarnym kolorem) przesuwamy na
jego syna x (syn ten byl jedynakiem i zostal podczepiony pod ojca y-a lub jest liSciem). W
ten sposéb wlasnoéci w3 i w4 zostaja przywrocone. Jedyny klopot spowodowany jest tym,
iz © mogl by¢ czarny i teraz zawiera podwojny czarny kolor, a wiec wl moze by¢ zaburzona.

Procedura przywracajaca wi przesuwa ten extra kolor w odpowiedni sposéb w gore drzewa,
az:

e napotka czerwony wierzchotek, ktérego moze pomalowaé extra kolorem, lub

e przesunie go do korzenia i woéwczas moze go usunaé, lub

e dojdzie do miejsca, gdzie moze wykonaé¢ odpowiednie rotacje i zmiany koloréw.
Zaktadamy, Ze wierzcholek x jest lewym synem swojego ojca (gdy x jest prawym synem,
rozwazania sa symetryczne). Musimy rozwazy¢ nastepujace przypadki:
Przypadek 1. Brat z-a jest czerwony (to implikuje, Ze ojciec x-a jest czerwony).

¢ Zmieniamy kolory:

- brata z-a malujemy na czarno,

- ojca z-a malujemy na czerwono.
o lewa-rotacja(ojciec(z)).

Teraz x ma czarnego brata (jest nim byly bratanek, ktory musial byé¢ czarny, poniewaz
mial czerwonego ojca) i otrzymujemy jeden z pozostalych przypadkow.

Przypadek 2. Brat x-a jest czarny i obydwaj jego bratankowie sq czarni.
¢ malujemy brata na czerwono,
o przesuwamy extra czarny kolor na ojca z-a (tj. z «ojciec(z)).
Przypadek 3. Brat z-a jest czarny, lewy bratanek - czerwony a prawy bratanek - czarny.

© Zmieniamy kolory:

- brata z-a malujemy na czerwono,

- lewego bratanka malujemy na czarno.

o prawa-rotacja(brat(z)).
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Teraz bratem z-a jest jego byly lewy bratanek (ktoéry teraz ma czarny kolor), a prawym
bratankiem jego byly brat (ktory teraz ma kolor czerwony). Otrzymujemy przypadek 4.

Przypadek 4. Brat z-a jest czarny a prawy bratanek czerwony.

© Zmieniamy kolory:

- brata z-a malujemy na kolor, ktérym pomalowany byt ojciec,
- ojca z-a malujemy na czarno,

- prawego bratanka malujemy na czarno (extra kolorem z z-a).

o lewa-rotacja(ojciec(z)).

16.3 Koszt operacji

Koszt operacji wstawiania i usuwania elementu wynosi O(logn).
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5 zmniejszyc rysunki

Notatki z AiSD. Nr 12. 16 marca 2005

DRZEWA ZBALANSOWANE:
DRzEWA AVL

ITUWr. II rok informatyki. Przygotowal: Krzysztof Lorys

17 Definicja

Definicja 3 Binarne drzewo przeszukiwan jest drzewem AVL, jesli dla kaZdego wierz-
chotka wysokosci jego lewego i prawego poddrzewa réZnig sie o co najwyiej 1.

UWAGA: Skrot AVL pochodzi od pierwszych liter nazwisk autoréw (Adelson-Velskij i Lan-
dis).

18 Zasadnicza cecha

Twierdzenie 5 Wysokosé drzewa AVL o n wierzchotkach jest mniejsza niz 1.4405 log(n+
2).

Fakt 19 Liczba wierzchotkow w dowolnym drzewie binarnym jest o 1 mniejsza od liczby
pustych wska "znikéw (tj. réwnych NIL).

Dowo6D (Twierdzenia 5)

Niech p(i) = "liczba pustych wska"xnikéw w minimalnym (tj. o najmniejszej ‘liczbie wierz-
chotkow) drzewie AVL o wysokosci .

Indukeyjnie po wysokosci h drzewa dowodzimy, ze p(h) = (h + 2)-a liczba Fibonacciego.
Latwo sprawdzi¢, ze p(1) =21 p(2) = 3.

Niech T bedzie minimalnym drzewem AVL o wysokosci h (h > 3). Z minimalnosci T
wiemy, Ze jedno z poddrzew podwieszonych pod jego korzeniem musi byé minimalnym
drzewem AVL o wysokosci h — 1, a drugie - minimalnym drzewem AVL o wysokosci h — 2.
Poniewaz kazdy pusty wska"xnik T jest pustym wska'"xnikiem w jednym z tych poddrzew,
otrzymujemy wzor p(h) = p(h — 1) + p(h — 2).

Teraz niech N bedzie liczba wierzchotkéow w T'. Z Faktu 19 i powyZszych rozwazan mamy
) < |+ \/5> ht2 1

N+1>—
+ 2

V5

co po prostych przeksztaceniach daje teze. O
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19 Operacje stownikowe na drzewach AVL

Wyszukiwanie elementu wykonuje sie identycznie jak dla zwyktych binarnych drzew prze-
szukiwan. Pozostate dwie operacje moga zaburzy¢ strukture drzewa AVL. Przywracanie
tej struktury nazywamy balansowaniem drzewa.

19.1 Wstawianie elementu

Niech M bedzie pierwszym weztem na drodze od wstawionego elementu do korzenia, w
ktorym nastapito naruszenie rownowagi drzewa AVL. Oznacza to, Ze przed operacja wsta-
wienia poddrzewa zakorzenione w M byly nieréwnej wysokosci i wstawienie zwickszyto wy-
sokos¢ wyzszego poddrzewa. Zaldézmy, ze tym poddrzewem jest lewe podrzewo i oznaczmy
jego korzen przez L (sytuacja, w ktorej wyZszym poddrzewem jest prawe poddrzewo jest

symetryczna).

Procedura balansowania musi oddzielnie rozpatrywaé dwa przypadki:

(A) W drzewie o korzeniu L zwickszyla sie wysokos¢ lewego poddrzewa.
Przed wstawieniem: Po wstawieniu:

e

Po rotacji:

(B) W drzewie o korzeniu L zwiekszyta sie wysokosé prawego poddrzewa.
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Przed wstawieniem Po wstawieniu

Po pierwszej rotacji Po drugigj rotacji
M C

- O

Uwaga: Po zbalansowaniu wysoko§é drzewa zakorzenionego w C' jest réwna wysokosci
drzewa zakorzenionego w M przed operacja wstawienia. Dlatego nie ma potrzeby przy-
wracania zréwnowazenia w innych weztach poza M.

19.2 Usuwanie elementu

Operacja ta jest znacznie bardziej skomplikowana.
IDEA:
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Algorytm DeleteAVLnode
1. Znale"x¢ wierzchotek zawierajacy element g, ktéry chcemy usunaé.

2. Jesli jest to wierzchotek wewnetrzny to wstawic¢ do niego element ¢’ z drzewa
bezposrednio nastepny (bad"x bezposrednio poprzedni) po g.

3. Powtarza¢ rekurencyjnie krok 2 dla ¢/, tak dtugo, az ¢’ bedzie elementem z
liscia.

4. Usunaé ten lis¢. Przejs¢ droge od tego liscia do korzenia przywracajac zréw-
nowazenie wierzchotkéw na tej drodze przy pomocy rotacji.

UWAGI:

1. Tym razem moze si¢ zdarzy¢, ze trzeba bedzie dokonywaé rotacji dla wszystkich
wierzchotkéw na tej drodze.

2. Szczegotowy opis drzew AVL mozna znale"x¢ w ksiazce [1].

19.3 Koszt

Wszystkie operacje stownikowe na drzewach AVL mozna wykonaé w czasie ograniczonym
funkcja liniowa od wysokosci drzewa, a wiec w czasie O(logn).

20 Zastosowanie drzew AVL do implementacji list
Typowymi operacjami na listach sg m.in.:

1. wstawianie elementu na wskazang pozycje,

2. usuwanie elementu ze wskazanej pozyciji,

3. konkatenacja list,

4. podzial listy na dwie podlisty wg zadanej pozycji.

Przy tradycyjnych implementacjach list (tj. w tablicach lub przy pomocy zmiennych wska-
"xnikowych) niektore z tych operacji wymagaja czasu liniowego. Drzewa AVL pozwalaja
na implementacje list, ktora umozliwia wykonanie powyzZszych operacji w czasie O(logn).
Wystarczy w kazdym wierzchotku pamietaé liczbe elementéw w jego lewym poddrzewie
(liczba ta wyznacza pozycje elementu w liscie przechowywanej w drzewie zakorzenionym
w tym wierzchotku).

Szczegbdly pozostawiamy jako temat do samodzielnych studiow.

Literatura

[1] N.Wirth, Algorytmy + Struktury Danych = Programy.
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Notatki z AiSD. Nr 13. 16 marca 2005

DRZEWA ZBALANSOWANE:
B-DRZEWA

ITUWr. II rok informatyki. Przygotowal: Krzysztof Lory$

21 Wstep

PRZYPOMNIENIE: Stownikiem nazywamy strukture danych umozliwiajaca pamietanie zbioru
pewnych elementéw oraz wykonywanie na nim operacji wstawiania, wyszukiwania i usu-
wania elementu.

Gdy chcemy uzywaé niewielkich stownikéw mozemy przechowywaé je w pamieci wewnetrz-
nej. Strukturami danych nadajacymi sie do tego celu sa przyktadowo zbalansowane drzewa
binarne (np. drzewa AVL, drzewa czerwono-czarne) i tablice hashujace.

Dla implementacji duzych stownikéw, nie mieszczacych sie w pamieci wewnetrznej idealnie
nadaja sie B-drzewa. Sa to zbalansowane drzewa przeszukiwan specjalnie zaprojektowane
tak, by operacje na nich byty efektywnie wykonywane wtedy gdy sa one przechowywane w
plikach dyskowych.

Cechy charakterystyczne B-drzew:

- Wszystkie liscie B-drzewa leza na tej samej gtebokosci.

Kazdy wezel zawiera wiele elementow zbioru (sa one uporzadkowane).

Nowe elementy zapamietywane sa w lisciach.

- Drzewo rosnie od lisci do korzenia: jesli jaki$ wezet jest pelny to tworzony jest jego
nowy brat, ktéry przejmuje od niego potowe elementéw a jeden z jego elementdw
(srodkowy) wedruje wraz ze wskaznikiem na nowego brata do ojca. Jesli w ten
spos6b podzielony zostanie korzen, to tworzony jest nowy korzeri, a stary bedzie
jednym z dwoéch jego synéw. Jest to jedyny moment, w ktérym moze wzrosnaé
wysokos¢ B-drzewa.

22 Formalny opis
Definicja. B-drzewo o minimalnym stopniu t posiada nastepujace wtasnosci:
1. Kazdy wezel x ma nastepujace pola:

a. n[x| - liczba kluczy aktualnie pamietanych w z,

b. 2t — 1 pol key;[x] na klucze ( pamietane sa one w porzadku niemalejacym:
keyi|x] < keya[x] - - - keypq[]),

c. leafz] - pole logiczne = TRUE iff = jest lisciem.
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2. Jesli  jest wezlem wewnetrznym to posiada ponadto 2t pol ¢;[z] - na wskazniki do
swoich dzieci.

3. Klucze pamietane w poddrzewie o korzeniu ¢;[x| sa nie mniejsze od kluczy pamie-
tanych w poddrzewie o korzeniu c¢;[z] (dla kazdego j < i) i nie wieksze od kluczy
pamietanych w poddrzewie o korzeniu c[z]| (dla kazdego i < k).

4. Wszystkie liscie maja te sama glebokosé¢ (oznaczamy ja h).

5. t > 2 jest ustalona liczba catkowita okreslajaca dolng i gérng granice na liczbe kluczy
pamietanych w wezlach:

a. Kazdy wezel rozny od korzenia musi pamietaé¢ co najmniej ¢t — 1 kluczy (a wiec
musi mie¢ co najmniej ¢t dzieci). Jesli drzewo jest niepuste, to korzen musi
pamietaé¢ co najmniej jeden klucz.

b. Kazdy wezel moze pamietaé¢ co najwyzej 2t — 1 kluczy ( a wiec moze mieé¢ co
najwyzej 2t dzieci ). Mowimy, ze wezel jest petny jesli zawiera doktadnie 2¢ — 1
kluczy.

23 Operacje na B-drzewach

Zaktadamy, ze B-drzewo pamietane jest na dysku. Jego wezly sprowadzane sa do pamieci
wewnetrznej operacja disc-read. Kazdorazowo w pamieci wewnetrznej znajduje sie tylko
niewielka liczba weztéw. Tylko te wezty moga byé modyfikowane przez program. Po kaz-
dorazowej modyfikacji wezet zapisywany jest operacja disc-write na dysk. Przyjmujemy,
ze operacja disc-read nie powoduje zadnej akcji gdy wydana jest do wezta znajdujacego
sie aktualnie w pamieci.

23.1 PRZESZUKIWANIE

Wykonuje sie¢ w podobny sposob jak w binarnych drzewach przeszukiwan. Jedyna réznica
polega na tym, Ze przechodzac wierzcholki drzewa dokonujemy wyboru miedzy wieloma
synami.

W poniZszej procedurze k jest poszukiwanym kluczem a z jest adresem wezta, od ktorego
rozpoczynamy szukanie.

procedure B-Tree-Search(z,k)
1+ 1
while ¢ < nfz] and k > key;[z] doi«—i+1
if ¢ < n[z] and k = key;[z] then return (z,7)
if leaf|z] then return NiL
else disc-read(c;[z])
return B-Tree-Search(c;[z], k)

W przypadku gdy n[z] jest duze zamiast liniowego przeszukiwania kluczy w wierz-
chotku, mozZe optacié¢ sie zastosowanie przeszukiwania binarnego.
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23.2 TWORZENIE PUSTEGO B-DRZEWA

procedure B-Tree-Create(T)
x «— Allocate-N ode()
leaf|z] < TRUE
nlz] — 0
Disc — Write(zx)
root[T] — x

23.3 ROZDZIELANIE WEZLA W B-DRZEWIE

Znaczenie parametrow:

y - pelny wierzchotek, tj. zawierajacy 2¢t — 1 kluczy, ktéry nalezy rozdzieli¢;

x - ojciec y-ka, procedura B-Tree-Split-Child bedzie wywotywana dla z-a, ktéry jest nie-
pelny;

1 - okresla, ktorym synem z-a jest y.

procedure B-Tree-Split-Child(x, i, y)
z « Allocate-Node()
leaf[z] — leaf[y]
nlz] —t—1
for j «— 1to t—1 do key;[z] — key;i+[y]
if not leaf[y] then for j «— 1 to t do ¢;[z] — cji¢[y]
nly] — t— 1
for j < n[z] + 1 downto i + 1 do cj1[z] « cj[z]
Cit1lz] — 2
for j <« n[z] downto i do key;i1[z] — key;[z]
keyi[x] « keyt[y]
nlz] < nlz]+1
Disc-Write(y); Disc-Write(z); Disc-Write(z)

23.4 UMIESZCZANIE KLUCZA W B-DRZEWIE

Umieszczenie klucza & w drzewie dokonuje sie w procedurze B-Tree-Insert-Nonfull. Pro-
cedura B-Tree-Insert sprawdza jedynie czy T nie ma pelnego korzenia i jedli tak jest, to
tworzy nowy korzen, a stary rozdziela na dwa wezly, ktoére staja sie synami nowego korze-
nia.
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procedure B-T'ree-Insert(T,k)
r «— root[T]
ifn[rj=2t—1
then s — Allocate-Node()
root|T] «— s
leaf[s] < FALSE
nfs] — 0
ci[s] «r
B-Tree-Split-Child(s, 1, 1)
B-Tree-Insert-Nonfull(s, k)
else B-Tree-Insert-Nonfull(r, k)

Procedura B-Tree-Insert-Nonfull przechodzi $ciezke od korzenia do odpowiedniego lidcia,
rozdzielajac wszystkie petne wierzchotki, ktére ma przejsé. Chodzi o to, by w momencie
wywolania tej procedury wezet = byl niepeiny.

procedure B-Tree-Insert-Non full(x, k)
if leaf[z] then
while ¢ > 1 and k < key;[z]
do keyit1[x] — key;[z]
t—1i—1
keyiti[z] — k
nlz] — nlz] +1
Disc-Write(x)
else while ¢ > 1 and k < key;[z] do i —i—1
T—1+1
Disc-Read(c;[x])
if nfeiz]] =2t —1
then B-Tree-Split-Child(z, i, c;[z])
if k > key;[z] then ¢ — i+ 1
B-Tree-Insert-Non full(c;[z], k)

23.5 USUWANIE KLUCZA Z B-DRZEWA

procedure B-Tree-Delete(z, k)
(* zadanie domowe *)

24 Koszt operacji

Twierdzenie 1 Jesli n > 1, to dla kazdego B-drzewa o wysokosci h i stopniu minimalnym

t > 2 pamietajacego n kluczy: h < log, ”TH

PRzZYKEAD Jedli przyjmiemy ¢ = 100, to wowczas B-drzewo zawierajace do 2000000 ele-
mentéw ma wysokos¢ nie wieksza niz 3. Tak wiec wszystkie omawiane operacje na takim
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B-drzewie beda wymagaly dostepu do co najwyzej trzech weztow (a wiec trzeba bedzie
wykonaé¢ co najwyzej szes¢ operacji dyskowych).

Niech n bedzie liczba wezlow w B-drzewie a h = O(log, n) - wysokoscia drzewa.

procedura liczba operacji dyskowych | koszt pozostalych operacji
B-Tree-Search O(h) O(th)
B-Tree-Create 0(1) 0(1)
B-Tree-Split-Child O(1) O(t)
B-Tree-Insert O(h) O(th)
B-Tree-Delete O(h) O(th)

25 Rada praktyczna
Nalezy rozwaznie dobiera¢ warto$é t. Trzeba pamietaé, Ze wraz ze wzrostem ¢ rosnie liczba

operacji wykonywanych w pamieci wewnetrznej i moze zniweczyé korzysci wynikajace ze
zmniejszenia liczby operacji dyskowych.
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5 _hashowanie

Notatki z AiSD. Nr 27 16 marca 2005
HASHOWANIE
ITUWe. 1T rok informatyki. Opracowat: Krzysztof Lorys
26 Wstep

Hashowanie jest jedna z metod realizacji stownikéw. PoznaliSmy juz m.in. drzewa czerwono-
czarne, drzewa AVL, czy B-drzewa, struktury, ktére umozliwialty wykonywanie operacji
stownikowych w czasie proporcjonalnym z logarytmu z wielkosci stownika.

Gdy uniwersum jest male (powiedzmy n elementowe), mozemy wykorzystaé¢ n elemen-
towe tablice bitowe (i-ty element takiej tablicy jest rowny 1 wtedy i tylko wtedy gdy i-ty
element uniwersum naleZy do zbioru; zakladamy przy tym, Ze umiemy efektywnie nume-
rowaé elementy uniwersum). Przy takim sposobie pamietania stownika czas wykonania
operacji stownikowych jest staty.

27 Metoda funkcji hashujacych

Do pamietania elementéw podzbioru wykorzystywana jest tablica T[0..m — 1]. Zwykle
m jest proporcjonalne do maksymalnej licznodci stownika; wielko§¢ uniwersum nie ma tu
wiekszego znaczenia. Metoda wykorzystuje funkcje (tzw. funkcje haszujgcq) h : U —
{0, ...,m — 1}, okreslajaca miejsce pamietania elementow U w T.

27.1 Funkcje haszujace

Dobra funkcja haszujaca powinna spelnia¢ nastepujacy warunek:
1

(dfh) Vi0..m—1 », P(k)=—,

ke:h(k)=j m

gdzie P(k) = jest prawdopodobieristwem tego, ze k € U bedzie parametrem ktorejs z opera-
cji stownikowych. W praktyce warunek ten jest zwykle niesprawdzalny, gdyzZ nie znamy P.
Ponadto, jesli metoda ma by¢ efektywna, funkcja hashujaca powinna by¢ szybkoobliczalna.

Nie polecam wymyslania wtasnych funkeji hashujacych (przynajmniej na poczatku).
Lepiej skorzystaé¢ z do$wiadczenia innych.

Przyktady funkcji haszujacych.

e h(k) =k mod m
UwAGA. Nalezy wykazaé sie¢ ostroznoscia w wyborze m. Nie zaleca si¢ m postaci 2P,
gdyz wowczas h(k) jest rowne ostatnim p bitom klucza k, a te czesto maja nierow-

nomierny rozktad. Z tego samego powodu nie zaleca si¢ bra¢ jako m poteg liczby 10.
Zwykle dobrymi wartosciami m sg liczby pierwsze niezbyt bliskie potegom liczby 2.
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o h(k)=|m(kA — |kA]]|, gdzie A jest ustalona liczba z przedziatu (0, 1).

UWAGA. Teraz wartosé m nie ma takiego znaczenia jak poprzednio i zwykle bierze sie
m rowne potedze liczby 2 (ze wzgledu na latwosé mnozenia). Wybor A jest bardziej
zalezny od cech danych, jednak zwykle A réwne (v/5 — 1)/2 ~ 0.6180339887 jest
dobre.

27.2 Metody pamietania elementow

Poniewaz wielkoéé tablicy T jest z reguly znacznie mniejsza od wielkosci uniwersum, do$é
czesto zetkniemy sie z sytuacja, gdy chcemy w T' zapamietaé y, taki Ze h(y) = h(z) dla
pewnego x aktualnie pamietanego w T'. Sytuacje taka nazywamy kolizjg. Sposoby rozwia-
zywania kolizji zalezg istotnie od tego w jaki sposdb pamietamy elementy w tablicy.

Rozwazymy dwa sposoby pamiectania elementéw.

27.2.1 Listy elementow

i-ty element tablicy zawiera wskaznik na poczatek listy tych elementéw x stownika, dla
ktorych h(z) = 3.

Jesli zatoZymy, Ze koszt obliczenia wartosci funkcji haszujacej jest staly, to koszt INSERT
i DELETE tezZ jest staly, a koszt SEARCH(K) jest zalezny od dtugosci listy T'[k].

Fakt 20 Przy zatoZeniu (dfh) Sredni koszt operacji SEARCH wynosi ©(1 + -), gdzie n-
liczba elementow U pamietanych w T.

UWAGA. a = ;- nazywane jest wspdtczynnikiem wypetnienia tablicy haszujacej.

Whniosek 1 Gdy n = O(m), to Sredni koszt operacji SEARCH (a wiec takZe wszystkich
operacji stownikowych) jest ©(1).

27.2.2 Adresowanie otwarte

Teraz elementy stownika pamictamy bezposrednio w elementach tablicy T'. Likwidujemy
w ten spoodb istotny mankament poprzedniej metody: nie tracimy miejsca na pamietanie
wska'xnikow. Powstaje jednak nowe niekorzystne zjawisko - przepekienie sie tablicy T'.
Czesto nie potrafimy z goéry okresli¢ wielkosci stownika i dlatego rozpoczynamy z tablica
umiarkowanych rozmiarow. Gdy okazuje si¢ ona za mala (jest tak nie tylko wtedy gdy w
stowniku chcemy umiesci¢ (m + 1)-szy element, lecz juz wtedy gdy duzy stopienn wypelnie-
nia tablicy powoduje, Ze operacje stownikowe sa kosztowne), powiekszamy ja, zmieniamy
funkcje hashujaca (tak by przyjmowala wartosci z nowego zakresu) i na nowo obliczamy
miejsca umieszczenia wszystkich elementéw stownika.

Usuwanie kolizji
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Uzywamy funkcji haszujacej
h:Ux{0,1,....,m—1} —{0,1,...,m—1}.

Najpierw probujemy umiesci¢ element k na pozycji h(k,0). Jesli pozycja ta jest zajeta,
probujemy h(k, 1) jesli ta jest zajeta sprawdzamy pozycje h(k,2), itd...

Funkcja h powinna spelnia¢ nastepujacy warunek:
(per)  Vieu(h(k,0),...,h(k,m — 1)) jest permutacja zbioru {0,1,...,m — 1}.

To gwarantuje nam, Ze nie znajdziemy miejsca na umieszczenie danego elementu dopiero
wtedy, gdy tablica jest calkowicie zapelniona.

Przyktady:

o Metoda liniowa:

h(k,i) = (W (k) + i) mod m,
gdzie b : U — {0,..,m—1} jest pomocnicza funkcja haszujaca (np. takie jak opisano
powyzej).
o Metoda kwadratowa:
h(k,i) = (R (k) + c1i 4 ¢ % i?) mod m,

gdzie I’ - jak poprzednio.
UWAGA: c¢q,c0 # 0. State c¢1,co oraz m powinny byé tak dobrane by zachodzit
warunek (per).

o Podwdjne haszowanie:
h(k,i) = (h1(k) + ih2(k)) mod m,

gdzie hy, hy - pomocnicze funkcje haszujace.
UWwAGA: Dla kazdego k € U, ha(k) powinno by¢ wzglednie pierwsze z m.

W praktyce najlepsze rezultaty daje podwojne haszowanie. W metodzie liniowej (i w
mniejszym stopniu w metodzie kwadratowej) wystepuje negatywne zjawisko tworzenia sie
zlepkow (tj. zwartych obszaréw tablicy T, zajetych przez elementy U), ktore znacznie ob-
niza efektywnos¢ metody.

Podczas wykonywania operacji DELETE w miejscu usuwanego elementu w tablicy 7" nalezy
wpisa¢ znacznik $wiadczacy o tym, Ze to miejsce bylo juz kiedys zajete.

Analiza kosztow

Dla uproszczenia analizy stosujemy poznizsze (nieco wyidealizowane) zaloZenie:

ciag (h(k,0),...,h(k,m — 1)) jest z réwnym prawdopodobienstwem do-
wolna permutacja zbioru {0,...,m — 1}.

(dper)
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Twierdzenie 9 Przy zaloZeniu (dper) i o = - < 1 oczekiwana liczba prob w poszukiwaniu
zakoriczonym fiaskiem jest < ﬁ

PRZYKEAD. Zalézmy, Ze utworzyliSmy stownik i teraz wykonujemy wiele operacji SEARCH.
Jesli tablica jest zajeta w 50%, to $rednia liczba prob przy poszukiwaniu zakoriczonym nie-
powodzeniem jest nie wicksza od 2; gdy tablica zajeta jest w 90%, to liczba ta jest nie
wieksza od 10.

Whniosek 2 Przy powyZszych zatoZeniach umieszczenie elementu w tablicy haszujgcej wy-
maga Srednio < ﬁ prob.

Twierdzenie 10 Przy zatoZeniu (dper) i a = - < 1 oczekiwana liczba préb w poszukiwa-
niu zakonczonym sukcesem jest < éln ﬁ + é

PRzYKLAD. Gdy tablica wypekiona jest w 90%, poszukiwanie zakonczone sukcesem wy-
maga $rednio nie wiecej niz 3.67 prob.

UwAGA. W praktyce, pomimo niespelnienia zatozenia (dper), koszt operacji stownikowych
jest zblizony do kosztu wynikajacego z powyzszych twierdzen.

28 Hashowanie uniwersalne

Oczywiscie dla kazdej funkcji hashujacej istnieja dane, ktore powoduja, Ze czas wykonywa-
nia operacji stownikowych jest duzy (np. moze sie zdarzy¢, Ze dla wszystkich elementow
umieszczanych w stowniku wartos¢ funkcji hashujacej bedzie ta sama). Aby uniezaleznic¢
sie od takich danych wprowadzamy, podobnie jak w algorytmie Quicksort, randomizacje:
zamiast korzystaé¢ z ustalonej funkcji hashujacej, losujemy ja na poczatku dzialania pro-
gramu z pewnej rodziny funkcji.

Definicja 13 Niech H bedzie rodzing funkcji hashujacych z U w {0,...,m — 1}. Rodzine
H nazywamy uniwersalma, jesli Vi yeu. z£y-

|H]|

{heH: hiz)=hiy} ="

Twierdzenie 11 Niech H bedzie uniwersalng rodzing funkcji hashujgcych. Dla dowolnego
zbioru n < m kluczy, liczba kolizji w jakich bierze udzial ustalony (ale dowolny) klucz x
jest w Srednim przypadku mniejsza od 1.

28.1 Przyklad rodziny uniwersalnej

Niech m bedzie liczba pierwsza oraz |[U| < m"!. Dla kazdego 0 < a < m"*! definiujemy
funkcje hyg:

he(x) = Z a;x;,
1=0

gdzie (ag,a1,...,a;)1{xg,21,...,2,) sareprezentacjami odpowiednio liczb a i x w systemie
m-arnym.
Twierdzenie 12 Rodzina H = {h, : 0 < a < m" "1} jest rodzing uniwersalng.

UwAGA: Dowody wszystkich twierdzen mozna znale"x¢ w ksiazce Cormena.
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Notatkis z AiSD. Nr 27 16 marca 2005
KOPCE DWUMIANOWE

ITUWr. II rok informatyki. Przygotowal: Krzysztof Lorys

29 Definicja

Kopce dwumianowe sg struktura danych umozliwiajaca tatwe wykonywanie zwyktych ope-
racji kopcowych (insert, makeheap, findmin i deletemin) a ponadto operacji meld taczenia
kopcow.

Definicja 14 Drzewa dwumianowe zdefiniowane sq indukcyjnie: i-te drzewo dwumianowe
B; sktada sie z korzenia oraz i poddrzew: By, By, ..., Bi_1.

Definicja 15 Kopiec dwumianowy to zbidr drzew dwumianowych, ktére pamietajq ele-
menty z uporzgdkowanego uniwersum zgodnie z porzgdkiem kopcowym.

Definicja 16 YV, _yicrzchoka T20d(x)=liczba dzieci x-a.
VT_drzewa TZQ’d(T) :rzqd(korzeri(T)).

SZCZEGOL IMPLEMENTACYJNY: Aby umozliwi¢ szybka realizacje operacji na kopcu dwumiano-
wym, bedziemy zaktadaé, ze dzieci kazdego wierzchotka zorganizowane sa w cykliczng liste
dwukierunkowa, a ojciec pamieta wska"xnik do jednego z nich (np. do dziecka o najmniej-
szym rzedzie).

30 Operacje na kopcach dwumianowych

30.1 Laczenie drzew dwumianowych - operacja join

Dwa drzewa B; taczymy ze soba tak, Ze korzen jednego drzewa staje sie synem korzenia
drugiego drzewa. W ten sposob otrzymujemy drzewo B;y.

UWAGI:
(a) Nigdy nie bedziemy taczy¢ drzew o réznych rzedach.

(b) Zawsze podlaczamy to drzewo, ktorego korzenn pamieta mniejsza warto$é do tego,
ktorego korzen pamieta wicksza wartoscé.

RYSUNEK - bedzie p6"xniej
KoszT: O(1).

30.2 Operacja makeheap(i)
Bez komentarza. Koszt - O(1).
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30.3 Operacja findmin

7 kazdym kopcem dwumianowym wigzemy wska"xnik MIN wskazujacy na minimalny ele-
ment. Operacja findmin polega na odczytaniu tego elementu. Stad jej koszt wynosi O(1).
30.4 Operacja insert(i,h)

Wykonujemy meld(h, makeheap(i)).

Koszt tej operacji zalezny jest od kosztu meld. Podamy go dalej.

30.5 Operacja deletemin(h)

Sposéb jej wykonania zalezy od realizacji meld. Omoéwimy go dalej.

30.6 Operacja meld
Rozwazymy dwie metody realizacji operacji meld:

(a) wersja "eager” - w tej wersji kopiec przybiera docelowy ksztalt przed wykonaniem
nastepnej po meld operacji;

(b) wersja "lazy’ - w tej wersji pozwalamy, by kopiec utracit strukture kopca dwumiano-
wego; zostanie ona mu przywrocona dopiero podczas wykonania operacji deletemin.

30.6.1 Eager meld(h,h’)

W tej wersji drzewa kopca dostepne sg poprzez tablice wska'"xnikow (bedziemy ja oznaczaé
ta sama nazwa co kopiec). Kazdy kopiec zawiera co najwyzej jedno drzewo kazdego rzedu.
i-ty wska'"xnik jest albo pusty albo wskazuje na drzewo i-tego rzedu.

Meld(h,h') tworzy nowy kopiec H; stare kopce ulegaja likwidacji.

Procedure Eagermeld(h,h")
if key(MIN},) < key(MINy) then MINy «— MINy, else MINyg «— MINy,
carry «— nil;
for i < 0 to mazheapsize do
k — # wskaznikéw # nil posréd {carry, h[i], h'[i]}
case k of
0: H[i] « nal
1: H[i] < jedyny niepusty wskaznik posréd {carry, h[i], h'[i]}
2: H[i] « nil;carry « join(B, B?)
gdzie B! i B? sa drzewami wskazywanymi przez
dwa niepuste wskazniki sposréd {carry, hli], h'[i]})
3: H[i] < hli]; carry < join(h'[i], carry)

Koszt: O(logn). Korzystamy tu z prostego faktu:

Fakt 21 Kopiec zawierajgcy n elementow sktada sie z co najwyiej logn roZnych drzew
dwumsianowych.
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Operacja deletemin(h).

Wska'"xnik M TN wskazuje na drzewo dwumianowe B, ktorego korzen zawiera najmniejszy
element. W stalym czasie usuwamy B z h. Nastepnie usuwamy korzen z drzewa B otrzy-
mujac rodzine drzew By, B, ... ’Brzayd( B)-1- 7 drzew tych tworzymy kopiec dwumianowy

h' i wykonujemy meld(h,h').
Koszt: O(logn).

Operacja Insert(i,h)

Pojedyncza operacja insert moze kosztowaé¢ Q(logn), np. gdy h zawiera drzewa kazdego
rzedu. Mozna jednak pokazaé, Ze czas zamortyzowany mozna ograniczy¢ do O(1) (éwicze-
nie).

30.6.2 Lazy meld

Chcemy, by wszystkie operacje oprocz deletemin kosztowaly nas O(1) czasu zamortyzowa-
nego.

Zmieniamy reprezentacje kopca: zamiast tablicy wska'"xnikéw, drzewa dwumianowe da-
nego kopca taczymy w cykliczng liste dwukierunkowa.

Procedura lazymeld(h, h') polega na potaczeniu list i aktualizacji wska"xnika MIN. Mozna
tego dokona¢ w czasie O(1). Teraz jednak kopiec moze zawiera¢ wiele drzew tego samego
rzedu. Dopiero operacja deletemin redukuje liczbe drzew.

Operacja deletemin(h)

Usuwamy korzen z drzewa wskazywanego przez MIN, dotaczamy poddrzewa wierzchotka x
do listy drzew kopca, uaktualniamy wska"xnik MIN, a nastepnie redukujemy liczbe drzew
w kopcu. W tym celu wystarczy raz przegladnaé¢ liste drzew kopca (mozemy roboczo
wykorzystaé tablice wska'"xnikow na wzor tablicy z wersji eager operacji meld).

Pojedyncza operacja deletemin moze by¢ bardzo kosztowna (nawet O(n) - np. wtedy,
gdy kopiec sklada sie z n drzew jednoelementowych). Pokazemy jednak, Ze czas zamorty-
zowany mozna ograniczy¢ przez O(logn).

Utrzymujemy nastepujacy niezmiennik kredytowy:

Kazde drzewo kopca ma 1 jednostke kredytu na swoim koncie.

Operacjom przydzielamy nastepujace kredyty:

makeheap - 2
mnsert - 2
meld -1
findmin -1
deletemin - 2logn

Kredyty te wystarczaja na wykonanie instrukeji niskiego poziomu, zwiazanych z realizacja
operacji oraz na utrzymanie niezmiennika kredytowego:
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- Operacje meld i findmin nie zmieniajg liczby drzew w kopcach i wykonuja sie w
stalym czasie.

- Operacje insert i makeheap takze wykonuja sie w stalym czasie, ale tworza nowe
drzewo. Jedna jednostka kredytu przydzielonego tym operacjom zostaje odloZona na
koncie tego drzewa.

- Operacja deletemin moze doda¢ co najwyzej logn drzew do kopca. Z kredytu ope-
racji deletemin przekazujemy po jednej jednostce na konta tych drzew. Obliczenie
nowej wartosci wska"xnika MIN mozna wykona¢ w czasie O(logn). Podczas reduk-
¢ji liczby drzew musimy przegladnaé liste wszystkich drzew kopca i dokonaé pewnej
liczby operacji join. Koszt operacji join mozemy pominaé, poniewaz kazda taka ope-
racja moze by¢ optacona jednostka kredytu znajdujaca sie na koncie przylaczanego
drzewa. Jednostka ta mozemy optacié¢ takze koszt odwiedzenia tego drzewa na liscie.
Odwiedzenie pozostatych drzew musimy optaci¢ kredytem przydzielonym operacji
deletemin. Mozemy to zrobi¢, poniewaz takich drzew (tj. tych, ktore w czasie dele-
temin nie beda podlaczone do innego drzewa) jest nie wiecej niz roznych rzedow, a
wiec O(logn).
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Notatki z AiSD. Nr 17 16 marca 2005
KOPCE FIBONACCIEGO

ITUWr. II rok informatyki. Przygotowal: Krzysztof Lorys

31 Wstep

Operacja kopcowa, ktorej do tej pory nie rozwazaliSmy, a ktéra jest wazna w wielu za-
stosowaniach jest operacja decrement(h,p,A), polegajaca na zmniejszeniu o A klucza w
elemencie wskazywanym przez p. Wykonywana na kopcach dwumianowych moze wymagaé
czasu logn (np. zmniejszenie wartosci klucza znajdujacego sie w lisciu moze spowodowaé
koniecznosé przesuniecia go az do korzenia). Taki czas jest nieakceptowalny, gdy liczba
operacji decrement jest duza.

Pokazemy jak w prosty sposob zmodyfikowaé kopce dwumianowe, by operacja deletemin
wykonywata sie w stalym czasie zamortyzowanym. Otrzymana struktura danych nosi
nazwe kopcow Fibonacciego.

32 Przyklad zastosowania - algorytm Dijkstry

Algorytm Dijkstry oblicza najkrotsze odlegtosci wszystkich wierzchotkow grafu G = (V. E)
od ustalonego wierzchotka s ("zrddta). Algorytm jest zachtanny. Buduje zbior X, wierz-
chotkoéw, ktorych najkrotsza odlegtosé od s jest juz ustalona: rozpoczyna od jednoelemen-
towego zbioru {s} i na kazdym kroku doktada wierzcholek spoza X lezacy najblizej s.
Do wyznaczenia takiego wierzchotka stuza wartosci D(u), ktore w kazdej fazie algorytmu
rowne sa dugosci najkrotszej $ciezki od u do s prowadzacej jedynie przez wierzchotki z X.
Do pamietania tych wartosci mozemy uzywaé kopca, poniewaZ na kazdym kroku szukamy
wierzchotka o minimalnej wartosci D. Zwykle kopce nie sg tu jednak odpowiednie, ponie-
waz dolaczenie nowego wierzchotka v do X moze powodowaé konieczno$é¢ uaktualnienia
(zmniejszenia) wartosci pozostajacych w kopcu dla wszystkich wierzchotkoéw incydentnych
z u. W rezultacie na elementach kopca wykonujemy |F| operacji decrement i |V| operacji
deletemin. Zaimplementowanie algorytmu Dijkstry przy zastosowaniu kopcéw Fibonac-
ciego da w efekcie jego ztozonos¢ O(m + nlogn).

procedure Dijkstra
X — {s}
D(s) — 0
for each uw e V' \ {s} do D(u) — I(s,u)
while X # V do
Niech v € V'\ X o minimalnej wartosci D(u)
X — X U{u}
for each (u,v) € E takiej, ze v € V'\ X do
D(v) « min(D(v), D(u) + l(u,v))
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33 Struktura kopcow Fibonacciego

Podobnie jak kopce dwumianowe, kopce Fibonacciego sa zbiorami drzew, ktérych wierz-
chotki pamietaja elementy zgodnie z porzadkiem kopcowym. Teraz jednak drzewa nie
musza by¢ drzewami dwumianowymi.

Przyjmujemy taki sam spos6b pamietania drzew i elementu minimalnego, jak w przypadku
kopcoéw dwumianowych (wersja lazy). Ponadto w kazdym wewnetrznym wierzchotku kopca
pamietamy wartosé logiczna, méwiaca czy wierzcholek ten utracit jednego ze swoich synéw
w wyniku operacji cut - patrz nizej.

34 Operacje

Operacje makeheap, insert, findmin i meld wykonujemy w taki sam sposéb jak na kopcach
dwumianowych.

34.1 Operacja cut(h,p)

Operacja ta zastosowana do wierzchotka wewnetrznego wskazywanego przez p, odcina go
od swojego ojca p’ 1 dotacza (operacja meld poddrzewo zakorzenione w p do listy drzew
kopca. Jedli p jest pierwszym synem jakiego utracit p’, to fakt ten jest zapamictywany w
p'. Jesli p’ wezesniej utracit juz jakiegos syna, to wykonujemy operacje cut(h,p’). W ten
spos6b bedziemy wedrowaé w gore drzewa odcinajac odpowiednie poddrzewa tak ditugo,
az napotkamy korzen lub wierzcholek, ktory dotad nie utracit Zadnego syna.

34.2 Operacja decrement(h,p, A)

Zmniejszamy warto$¢ klucza w wierzchotku wskazywanym przez p. Jesli nowa wartosé
klucza zaktoca porzadek kopcowy (tzn. jest mniejsza od klucza ojca wierzchotka p), wy-
konujemy cut(h, p).

34.2.1 Zamortyzowany koszt

Teraz kazdy wierzcholek ma swoje konto. Bedzie ono niepuste tylko u wierzchotkéw, ktore
utracily jednego syna.

Operacji decrement(h,p, A) przydzielamy 4 jednostki kredytu. Jedna jednostka optacamy
koszt instrukcji niskiego poziomu i operacje meld przytaczenia drzewa o korzeniu w p do
kopca. Druga umieszczamy na koncie tego drzewa (obowiazuje nas w dalszym ciagu nie-
zmiennik kredytowy, moéwiacy, iz na koncie kazdego drzewa kopca znajduje sie jedna jed-
nostka). Dwie pozostale jednostki wykorzystujemy tylko wtedy, gdy wykonujemy cut(h, p)
i p jest pierwszym synem odcietym od swojego ojca. Umieszczamy je wowczas na koncie
ojca p. Jednostki te sa wykorzystywane do optacenia operacji cut wykonanej wskutek tego,
Ze ojciec p straci drugiego syna.
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34.3 Operacja deletemin(h)

Deletemin wykonujemy w spos6éb analogiczny jak w przypadku kopcow dwumianowych.
W szczegblnosei podezas redukeji taczymy drzewa o jednakowym rzedzie (zdefiniowanym
jako liczba synéw korzenia), otrzymujac drzewo o stopniu o jeden wyzszym. Jedyna ro-
znica wynika z tego, zZe teraz drzewa nie sa dwumianowe i nie mozna oczekiwaé, Ze taczone
drzewa beda identyczne.

Aby wykazaé, ze O(logn) nadal ogranicza czas wykonywania tej operacji musimy dowiesc¢,
Ze stopien wierzchotkéw drzew wystepujacych w kopcach Fibonacciego jest ograniczony
przez O(logn). Oczywiscie bedzie to takZe ograniczeniem na liczbe réznych rzedow drzew.

Lemat 1 Dla kaZdego wierzchotka x kopca Fibonacciego o rzedzie k, drzewo zakorzenione
w x ma rozmiar wyktadniczy wzgledem k.

DowOD: Niech = bedzie dowolnym wierzchotkiem kopca i niech y1,...,yr beda jego
synami uporzadkowanymi w kolejnosci przytaczania ich do x. W momencie przytaczania
y; do x-a, x mial co najmniej ¢ — 1 synéw. Stad y; tez mial woéwczas co najmniej ¢ — 1
synoéw, poniewaz przytaczane sa tylko drzewa o jednakowym rzedzie. Od tego momentu
y; mogl stracié co najwyzej jednego syna, poniewaZ w przeciwnym razie zostalby odciety
od z-a. Tak wiec w kazdym momencie i-ty syn kazdego wierzchotka ma rzad co najmniej
i—2.

Oznaczmy przez F; najmniejsze drzewo o rzedzie ¢, spelniajace powyzsza, zaleznosé. Latwo
sprawdzié, ze Fy jest drzewem jednowierzchotkowym, a F; sktada sie z korzenia oraz i
poddrzew: Fy, Fy, Fy, Fs, ..., F;_o. Tak wiec liczba |F;| wierzchotkow takiego drzewa jest
nie mniejsza niz 1 + 22;20 |F;|, co, jak tatwo pokaza¢ indukcyjnie, jest rowne i-tej liczbie
Fibonacciego. Stad liczba wierzcholkéw w drzewie o rzedzie k jest nie mniejsza niz ¢*,
gdzie ¢ = (14 /5)/2. O

Whiosek 2 KaZdy wierzchotek w n-elementowym kopcu Fibonacciego ma stopien ograni-
czony przez O(logn).

34.3.1 Operacja delete(h,p)

Operacje delete(h, p) mozna wykona¢ najpierw ustanawiajac w p minimum kopca (poprzez
operacje decrement(h,p, —o0)) a nastepnie usuwajac minimum. Zamortyzowany koszt wy-
nosi O(logn).

UwAGA: W ten sam spos6b mozemy wykonywaé delete na kopcach dwumianowych. Oczy-
wiscie wowczas decrement musi polegaé na przesunieciu zmniejszonego elementu do korze-
nia drzewa.
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Notatki z AiSD. Nr 2. 16 marca 2005
DRZEWA SAMOORGANIZUJACE SIE

ITUWe. 1T rok informatyki. Opracowat: Krzysztof Lorys

35 Wprowadzenie

Drzewa samoorganizujace sie sa kolejnym przyktadem struktury danych opartej na binar-
nych drzewach przeszukiwan. Przymiotnik “samoorganizujace” oznacza, Ze drzewa te w
trakcie wykonywania na nich operacji zmieniaja swoja strukture automatycznie, stosujac
pewna prosta heurystyke. W przeciwienstwie do drzew zbalansowanych (AVL, czerwono-
czarnych) heurystyka ta nie korzysta z zadnych dodatkowych informacji pamietanych w
wierzchotkach. Druga istotna roéznica polega na tym, Ze teraz pojedyncze operacje stowni-
kowe moga by¢ kosztowne. Jak jednak pokazZemy, zamortyzowany koszt ciagu operacji jest
niski.

36 Operacje na drzewach samoorganizujacych sie

Oprocz operacji stownikowych (find(i,S), insert(i,S), delete(, S), odpowiednio odszuki-
wania, wstawiania i usuwania klucza i w (do, z) drzewie S) rozwazymy realizacje nastepu-
jacych operacji:

e join(S1,S2) - potacz drzewa Sy 1 Sy w jedno drzewo (przy zaloZeniu, zZe
kazdy klucz w drzewie S7 jest nie wiekszy od kazdego klucza z drzewa Ss),

o split(i,S) - rozdziel S na dwa drzewa Sp i S9 takie, ze kazdy klucz w S
jest nie wiekszy od i, a kazdy klucz w Sy jest nie mniejszy od 1.

37 Implementacja operacji

Podstawowsg idea drzew samoorganizujacych si¢ polega na tym, by wierzchotki drzewa
zawierajace klucz i (parametr operacji insert, delete, find, split) przesuwaé seria rotacji do
korzenia. Umiejetnie wykonywane rotacje beda powodowaé “sptaszczenie” drzewa.

Wygodnie jest nam wprowadzié¢ operacje splay, w terminach ktérej wyrazimy wszystkie
interesujace nas operacje.

Definicja 17 splay(j, S) - przeorganizuj S tak, by jego korzeniem stal sie wierzchotek
zawierajocy k takie, Ze w S nie ma elementu leZgcego miedzy k 1 j.

Tak wiec jesli j znajduje sie w S to operacja splay(j,S) przesunie j do korzenia. W
przeciwnym razie w korzeniu znajdzie siec k = min{z € S|z > j} lub k = max{z € S|z <

J}t-
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38 Implementacja Splay(x)

Splay tatwo jest zaimplementowaé przy pomocy rotacji. Jedna z mozliwosci jest stosowa-
nie rotacji do elementu x tak dlugo, az znajdzie sie on w korzeniu. Jak jednak pokazuje
ponizszy przyktad, taka implementacja powoduje, Ze niektore ciagi operacji stownikowych
bytyby wykonywane w czasie kwadratowym od dlugoéci ciagu.

PrRzYKrAD 1

. Ao 8
| ?
y ya o y ya
@ 0
Pax  ® laym)
®)
@
(A) (B) © (D) (E)

Drzewo (A) moze powstaé na skutek wykonania ciagu instrukcji: insert(1), insert(2), ...,
insert(n). Kolejne operacje: splay(1), splay(2),... splay(n — 1) wykonuja odpowiednio:
n—1,n—1,n—2n-3,...,1 rotacji. Po wykonaniu Splay(n) otrzymujemy z powrotem
drzewo (A). O

Wobec tego musimy zaproponowaé inny sposéb implementacji. Rozwazamy 3 przypadki:

(a) = ma ojca, ale nie ma dziadka — rotate(z),

(b) x ma ojca p(x) i ma dziadka; = i p(z) sa obydwaj lewymi bad"x obydwaj prawymi
synami swoich ojecow — rotate(y); rotate(x),

(c) = ma ojca p(x) i ma dziadka; x jest lewym a p(x) prawym synem, bad"x na odwrot
— rotate(x); rotate(x).

PRZYKLAD 2

39 Analiza

Stosujemy analize zamortyzowana. Kazdy wierzchotek drzewa przechowuje pewien depo-
zyt. Operacja wykonywana na drzewie moze zwiekszaé¢ depozyty, bad"x tez moze by¢
optacana przez kwoty z depozytow.

OZNACZENIA
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S(z) - poddrzewo o korzeniu w z,

|S| - liczba wierzchotkéow w drzewie S,

p(S) = [log(|S])],

Bedziemy utrzymywaé nastepujacy niezmiennik:
Wierzchotek x ma zawsze co najmniej u(x) jednostek na swoim koncie.

Insert daje wierzchotkowi pewien poczatkoy depozyt.

Lemat 2 KaZda operacja Splay(x,S) wymaga nie wiecej niz 3(pu(S) — p(x)) + 1 jednostek
do wykonania operacji v zachowania niezmiennika kredytowego.

DowoD: Niech y bedzie ojcem z-a, a z - ojcem y-ka (o ile on istnieje). Niech ponadto u
oraz i/ oznaczaja odpowiednio depozyty przed i po wykonaniu operacji splay.
(a) z nie istnieje. W tym przypadku wykonujemy pojedyncza rotacje rotate(x):
rysunek
Jak tatwo widaé: p/(x) = p(y), p'(x) > p(z) oraz p'(y) < p'(x).
Aby utrzymaé¢ niezmiennik musimy zaptacic:

p () + 1 (y) — ) — ply) = W' (y) — plx) < p'(z) — plz) <3 (z) — p(x)).

Majac do dyspozycji 3(p/(z) — u(x)) + 1 jednostek jesteSmy w stanie utrzymac nie-
zmiennik i pozostanie nam jeszcze jedna jednostka na optacenie operacji niskiego po-
ziomu zwiazanych z wykonaniem splay (manipulacje wska"xnikami, poréwnania,...).

(b) Mamy
rysunek

Pokazemy, 7Ze rotate(y); rotate(x) oraz utrzymanie niezmiennika kosztuja nie wiecej
niz 3(p'(z) — p(z).

Aby utrzymaé¢ niezmiennik potrzebujemy:
(%) = /(@) + 1/ (y) + 1/ (2) = lx) — ply) — p(z)
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jednostek. Poniewaz
rysunek
mamy p'(z) = p(z). Stad
() = p'(y) + 1 (2) = (@) — py) = W' (y) — w(@)] + (1 (2) — p(y)] <

< () = p(@)] + [1W(2) — p(y)] <20 (2) = p(2)].

Majac 3|/ (x) — pu(z)] jednostek do dyspozycji, na optacenie operacji niskiego poziomu
wykonywanych przy tych dwoch rotacjach pozostaje nam p'(x) — p(x) jednostek.
Moze sie jednak okazaé, ze p/(z) = p(z). Pokazemy, Ze wowczas (*) jest ujemna i
dlatego w tym przypadku niezmiennik mamy utrzymany bez ponoszenia kosztow a
nawet mozemy uszczuplié¢

(c) Podobnie jak (b).

W trakcie operacji Splay(z,S) = zajmuje coraz wyzsze pozycje. Niech Si,Ss,..., Sk
beda drzewami zakorzenionymi w z w momencie gdy z zajmuje te pozycje. Wowczas
catkowity koszt Splay(z,S) wynosi

3(u(S1) — pl@)) + 3(u(S2) — pu(S1)) + -+ 4 3(u(Sk) — p(Sk-1) +1 =

3(u(Sk) — p(x)) +1 = 3(u(S) — p(x)) +1
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UNION-FIND

Notatki z AiSD. Nr 18 16 marca 2005

ITUWe. 1T rok informatyki. Opracowat: Krzysztof Lorys

40 Definicja problemu
Dany jest skoriczony zbiér U oraz ciag ¢ instrukcji UNION i FIND:

e UNION(A, B,C); gdzie A, B - roztaczne podzbiory U,
wynikiem instrukeji jest utworzenie zbioru C takiego, ze C' +— A U B, oraz usuniecie
zbiorow A i B;

e FIND(7); gdzie i € U;
wynikiem instrukcji jest nazwa podzbioru, do ktérego aktualnie nalezy .

Problem polega na zaprojektowaniu struktury danych umozliwiajacej szybkie wykony-
wanie ciagdéw o. Poczatkowo kazdy element U tworzy jednoelementowy podzbiér.
40.1 Uwagi i zalozZenia

e Zbior U jest maly ( |U |< pojemnosé pamieci wewnetrznej). Zwykle przyjmuje sie,
ze U={1,...,n}.

e Bardzo czesto o zawiera cn instrukcji (c-stata).
e Rozwaza sie dwa sposoby wykonywania ciaggéw o:

— on-line - wynik kaZdej instrukcji musi zostaé obliczony przed wczytaniem kolej-
nej instrukeji;

— off-line - ciag o moze by¢ wezytany catkowicie zanim zostanie obliczony wynik
ktorejkolwiek instrukeji.

Nas interesowaé bedzie sposéb on-line.

e Czesto nazwy podzbioréw sa nieistotne, a instrukcja FIND shuzy jedynie do stwier-
dzenia czy dane elementy nalezZa do tego samego podzbioru.
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41 Przyklad zastosowania

41.1 Konstrukcja minimalnego drzewa rozpinajacego grafu

T—0
VS —0
for each v € V do wstaw zbiér {v} do V.S
while [VS| > 1 do
wybierz (u,w) z E o najmniejszym koszcie
usun (u,w) z E
A« FIND(u); B+« FIND(w)
if A# B then UNION(A, B, X)
wstaw (u, w) do T

42 Rozwiagzania

42.1 Proste rozwigzanie
Do reprezentowania rodziny zbiorow uzywamy tablicy R[1..n| takiej, ze
V; R[i] jest nazwa zbioru zawierajacego i.

Koszt: FIND - ©(1); UNION -O(n?).

42.2 Modyfikacja prostego rozwigzania
42.2.1 Idea

Oparta na dwoch trickach:
e Wprowadzamy nazwy wewnetrzne zbioréw (niewidoczne dla uzytkownika).

e Podczas wykonywania UNION(A, B, C') zbior mniejszy przytaczany jest do wiekszego.

42.2.2 Realizacja
Uzywamy tablic: R, ExtName, IntName, List, Next i Size takich, Ze:

R[i] = nazwa wewnetrzna zbioru zawierajacego 4,

ExtNamelj] = nazwa zewnetrzna zbioru o nazwie wewnetrznej j,
IntNamel[k] = nazwa wewnetrzna zbioru o nazwie zewnetrznej j,

List[j] — wska'"xnik na pierwszy element w lidcie elementéw zbioru o

nazwie wewnetrznej j,
Next[i] = nastepny po ¢ element w liScie elementéw zbioru R[i],
Size[j] liczba elementéw w zbiorze o nazwie wewnetrznej j.
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procedure Find(i)
return (ExtName(R[i]))

procedure UNION(I, J, K)
A — IntNamell
B — IntName[J]
Niech Size[A] < Size[B]; w p.p. zamien A i B rolami

el — List[A]

while el # 0 do Rlel] — B
last — el
el — Nextlel]

Neatllast] — List[B]
List[B] < List[A]

Size|B] « Size[A] + Size[B]
IntName|K] — B
ExtName|B] — K

Twierdzenie 13 UZywajgc powyzszego algorytmu mozna wykonaé dowolny cigg o o dtu-
gosci O(n) w czasie O(nlogn).

43 Struktury drzewiaste dla problemu Union-Find

43.1 Elementy skladowe struktury danych

e Las drzew.
Kazdy podzbidr reprezentowany jest przez drzewo z wyréznionym korzeniem. Wierz-
cholki wewnetrzne zawieraja wska"xnik na ojca (nie ma wska"xnikoéw na dzieci!).

e Tablica Element[l..n]:

Element[i] = wska"xnik na wierzcholek zawierajacy i.

e Tablica Root:
Root[I] = wska"xnik na korzen drzewa odpowiadajacego zbiorowi I

(nazwy zbioréw sa dla nas nieistotne; beda one liczbami z [1,..,n]).

43.2 Realizacja instrukcji

Union(A, B,C) polega na potaczeniu drzew odpowiadajacych zbiorom A i B w jedno
drzewo i umieszczeniu w jego korzeniu nazwy C.

Find(i) polega na przejsciu Sciezki od wierzchotka wskazywanego przez Element(i) do
korzenia drzewa i odczytaniu pamictanej tam nazwy drzewa. Przy wykonywaniu tych
instrukcji stosujemy nastepujaca strategie:
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1. instrukcje Union wykonujemy w sposob zbalansowany - korzeri mniejszego (w sensie
liczby wierzchotkéow) drzewa podwieszamy do korzenia drzewa wiekszego (a doklad-
niej drzewa nie wiekszego do korzenia drzewa nie mniejszego),

2. podczas instrukcji Find(i) wykonujemy kompresje Sciezki prowadzacej od i do ko-
rzenia - wszystkie wierzchotki lezace na tej $ciezce podwieszamy bezposrednio pod
korzen.

43.3 Implementacja

Kazdy wierzchotek v zawiera pola:
e Father[v] - wska"xnik na ojca (réwny NIL, gdy v jest korzeniem),
e Size[v] - liczba wierzcholtkéw w drzewie o korzeniu v,
e Namelv] - nazwa drzewa o korzeniu v

Zawartos¢ pol Size[v] i Name[v] ma znaczenie tylko wowczas, gdy v jest korzeniem.

procedure InitForest
for i — 1 to n do v « Allocate — Node()
Size[v] « 1
Namelv] 1
Father|[v] «+ NIL
Elementli] « v
Root[i] — v

procedure Union(i, j, k)
Niech Size[Root[i]] < Size[Root[j]]; w p.p. zamien i oraz j rolami
large — Root|j]
small — Root][i]
Father[small] < large
Sizellarge] «— Size[large] + Size[small]
Namellarge] — k
Root[k] < large
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procedure Find(i)
list «— NIL
v« Element]i
while Father[v] # NIL do wstaw v na list
v — Father[v]
for each w na list do Father[w] «— v
return Name[v]

43.4 Analiza algorytmu

Lemat 3 Jesli instrukcje Union wykonujemy w sposdb zbalansowany, to kazde powstajgce
drzewo o wysokosci h ma co najmniej 2" wierzchotkdw.

Definicja 18 Niech & bedzie ciggiem instrukcji Union powstatym po usunieciu wszystkich
instrukcjr Find z ciggu 0. Rzedem wierzchotka v wzgledem o nazywamy jego wysokosé w
lesie powstatym po wykonaniu ciggu &.

Lemat 4 Jest co najwyzej 5 wierzchotkow rzedu .
Whiosek 3 KaZdy wierzcholek ma rzqd co najwyzej r.

Lemat 5 Jesli w trakcie wykonywania ciggu o wierzchotek w staje ste potomkiem wierz-
chotka v, to rzqd w jest mniejszy niz rzqd v.

Definicja 19
v, N df .
log*(n) = min{k | F(k) > n},
gdzie F(0) =1 i F(i) = 270~ dla i > 0.
Twierdzenie 14 Niech ¢ bedzie dowolng statg. Wowczas istnieje inna stata ¢ (zalezna od
¢) taka, Ze powyzZsze procedury wykonujg dowolny ciag o ztoZony z cn instrukcji Union i

Find w czasie dnlog* n.

Twierdzenie 15 Algorytm realizujgcy ciggi instrukcji Union i Find przy uZyciu powyz-
szych procedur ma ztoZonosé wiekszq niz cn dla dowolnej statej c.

UWAGA: na ¢wiczeniach pokazemy, Ze przy pomocy struktur drzewiastych mozZna w

czasie O(nlog* n) realizowaé ciagi o, ktore oprocz instrukeji Union i Find zawieraja takze
instrukcje Insert i Delete.
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Notatki z AiSD. Nr 19. 16 marca 2005
MNOZENIE MACIERZY

ITUWr. II rok informatyki. Przygotowal: Krzysztof Lory$

44 Metoda Strassena

PROBLEM:
e Dane sy dwie macierze A i B o rozmiarach n X n, elementéw z pierscienia R.

e Chcemy obliczy¢ C'= A - B.

IDEA.

Stosujemy strategie Dziel i Rzad"x:

Dzielimy macierze A, B i C na cztery podmacierze o rozmiarze § x 5 kazda (dla prostoty
zakladamy, Ze n jest potega liczby 2):

A11 A12 Bll B12 Cll Clg
A = B — C == 9
[ Agl A22 ‘| [ le B22 ‘| [ 021 022 ]

a nastepnie obliczamy niezaleznie podmacierze Cj;.

Podmacierze te mozemy obliczy¢ korzystajac z oczywistych wzorow: V—i 9. =12 Ci; =

A1 - Bij + Ajo - Baj. Czyli jedno mnoZenie macierzy = x n zast¢pujemy o$mioma mnoze-
niami macierzy 5 x 5. Tak otrzymany algorytm ma niestety zlozonos¢ Q(n?), czyli taka

sama jak tradycyjny algorytm.

Lot . . . . s 2 : n n
Kluczem do przyspieszenia algorytmu jest zredukowanie liczby mnozZen macierzy 4 X 5 z
oémiu do siedmiu.
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Algorytm Metoda Strassena

1. Jesli n jest mate oblicz iloczyn A - B metoda tradycyjna.
W przeciwnym przypadku:

2. Oblicz 7 pomocniczych macierzy m; o rozmiarze 5 x 4 .
mi1 = (A2 — Ag2) - (Ba1 + Ba2)
mo = (A11 + Ag2) - (Bi1 + Ba2)
mg = (A11 — A21) - (B11 + Bi2)

myg = (A11 + A12) - Baa
ms = A1y - (Biz — Baa)
me = Aag - (321 - B11)
my = (A21 + As2) - By

3. Oblicz sktadowe podmacierze C;; macierzy wynikowej C'.

Cii=mi1+mg—my+mg
Cia = my +ms
Ca1 = mg +my
Caz2 = ma — m3 +ms —my

Twierdzenie 6 PowyZszy algorytm oblicza iloczyn dwoch dowolnych macierzy n X n o
elementach z dowolnego pierscienia za pomocg O(n'°%27) operacji arytmetycznych na ele-
mentach tego pierscienia.

UWAGI:

e Stala skryta pod "duzym O” czyni algorytm Strassena niepraktycznym dla macierzy
matych rozmiaréw oraz dla macierzy specjalnych postaci, dla ktérych opracowano
szybkie algorytmy mnozenia (np. dla macierzy rzadkich).

e Nie mozna zmniejszy¢ liczby mnozen macierzy 2 x 2 do 6-iu.

e Obecnie najszybszy asymptotycznie algorytm mnozenia macierzy ([1|) dziala w czasie

O(n2'376).

e Nieznane jest obecnie ograniczenie dolne na ztozono$é problemu mnozZenia macierzy
lepsze niz trywialne ograniczenie Q(n?).

45 MnozZenie macierzy logicznych

45.1 Metoda wykorzystujaca metode Strassena

Metody Strassena nie mozna wykorzysta¢ bezposrednio do mnozenia macierzy logicznych,
poniewaz ({0,1};V, A) nie stanowi pierscienia. Istnieje jednak prosty sposob obejscia tego
problemu:

Traktujemy macierze logiczne A i B jako macierze nad 2,41 (01 1 traktujemy odpowiednio
jako 0112z Z,41). Mnozymy Ai Bw 2,41 (tj. zastepujac V przez sume modulo (n+1) a
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A przez iloczyn modulo (n + 1). Jesli tak otrzymany iloczyn oznaczymy przez C' a iloczyn
logiczny przez D to mamy:

Fakt 22 \v/lgi,jgn D[Z,]] =1 Zﬁ C[’L,]] 7& 0.
Koszr:
e O(n%*81) operacji arytmetycznych w Z, 1.

e O(n*®1og(n)loglog(n)logloglog(n)) operacji na bitach.
UZASADNIENIE: Dodawanie i odejmowanie liczb k-bitowych wymaga O(k) operacji
bitowych, za§ mnozenie metoda Schénchagego-Strassena - O(k log k log log k) operacji
bitowych. My wszystkie operacje wykonujemy na elementach z Z,,, a wiec na liczbach
log n bitowych.

45.2 Metoda czterech Rosjan

Metoda Czterech Rosjan daje algorytm o nieco gorszej ztozonosci od wyzej opisanej me-
tody. Jest ona jednak atrakcyjna ze wzgledu na mozliwos¢ wykorzystania operacji na wek-
torach bitow (realizowalnych hardware’owo), co wydatnie zwieksza jej praktyczna szybkosé.

IDEA:
Macierz A dzielimy na % podmacierzy A; o rozmiarze n X logn kazda, a macierz B
na —— podmacierzy B; o rozmiarze logn x n kazda (zakladamy dla prostoty opisu, Ze

logn

logn jest liczba caltkowita dzielaca n). Podmacierz A; (B;) sklada sie z kolejnych kolumn
(wierszy) macierzy A (macierzy B) o numerach od (logn)(i — 1) + 1 do (logn)i. Latwo
sprawdzi¢,ze Vi—1  n/logn Ai - Bi jest macierza n x n oraz ze

n/logn
A-B= Y A;-B.
i=1

Kluczowym trickiem jest metoda obliczania iloczynéw A; - B; w czasie O(n?).
SPOSTRZEZENIE:

1. Jesli j-ty wiersz macierzy A; sktada sie z samych zer, to j-ty wiersz macierzy C;
rowniez sktada sie z samych zer.

2. Jesli wiersze ji i jo macierzy A; ro6znig sie tylko na pozycji k-tej, przy czym wiersz ji
ma na tej pozycji zero, to wiersz jo macierzy C; jest rowny sumie logicznej wiersza
Jj1 macierzy C; oraz wiersza k macierzy B;.

Wiersze macierzy A; sa wektorami z {0,1}1°6™. Roznych takich wektorow jest n. Na
podstawie Spostrzezenia, wszystkie iloczyny postaci x - B;, gdzie x € {0,1}°6" mozna
obliczy¢ w czasie O(n?).
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45.2.1 Algorytm

OZNACZENIA:
e bl - s-ty wiersz macierzy B;,
e a; - j-ty wiersz macierzy A,

e jesliv € {0,1}", to v - odpowiadajacy mu wektor w {0,1}", a num(v) = 31" | v;2" "

Algorytm CzterechRosjan

procedure LogMatMult(A, B : array[l..n,1..n] of boolean)
for i —1to -+ do

Rowsum[0] « [0,0,...,0]
——
n razy
for j — 1 ton do
k « max{l | j > 2'}
Rowsuml|j] < Rowsum[j — 2*] + bl {sumowanie po wspétrzednych}
niech C; bedzie macierza, ktérej j-ty wiersz
jest réwny Rowsum[num(a;)] (j =1,...,n)

n
return C =) %" C;

KOMENTARZ: Wektory z {0,1}°8™ utozsamiamy z liczbami log n-bitowymi. Dzicki temu
latwo mozemy takimi wektorami indeksowaé tablice Rowsum. Dla ustalonego i, Rowsum|j]
bedzie pamietal iloczyn wektora odpowiadajacego liczbie j oraz macierzy B;. Jak ta-
two sprawdzi¢, wektory odpowiadajace j oraz j — 2¥ roznig sie tylko na jednej pozycji i
Rowsum[j] mozemy obliczy¢ przez dodanie k-ego wiersza macierzy B; Rowsum[j — 2F].

Fakt 23 PowyZszy algorytm oblicza C = A - B w czasie O(n®/logn). Ponadto mozna go
zaimplementowaé tak, by wymagat O(n?/logn) operacji na wektorach bitéw.

Literatura

[1] D.Coppersmith, S.Winograd, Matrix multiplication via arithmetic progressions, w:
Proceedings of 19th STOC, 1987, s. 1-6.
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SZYBKA TRANSFORMACJA FOURIERA (FFT)

Notatki z AiSD. Nr 22 16 marca 2005

ITUWe. 1T rok informatyki. Opracowat: Krzysztof Lorys

46 Reprezentacje wielomianéw
Dwie reprezentacje wielomianu A stopnia n — 1:

[Wsp] jako m-elementowy wektor wspotczynnikow (ag,aq,...,an—1).
[War] jako zbior wartosci w n réznych punktach {(z;,y;) : ¢ = 0,...,n —
Li Vo<igj<n—1 @i # @5 1y = Alzi)}.

47 Podstawowe operacje na wielomianach

e dodawanie - wykonalne w czasie O(n) przy obydwu reprezentacjach wielomianow,

e mnozenie - tatwe przy reprezentacji [War] (w czasie O(n)); trudne przy reprezentacji
[Wsp] (prosta implementacja wymaga czasu Q(n?).

e obliczanie wartosci w punkcie - tatwe przy reprezentacji [Wsp] (np. schemat Hornera
- w czasie O(n)); trudne przy reprezentacji [War]

48 Zmiana reprezentacji wielomianu stopnia n — 1

[Wsp] — [Warl

Reprezentacja [War] moze by¢ wybrana na wiele réznych sposobdéw. Korzystajac ze
schematu Hornera mozna ja obliczy¢ w czasie ©(n?).

[War] — [Wsp]
Twierdzenie 16 Dla kaZdego zbioru {(x;,y;) |1 =0,...,n—1 oraz Vo<izj<n—1 Ti 7

x;} istnieje jednoznacznie wyznaczony wielomian A stopnian—1 taki, Ze Vo<ij<pn—1 Yi =

Wspotezynniki tego wielomianu mozna obliczy¢ w czasie ©(n?) ze wzoru Lagrange’a:

Z [Ljr(x — ;)

j;ék(xk: —x5)

Jak pd"xniej pokaZemy przejscia [Wsp] — [War] i [War] — [Wsp] , moZna obliczy¢ w
czasie O(nlogn).
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49 Pomysl na szybkie mnoZenie wielomianéw w postaci [Wsp]
Niech A(x) i B(z) beda wielomianami stopnia < n — 1.

1. Utworzy¢ reprezentacje [Wsp] wielomianéw A i B jako wielomianéw stopnia 2n — 1
(przez dodanie n wspotczynnikow rownych 0).

2. Stosujac FFT obliczy¢ dla tych wielomianéw reprezentacje [War] o dtugosci 2n.
3. Obliczy¢ reprezentacje [War] wielomianu C(z) = A(x) - B(z).
4. Stosujac FFT obliczy¢ reprezentacje [Wsp] wielomianu C(z).

Kroki 1 i 3 mozna wykona¢ w czasie O(n), a kroki 2 i 4 w czasie O(nlogn).

50 Pierwiastki z jednosci w ciele liczb zespolonych
Definicja 20 n-tym pierwiastkiem z jednosci nazywamy liczbe w takq, Ze W™ = 1.

Fakt 24 W ciele liczb zespolonych istnieje doktadnie n n-tych pierwiastkéw z jednosci. Sq
nima liczby e2mk/n dla i =0,...,n—1.

Definicja 21 n-ty pierwiastek z jednosci, ktorego potegi generujq zbior wszystkich n-tych
pierwiastkow nazywamy n-tym pierwotnym pierwiastkiem z jednosci.

Fakt 25 Liczba w, = e*™/" jest n-tym pierwotnym pierwiastkiem z jednosci.

Fakt 26 Zbior {w) | j = 0,...,n — 1} 2z mnoZeniem tworzy grupe izomorficzng z grupq
(va +mod n)
Lemat 6 (a) vnEO,kZO,d>O wgﬁ = wa.
2
(b) vpa,'rzystego n >0 wTTlL/ = w2 = _1
(€) Yparsystcgon >0 W) [5=0,,n =1} ={wl o [1=0,....5 — 1}
n—1

(d) vnzl,k‘zotakzego,ée nf k ]:0 (wﬁ)] = 0

51 Dyskretna Transformacja Fouriera (DFT).

Definicja 22 Niech a = aq,...,an_1. Wektory =vo,...,yn_1 taki, Ze yp = ;-L;Ol ajwﬁj

(dla k =0,...,n— 1) nazywamy Dyskretng Transformacjq Fouriera wektora a.

Jesli a jest wektorem wspotczynnikow wielomianu A(x), to y jest wektorem wartosci

tego wielomianu w punktach w® wl ... wn=1
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52 FFT - szybki algorytm obliczania DFT

- Idea algorytmu.

Niech
All(2) = ag+agz+asz? .. +an 22?1 i AN(2) = a1 +asz4as52% .. .4 a, 121
Wowezas A(z) = Al0)(22) + AL (22).

Tak wiec problem obliczenia wartosci wielomianu A stopnia n — 1 w n punktach:

ng eru . ,wﬁfl, redukuje sie do problemu obliczenia warto$ci dwoch wielomianéw
Al i AW stopnia 5 — 1w % punktach: w0y, wl o, .., wlh0

procedure Recursive — FFT(a)
n « length(a)
if n =1 then return (a)

Wn  e2mi/n

w1

a[O] “— <a0,a2,...,an72)
alll —({a1,a3,...,an—1)

- y!% « Recursive — FFT(al%)
y — Recursive — FFT(all])
for k — 0ton/2—1do
0 1
Yk — y,[c] + w%%@] )
Yk+(n/2) yl[c - wyl[c]
W — Wwn
return y

- Zlozonosc¢ algorytmu: T'(n) = 2T(3) + O(n) = O(nlogn).

Definicja 23 Splotem wektorow a = (ag, ...,an-1) i b= (by,...,by—1) nazywamy wektor
c=(co,...,Con—1) taki, Ze Vo<i<on—1 ¢ = Zé‘:o a;b;_; i oznaczamy goc =a®b.

Tak wiec splot a ® b jest reprezentacja [Wsp] iloczynu wielomianéw o reprezentacjach
[Wsp] aib.

53 Interpolacja w n-tych pierwiastkach z jednosci

Jesliy = DFT(a), toy =V, -a, gdzie V,, jest macierza n x n, ktorej wyraz (j, k)-ty rowna
sie wi.

Fakt 27 Dia j,k =0,...,n — 1 wyraz (4, k)-ty macierzy V,"' réwna sie w;7*/n.

Powyzszy fakt pozwala na obliczenie a z danego y przez zastosowanie FFT (nalezy w,
zastapi¢ przez w;, )
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54 Efektywna implementacja FFT

procedure Iterative — FFT(a)
Bit — Reverse — Copy(a, A)
n «— length(a) { n jest potega 2-ki }
for s — 1 to logn do
m «— 2°
Wi, — eQTri/m
w1
for j — 0tom/2—1do
for k — j ton — 1 step m do
t — wAlk +m/2]
u — Alk]
Alk] —u+t
Alk4+m/2]l —u—t
W — Wwm
return A

procedure Bit — Reverse — Copy(a, A)
n « length(a)
for k — 0 ton—1 do Afrev(k)] — ax

rev(k) oznacza tutaj n-bitowa liczbe powstala przez zapisanie n-bitowego rozwiniecia
binarnego liczby k od prawej do lewej strony.

Definicja 24  (a) Splotem wektoréw a = (ag, ..., an-1) i b = (bo,...,by—1) nazywamy

wektor ¢ = (co,...,Ccon—1) taki, Ze Yo<i<on—1 ¢ = Ym0 ajbi—j i oznaczamy go
c=a®b.

(b) Negatywnym splotem zwinietym wektoréw a i b nazywamy wektor d = (dy, . .., dn-1),
taki Ze dz‘ = Z;’:O ajbi_j — ?:_zl-i-l ajbn+i_j.

Tak wiec splot a ® b jest reprezentacja [Wsp] iloczynu wielomianéw o reprezentacjach
[(Wsp]l aib i, jak pokazaliSmy, moze by¢ obliczony przy uzyciu transformacji Fouriera.

Fakt 28 Niech a, b i d jak w powyZszej definicji. Niech o bedzie pierwiastkiem z jednosci
stopnia 2n. Oznaczmy przeza, b i d wektory {ag,pay, ..., " tan_1), (bo,¥by,..., " 1b, 1)
i (do,bdy, ..., " Ydy_1). Wowczas DFT(d) = DFT(a)- DFT(b).

Aby uniknaé¢ klopotow zwigzanych z niedoktadna reprezentacja zespolonych pierwiast-
kéw z jednosci, mozna transformacje Fouriera wykonywaé nad jakims ciatem skoiiczonym
lub pierscieniem R,, liczb catkowitych modulo m posiadajacym n-ty pierwotny pierwiastek
7z jednosci.

Fakt 29 Niech n i w bedq potegami liczby 2 (réZnymi od 1) oraz niech m = w2 4+ 1.
Wowczas n i w sq¢ odwracalne w R, oraz w jestn-tym pierwotnym pierwiastkiem z jednosci.
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WYSZUKIWANIE WZORCOW

ITUWr. II rok informatyki.

55 Notacja

e Y - ustalony alfabet
e T[l..n] i P[l..m] - ciagi symboli z ¥
e T nazywamy tekstem a P - wzorcem

e Mowimy, ze P wystepuje z przesunieciem s w tekscie T jesli 0 < s < n — m oraz
T[s+1..s +m] = P[l.m].

o w x-wjest prefiksem x-a (tzn. Jyex+ wy = )
o w Iz -w jest sufiksem z-a (tzn. Jyex+ yw = x)
e Py - k-elementowy prefiks P[1..k] wzorca P[l..m)]
e T} - k-elementowy prefiks T'[1..k| tekstu T'[1..m]
Fakt 30 Niech z,y i z bedg takie, ze x 13 z 1y 3 z. Wdowczas
- |z|<lyl= 23y,
- lz|zlyl=y D,

- |$|:|y|:>$:y,

56 Definicja problemu

Dane: wzorzec P[l..m] oraz tekst T'[1..n]
Zadanie: znalezé wszystkie wystapienia P w T (tj. znalezé wszystkie s z przedziatu
(0,n — m) takie, ze P 3 Tsipm)-

57 Algorytmy

57.1 Algorytm naiwny

procedure Naive — string — matcher(T, P)
n «— length(T)
m « length(P)
for s < 0 to n —m do
if P[1.m] =T[s+ 1..s + m] then write("wzorzec wystepuje z przesunigciem”; s)

Koszt: ©((n —m + 1)m) w najgorszym przypadku.
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57.2 Algorytm Karpa-Rabina

IDEA:

Stowa nad d-literowym alfabetem ¥ traktujemy jako liczby d-arne. Jesli p oznacza liczbe
odpowiadajcaca wzorcowi P, a t, - liczbe odpowiadajaca T[s+1..s+m+1] (s = 0,..n—m),
to wzorzec wystepuje z przesunieciem s iff p = t5. Gdy m jest duze, to p oraz t; sa duze i ich
poréwnywanie jest kosztowne. Dlatego wybieramy liczbe g (zwykle jest to liczba pierwsza)
taka, ze dgq miesci sie w stowie maszynowym i liczby p oraz t; obliczamy modulo q. Woéwczas

(1) p # ts = P nie wystepuje w T' z przesunieciem s,
(2) p =ts = P moze wystepowaé¢ w 1’ z przesunieciem s.

procedure Karp — Rabin — matcher(T, P,d, q)
n — length(T)
m «— length(P)
h—d™ 1 mod ¢
p«—0; to —0
for i — 1 to m do
p < (dp+ P[i]) mod ¢
to < (dto 4+ T'[i]) mod ¢
for s — 0 ton—mdo
if p =ts then
if P[1.m] =T[s+ 1..s + m| then write("wzorzec wystepuje z przesunieciem”, s)
if s <n —m then tsy1 — (d(ts — T[s+ 1]h) + T'[s + m + 1]) mod ¢

Koszr: O((n —m + 1)m) w najgorszym przypadku. Gdy wzorzec wystepuje w tekscie
niewiele razy oraz gdy t; przyjmuja wartosci {0, ..,¢— 1} z rownym prawdopodobieristwem,
to wybierajac g wieksze od m koszt powyzszej procedury mozna oszacowac przez O(m+n).
UWAGA: Algorytm ten latwo uogdlnia sie na problem szukania wzorcow dwuwymiarowych.

57.3 Wyszukiwanie wzorcéw automatami skonczonymi.

57.3.1 Konstrukcja automatu

IDEA:

Dla danego wzorca P skonstruujemy automat skoriczony Mp o stanach ze zbioru {0,..m}.
Automat, czytajac tekst T, bedzie znajdowaé sie w stanie d, jesli ostatnich d liter tekstu
moze rozpoczynaé¢ wzorzec i dla Zadnego e > d, e ostatnio wczytanych liter nie moze
rozpoczynaé¢ wzorca. W szczegblnosci dojscie do stanu m bedzie oznaczaé, Zze m ostatnio
wezytanych liter tekstu tworzy wzorzec.

Definicja 4 Dla automatu skoriczonego M = (Q, qo, A, 3, 0), okreslamy funkcje ¢ : ¥* —
Q:

() = q
Pp(wa) = d(p(w),a),

Innymi stowy ¢(w) ="stan, w ktérym znajdzie sie M po przeczytaniu w”.
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Definicja 5 Dla wzorca P definiujemy funkcje o : ¥* — {0,...,m}:
o(x) = max{k| P, 2z}
Czyli o(z) ="dlugos¢ najdtuzszego prefiksu P, ktory jest sufiksem z-a".
Fakt 31 (Wtasnosci funkcji o)
(a) o(x)=|P| 4ff Pz
(b)) 3y = ox)<o(y)
Definicja 6 (Automatu skorniczonego Mp dla wzorca P)
e 2bior standw: Q ={0,1,...,m},
e stan poczgtkowy: qo = 0,
e 2bior standw koricowych: A = {m},

o funkcja przejscia: VyeQaex 0(q,a) = o(Pya).

57.3.2 Program symulujacy automat Mp.

procedure Finite — automaton — matcher(T, 8, m)
n «— length(T)
q—0
for i — 1 to n do
q (g, T'ld])
if ¢ = m then write( "wzorzec wystepuje z przesunieciem” ,7 — m)

KoszT PROCEDURY: O(n) (koszt ten nie obejmuje kosztu obliczenia funkcji 6).

57.3.3 Analiza poprawno$ci

PoniZsze lematy i twierdzenie pokazuja, Ze jesli po wezytaniu i-tej litery tekstu Mp jest
w stanie ¢ (=¢(T};)), to q jest dlugoscia najdtuzszego sufiksu T;, ktory jest prefiksem P
(= o(T;)). Poniewaz o(T;) = m iff P 1 T, wiec stan akceptujacy bedzie osiagany
wtedy i tylko wtedy, gdy m ostatnio przeczytanych znakéw tworzy wzorzec.

e Lemat 2 Vyen+Voen o(za) < o(z) +1,
e Lemat 3 V,ycx+Voex ¢=o0(x) = o(za)=0(P,a)

e Twierdzenie 7 V—g1.. ., o(T;) = o(T;).

slgeeey
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57.3.4  Obliczanie funkcji §

e Spos6b naiwny.

procedure Compute — Transition — Function(P,X)
m « length(P)
for ¢ — 0 to m do
for each a € ¥ do

k— min(m+1,q+2)

repeat k «— k — 1 until P, 3 Pja

6(g,a) — k
return §

Koszt: O(m? |3|)

e Sposodb zdecydowanie mniej naiwny (bedzie przedmiotem ¢éwiczen).

Wykorzystuje funkcje prefiksowa, ktoéra zdefiniujemy opisujac algorytm Knutha-Morrisa-

Pratta. Czas jego dzialania wynosi O(m|%)).

58 Algorytm Knutha-Morrisa-Pratta.

58.1 Idea

Zasada podobna jak poprzednio: po przeczytaniu T; chcemy wiedzie¢ jak dlugi prefiks P
jest sufiksem T;. Zalozmy, ze dlugosé tego prefiksu wynosi k. Jesli T[i + 1] = Pk + 1],
to wiemy, Ze teraz ta dlugos¢ wymnosi k + 1. Gorzej jesli T[i + 1] # Plk + 1]. Funkcja
0 pozwalala nam te dlugo$é¢ okreslic w jednym kroku. Pociggalo to jednak za soba ko-
niecznosé wstepnego obliczenia wartosci d dla wszystkich par (k,a). To jest kosztowne!
Teraz unikamy tego, pozwalajac, by algorytm poswiecit wiecej czasu na okreslenie dtugosci
prefiksu w trakcie czytania tekstu. Algorytm korzysta przy tym z pomocniczej funkcji 7,
ktora oblicza wstepnie na podstawie wzorca w czasie O(m).

Definicja 7 Dla wzorca P definiujemy funkcje prefiksowg m : {1,..,m} — {0,..,m — 1}
m(q) = max{k|k<gqiP, 3P}

KOMENTARZ: W sytuacji gdy k ostatnich znakéw tekstu tworzy prefiks P, a kolejny
znak tekstu jest niezgodny z k+ 1-szym znakiem P, algorytm moze sprawdzaé czy znak ten
jest zgodny z krotszymi prefiksami P, bedacymi jednocze$nie sufiksami wezytanego tekstu.
Jako kandydatéw na te prefiksy algorytm probuje te prefiksy wzorca, ktore sa sufiksami
Pr. O tym, ktore sa to prefiksy mowi funkcja 7.

111



58.2 Algorytm

procedure KM P — Matcher(T, P)
n «— length(T); m < length(P)
7w «— Compute — Prefiz — Function(P)
g0
for i — 1 to n do
while ¢ > 0 and P[g + 1] # T[i] do q «— 7 (q)
if Plg+ 1] =T[i] then ¢ —q+1
if ¢ = m then write( "wzorzec wystepuje z przesunieciem”, i — m)
q < (q)

58.3 Obliczanie funkcji prefiksowej

procedure Compute — Prefiz — Function(P)
m « length(P)
w(l) —0; k<0
for ¢ +— 2 to m do
while k& > 0 and Pk + 1] # P[q] do k — w(k)
if P[k+1] = Plg] then k — k+1
m(q) < k
return 7w

KoszT: Procedura Compute — Prefix — Function dziala w czasie O(m), a procedura
KMP — Matcher w czasie O(n + m).

59 Algorytm Boyera-Moore’a

IDEA:

Metoda podobna do metody naiwnej: sprawdzamy kolejne przesuniecia s, ale dla da-
nego s tekst sprawdzamy poczawszy od konca wzorca. Gdy napotkamy niezgodnosé ko-
rzystamy z dwoch heurystyk do zwiekszenia s (stosujemy te, ktora proponuje wieksze
przesuniecie):

e heurystyka "zty znak”,

e heurystyka “dobry sufiks”.
59.1 Heurystyka zty znak”
Jesli niezgodnosé wystapita dla P[j] # T'[s + j] (1 < j < m), to niech

o — ) max {z | Plz] =T[s+j]} jesli takie z istnieje,
10 W p.p.

Jesli k = 0 lub k < j, to ta heurystyka proponuje przesunaé¢ s o j — k znakéw. Gdy
k > 7, to heurystyka nic nie proponuje.
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59.2 Heurystyka “dobry sufiks”
Definicja 8 Mowimy, Ze @ jest podobne do R (i piszemy Q ~ R) iff @ 3 R lub R 1 Q.

Heurystyka “dobry sufiks” mowi, ze gdy napotkamy niezgodnosé P[j] # T[s + j] (1 <
j <m), to s mozemy zwiekszy¢ o m — max {k | 0 <k <m & P[j+ 1..m] ~ P}.
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