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ALGORYTMY ZACHLANNE.

ITUWr. II rok informatyki. Przygotowal: Krzysztof Lory$

1 Schemat ogdlny.

Typowe zadanie rozwiazywane metoda zachtanna ma charakter optymalizacyjny. Mamy dany skoin-
czony zbiér C. Rozwiazaniami zadania sa pewne podzbiory zbioru C'. Znamy kryterium pozwajace na
poréwnywanie jakosci rozwigzan. Chcemy znalezé rozwiagzanie, ktore jest optymalne wzgledem tego
kryterium.

Przyktad

PROBLEM:
Dane: liczba naturalna R oraz zbiér liczb naturalnych ci,cs, ..., cg;

(interpretacja: R jest kwota, ktora chcemy rozmieni¢, a ¢; s3 nominatami monet).
Zadanie: rozmieni¢ kwote R na mozliwie najmniejsza liczbe monet (przy zalozeniu, ze dyspo-
nujemy nieograniczong liczba monet kazdego nominatu).

W tym przyktadzie zbiorem C' jest zbidér monet (zauwaz, ze zbior ten jest skoriczony, poniewaz

mozemy przyjaé, ze nalezy do niego nie wiecej niz R monet o nominale ¢;, dla kazdego i = 1,...,k).
Rozwiazaniami problemu sa te podzbiory zbioru C, ktérych elementy sumuja sie do kwoty R. Kryte-
rium jakodci rozwigzania jest liczba jego elementow. O

Algorytm zachlanny konstruuje rozwigzanie, nazwijmy je .S, stopniowo (zwykle startujac od zbioru
pustego). W kazdym z kolejnych krokow, algorytm rozwaza jeden element z C, powiedzmy x. Element
ten jest umieszczany w S, jesli algorytm uzna, ze SU{x} da sie rozszerzy¢ do rozwigzania. Niezaleznie
od decyzji, = jest usuwany z C. Wyboér z-a dokonywany jest na podstawie lokalnego (zachlannego)
kryterium optymalnosci.

Algorytmy zachlanne nie podejmuja zadnych (lub prawie zadnych) dzialani sprawdzajacych czy
konstruowany zbiér ma szanse by¢ optymalnym rozwigzaniem. W efekcie algorytmy zachlanne sa
proste i szybkie, ale moga dawaé¢ rozwiagzania nieoptymalne, a nawet nie dawa¢ rozwigzarn. Dlatego
waznym zadaniem jest analiza poprawno$ci algorytmu zachtannego. Jesli algorytm produkuje rozwia-
zania nieoptymalne, warta rozwazenia moze by¢ kwestia "jak dalece nieoptymalne": czasami moga
one by¢ akceptowalnie bliskie optymalnym. Z takimi zagadnieniami zapoznamy sie, gdy bedziemy
omawiaé algorytmy aproksymacyjne.

Przyktad

Strategia zachtanna dla problemu wydawania reszty moze polega¢ na tym, by w kolejnych krokach do

konstruowanego rozwiazania wstawia¢ monete o najwiekszym nominale nie przekraczajacym kwoty

pozostalej do wydania.

Mozna tatwo wykazac, ze dla zbioru nominatow {1,2,5,10,20,50,100} taka strategia prowadzi za-

wsze do rozwigzania optymalnego. Natomiast dla zbioru {1,2,5,9,10} czasami daje rozwigzania

nieoptymalne: np. dla R = 14 znajdzie rozwiazanie 10,2,2, chociaz wystarczaja dwie monety.
O



1.1 Konstrukcja minimalnego drzewa rozpinajacego

Rozwazamy grafy nieskierowane G = (V, E; ¢), gdzie V oznacza zbiér wierzchotkow, E - zbior krawedzi,
ac: E — Ry jest funkcja wagowa. Waga podgrafu G’ = (V' E’) grafu G nazywamy sume wag
krawedzi z E'.

Definicja 1 Drzewem rozpinajacym grafu G = (V, E;c) nazywamy dowolne drzewo T = (V, E’),
takie, ze E' C E. Drzewo rozpinajgce T mnazywamy minimalnym, jesli ma minimalng wage sposréd
wszystkich drzew rozpinajgcych grafu G.

PROBLEM:
Dane: graf G = (V, E;¢)
Zadanie: Wyznaczy¢ minimalne drzewo rozpinajace T' = (V, E') grafu G.

Jak tatwo zauwazy¢ zadanie sprowadza sie do wyznaczenia zbioru krawedzi drzewa rozpinajacego.
Wiele znanych algorytméw rozwigzujacych ten problem opartych jest na strategiach zachlannych.
Ponizej przedstawiamy trzy z nich.

e Strategia 1: Algorytm Kruskala
Rozpoczynamy od pustego E’. Zbiér C jest poczatkowo rowny E. W kolejnym kroku rozpatru-
jemy krawedz z C' o minimalnej wadze. Dodajemy ja do E’, o ile nie powoduje to powstania
cyklu.

e Strategia 2: Algorytm Prima
Inicjujemy E’ wstawiajac do niego minimalng krawedz sposrod krawedzi incydentnych z wierz-
chotkiem v (v - wybierany jest arbitrarnie). Podobnie jak poprzednio zbiér C jest poczatkowo
rowny E. W kolejnym kroku rozpatrujemy minimalng krawedz z C' incydentna z jakas krawedzia
z E’ . Dodajemy ja do E’, o ile drugi z jej koricow nie jest incydentny z E’.

e Strategia 3: Algorytm Boruvki
Strategia ta nieco odbiega od ogolnego schematu. Zbiér E’ budujemy fazami. W kazdej fazie
wykonujemy dwa kroki:

- Dla kazdego wierzchotka z G znajdujemy najkrétsza incydentng z nim krawedz; krawedzie
te dotaczamy do zbioru E’.

- Tworzymy nowy graf G'. Wierzchotki w G’ (nazwijmy je superwierzchotkami) odpowiadaja
spojnym sktadowym w E’. Dwa superwierzchotki S; i Sy tgczymy krawedzia wtedy i tylko
wtedy, gdy jaki§ wierzcholek z S; byl potaczony w G krawedzia z jakims$ wierzchotkiem z
So. Jako wage tej krawedzi przyjmujemy minimalng wage krawedzi w G pomiedzy wierz-
chotkami z S; i Ss.

Za G przyjmujemy G’ i przechodzimy do nowej fazy.

UWAGI:

- algorytm Boruvki jest szczegolnie przystosowany do implementacji na maszynach réwnole-
glych;

- algorytm ten dziata poprawnie, gdy wszystkie krawedzie maja rézne wagi (to jednak zawsze
potrafimy zagwarantowac).

Dowody poprawnoéci tych algorytméw sa podobne. Latwo zauwazy¢, ze wszystkie algorytmy znaj-
duja drzewa rozpinajace. Strategie Kruskala i Boruvki gwarantuja bowiem, ze w kazdym momencie
krawedzie z E’ tworza las drzew, a strategia Prima gwarantuje, ze krawedzie z E’ tworza drzewo.
O ile graf G jest spOjny, to po zakonczeniu dziatania algorytmu graf (V) E’) takze jest spojny (w
przeciwnym razie minimalna krawedz sposréd krawedzi o koricach w réznych sktadowych nie bytaby
dolaczona przez algorytm do E’ - sprzeczno$é?!), a wiec jest drzewem rozpinajacym. Minimalno§é
wyznaczonych drzew wynika z faktu, ze w kazdym momencie konstrukeji zbioru E’ jest on rozszerzalny
do minimalnego drzewa rozpinajacego.



1.2 Szeregowanie zadan

Rozwazymy teraz dwa przyktady prostych problemoéw teorii szeregowania zadan. Obydwa dotycza,
szeregowania dla pojedynczego procesora i daja sie rozwigzaé algorytmami zachtannymi. Pod tym
wzgledem sa wyjatkowe, poniewaz wiekszos¢é probleméw szeregowania jest NP-trudna.

1.2.1 Szeregowanie zadan dla pojedynczego procesora

SCENARIUSZ: System z jednym serwerem (procesorem) ma do obstuzenia n zlecenn. Zawczasu znany
jest czas obstugi kazdego zlecenia. Przez czas przebywania zlecenia w systemie rozumiemy czas jaki
uplynat od momentu zgloszenia zlecenia systemowi do momentu zakoriczenia jego obstugi. Zakladamy,
ze wszystkie zlecenia zgloszone zostaly jednoczesénie i ze obstuga zlecenn odbywa sie bez przerwan, wiec
czas przebywania zlecenia w systemie jest rowny sumie czasu oczekiwania na zlecenie i czasu obstugi.
Za czas jaki zlecenia przebywaja w systemie, system placi kare proporcjonalng do tego czasu, dlatego
naszym zadaniem jest ustawienie zlecenn w kolejnosci minimalizujacej kare.

PROBLEM:
Dane: ciag t1,...,t, dodatnich liczb rzeczywistych;

(interpretacja: t; - czas obstugi j-tego zadania w systemie).
Zadanie: ustawi¢ zadania w kolejnosci minimalizujacej wartosé:
T =", (czas przebywania i-tego zadania w systemie)

Strategia zachlanna: Zadania ustawiamy w kolejnosci rosnacych czaséw obstugi.

DowOD POPRAWNOSCI: Zauwazamy , ze jesli zadania realizowane sa w kolejno$ci zadanej permutacja
m = (i1,%2,...,0,) liczb (1,2,...,n), to zwiazany z tym koszt wynosi:

T(m) =ti, + (ti, +ti) + o+ (b . t) =Y (n—k+1)t;,
k=1

Zalozmy, ze m jest optymalnym porzadkiem oraz ze istnieja z,y takie, ze x < y oraz t;,, > t
Zamieniajac i, oraz i, miejscami otrzymujemy nowy porzadek n’ o koszcie:

iy

T(r)=m—-a+t;, +(n—y+t;, + Y (n—k+1)t;,.
k=1,k#z,y

Nowy porzadek jest lepszy, poniewaz
T(r) = T(n") = (n—x+1)(ti, —ti,)) +(n—y+1)(ti, — ti,) = (y — x)(t;, —t;,) >0

co jest sprzeczne z zalozeniem optymalnosci 7. O

1.2.2 Szeregowanie z terminami

SCENARIUSZ: System z jednym procesorem ma do wykonania n zadan. Kazde z nich wymaga jednej
jednostki czasu procesora. Dla kazdego zadania znany jest zysk, jaki otrzyma system za jego wykonanie
oraz termin. Za wykonanie zadania po terminie system nie otrzymuje zadnego zysku. Naszym celem
jest ustawienie zadan w kolejnosci maksymalizujacej zysk.

PROBLEM:
Dane: ciag dy,...,d, liczb naturalnych oraz

ciag g1, - - -, gn dodatnich liczb rzeczywistych;
(Interpretacja: d;-termin dla i-tego zadania; g;-zysk za i-te zadanie).

Zadanie: znalez¢ wykonalny podzbior (patrz definicja ponizej) zadan S C {1,...,n} maksyma-
lizujacy sume ), ¢ g:-



Definicja 2 Cigg zadavi (i1,i2...10,) taki, ze V=1, k < d;, nazywamy wykonalnym. Zbiér zadan
jest wykonalny, jesli wszystkie jego elementy mozna ustawié w cigg wykonalny.

Strategia zachlanna: Startujac od zbioru pustego konstruujemy wykonalny zbiér zadan, na kaz-
dym kroku dodajac do niego zadanie o najwiekszym g; sposrod zadan jeszcze nie rozwazonych (pod
warunkiem, ze zbior pozostaje wykonalny).

DowOD POPRAWNOSCI (SZKIC): Zalozmy, ze nasz algorytm wybral zbior zadan I, podczas gdy istnieje
zbiér optymalny J # I. Pokazemy, ze dla obydwu zbioréw zysk za wykonanie zadan jest taki sam.
Niech 77, ms-wykonalne ciagi zadan z I i J. Dow6d przebiega w dwéch etapach:

1. Wykonujac przestawienia otrzymujemy ciagi 7} oraz «’; takie, ze wszystkie wspolne zadania (tj.
zadania z I N J) wykonuja sie w tym samym czasie.

2. Pokazujemy, ze w pozostalych jednostkach czasowych 7} oraz 7/, maja zaplanowane wykonanie
zadan o tym samym zysku.

Ad.1. Niech a € C bedzie zadaniem umieszczonym na réznych pozycjach w 7y oraz 7 ;. Niech beda to
pozycje odpowiednio ¢ oraz j. Bez zmniejszenia ogélnoSci mozemy zalozy¢, ze i < j. Zadanie a
w ciggu m; mozemy zamieni¢ miejscami z zadaniem znajdujacym sie na pozycji j, nazwijmy to
zadanie b. Otrzymamy ciag wykonalny, gdyz:

- d, > j, poniewaz a znajduje sie na pozycji j w my,

- dp > 1, poniewaz b znajduje sie na pozycji j w 7.

Liczba zadan z I NJ rozmieszczonych na réznych pozycjach w 77 i nowym ciggu m; zmniejszyta
sie o co najmniej 1. Iterujac postepowanie otrzymujemy teze.

Ad.2. Rozwazmy dowolng pozycje i, na ktorej roznig si¢ m; oraz n';.
Zauwazamy, ze zaréwno 77 jak i 7/, maja na tej pozycji umieszczone jakies zadanie, nazwijmy je
a i b odpowiednio. Gdyby bowiem 7/, mialo te pozycje wolng, to mogliby$my umiesci¢ na niej
a otrzymujac ciag wykonalny dla J U {a}, co przeczy optymalnosci J. Z drugiej strony, gdyby
7 mialo te pozycje wolna to algorytm zachlanny umiescitby b w rozwiazaniu.

Wystarczy teraz pokazac, ze g, = gp:

- gdyby g4 < gp, to algorytm zachltanny rozpatrywalby wcze$niej b niz a; poniewaz zbidr
I\ {a}U{b} jest wykonalny (a wiec takze i ten jego podzbior, ktéry byt skonstruowany w
momencie rozpatrywania b), wiec b zostaloby dotaczone do rozwiazania.

- gdyby ga > gp, to J\ {b} U {a} dawalby wiekszy zysk niz J?!

O
Pozostaje problem: jak mozna ustalaé¢, czy dany zbior J ztozony z k zadan jest wykonalny (oczywiscie
sprawdzanie wszystkich k! ciagéw nie jest najlepszym pomystem). Ponizszy prosty lemat mowi, ze
wystarczy sprawdzaé¢ wykonalnosé tylko jednego ciagu.

Lemat 1 Niech J bedzie zbiorem k zadavi i niech o = (81,82 ...8;) bedzie permutacjg tych zadan
takq, ze ds, < ds, <...<ds, . Wowczas J jest wykonalny iff o jest wykonalny.

1.2.3 Prosta implementacja

Zakladamy, ze zadania ulozone sa wedlug malejacych zyskow, tj. g1 > g2 > ... > gn.

Prosta implementacja polega na pamietaniu skonstruowanego fragmentu wykonywalnego ciggu
zadan w poczatkowym fragmencie tablicy. Zadania umieszczane sa tam wedlug rosnacych wartosci
termindéw w sposob podobny jak w procedurze sortowania przez wstawianie.

Fakt 1 Taka implementacja dziata w czasie Q(n?).



1.2.4 Szybsza implementacja
Kluczem do szybszej implementacji jest nastepujacy lemat.

Lemat 2 Zbior zadani J jest wykonalny iff nastepujgca procedura ustawia wszystkie zadania z J w
cigg wykonalny:
Vics ustaw i-te zadanie na pozycji t, gdzie t jest najwiekszq liczbg catkowitq, takq zZe

0 <t <min(n,d;) i na pozycji t nie ustawiono jeszcze zZadnego zadania.

Efektywna realizacja tej procedury uzywa struktur do pamietania zbioréw roztacznych. Poznamy je,
gdy bedziemy omawia¢ problem UNION-FIND. Uzyskany czas dziatania algorytmu bedzie bliski li-
niowego.

UwAGA: Trzeba jednak pamietaé, ze jesli zadania nie sa, jak to zalozyliémy, wstepnie uporzadkowane
wedlug wartosci g;, to czas dzialania algorytmu zostanie zdominowany przez czas sortowania.



