Lista zadan. Nr 2. 16 marca 2010
ALGORYTMY I STRUKTURY DANYCH

ITUWr. II rok informatyki.

. (Opkt) Przeczytaj notatke do wyktadu o algorytmach zachtannych.

. (1pkt) Danych jest n odcinkéw I; = (p;, k;), lezacych na osi OX, j = 1,...,n. Ul6z algorytm
znajdujacy zbior S C {I4,...,I,}, nieprzecinajacych sie odcinkoéw, o najwiekszej mocy.

. (1pkt) System ma do wykonania n zleceri. Dla kazdego zlecenia znamy czasy p;,k; € R+ -
odpowiednio poczatku i koiica realizacji zlecenia. Kazde zlecenie ma by¢ wykonywane przez jeden
procesor. Uléz algorytm obliczajacy, ile procesoréw jest potrzebnych do wykonania wszystkich
zlecen.

. (1pkt) Rozwaz nastepujaca wersje problemu wydawania reszty: dla danych liczb naturalnych
a, b (a < b) chcemy przedstawi¢ utamek ¢ jako sume réznych utamkow o licznikach réwnych
1. Udowodnij, ze algorytm zachlanny zawsze daje rozwiazanie. Czy zawsze jest to rozwiazanie
optymalne (tj. o najmniejszej liczbie sktadnikow)?

. (2pkt) Udowodnij poprawnosé algorytmu Boruvki(Sollina).

. (2pkt) System zlozony z dwoch maszyn A i B wykonuje n zadan. Kazde z zadan wykonywane jest
na obydwu maszynach, przy czym wykonanie zadania na maszynie B mozna rozpoczaé dopiero
po zakonczeniu wykonywania go na maszynie A. Dla kazdego zadania okreslone sa dwie liczby
naturalne a; i b; okreslajace czas wykonania i-tego zadania na maszynie A oraz B (odpowiednio).
U6z algorytm ustawiajacy zadania w kolejno$ci minimalizujacej czas zakonczenia wykonania
ostatniego zadania praz maszyne B

. (2pkt) Dla wazonego drzewa T' = (V, E; ¢), gdzie ¢ : V. — R, okreSlamy jego zewnetrzng dlugosé
EL(T) jako:

v—1i§¢ T
gdzie d(v) jest dlugoscia $ciezki od korzenia do liscia v (mierzong liczba krawedzi na $ciezce).

Rozwazmy nastepujacy problem. Dany jest n-elementowy zbior {ws,...,w,} dodatnich liczb
rzeczywistych. Zadaniem jest znalezienie wazonego drzewa binarnego 7" o n liSciach, takiego, ze
kazda liczba w; jest waga dokladnie jednego liscia oraz T' ma minimalng wage FL(T) posrod
wszystkich drzew o tej wlasnosci.

. (1pkt) Rozwaz nastepujacy algorytm dla problemu pokrycia zbioru i oblicz, o ile gorsze rozwia-
zania od rozwigzan optymalnych moze on dawac.

Zaczynamy od S’ = S. Nastepnie rozwazamy wszystkie podzbiory z S’ w kolejnodci od najmniej
do najbardziej licznych (podzbiory tak samo liczne rozwazamy w dowolnej kolejnosci) i usuwamy
z S’ te z nich, ktére zawieraja wyltacznie elementy zawarte w innych podzbiorach S’. Dokladniej:
gdy rozwazamy S;, to usuwamy goz S’, jesliV, € §; z € UTeS,\{Sj} T.

Zakladamy ze funkcja wagowa, okre§lona na podzbiorach jest stala i rowna 1, tzn. szukamy
rozwigzania skladajacego sie z najmniejszej liczby podzbioréw.

Uwaga: znaczenie S i S’ - patrz zadanie 4 z listy zadan dodatkowych.




ZADANIA DODATKOWE - NIE BEDA ROZWIAZYWANE W CZASIE CWICZEN

1. (1pkt) Wykaz, ze zachtanny algorytm wydawania reszty, w sytuacji gdy monety maja nominaty

A, ct, ..., c* dla pewnych statych naturalnych ¢ > 11 k > 1, daje optymalne rozwigzanie.

2. (1pkt) Udowodnij, ze spojny graf, ktorego wszystkie krawedzie majg rézne wagi, posiada do-
ktadnie jedno minimalne drzewo spinajace.

3. (1pkt) Udowodnij poprawnosé¢ algorytmu Prima.

4. (2pkt) Na wykladzie przedstawiono zachtanny algorytm dla nastepujacego problemu Pokrycia

zbioru:
Dane: rodzina S = {51, ..., Sk} podzbioréw zbioru {1,...,n} oraz

funkcjac: S — Ry.
Rozwigzanie: podrodzina S’ C S, taka, ze UresT = {1,...,n}.
Cel: Znale7¢ rozwiazanie optymalne, tj. minimalnym koszcie, zdefiniowanym jako

(S") = 2pes e(T)-

Przedstawiona strategia konstruuje rozwigzanie startujagc od S’ = (). W kolejnej iteracji do
S’ dodawany jest ten z podzbiorow S;, dla ktorego wartosé wyrazenia ¢(S;)/[S; \ Ures T jest
minimalna. Postepujemy tak do czasu az Urcs/T = {1,...,n} (ten moment nastapi, poniewaz
zakladamy, ze UresT = {1,...,n}.

e Udowodnij, ze powyzszy algorytm daje rozwigzania, ktére sa co najwyzej log n razy gorsze
od rozwigzania optymalnego.

e Pokaz, ze istnieja dane, dla ktérych rozwigzania znajdowane przez powyzszy algorytm sa
Q(logn) gorsze od rozwigzan optymalnych.

5. (1pkt) Uloz algorytm rozwiazujacy nastepujacy problem szeregowania zadan dla ¢ procesorow:
Dane: t; - czas obstugi i-tego zadania (i = 1,2,...,n).
Problem: kazde z zadan przypisa¢ do jednego z ¢ procesordéw oraz ustali¢ kolejnosé
wykonywania zadan przez kazdy z procesoréw tak, by zminimalizowaé
wartosc:
T =", (czas przebywania i-tego zadania w systemie).

Udowodnij, ze Twoj algorytm zawsze znajduje optymalne rozwiazanie.

Jaki jest czas dzialania Twojego algorytmu?

6. (1pkt) Utoz algorytm rozwiazujacy nastepujacy problem szeregowania zadan dla ¢ procesorow:
Dane: t; - czas obstugi i-tego zadania (i = 1,2,...,n).
Problem: kazde z zadan przypisa¢ do jednego z ¢ procesoréw oraz ustali¢ kolejnosé
wykonywania zadan przez kazdy z procesoréw tak, by zminimalizowaé
wartosc:
T =", (czas przebywania i-tego zadania w systemie).

Udowodnij, ze Twoj algorytm zawsze znajduje optymalne rozwigzanie.

Jaki jest czas dzialania Twojego algorytmu?

7. (2pkt) Rozwazamy grafy skierowane, w ktorych kazda para wierzchotkow potlaczona jest przy-
najmniej jedng krawedziag. Podaj algorytm wyznaczajacy dla takiego grafu $ciezke Hamiltona,
tj. Sciezke przechodzaca dokladnie jeden raz przez wszystkie wierzcholki. Udowodnij, ze Twoj
algorytm dziata poprawnie.

8. (2pkt) Udowodnij, ze w grafie nieskierowanym o n wierzchotkach, w ktorym kazdy wierzchotek
ma co najmniej n/2 sasiadow, istnieje $ciezka Hamiltona. Podaj algorytm, ktéory dla takich
grafow znajduje te $ciezke.

9. (1pkt) Przypomnij sobie algorytm Dijkstry znajdowania najkrétszych Sciezek od zadanego wierz-
chotka do wszystkich pozostatych wierzchotkéw. Udowodnij jego poprawnoscé.



10. (2pkt) Zaproponuj implementacje algorytmu Boruvki. Jaka jest jej zlozonos¢ czasowa?

Problemy (chyba) trudne

1. Podaj warunek konieczny i wystarczajacy na to, by dla danego ciaggu nominaléw monet podany
na wykladzie algorytm zachtanny wydawania reszty byt poprawny.

2. Jaka jest ztozono$¢ nastepujacego problemu?
PROBLEM.
dane: ciag C=cy,...,ck
wynik:  "TAK” - jedli zachtanny algorytm wydawania reszty dla ciagu C i dowolnej wartosci
reszty daje optymalne rozwigzanie;
"NIE” - w przeciwnym przypadku.
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