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Algorytmy i Struktury Danych

IIUWr. II rok informatyki.

1. (0pkt) Przeczytaj notatk¦ do wykªadu o algorytmach zachªannych.

2. (1pkt) Danych jest n odcinków Ij = 〈pj , kj〉, le»¡cych na osi OX, j = 1, . . . , n. Uªó» algorytm
znajduj¡cy zbiór S ⊆ {I1, . . . , In}, nieprzecinaj¡cych si¦ odcinków, o najwi¦kszej mocy.

3. (1pkt) System ma do wykonania n zlece«. Dla ka»dego zlecenia znamy czasy pj , kj ∈ R+ -
odpowiednio pocz¡tku i ko«ca realizacji zlecenia. Ka»de zlecenie ma by¢ wykonywane przez jeden
procesor. Uªó» algorytm obliczaj¡cy, ile procesorów jest potrzebnych do wykonania wszystkich
zlece«.

4. (1pkt) Rozwa» nast¦puj¡c¡ wersj¦ problemu wydawania reszty: dla danych liczb naturalnych
a, b (a ≤ b) chcemy przedstawi¢ uªamek a

b jako sum¦ ró»nych uªamków o licznikach równych
1. Udowodnij, »e algorytm zachªanny zawsze daje rozwi¡zanie. Czy zawsze jest to rozwi¡zanie
optymalne (tj. o najmniejszej liczbie skªadników)?

5. (2pkt) Udowodnij poprawno±¢ algorytmu Boruvki(Sollina).

6. (2pkt) System zªo»ony z dwóch maszyn A i B wykonuje n zada«. Ka»de z zada« wykonywane jest
na obydwu maszynach, przy czym wykonanie zadania na maszynie B mo»na rozpocz¡¢ dopiero
po zako«czeniu wykonywania go na maszynie A. Dla ka»dego zadania okre±lone s¡ dwie liczby
naturalne ai i bi okre±laj¡ce czas wykonania i-tego zadania na maszynie A oraz B (odpowiednio).
Uªó» algorytm ustawiaj¡cy zadania w kolejno±ci minimalizuj¡cej czas zako«czenia wykonania
ostatniego zadania praz maszyn¦ B

7. (2pkt) Dla wa»onego drzewa T = (V,E; c), gdzie c : V → R+, okre±lamy jego zewn¦trzn¡ dªugo±¢

EL(T ) jako:
EL(T ) =

∑
v−liść T

c(v) · d(v),

gdzie d(v) jest dªugo±ci¡ ±cie»ki od korzenia do li±cia v (mierzon¡ liczb¡ kraw¦dzi na ±cie»ce).

Rozwa»my nast¦puj¡cy problem. Dany jest n-elementowy zbiór {w1, . . . , wn} dodatnich liczb
rzeczywistych. Zadaniem jest znalezienie wa»onego drzewa binarnego T o n li±ciach, takiego, »e
ka»da liczba wi jest wag¡ dokªadnie jednego li±cia oraz T ma minimaln¡ wag¦ EL(T ) po±ród
wszystkich drzew o tej wªasno±ci.

8. (1pkt) Rozwa» nast¦puj¡cy algorytm dla problemu pokrycia zbioru i oblicz, o ile gorsze rozwi¡-
zania od rozwi¡za« optymalnych mo»e on dawa¢.
Zaczynamy od S′ = S. Nast¦pnie rozwa»amy wszystkie podzbiory z S′ w kolejno±ci od najmniej
do najbardziej licznych (podzbiory tak samo liczne rozwa»amy w dowolnej kolejno±ci) i usuwamy
z S′ te z nich, które zawieraj¡ wyª¡cznie elementy zawarte w innych podzbiorach S′. Dokªadniej:
gdy rozwa»amy Sj , to usuwamy go z S′, je±li ∀x ∈ Sj x ∈

⋃
T∈S′\{Sj} T .

Zakªadamy »e funkcja wagowa, okre±lona na podzbiorach jest staªa i równa 1, tzn. szukamy
rozwi¡zania skªadaj¡cego si¦ z najmniejszej liczby podzbiorów.

Uwaga: znaczenie S i S′ - patrz zadanie 4 z listy zada« dodatkowych.
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Zadania dodatkowe - nie b¦d¡ rozwi¡zywane w czasie ¢wicze«

1. (1pkt) Wyka», »e zachªanny algorytm wydawania reszty, w sytuacji gdy monety maj¡ nominaªy
c0, c1, . . . , ck dla pewnych staªych naturalnych c > 1 i k ≥ 1, daje optymalne rozwi¡zanie.

2. (1pkt) Udowodnij, »e spójny graf, którego wszystkie kraw¦dzie maj¡ ró»ne wagi, posiada do-
kªadnie jedno minimalne drzewo spinaj¡ce.

3. (1pkt) Udowodnij poprawno±¢ algorytmu Prima.

4. (2pkt) Na wykªadzie przedstawiono zachªanny algorytm dla nast¦puj¡cego problemu Pokrycia

zbioru:
Dane: rodzina S = {S1, . . . , Sk} podzbiorów zbioru {1, . . . , n} oraz

funkcja c : S → R+.
Rozwi¡zanie: podrodzina S′ ⊆ S, taka, »e ∪T∈S′T = {1, . . . , n}.
Cel: Znale¹¢ rozwi¡zanie optymalne, tj. minimalnym koszcie, zde�niowanym jako

c(S′) =
∑

T∈S′ c(T ).

Przedstawiona strategia konstruuje rozwi¡zanie startuj¡c od S′ = ∅. W kolejnej iteracji do
S′ dodawany jest ten z podzbiorów Si, dla którego warto±¢ wyra»enia c(Si)/|Si \ ∪T∈S′T | jest
minimalna. Post¦pujemy tak do czasu a» ∪T∈S′T = {1, . . . , n} (ten moment nast¡pi, poniewa»
zakªadamy, »e ∪T∈ST = {1, . . . , n}.

• Udowodnij, »e powy»szy algorytm daje rozwi¡zania, które s¡ co najwy»ej log n razy gorsze
od rozwi¡zania optymalnego.

• Poka», »e istniej¡ dane, dla których rozwi¡zania znajdowane przez powy»szy algorytm s¡
Ω(log n) gorsze od rozwi¡za« optymalnych.

5. (1pkt) Uªó» algorytm rozwi¡zuj¡cy nast¦puj¡cy problem szeregowania zada« dla c procesorów:
Dane: ti - czas obsªugi i-tego zadania (i = 1, 2, ..., n).
Problem: ka»de z zada« przypisa¢ do jednego z c procesorów oraz ustali¢ kolejno±¢

wykonywania zada« przez ka»dy z procesorów tak, by zminimalizowa¢
warto±¢:
T =

∑n
i=1 (czas przebywania i-tego zadania w systemie).

Udowodnij, »e Twój algorytm zawsze znajduje optymalne rozwi¡zanie.

Jaki jest czas dziaªania Twojego algorytmu?

6. (1pkt) Uªó» algorytm rozwi¡zuj¡cy nast¦puj¡cy problem szeregowania zada« dla c procesorów:
Dane: ti - czas obsªugi i-tego zadania (i = 1, 2, ..., n).
Problem: ka»de z zada« przypisa¢ do jednego z c procesorów oraz ustali¢ kolejno±¢

wykonywania zada« przez ka»dy z procesorów tak, by zminimalizowa¢
warto±¢:
T =

∑n
i=1 (czas przebywania i-tego zadania w systemie).

Udowodnij, »e Twój algorytm zawsze znajduje optymalne rozwi¡zanie.

Jaki jest czas dziaªania Twojego algorytmu?

7. (2pkt) Rozwa»amy grafy skierowane, w których ka»da para wierzchoªków poª¡czona jest przy-
najmniej jedn¡ kraw¦dzi¡. Podaj algorytm wyznaczaj¡cy dla takiego grafu ±cie»k¦ Hamiltona,
tj. ±cie»k¦ przechodz¡c¡ dokªadnie jeden raz przez wszystkie wierzchoªki. Udowodnij, »e Twój
algorytm dziaªa poprawnie.

8. (2pkt) Udowodnij, »e w gra�e nieskierowanym o n wierzchoªkach, w którym ka»dy wierzchoªek
ma co najmniej n/2 s¡siadów, istnieje ±cie»ka Hamiltona. Podaj algorytm, który dla takich
grafów znajduje t¦ ±cie»k¦.

9. (1pkt) Przypomnij sobie algorytm Dijkstry znajdowania najkrótszych ±cie»ek od zadanego wierz-
choªka do wszystkich pozostaªych wierzchoªków. Udowodnij jego poprawno±¢.
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10. (2pkt) Zaproponuj implementacj¦ algorytmu Boruvki. Jaka jest jej zªo»ono±¢ czasowa?

Problemy (chyba) trudne

1. Podaj warunek konieczny i wystarczaj¡cy na to, by dla danego ci¡gu nominaªów monet podany
na wykªadzie algorytm zachªanny wydawania reszty byª poprawny.

2. Jaka jest zªo»ono±¢ nast¦puj¡cego problemu?
Problem.
dane: ci¡g C = c1, . . . , ck

wynik: �TAK� - je±li zachªanny algorytm wydawania reszty dla ci¡gu C i dowolnej warto±ci
reszty daje optymalne rozwi¡zanie;
�NIE� - w przeciwnym przypadku.

Krzysztof Lory±
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