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3.4 Sieci przelacznikow

Przetgcznikiem dwustanowym nazywamy urzadzenie o dwoch portach wejsciowych i dwoch portach
wyjsSciowych, ktore:

e w stanie 1 przesyla dane z wejscia ¢ na wyjscie ¢ (dla i =0, 1),

e w stanie 2 przesyta dane z wejscia i na wyjscie (i + 1) mod 2 (dla i = 0,1).

Rysunek 1: Przelgcznik dwustanowy

Laczac ze soba przelaczniki otrzymujemy sieci przetqcznikow, ktére poprzez rézne ustawienia prze-
tacznikéw moga realizowaé rézne permutacje danych.

Rysunek 2: Przyktad sieci przetacznikéw o 6 wejsciach

PROBLEM:
Dane: liczba naturalna n.
Zadanie: skonstruowaé sie¢ Perm,, przelacznikéw realizujaca wszystkie permutacje n elemen-

tow.
Kryteriami okreslajacymi jakosé sieci sa:
e liczba przetacznikow;

e glebokosé sieci, tj. dlugo$é¢ maksymalnej drogi od portu wejsciowego do portu wyjsciowego.
Dtugosé ta mierzona jest liczba przetacznikéw znajdujacych sie na drodze od portu wejSciowego
sieci do portu wyjsciowego (oczywiscie potaczenia miedzy przetacznikami sg jednokierunkowe).



3.4.1 Konstrukcja

Dla prostoty ograniczymy sie do konstrukecji sieci dla n bedacego potega liczby 2.

Konstrukcja oparta jest za zasadzie Dziel i Zwyciezaj i sprowadza sie do sprytnego rozestania da-
nych wejsciowych do dwoch (zbudowanych rekurencyjnie) egzemplarzy sieci o n/2 wejéciach, a nastep-
nie na umiejetnym potaczeniu portéw wyjsciowych tych podsieci. Istota tej konstrukeji przedstawiona
jest na ponizszym rysunku.

Rysunek 3: Konstrukcja sieci dla n =8

Porty wejsciowe sieci polaczone przetacznikiem w pierwszej warstwie oraz porty wyjsciowe pota-
czone przelacznikiem w ostatniej warstwie bedziemy nazywaé portami sgsiednims.

Fakt 1 Tak skonstruowana sie¢ ma gtebokosé 2logn — 1 i zawiera ©(nlogn) przetgcznikow.

DowoODn: Glebokosé sieci wyraza sie rownaniem

e 1 dla k=1
G2 )_{ GV 42 dlak>1

a liczba przetacznikéw - réwnaniem:

o 1 dlak=1
P2 >_{ 2P(2k-1y 428 dlak > 1

3.4.2 Poprawno$é konstrukcji

Niech 7 bedzie dowolna permutacja n-elementowa. Pokazemy, ze istnieje ustawienie przetacznikéw
sieci realizujace m, tj. takie, ze dane z i-tego portu sieci zostang przestane na 7 (i)-ty port wyjSciowy
(dla i =1,...,n). Istnienie takiego ustawienia bedzie konsekwencja istnienia odpowiedniego dwuko-
lorowania wierzchotkow w nastepujacym grafie G, = (V, E).

e Zbior V =V U Vp U V), sklada sie z:

— n wierzchotkow (podzbiér Vi) odpowiadajacych portom wejSciowym sieci;

— n wierzchotkow (podzbior V) odpowiadajacych przelacznikom z ostatniej warstwy sieci
(po dwa wierzchotki na kazdy przetacznik);

— n wierzchotkéw (podzbior Vi) dodanych ze wzgledéw technicznych.
o Wszystkie wierzchotki z V etykietujemy:

— wierzchotek z V; odpowiadajacy i-temu portowi wejSciowemu otrzymuje etykiete ¢;



— wierzchotki z V, z pary odpowiadajacej j-temu przetacznikowi ostatniej warstwy, otrzy-
muja etykiety " i k7, takie, ze 25 — 1 = 7(i) oraz 25 = w(k) (innymi stowy na porty
wyjSciowe j-tego przelacznika maja by¢ wystane wartosci z i-tego oraz k-tego portu wej-
$ciowego sieci);

— wierzcholki z Vi, otrzymuja w dowolny sposob rozne etykiety ze zbioru {1,2',...,n'}.
e 7Zbiér E = E; U Ep U E) sklada sie z:

— n/2 krawedzi (podzbior Er) taczacych wierzcholki o etykietach 2i — 1 i 2¢, a wiec takie,
ktore odpowiadaja sasiednim portom wejsciowym;

— n/2 krawedzi (podzbiér Ep) taczacych wierzchotki odpowiadajace temu samemu przelacz-
nikowi ostatniej warstwy;

— 2n krawedzi (podzbior Ejr) taczacych wierzchotki o etykietach ¢ i ¢’ oraz wierzchotki o
etykietach i’ i 7.

Fakt 2 Graf G, jest sumq roztgcznych cykli parzystej dtugosci.

DowoOD: Stopien kazdego wierzchotka w G, jest rowny 2, a wiec G jest sumg roztacznych cykli. Sa
one parzystej dlugosci, poniewaz, jak latwo zauwazy¢, kazdy cykl zawiera parzysta liczbe wierzchol-
kow z Vi, parzysta liczbe wierzchotkéow z Vi, a wiec takze parzysta liczbe wierzchotkow z V. a

Z faktu tego wprost wynika istnienie kolorowania wierzchotkéw G, dwoma kolorami (powiedzmy
bialym i czarnym). Kolorowanie to ma nastepujace wlasnosci:

e Wierzchotki odpowiadajace sasiednim portom (zaréwno wejSciowym jak 1 wyjSciowym) otrzy-
muja rézne kolory.

e Wierzcholki o etykietach i oraz ¢” otrzymuja ten sam kolor (dla kazdego i = 1,...,n).

Stad wnioskujemy istnienie ustawienia przelacznikow realizujacego :

e Przetaczniki z pierwszej warstwy ustawiamy tak, by dane z portéw biatych (doktadniej: ktérych
odpowiadajace wierzchotki otrzymaty kolor biaty) byly przestane do gornej podsieci Perm,, ;.

o Przefaczniki w gornej podsieci Perm,, o ustawiamy tak, by permutowala swoje dane zgodnie z
permutacja 7. Dokladnie;j:
Niech K = k1,...,ky 2 bedzie ciggiem etykiet bialych wierzchotkéw z Vi w kolejnosci ich wy-
stepowania w ciagu {1,2,...,n} a L =1y,..., ln /2 ciagiem etykiet biatych wierzchotkow z Vo
w kolejnosci ich wystepowania w ciagu w(1),...,m(n). Niech 7, : {1,...,n/2} — {1,...,n/2}
bedzie permutacja taka, ze m, (i) = j wtedy i tylko wtedy gdy {; = k}. Przelaczniki ustawiamy
tak, by podsieé realizowala permutacje m,. Takie ustawienie istnieje na mocy indukcji. Podobne
rozwazania przeprowadzamy dla dolnej podsieci Permy, ;.

e Dla przelacznikéw ostatniej warstwy stosujemy nastepujaca regute:
Niech ¢” bedzie etykieta biatego wierzcholka z pary odpowiadajacej j-temu przetacznikowi, a k”
- etykieta czarnego wierzchotka 7 tej pary. Jedli ¢ poprzedza k w permutacji 7 (tzn. i = 7(2j—1)
oraz k = m(2j)) przelacznik ustawiamy na wprost, w przeciwnym razie ustawiamy na ukos.



