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3.4 Sieci przeª¡czników

Przeª¡cznikiem dwustanowym nazywamy urz¡dzenie o dwóch portach wej±ciowych i dwóch portach
wyj±ciowych, które:

• w stanie 1 przesyªa dane z wej±cia i na wyj±cie i (dla i = 0, 1),

• w stanie 2 przesyªa dane z wej±cia i na wyj±cie (i+ 1) mod 2 (dla i = 0, 1).

Rysunek 1: Przeª¡cznik dwustanowy

�¡cz¡c ze sob¡ przeª¡czniki otrzymujemy sieci przeª¡czników, które poprzez ró»ne ustawienia prze-
ª¡czników mog¡ realizowa¢ ró»ne permutacje danych.

Rysunek 2: Przykªad sieci przeª¡czników o 6 wej±ciach

Problem:

Dane: liczba naturalna n.
Zadanie: skonstruowa¢ sie¢ Permn przeª¡czników realizuj¡c¡ wszystkie permutacje n elemen-

tów.

Kryteriami okre±laj¡cymi jako±¢ sieci s¡:

• liczba przeª¡czników;

• gª¦boko±¢ sieci, tj. dªugo±¢ maksymalnej drogi od portu wej±ciowego do portu wyj±ciowego.
Dªugo±¢ ta mierzona jest liczb¡ przeª¡czników znajduj¡cych si¦ na drodze od portu wej±ciowego
sieci do portu wyj±ciowego (oczywi±cie poª¡czenia mi¦dzy przeª¡cznikami s¡ jednokierunkowe).
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3.4.1 Konstrukcja

Dla prostoty ograniczymy si¦ do konstrukcji sieci dla n b¦d¡cego pot¦g¡ liczby 2.
Konstrukcja oparta jest za zasadzie Dziel i Zwyci¦»aj i sprowadza si¦ do sprytnego rozesªania da-

nych wej±ciowych do dwóch (zbudowanych rekurencyjnie) egzemplarzy sieci o n/2 wej±ciach, a nast¦p-
nie na umiej¦tnym poª¡czeniu portów wyj±ciowych tych podsieci. Istota tej konstrukcji przedstawiona
jest na poni»szym rysunku.

Rysunek 3: Konstrukcja sieci dla n = 8

Porty wej±ciowe sieci poª¡czone przeª¡cznikiem w pierwszej warstwie oraz porty wyj±ciowe poª¡-
czone przeª¡cznikiem w ostatniej warstwie b¦dziemy nazywa¢ portami s¡siednimi.

Fakt 1 Tak skonstruowana sie¢ ma gª¦boko±¢ 2 log n− 1 i zawiera Θ(n log n) przeª¡czników.

Dowód: Gª¦boko±¢ sieci wyra»a si¦ równaniem

G(2k) =
{

1 dla k = 1
G(2k−1) + 2 dla k > 1

a liczba przeª¡czników - równaniem:

P (2k) =
{

1 dla k = 1
2P (2k−1) + 2k dla k > 1

2

3.4.2 Poprawno±¢ konstrukcji

Niech π b¦dzie dowoln¡ permutacj¡ n-elementow¡. Poka»emy, »e istnieje ustawienie przeª¡czników
sieci realizuj¡ce π, tj. takie, »e dane z i-tego portu sieci zostan¡ przesªane na π(i)-ty port wyj±ciowy
(dla i = 1, . . . , n). Istnienie takiego ustawienia b¦dzie konsekwencj¡ istnienia odpowiedniego dwuko-
lorowania wierzchoªków w nast¦puj¡cym gra�e Gπ = (V,E).

• Zbiór V = VI ∪ VO ∪ VM skªada si¦ z:

� n wierzchoªków (podzbiór VI) odpowiadaj¡cych portom wej±ciowym sieci;

� n wierzchoªków (podzbiór VO) odpowiadaj¡cych przeª¡cznikom z ostatniej warstwy sieci
(po dwa wierzchoªki na ka»dy przeª¡cznik);

� n wierzchoªków (podzbiór VM ) dodanych ze wzgl¦dów technicznych.

• Wszystkie wierzchoªki z V etykietujemy:

� wierzchoªek z VI odpowiadaj¡cy i-temu portowi wej±ciowemu otrzymuje etykiet¦ i;
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� wierzchoªki z VO, z pary odpowiadaj¡cej j-temu przeª¡cznikowi ostatniej warstwy, otrzy-
muj¡ etykiety i” i k”, takie, »e 2j − 1 = π(i) oraz 2j = π(k) (innymi sªowy na porty
wyj±ciowe j-tego przeª¡cznika maj¡ by¢ wysªane warto±ci z i-tego oraz k-tego portu wej-
±ciowego sieci);

� wierzchoªki z VM otrzymuj¡ w dowolny sposób ró»ne etykiety ze zbioru {1′, 2′, . . . , n′}.

• Zbiór E = EI ∪ EO ∪ EM skªada si¦ z:

� n/2 kraw¦dzi (podzbiór EI) ª¡cz¡cych wierzchoªki o etykietach 2i − 1 i 2i, a wi¦c takie,
które odpowiadaj¡ s¡siednim portom wej±ciowym;

� n/2 kraw¦dzi (podzbiór EO) ª¡cz¡cych wierzchoªki odpowiadaj¡ce temu samemu przeª¡cz-
nikowi ostatniej warstwy;

� 2n kraw¦dzi (podzbiór EM ) ª¡cz¡cych wierzchoªki o etykietach i i i′ oraz wierzchoªki o
etykietach i′ i i”.

Fakt 2 Graf Gπ jest sum¡ rozª¡cznych cykli parzystej dªugo±ci.

Dowód: Stopie« ka»dego wierzchoªka w Gπ jest równy 2, a wi¦c G jest sum¡ rozª¡cznych cykli. S¡
one parzystej dªugo±ci, poniewa», jak ªatwo zauwa»y¢, ka»dy cykl zawiera parzyst¡ liczb¦ wierzchoª-
ków z VI , parzyst¡ liczb¦ wierzchoªków z VO, a wi¦c tak»e parzyst¡ liczb¦ wierzchoªków z VM . 2

Z faktu tego wprost wynika istnienie kolorowania wierzchoªków Gπ dwoma kolorami (powiedzmy
biaªym i czarnym). Kolorowanie to ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

• Wierzchoªki odpowiadaj¡ce s¡siednim portom (zarówno wej±ciowym jak i wyj±ciowym) otrzy-
muj¡ ró»ne kolory.

• Wierzchoªki o etykietach i oraz i” otrzymuj¡ ten sam kolor (dla ka»dego i = 1, . . . , n).

St¡d wnioskujemy istnienie ustawienia przeª¡czników realizuj¡cego π:

• Przeª¡czniki z pierwszej warstwy ustawiamy tak, by dane z portów biaªych (dokªadniej: których
odpowiadaj¡ce wierzchoªki otrzymaªy kolor biaªy) byªy przesªane do górnej podsieci Permn/2.

• Przeª¡czniki w górnej podsieci Permn/2 ustawiamy tak, by permutowaªa swoje dane zgodnie z
permutacj¡ π. Dokªadniej:
Niech K = k1, . . . , kn/2 b¦dzie ci¡giem etykiet biaªych wierzchoªków z VI w kolejno±ci ich wy-
st¦powania w ci¡gu {1, 2, . . . , n} a L = l1, . . . , ln/2 ci¡giem etykiet biaªych wierzchoªków z VO
w kolejno±ci ich wyst¦powania w ci¡gu π(1), . . . , π(n). Niech πa : {1, . . . , n/2} → {1, . . . , n/2}
b¦dzie permutacj¡ tak¡, »e πa(i) = j wtedy i tylko wtedy gdy lj = k”i. Przeª¡czniki ustawiamy
tak, by podsie¢ realizowaªa permutacj¦ πa. Takie ustawienie istnieje na mocy indukcji. Podobne
rozwa»ania przeprowadzamy dla dolnej podsieci Permn/2.

• Dla przel¡czników ostatniej warstwy stosujemy nast¦puj¡c¡ reguª¦:
Niech i” b¦dzie etykiet¡ biaªego wierzchoªka z pary odpowiadaj¡cej j-temu przeª¡cznikowi, a k”
- etykiet¡ czarnego wierzchoªka z tej pary. Je±li i poprzedza k w permutacji π (tzn. i = π(2j−1)
oraz k = π(2j)) przeª¡cznik ustawiamy na wprost, w przeciwnym razie ustawiamy na ukos.
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