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2 Problemy, algorytmy, programy

Zakªadam, »e wszyscy znaj¡ te poj¦cia. Poni»ej podajemy przykªady dwóch problemów

oraz ró»nych algorytmów rozwi¡zuj¡cych je.

Przykªad 1 Mno»enie liczb naturalnych.

Problem.
dane: a, b ∈ N
wynik: iloczyn liczb a i b

Algorytm 1. a razy doda¢ do siebie liczb¦ b

Algorytm 2. �Pomno»y¢ pisemnie�

Algorytm 3. Mno»enie �po rosyjsku�

1. oblicz ci¡g a1, a2, ..., ak taki, »e a1 = a, ak = 1, ai+1 = bai

2 c (dla i = 1, ..., k − 1),

2. oblicz ci¡g b1, b2, ..., bk taki, »e b1 = b, bi+1 = 2bi (dla i = 1, ..., k − 1),

3. oblicz
k∑

bi
i = 1

ai nieparzyste

2

Uwaga: Pó¹niej poznamy jeszcze dwa inne (niebanalne) algorytmy mno»enia liczb.

Przykªad 2 Obliczanie n-tej liczby Fibonacciego.

Problem.
dane: n ∈ N
wynik: warto±¢ n-tej liczby Fibonacciego modulo staªa c

Algorytm 1. Metoda rekurencyjna

fibrek(intn)
{ if (n ≤ 1) return 1;

return (fibrek(n− 1) + fibrek(n− 2)) mod c;
}

Algorytm 2. Metoda iteracyjna
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fibiter(intn)
{ inti, t, f0, f1;

f0← f1← 1;
for (i = 2; i ≤ n; i++)
{t← f0; f0← f1; f1← (t + f0) mod c; }

return f1;
}

Algorytm 3. Metoda �macierzowa�

Korzystamy z tego, »e [
0 1
1 1

]
·
[

fi

fi+1

]
=

[
fi+1

fi+2

]

St¡d [
0 1
1 1

]n−1

·
[

f0

f1

]
=

[
fn−1

fn

]
Wystarczy wi¦c podnie±¢ macierz do odpowiedniej pot¦gi (wykonuj¡c obliczenia mo-

dulo c) a nast¦pnie wynik przemno»y¢ przez wektor [1, 1]T . 2

Uwagi:

• B¦dziemy zajmowa¢ si¦ tylko problemami okre±lonymi na niesko«czonej dziedzinie

(zbiorze danych). Dla problemu mno»enia jest ni¡ N 2, a dla problemu obliczania

liczb Fibonacciego N .

• Do zapisu algorytmów b¦dziemy stosowa¢ ró»ne formalizmy: od j¦zyka C, poprzez

pseudopascal do opisu sªownego.

3 Zªo»ono±¢ algorytmów i problemów

Efektywno±¢ (zªo»ono±¢) algorytmów mo»na porównywa¢ empirycznie b¡d¹ teoretycznie.

Wad¡ pierwszej metody jest jej zale»no±¢ od implementacji oraz fakt, »e zwykle mo»na

przetestowa¢ tylko niewielk¡ grup¦ danych. B¦dziemy zajmowa¢ si¦ gªównie drug¡ metod¡.

Zªo»ono±¢ algorytmów b¦dziemy okre±la¢ funkcj¡ rozmiaru danych.

Przykªad 3 Przykªady okre±lenia rozmiaru danych.

Problem Rozmiar danych

Wyszukiwanie elementu w ci¡gu # elementów w ci¡gu

Mno»enie macierzy Rozmiary macierzy

Sortowanie ci¡gu liczb # elementów w ci¡gu

Przechodzenie drzewa binarnego # w¦zªów w drzewie

Rozwi¡zywanie ukªadu równa« # równa« lub # zmiennych lub obie

Problemy grafowe # wierzchoªków lub # kraw¦dzi lub obie.
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B¦dzie nas interesowa¢:

- Zªo»ono±¢ czasowa - liczba jednostek czasu potrzebnych na wykonanie algorytmu.

- Zªo»ono±¢ pami¦ciowa - liczba jednostek pami¦ci (np. komórek, bitów) potrzebnych

na wykonanie algorytmu.

Jednostka czasu - czas potrzebny na wykonanie elementarnej operacji. Aby nasze rozwa-

»ania byªy precyzyjne musimy okre±li¢ model komputera. Dla nas podstawowym modelem

b¦dzie maszyna RAM (jej krótki opis zamieszczony jest na ko«cu notatki). Zwykle b¦-

dziemy przyjmowa¢ nast¦puj¡ce:

• kryterium jednorodne - koszt ka»dej operacji maszyny RAM jest jednostkowy.

Kryterium jednorodne jest nierealistyczne w przypadku algorytmów operuj¡cych na wiel-

kich liczbach. W takich przypadkach b¦dziemy posªugiwa¢ si¦:

• kryterium logarytmicznym - koszt operacji maszyny RAM jest równy sumie dªugo±ci

operandów.

Uwaga: Stosuj¡c kryterium logarytmiczne nale»y uwzgl¦dnia¢ koszt obliczania adresu

w trakcie wykonywania rozkazów stosuj¡cych adresowanie po±rednie.

Oczywi±cie analizuj¡c algorytmy nie b¦dziemy ich zapisywa¢ w j¦zyku maszyny RAM.

B¦dzie ona jedynie naszym punktem odniesienia podczas analizy kosztów konstrukcji al-

gorytmicznych wy»szego rz¦du.

Przykªad 4 Dwa algorytmy sortowania ci¡gu liczb.

Procedure insert(T [1..n]) Procedure select(T [1..n])
for i← 2 to n do for i← 1 to n− 1 do

x← T [i]; j ← i− 1 minj ← i; minx← T [i]
while j > 0 and x < T [j] do for j ← i + 1 to n do

T [j + 1]← T [j] if T [j] < minx then minj ← j
j ← j − 1 minx← T [j]

T [j + 1]← x T [minj]← T [i]
T [i]← minx

Idea tych algorytmów:

• Insert: w i−tej iteracji element T [i] wstawiamy w odpowiednie miejsce do uporz¡d-

kowanego ci¡gu T [1], . . . , T [i− 1].

• Select: po i− 1-szej iteracji elementy T [1], . . . , T [i− 1] s¡ uporz¡dkowane i mniejsze

od ka»dego elementu T [i], . . . , T [n]; w i-tej iteracji wybieramy minimalny element

spo±ród T [i], . . . , T [n] i wstawiamy go na pozycj¦ T [i].
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Zªo»ono±¢ czasowa (przy kryterium jednorodnym):

• Select - zawsze rz¦du n2.

Uzasadnienie: Najpierw zauwa»amy, »e instrukcja if sprowadza si¦ do wykonania staªej
liczby instrukcji maszyny RAM. Podobnie jest z inicjalizacj¡ i jednokrotn¡ iteracj¡ p¦tli
for . Instrukcje p¦tli wewn¦trznej wykonuj¡ si¦ Θ(n2) razy. Ka»da ich iteracja to koszt
staªej liczby instrukcji maszyny RAM, tak wi¦c w sumie koszt wykonania tych instrukcji jest
Θ(n2). Koszt pozostaªych instrukcji jest mniejszy i nie wyprowadza poza Θ(n2).

• Insert - dla niektórych danych rz¦du n2, dla niektórych jedynie rz¦du n.
Uzasadnienie: Koszt procedury zale»y od pocz¡tkowego uporz¡dkowania tablicy T . W
najgorszym przypadku element T [i] wstawiany jest na pocz¡tek tablicy co wymaga i operacji
przesuni¦cia. �atwo sprawdzi¢, »e gdy taka sytuacja ma miejsce dla ka»dego i = 2, . . . , n (tj.
gdy pocz¡tkowo tablica uporz¡dkowana jest malej¡co), to koszt procedury wynosi Θ(n2).
Z drugiej strony, gdy pocz¡tkowo tablica jest uporz¡dkowana rosn¡co, to dla ka»dego i =
2, . . . , n p¦tla while ma koszt staªy, a wi¦c caªa procedura wykonuje si¦ w czasie liniowym
(tj. Θ(n)).

2

Powy»sze spostrze»enia prowadz¡ nas do poj¦cia zªo»ono±ci najgorszego i ±redniego przy-

padku:

- zªo»ono±¢ najgorszego przypadku (inaczej zªo»ono±¢ pesymistyczna) - maksimum kosztu

oblicze« na danych rozmiaru n.

- zªo»ono±¢ ±redniego przypadku (inaczej zªo»ono±¢ oczekiwana) - ±redni koszt oblicze«

na danych rozmiaru n.

Uwaga: Przy obliczaniu ±redniej zªo»ono±ci nale»y uwzgl¦dnia¢ rozkªad prawdopodobie«-

stwa z jakim algorytm b¦dzie wykonywany na poszczególnych danych (zwykle jest to bardzo

trudne do ustalenia).

Powracaj¡c do naszego przykªadu widzimy, »e zªo»ono±¢ pesymistyczna obydwu algo-

rytmów sortowania jest rz¦du n2. Jak pó¹niej poka»emy obydwa algorytmy maj¡ tak»e

tak¡ sam¡ zªo»ono±¢ w ±rednim przypadku.

Staj¡c przed dylematem wyboru którego± spo±ród algorytmów nale»y post¦powa¢ bar-

dzo rozwa»nie i uwzgl¦dni¢ szereg czynników. W przypadku powy»szych algorytmów czyn-

nikami takimi s¡ m.in.:

• Rozkªad danych. Co prawda w ±rednim przypadku insert nie jest lepszy od select, jednak
stwierdzenie to jest prawdziwe przy zaªo»eniu jednostajnego rozkªadu danych. W praktyce
cz¦sto mamy do czynienia z innymi rozkªadami, w tym cz¦sto z danymi prawie uporz¡dko-
wanymi. Taka sytuacja przemawia za wyborem insert.

• Wielko±¢ rekordów. Cz¦sto sortujemy nie tyle same klucze, co rekordy, zawieraj¡ce klu-
cze jako jedno ze swych pól. Je±li rekordy s¡ du»e, to nale»y uwzgl¦dni¢ fakt, »e operacja
przestawienia elementów jest kosztowna. Poniewa» select wykonuje zawsze O(n) operacji
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przestawienia elementów, a insert mo»e ich wykonywa¢ nawet Ω(n2), wi¦c taka sytuacja
mo»e przemawia¢ za wyborem select.
W takiej sytuacji mo»na te» rozwa»y¢ u»yteczno±¢ wersji insert operuj¡cej na kopiach klu-
czy i wska¹nikach do rekordów. Wska¹niki te sªu»¡ do przestawienia rekordów zgodnie z
otrzyman¡ poprzez sortowanie permutacj¡ kluczy.

• Stabilno±¢. Czasami zale»y nam, by rekordy o jednakowych kluczach pozostawaªy w tablicy
wynikowej w takim samym wzgl¦dnym porz¡dku w jakim byªy pocz¡tkowo. O procedurach
sortowania zachowuj¡cych taki porz¡dek mówimy, »e s¡ stabilne. Jak ªatwo sprawdzi¢ insert
jest stabilny a select - nie.

• Intensywno±¢ wykorzystania algorytmu. Je±li algorytm ma by¢ bardzo intensywnie wyko-
rzystywany, np. jako cz¦±¢ skªadowa wi¦kszego systemu, wówczas nawet drobne usprawnienia
mog¡ prowadzi¢ do istotnej poprawy efektywno±ci caªego systemu. W tym przypadku warto
zwróci¢ uwag¦ na mo»liwo±¢ dokonania takich usprawnie« w algorytmach jak redukcja liczby
rozkazów w najbardziej wewn¦trznych p¦tlach algorytmu, mo»liwo±¢ zastosowania szybkich
operacji maszynowych, itp... Warto te» du»y nacisk poªo»y¢ na porównanie empiryczne
algorytmów.

Na zako«czenie jeszcze uwaga o zªo»ono±ci problemów. De�niuje si¦ j¡ jako zªo»ono±¢

najlepszego algorytmu rozwi¡zuj¡cego dany problem. Zwykle jest ona du»o trudniejsza do

okre±lenia ni» zªo»ono±¢ konkretnego algorytmu.

Zaªó»my, »e chcemy okre±li¢ zªo»ono±¢ problemu P. Skonstruowanie algorytmu A rozwi¡-

zuj¡cego P pozwala nam jedynie na sformuªowanie wniosku, »e zªo»ono±¢ P jest nie wi¦ksza

ni» zªo»ono±¢ A (mówimy, »e algorytm A wyznacza granic¦ górn¡ na zªo»ono±¢ P). Aby

dokªadnie wyznaczy¢ zªo»ono±¢ P nale»y ustali¢ jeszcze granic¦ doln¡, a wi¦c wykaza¢, »e

»aden algorytm nie jest w stanie rozwi¡za¢ P szybciej. Twierdzenia tego typu s¡ bardzo

trudne i stanowi¡ prawdziwe wyzwanie dla naukowców. W trakcie wykªadu zapoznamy si¦

tylko z kilkoma przykªadami takich twierdze« i to tylko dla ograniczonego (w stosunku do

maszyny RAM) modelu oblicze«.

4 Notacja dla rz¦dów funkcji

Oznaczenia:

R∗ - zbiór nieujemnych liczb rzeczywistych,

R+ - zbiór dodatnich liczb rzeczywistych,

analogiczne oznaczenia dla N .

De�nicja 1 Niech f : N → R∗ b¦dzie dowoln¡ funkcj¡.

• O(f(n)) = {t : N → R∗ | ∃c∈R+∃n0∈N∀n≥n0 t(n) ≤ cf(n).}

• Ω(f(n)) = {t : N → R∗ | ∃c∈R+∃n0∈N∀n≥n0 t(n) ≥ cf(n).}

• Θ(f(n)) = O(f(n)) ∩ Ω(f(n)).

Uwaga: Czasami Ω(f(n)) jest de�niowana jako {t : N → R∗ | ∃c∈R+∀n0∈N∃n≥n0 t(n) ≥
cf(n).}
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5 Podstawowe algorytmy i struktury danych

Zakªadam znajomo±¢ takich struktur danych (i ich implementacji) jak: tablice, rekordy,

listy, kolejki, stos, drzewa, grafy (listy incydencji, macierz s¡siedztwa),... .

B¦d¦ tak»e zakªadaª znajomo±¢ podstawowych algorytmów omawianych na wykªadach

ze wst¦pu do informatyki oraz matematyki dyskretnej. W szczególno±ci powinni±cie zna¢:

• algorytm Dijsktry znajdowania najkrótszych ±cie»ek w gra�e od zadanego ¹ródªa;

• algorytmy Prima i Kruskala znajdowania minimalnego drzewa rozpinaj¡cego.

Powy»sz¡ list¦ uzupeªni¦ po otrzymaniu informacji od osób prowadz¡cych te wykªady.

6 Dodatek: Krótki opis maszyny RAM

Cz¦±ci skªadowe:

- ta±ma wej±ciowa - ci¡g liczb caªkowitych; dost¦p jednokierunkowy;

- ta±ma wyj±ciowa

- pami¦¢: komórki adresowane liczbami naturalnymi; ka»da komórka mo»e pami¦ta¢

dowoln¡ liczb¦ caªkowit¡.

- akumulator - komórka o adresie 0.

- procesor.

Instrukcje:

LOAD argument STORE argument

ADD argument SUB argument

MULT argument DIV argument

READ argument WRITE argument

JUMP etykieta JGTZ etykieta

JZERO etykieta HALT

Operacje przesªania i arytmetyczne maj¡ dwa argumenty - drugim jest akumulator. W

nim umieszczany jest wynik operacji arytmetycznych.

Rodzaje argumentów:

posta¢ znaczenie

=liczba staªa

liczba adres

? liczba adresowanie po±rednie
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