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Algorytmy i Struktury Danych

IIUWr. II rok informatyki.

1. Niech A = {a1, a2, . . . , an} b¦dzie zbiorem kluczy, (takim, »e ∀i=1,...,n−1ai < ai+1), które chcemy
pami¦ta¢ w sªowniku staªym. Znamy tak»e ci¡g p1, . . . , pn prawdopodobie«stw zapytania o
poszczególne klucze. Przyjmujemy, »e p1 + p2 + . . . + pn = 1, a wi¦c do sªownika nie b¦d¡
kierowane zapytania o klucze spoza sªownika. Chcemy zaimplementowa¢ sªownik jako drzewo
BST. Uªó» algorytm znajduj¡cy takie drzewo, które minimalizuje oczekiwany czas wykonywania
operacji na sªowniku.

Punktacja:

• za algorytm dziaªaj¡cy w czasie O(n3) - 1pkt;

• za algorytm dziaªaj¡cy w czasie O(n2) - 2pkt;

2. (1pkt) Uzasadnij stwierdzenie, »e funkcje hashuj¡ce potrzebne w konstrukcji sªownika staªego
(podanej na wykªadzie) mog¡ by¢ efektywnie znalezione.

3. (1pkt) Rodzin¦ H funkcji hashuj¡cych ze zbioru kluczy U w zbiór indeksów {0, ..,m− 1} nazy-
wamy uniwersaln¡ (lub inaczej 2-uniwersaln¡), je±li

∀x 6=y∈UPrh∈H [h(x) = h(y)] ≤ 1
m

.

Rozwa»my nast¦puj¡c¡ rodzin¦ funkcji haszuj¡cych. Niech uniwersum U = {0, 1, 2, . . . , n − 1}
i niech V = {0, 1, 2, . . . ,m − 1} b¦dzie zbiorem warto±ci funkcji, gdzie m ≤ n. Niech ponadto
p > n b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Funkcje ha,b de�niujemy w nast¦puj¡cy sposób:

ha,b(x) = ((ax + b) mod p) mod m.

Udowodnij, »e rodzina

H = {ha,b | 1 ≤ a ≤ p− 1, 0 ≤ b ≤ p− 1}

jest 2-uniwersalna.

4. (2pkt) Na wykªadzie zostaª przedstawiony dowód tego, »e po umieszczeniu n kluczy w n-
elementowej tablicy haszuj¡cej (z nawlekaniem kluczy o tej samej warto±ci funkcji haszuj¡cej na
listy) z du»ym prawdopodobie«stwem »adna lista nie b¦dzie zawiera¢ wi¦cej ni» log n/ log log n
kluczy, o ile do haszowania u»yta zostanie losowa funkcja haszuj¡ca h.

• Przypomnij dowód (albo przedstaw inny) tego faktu.

• Tak mocnego faktu nie da si¦ udowodni¢, gdy h jest losowo wybran¡ funkcj¡ z 2-uniwersalnej
rodziny funkcji haszuj¡cych. Udowodnij, »e w tym przypadku prawdopodobie«stwo, »e
która± list zawiera wi¦cej ni»

√
2n kluczy jest nie wi¦ksze od 1/2.

5. (2pkt) Przeprowad¹ analiz¦ zamortyzowanego kosztu ci¡gu operacji insert, deletemin, decrease-

key, meld, �ndmin wykonywanych na kopcach Fibonacciego, w których kaskadowe wykonanie
operacji cut wykonywane jest dopiero wtedy, gdy wierzchoªek traci trzeciego syna.
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