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Algorytmy i Struktury Danych

IIUWr. II rok informatyki.

1. (1pkt) Poka», »e problem znajdowania otoczki wypukªej nie mo»e by¢ rozwi¡zany w modelu
drzew decyzyjnych.

2. (2pkt) Problem �Przekrój zbiorów� zde�niowany jest nast¦puj¡co:

Problem:

Dane: Liczby rzeczywiste x1, . . . , xn, y1, . . . , yn.
Wynik: 'TAK' - je±li {x1, . . . , xn} ∩ {y1, . . . , yn} = ∅

'NIE' - w przeciwnym przypadku.

Udowodnij, »e Ω(n log n) jest doln¡ granic¡ na rozwi¡zanie tego problemu w modelu liniowych
drzew decyzyjnych.

3. (2pkt) Udowodnij, »e 2n − 1 porówna« trzeba wykona¢, aby scali¢ dwa ci¡gi n elementowe
w modelu drzew decyzyjnych. Zastosuj gr¦ z adwersarzem, w której adwersarz na pocz¡tku
ogranicza przestrze« danych tak, by zawieraªa 2n zestawów danych takich, by ka»de porównanie
wykonane przez algorytm eliminowaªo co najwy»ej jeden zestaw.

4. (2pkt) Rozwa»my problem wyznaczenia za pomoc¡ porówna« elementów najwi¦kszego i drugiego
z kolei w zbiorze n-elementowym. Udowodnij, »e n + dlog ne− 2 porówna« potrzeba i wystarcza
do wyznaczenia tych elementów.

5. (2pkt) Przeprowad¹ analiz¦ oczekiwanej liczby porówna« wykonywanych przez algorytm Quick-

sort. Zaªó», »e

• wszystkie elementy sortowanego ci¡gu s¡ ró»ne,

• dla ka»dego n, wszystkie permutacje n-elementowe (okre±laj¡ce uporz¡dkowane danych) s¡
jednakowo prawdopodobne.

U»yj metody zaprezentowanej na wykªadzie, polegaj¡cej na obliczeniu warto±ci oczekiwanej
zmiennej losowej X =

∑
1≤i<j≤n Xij , gdzie Xij jest równa 1, je±li i-ty i j-ty (co do wielko±ci)

element ci¡gu danych byªy porównywane przez algorytm.

Czy tak obliczona warto±¢ odpowiada liczbie wykonanych przez algorytm porówna«? Je±li nie,
dokonaj jak najmniej bolesnych korekt w algorytme lub analizie.

Zadania dodatkowe

1. (2pkt) Algebraiczne Drzewo Oblicze« jest uogólnieniem algebraicznego drzewa decyzyjnego. Po-
siada ono dwa rodzaje wierzchoªków:

• wierzchoªki obliczeniowe: z ka»dym takim wierzchoªkiem u zwi¡zana jest warto±¢ fu, która
jest okre±lona jako wynik jednej z poni»szych opeacji:

fu ← fw + fv, fu ← fw − fv, fu ← fw ∗ fv, fu ← fw/fv, fu ←
√

fv,

gdzie fw i fv s¡ warto±ciami skojarzonymi z pewnymi przodkami wierzchoªka u lub s¡
elementami ci¡gu wej±ciowego lub staªymi z R.

• wierzchoªki rozgaª¦ziaj¡ce: wierzchoªek v wykonuje test fu < 0 b¡d¹ fu ≥ 0 b¡d¹ fu = 0,
gdzie u jest przodkiem v.
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Problem Set Equality (SE) zde�niowany jest nast¦puj¡co: dane s¡ zbiory X = {x1, . . . , xn}
oraz Y = {y1, . . . , yn}; pytamy, czy X = Y . Poka» , »e je±li dane dla problemu SE s¡ liczbami
caªkowitymi, to problem ten mo»e by¢ rozwi¡zany w modelu Algebraicznych Drzew Oblicze« w
czasie liniowym.

Zadania dodatkowe - nie b¦d¡ rozwi¡zywane w czasie ¢wicze«

1. (0pkt) Poka», »e Ω(n log n) pozostaje doln¡ granic¡ dla problemu sortowania, je±li w modelu
drzew decyzyjnych na zapytania o relacj¦ mi¦dzy elementami a i b mo»liwe s¡ trzy odpowiedzi:
�a<b�, �a=b� i �a>b�.

2. (1pkt) Poka», »e problem �Element uniqueness� rozbija Rn na Ω(n!) spójnych skªadowych.

3. (2pkt) Rozwa»my nast¦puj¡cy problem wery�kacji rozmiaru wielozbioru (MSV). Dany jest wie-
lozbiór zªo»ony z n liczb rzeczywistych oraz liczba naturalna k. Nale»y sprawdzi¢, czy w tym
wielozbiorze jest dokªadnie k ró»nych elementów. Postaraj si¦ wskaza¢ jak najwi¦cej ró»nych
spójnych skªadowych, na które problem ten rozbija Rn.

4. (1pkt) Rozwa»my decyzyjn¡ wersj¦ problemu otoczki wypukªej: mamy dane n punktów p1, . . . , pn

na pªaszczy¹nie oraz liczb¦ naturaln¡ k. Pytamy, czy otoczka wypukªa tego zbioru skªada si¦ z
k punktów. Wiedz¡c, »e problem MSV zde�niowany w poprzednim zadaniu wymaga Ω(n log k)
operacji w modelu algebraicznych drzew decyzyjnych, poka», »e w tym modelu decyzyjna wersja
problemu otoczki tak»e wymaga tylu dziaªa«.

Krzysztof Lory±
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